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Passons au cas ob r<n. L'ensemble ¥ étant un G d’aprés
Iv, 5, il sa.gm de prouver qu’il est dense.
Soit fe(JT)E et &>0. Soit f, la fonction- élément de (gHyx
définie par les condmons .
1 | TH@) pour <r
f*(w)—-{ 0 pour r<ign.
Comme nous venons de prouver, il existe une fonction g € (THZ
4 tranches O—dimensionnelles et telle que |g,—/y| <e.
Posons g(«)=[gL(®),...,g%(2)]. Il vient

ge(INTF et |g—f|<e.

Enfin, ge¥, car la condition (1) est une conséquence directe
du th. VI, 3, en y posant:

Y=, Y=9"", h=g, Lr=(9"...,9%), donc f=g,.

CINQUIEME CHAPITRE.

Espaces connexes.

§ 41. Notion de connexité.

L. Définition. Giénéralités. L'espace 1 est dit commewe lorsqu’il
ne contient aucun ensemble X tel que

(1) CO0fX+1 et X-I—X=01);

autrement dit: si la fromtiére d’aucun ensemble satisfaisant 3 la
condition 0==X==1 n’est vide.

Pour que Vespace soit conmexe, il faut et il suffit qu’il ne se laisse
pas décomposer en deux ensembles fermés, disjoints et non wides.

Car si Pespace se laisse décomposer de la sorte en X et ¥,
X satisfait & (1); inversement, si X satisfait 4 (1), la déecomposition
1=X+1—X est une décomposition en deux ensembles fermés,
disjoints et non vides. ,

En relativisant la définition de connexité, on en conclut
que, pour qu’un ensemble O (situé dans ’espace donné) soit connexe,
il faut et il suffit que 1’on ait, pour tout sous-ensemble X de C tel
que 0==X=+0, Pinégalité ¢-X -C—X=0; autrement dit, que O ne
e laisse pas décomposer en deux ensembles X et Y fermés dans C,
disjoints et non vides; ou encore, en deux ensembles X et Y sépares
(cf. §16, V) et non vides, c.-4-d. satisfaisant aux conditions:

(2) 0=X+Y, XY4+XY¥Y=0, X=+0+7Y.

Un ensemble connexe et ouvert est dit mne région.

1) La définition de connexité adoptée ici remonte 4 C. Jordan, Cours
danalyse I, p. 25, Paris 1898. Cf. N. J. Lennes, Amer. Journ of Math. 33 (1911),.
p. 303. Elle a pour but, d’exprimer de fagon topologique la notion intuitive de
la continuité d'un ensemble de points.
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1. 8i C est connewe. ¢t CA==0==C—A4, on a O -Fr (4)=0.
Car 0+=0.04-0—ACO-A-1—A=0-Fr (4).
2. 8i O n'est pas conmewe, il ewiste un G ouvert tel que

0G=+0+=0—G ¢t C.Fr(G)=0.
Car X et Y satisfaisant & (2), soit
&= F [o(w, X) < oz, Y)].
11 vient i
XCG& et @-Y=0, Qo (X+Y)-(G—6G)=0.

3. La commewité est um invariant des transformations continues.

En effet, 5i f(C)=X+ Y oit X et Y sont deux ensembles fermés,
disjoints et non vides, il vient

C=f7H0)=fX)+ ()

ol les ensembles f7'(X) et f™(¥) sont aussi fermés, disjoints eb
non vides.

4. C étant un espace méirique, séparable et comneme (comtemant
plus @un point), C a la puissance du continu.

Car p et ¢ étant deux points distincts, les frontidres des sphe-
res So(p), de centre p et de rayon positit o<|p—g|, sont non vides
et disjointes pour o wvariable.

Le th. 4 est aussi une conséquence de 1’énoncé suivant:

5. Dans les mémes hypothéses sur O, on a dim, (==0.

En supposant que dim, ¢=0, il existerait un entourage fermé-
ouvert de p différent de 0.

Exemples et remarques. L'espace & des nombres réels est conmee.
(’est une conséquence facile de Paxiome de Dedekind.

Un ensemble composé d’un seul point et Pensemble wide sont
des ensembles connexes,

Il en est de méme de lintervalle I=01 et, par congéguent,
de Tensemble F'[y=f(x)], ot f est une fonction continue & valeurs

Xy
réelles définie pour 0<<e <<l (qui lui est homéomorphe).
De fagon plus générale, on a le théordme suivant:
6. Btant donnée ume fonction f définie sur Vintervalle J= 01,
de I-¢ classe de Baire et telle que, pour tout intervalle owvert az' on a

f(@) e fwa’) et f(a') e flaa"), — Vespace Y =f(J) est connexe.

§41,1 Notion de connexits. 81

Supposons, par contre, que F soit un sous-ensemble fermé
et ouvert de I et que 0+F+3. Posons A =f"'(F). La connexité
de J implique que Fr (4)=Z. F—A=+0, donc — la fonction f étant
de I-e classe — que la fonetion partielle flFr (4) admet un point
de continuité a (§ 30, VII). Les hypothéses sur F et Y—F, done
sur 4 et I—A, étant identiques, on peut poser acA, ol aed-T—A.

La fonction f|Fr(4) étant continue au point a et F étant
un entourage de f(a), ’ensemble A=f"Y(F) contient un entourage
de a relatif & Fr (4); il existe donc un >0 tel que les conditions
zeFr(A) et |[s—a|<e entrainent z e A. Soit, conformément & la
formule aeJ—A4, b un point de J—4 tel que |a—b|<e Done
bmnon-¢ Fr (4) et par conséquent be J—A. Soit, ed Pintervalle (ou-
vert) contigu &4 A et contenant b. I’une des deux extrémités, soit ¢,
est située entre a et b; donc |c—a|< et comme ceFr(4), il vient

ce A, ol f(c) e F. Cela contredit la formule

fle) e ed) CAT—4) =ff (Y —F)=Y—F.

Le th. 6 entraine le corollaire suivant:

7. Soit g une fonction & valeurs réelles definie sur J. Si la fonc-
tion g est de I-e classe et satisfait & la condition de Darbous (c.-i-d.
qu'elle passe dune valeur & une auire par toutes les valeurs intermé-
diatres), Vensemble C= [ [y=g(z)] est connemel).
xy

En effet, la condition de Darboux implique qu’s chagque z
correspondent deux suites {z,} et {#,} convergentes vers x, l'une
croigsante et l'autre décroissante, et telles que

lim g(aq) = g(x) = ll_m glon) 3.

n=oco

La fonction ,,complexe” f(z)= [z,g(»)] satisfait parsconséquent
aux hypothéses du th. 6. L’ensemble C=f(J) est donc connexe.

!} Voir la note de M. Sierpifski et de moi-méme Les fonctions de clusse 1
¢t les ensembles connewes ponciiformes, Fund. Math. 8 (1922); p. 804. Cf. F. Haus-
dorff, Mengenlehre, p. 256. :

2) Dans le domaine des fonctions de I-e classe, I'implication inverse est
aussi vraie. Voir W. H. Young, Rend. di Palermo 24 (1907), p. 187.

‘C. Kuratowski, Topologie II. 6
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L’énoncé 7 implique directement le suivant:
dg(@)

v est finie pour tout ®, DUensemble
h

xy

8. 8i la derivée

est connexe ).

En outre, comme ensemble G5 (cf. § 27, VIL, 1) cet ensemble

est un espace topologiquement complet (§ 29, VI).
Les th. 7 et 8 permettent de définir des ensembles connexes
jouissant des différentes propriétés remarquables (cf. VI, 30)2),

En dehors des fonctions de I-e classe, la condition de Darboux
reste (comme on montre facilement) nécessaire pour la connexité
de I'image géométrique de la fonction, mais cesse d’8tre suffisante.

Considérons, en effet, la fonction (de IT-e classe) de Cesdro:

w(2) = lim sup 9—‘-:]—_—'5'?;1"&

, ou O<w<,
le développement dyadique de x étant x=(0,¢a, a,...),."

La fonction w(z) prend toute valeur entre 0 et 1 dans chagque
intervalle. Elle satisfait donc & la condition de Darboux, de-méme
que la fonction g(x) définie comme suit: g(x)=0 lorsque x=w(x)
et g(@) =w(x) ailleurs. Ainsi la droite y =2 ne rencontre pas en-
semble F'[y=g(x)]; cet ensemble n’est donc pas connexe 3).

xy

. Opérations. 1. C dlant un sous-ensemble connexe de la somme
M+N des ensembles séparés M et N, on a soit CM =0, soit N =0.

Car, dans le cas contraire, ¢ serait la somme des engembles
OM et CN, séparés et non vides.

2. Théoréme daddition*). BEtant donnde une famille {0} den-
sembles conmemes qui contient un ensemble O, dont aucun C, n’est
“séparé, la somme D C, est commeme.

11

1) Voir la note de B. Knaster et de moi-méme Sur quelques propridtés
topologiques des fonctions dérivées, Rend. di Palermo 49 (1925).

% Dans un but analogue, on peut se servir des fonctions satisfaisant & Ié-
quaition fonctionnelle j(x+y) = f(@)-- f(y). Cf. F. B. Jones, Bull. Amer. Math.
Soc. 48 (1942), p. 115.

%) Ibid. Ajoutons que l'emsemble F[y= w(z)] est connexe, comme I'a dé-
montré L. Vietoris, Mon. Math. u. PL" 8 (1921), p. 173.

%) Voir le mémoire de B. Knaster et de moi-méme Sur les ensembles con-
nexes, Fund. Math. 2 (1921), p. 210.
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Congidérons comme l'espace 1 la somme ) C.. Soit 1 =M +N

o M et N sont fermés-ouverts et disjoints. il s’agit de prouver
que soit M =0, soit ¥ =0. Conformément a 1, on peut poser O, M =0,
d’olt G,CN, donc N est un entourage (ouvert) de C;. Les ensembles
Cy et C, n’étant pas séparés, il vient C,. N==0, d’ot selon 1, C.-M=0
quel que soit :. Done M =0.

3. Corollaires. 1° La somme de deum ensembles conmemes ayant
des points communs est un ensemble connexe.

20 8t C est conmexe et CCXCC, X est connexe.

3% Si tout couple de points de Vespace se laisse unir par un en-
semble connexe, Vespace tout entier est conmeze.

Le cor. 1° résulte directement du théoréme. Pour démontrer 20,
on pose Cy=C et (,=(z) pour © ¢ X—C (d’olt C,-C,==0). Enfin,
en vue d’établir 3% on désignera par C, un point p fixe et par C,
un ensemble connexe contenant p et .

4. Théoréme de décompositionl). C etant un sous-ensemble con-
nexe d'un espace connexe, et M et N étant deux ensembles separes tels
que 1—C=M-+N, les ensembles C+M et C+N sont conmexes.

En outre: si C est fermé, C+M et C-+N lo sont également.

Posons, en effet, C+M=A4-B, ol A et B sont séparés. Il
s'agit de prouver que soit 4 =0, soit B=0. Conformément & 1,
on peut poser CA=0, dott ACHM, puisque ACC+M. Les en-
sembles M et N étant séparés, 4 est donc séparé de N et par con-
séquent de B+N, puisque 4 et B sont séparés (cf. §16,V, 4).
L’identité

1=C+M+N=A-+B+N
représente ainsi une décomposition de l’espace (connexe) en deux
ensembles séparés 4 et B4+N. L'un d’eux est done vide, c. q. f. d.
Enfin, si C est fermé, on a

C+M=C+M=(C+M)(C+M+N)=C+M,
car M.N=0.
5. Corollaire ®). Soient A et B deux ensembles fermeés (ou Aeux

ensembles ouverts). Si les ensembles A+B et AB sont conmemes, les
ensembles A et B le sont également.

1) Ibidem, th. VI.
2) Voir la note de S. Janiszewski et de moi-méme dans Fund. Math. 1
{1920), nouv. éd. 1937, p. 211, th. I.

6*
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Congidérons, en effet, A+ B comme ’espace et posons dans
le théoréme 4:

M=A—B, N=B—A4 ¢t O=AB.

Les ensembles A—B et B—A étant séparés (cf. § 16, V, 2),
les ensembles
A=AB+(A—B) et B=AB-+(B—A)

sont connexes.
6. Si B n'est pas somme de n ensembles connexes, il ewiste n--1
ensembles deuw & deux séparés Aj,y...,Anyy tels que

E=A4,+4...++4nt1, Ai=0

Ce théoréme étant évident pour » =1, admettons-le pour n—1.
On a donc H=A4,+...+ A, les 4; étant non vides et séparés deux
4 deux (pour j<(#). Par hypothése, I'un des 4,, soit A4,, n’est pas
connexe; il existe donc deux ensembles séparéds et non vides AX
et Aniq tels que 4,=A%+A,14; d’ou la conclusion démandée.

7. Théoréme 4 genéralisé). Oy,...,0, dtant des sous-ensembles
conmexes &un espace conmexe, et M et N étant deux ensembles sépards
tels que

I<ign+1.

1—(Cy+ ..ot Op) =M +N,

Vensemble Cy~+...~+ On+M se compose de m ensembles connemes (diffé-
rents on non).

Supposons, par contre, qu'il existe une décomposition en n-+1
ensembles non vides et séparés deux & deux (cf. th. 6):

Ot oot Ot M=+ Ay

Aucun 4, pour ¢<n+1, n'est séparé de N, car on aurait dans
le cas contraire la décomposition

1=Ai+ (At o+ A+ A+ oo Ay +N)

en deux ensembles séparés et non vides, contrairement 3 la connexité
de l’espace. M et N étant séparés, il en résulte que 4,(T M, donc
que A4;-0/==0 pour un j<n convenablement choisi. 0} étant un

%) Voir la note de B. Knaster et de moi-méme dans Proe. Nat. Acad.
of Se., 18 (1927), p. 648. COf. aussi (pour le cas n=2) G. T. Whyburn, Fund.
Math. 10 (1927), p. 181. .
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sous-ensemble connexe de la somme des ensembles séparés A,,...,An11,
il vient C;CA4;.

On en conclut que chacun des ensembles 4,,..., Ay contient
un ensemble (non vide) appartenant au systéme {C,,...,C,}, ce qui
est évidemment impossible.

Remarques. Le th. 4 implique que toul espace conmexe contenant

‘ plus dun point est somme de deuz emsembles connexes différents de

lui et contenant plus dun pointl).

En effet, si pour tout «, Pensemble 1—x est connexe, on a la
décomposition 1=1—az)+(1—a,) ol 2,7, D’autre part, 8’il existe
un z tel que 1—x n’est pas connexe, on & 1—x=M-+N, ob M et N
sont séparés et non vides; d’oix (cf. 4): 1=(2+ M)+ (x-+N).

I est cependant & remarquer qu'il existe des espaces — nom-
més biconnewes — qui ne se laissent pas décomposer en deux vrais
sous-ensembles connexes disjoints et contenant plus dun point.

Tel est ’exemple suivant?). Unissons le point (1, 1/s) & tout
point de ’ensemble C de Cantor par
un segment rectiligne. Si ce segment
contient une exfrémité d’un inter-

(%)

points & ordonnée rationnelle; dans
le cas contraire, considérons ses points
& ordonnée irrationnelle. Tous les
points considérés constituent 1’en-
semble biconnexe en question.

L’espace -biconnexe qui vient
d’étre défini contient un point p,
4 savoir le point (4, %), tel que 1—p
ne renferme aucum ensemble conmewe (contenant plus d’un point).
L’existence des espaces biconnexes dépourvus de cette propriété se
laisse établir & 1’aide de I’hypothése du continu 3).

@®.0 .0

1) Pour un résultat plus précis de A. H. Stone et pour des problémes
qui 8’y rattachent, voir P. Erdds, Bull. Amer. Math. Soc. 50 (1044), p. 442.

%) Voir le mémoire précité de B. Knaster et de moi-méme, Fund. Math. 2
(1921), p. 241, ol Pon trouvera la démonstration. Pour un autre exemple, voir la
note de B. Knaster et de moi-méme dans Rend. di Palermo 49 (1925), p. 3. -
Voir aussi P. M. Swingle, Generalization of biconmecied sets, Amer. Journ.
Math. 53 (1931), p. 385 et P. Erdds, op. cit.

3) VoirE.W.Miller, Concerning biconnected sets, Fund. Math. 29(1927),p. 123.
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8. C dtant un espace connexe et {G.} dtant une famille d’ensembles
owverts tels que 0=2, G, tout couple de points se laisse unir par une

13
chalne & chainons appartenant & celie famille, ¢c.-0-@. qu’d towt couple
(#,) correspond um systéme fini d'indices o, ...,1n tel que

1 wely, G,h~G,k+1#0 pour 1<k<n, yed,.

Soient @ un point fixe et F l’ensemble de tous les y qui se
laissent unir &% @ par une chaine. Il s’agit de prouver que E=(.
Comme E==0 (puisque @ ¢ F) et comme I est évidemment ouvert,
cela se réduit & démontrer que E est fermé.

Or, s0it p € H. Soit p € G,. L’ensemble &, étant ouvert, il existe
donc un y e B-G,. La chaine G,...,G,, satisfaisant & (1), la chaine
Gy Gy G, unit z & p. Done p e B, Aol F=5.

Il en résulte aussitoét que

9. Dans les mémes hypothéses sur C et {G.}, & tout couple d’en-
sembles non vides (A,B), correspond une chaine irréductible entre A
et B, c.-d-d. qu'il existe un systéme d’ensembles Ry,..., R, (n>0) appar-
tenant & la famille {G.} et tel qu'en posamt Ry=A et Rpy=2B, Viné-
galité Ry Ry=£0 équivaut & |i—i'| <1.

10. S, dams les hypothéses du th. 8, Vindice ¢ parcourt Vem-
semble des entiers positifs, il existe une permutation de cet ensemble
ki ko, ... telle que

(@) (Gag+ oot Gry) G 0 pour m=1,2,...,

les ensembles @, diant supposés mon vides.

Posons, en effet, %, =1. Pour n>0, s0it kppy le plus petit’

entier positif vérifiant 'inégalité (2) et distinet des nombres Koy ooy kon.

Un entier de ce genre existe, car en supposant le contraire,
VYensemble Gyt ...+ Gy, serait fermé-ouvert et distinct de P’egpace
tout entier.

Il s’agit de montrer que la suite {k,} contient tous les entiers
positifs.

Supposons qu'il n’en soit pas ainsi, et s0it &, 1,,... la suite (finie
ou infinie) d’entiers positifs qui n’appartiennent pas & la suite {kn}-
En vertu de la connexité de l’espace, on a

(Or+Gr+..)- (G4 Gy ...) =0,
Il existe donc deux indices n et m tels que
‘ Gk,.' Glm ==0.
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D’apres la définition de knyq, ona done kyaq<lnm, de méme que
knyo<<ln ete. Mais c’est impossible, la suite {ka} étant non bornée.

11. Oy, Cy,... étant une suite (finie ou infinie ) d’espaces con-
nexes, leur produit (cartésien) C,X CyX ... esi conneze.

En particulier, Pespace euclidien n-dimensionnel &", Pespace &
de Fréchet, le cube fondamental T™ @e Hilbert — soni des espaces
connexes.

En effet, (@1,,) et (,,y,) étant deux points de € x C,, en-
semble O X y;+ 2, X C, est connexe, en tant gue somme de deux
ensembles connexes ayant le point (z,,%;) en commun. C, X C, est
-donec connexe d’aprés 3,30,

Aingi, le produit de deux, done d’un nombre fini arbitraire
d’espaces connexes, est connexe.

Passons au cas ol la suite €}, C,,... est infinie. Soit p, un point
fixe extrait de C,. Posons

Ar=0;X ... X Co X Prp1 X Praa X ...

On prouve facilement (¢f. § 14, VI) que
A A, =0 X Oy X ...

Les ensembles 4, étant connexes, leur somme Pest également
(puisque A4,CA4,C...). Lespace ;X CyX... est donc connexe
d’apres 3,20 .

II1. Composantes. Un ensemble saturé par rapport & la pro-
priété: étre connexe, est dit composante de ’espacel); en d’autres
termes, € est une composante, lorsque € est connexe et, pour tout
ensemble connexe C; tel que CCCy, on a C;=C.

On constate aussitét (en vertu de II, 2 et 3) que

1. Les composantes sont des ensembles fermés et disjoints.

2. Tout ensemble connexe mon vide est contenu dans une seule
composante de Uespace.

3. 8i C est une composante de A et si CCBCA4, O est une com-
posante de B.

4. Tout ensemble fermé-ouvert F est somme d'une fomille de
composantes de Vespace. En particulier, si F est connexe ef non vide,
il est une composante.

1y Suivant F. Hausdorff, Mengenlehre, p. 152.
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Car Phypothese que C est une composante telle que QF==0==0—F
est incompatible avee le th. IT, 1.

5. Soit 1 un espace connexe. A diant un ensemble connexe et ¢
étant une composanie de 1—A, Vensemble 1— O est conmege.

Soit, en effet,
1—C0=M-+N, MN-+MN=0.
Il s’agit de montrer que, soit M =0, soit N=0. Comme
ACl—C=M+N,
on peut poser conformément & I, 1:

AM=0, dot A(C+M)=0, donc CCC+MCl—A.

L’ensemble C+M étant connexe d’aprés IT, 4, cette double
inclusion impligue suivant la définition de la composante, que
C=0C+M, d’oh M=0.

Le th. 5 entraine les corollaires suivants:

6. L’espace diant conmeme, tout systéme fini 8 (contenant deuz
éléments aw moins) de sous-ensembles connemes et disjoints -contient

au moins deus ensembles-léments, X et ¥, jouissant de la propridid
sutvanie:

(P) il emiste, un ensemble conneme disjoint de X (respectivement

de Y) qui contient tous les éléments de S autres que X (respectivement

autres que Y ).

Posons  §=(C,,0,,...,0,) et procédons par induction. Le
théoréme étant évident pour n=1, admettons-le pour n—1(=1).

Il s’agit de montrer qu'il existe un % >0 tel que I’ensemble Cy
jouit de la propriéte P.

Admettons que I’ensemble C; ne jouit pas de cette propriété.
I1 existe done tout au moins deux ecomposantes 4 et B de l'en-
semble 1—C; qui contiennent des ensembles du syqtéme S; soit A
celle qui ne contient pas C,.

Soit m,,...,m; la suite des indices des ensembles C; contenus
dans 4. On a done

()] 1<ign—1, (2)  Oskmy, ..., O=Fwy,
(3) si raemy,..,rd=m; et r<n, ona 0,Cl—A.

icm
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I’ensemble 1—A étant connexe (d’aprés 5) et le systéme
S*=(1——A,Cm1,0m2,...,0m}.)

étant composé de tout au plus = éléments (d’apres (1)), il existe
par hypothése un indice s<j tel que P’ensemble Cp  jouit de la
propriété P par rapport au systéme S*. Il existe par conséquent
un ensemble connexe K tel que

(1—4)+ Cony - o4 Omy_y + Cimyyy + -+ Oy CECL1— Chy.

D’aprés (3), on a donc C,CK pour tout g==ms.

Cela veut dire que l'ensemble O, jouit de la propriéte P
(par rapport au systéme o).

Enfin, ms>0 d’aprés (2); m, est done lindice k¥ demandsé.

7. Soit, dans un espace comnexe, S ume famille infinie &en-
sembles connexes disjoints. S, et 8, étant deur éléments arbitraires
de 8, il existe soit dams 1—58,, soit dans 1—8,, un ensemble connexe
qui contient ume infinité d’ensembles-eléments de S.

Soit O; (pour j=0,1) la composante de 1—8; qui contient S1—p
L’ensemble 1—(Cy; étant connexe (d’aprés 5), la double inclusion

81 ;C1—C;C1—8;,
qui résulte de §;CC;_;C1—Si—;, entraine donc
(4) 1— 014 CGy.

Admettons que €, ne contienne qu'un nombre fini d’éléments
de 8. Il existe donc une infinité d’éléments de S contenus dans
1—0,, done d’aprés (4), dans Cy. On parvient ainsi & la conelusion
que l'ensemble 1—38; contient un ensemble connexe, & savoir Cj,
qui contient une infinité d’ensembles-éléments de §.

IV. Connexité entre ensembles. Un espace est dit conneme
entre A et B lorsqu’il n’existe aucun ensemble fermé-ouvert F tel
que ACF et FB=01).

La connexité entre deux ensembles est une relation symé-
trique. Car 1—F est ouvert-fermé, BC1—F et (1—F)A4 =0.

On constate aussitdét que

la. 8¢ 1 est connexe entre A et B, on a A==0%B, et si ACA,
et BCB;, 1 est connexe entre A, i B,.

1) Cf. S. Mazurkiewicz, C. R. Paris 151 (1910), p. 296.
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1b. Si 1 est conmeme entre A et B, il Vest aussi entre A et B.
Si AB==0, 1 est connexe entre A et B. _

lec. Un espace comnexe est connexe entre tout couple de ses
sous-ensembles non vides.

1d. 8¢ un sous-ensemble de Uespace est connexe entre A et B,
Despace tout entier Vest dgalement.

. 2. Pour qu'um espace (séparable) soit de dimension 0, il fout
et il suffit qu’il me soit conmexe entre aucun couple d’ensemdles fermds
et disjoints (§ 21, IT, th. III); pour qu’il soit de dimension positive au
point a, il faut et il suffit qu'il soit conmeme entre a et un B fermé qui
ne contient pas 6.

3. Si Uespace mest conmexe ni entre A et By, ni entre A ot B,
il m’est pas connexe entre A et B+ B,.

Soit Fj, ol j=0,1, un ensemble fermé-ouvert tel que ACH,
et ;- B;=0. Posons F'=F,-F,. L’engerble F est donc fermé-ouvert
et satisfait aux formules:

ACF et F-(B,+B,)=0.

4. Btant donné un systéme &ensembles Agy ...y Ay tel que Vespace
n’est conmexe entre aucun couple Ag, A;, o i=kj, il existe un systéme
densembles fermes et disjoints Fy,...,Fy tel que

(1) 1=F+..+F, e A,CF, pour i=0,...,n.

Procédons par induction. Le théoréme est évident pour n=1.
Il suffit done de I’établir pour n>1 en admettant pour n—1.

Posons: Af=A,; pour i<n—1 et A} 4=A, 1+4,. D’apres 3,
Pespace n’est connexe entre aucun couple Aj, 4} pour t=k4. 11
existe donc par hypothése un systéme d’ensembles fermés et dis-

joints F§,...,Fx_4 tels que

2) 1=F¢+..+Fryq et AFCF{ pour i=0,...,n—1.
L’espace n’étant pas connexe entre A, ; et A, il en est de

méme de I’ensemble Fy_; (cf. 1d). 11 exigte done deux ensembles

fermés et disjoints, Fn,—y et ', satisfaisant aux conditions:

(3) Fry=Fpy+Fn, ApyClny et A,CF,.

En posant Fy=F} pour i<n—1, on déduit (1) de (2) et (3).
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5. SiDespace n’est pas connexe entre A et B, la fonetion § égale i 1
sur A et & O sur B admet une extension continue sur Uespace tout entier
ne prenant que les valeurs 0 et 1.

Réciproquement, si f est une transformation continue de Pespace
& valeurs entiéres et si les ensembles f(A) et f(B) sont disjoinis, Despace
n’est pas commexe enire A et B.

Car, d’une part, la fonction caractéristique d’un ensemble fermé-
ouvert F tel que ACF et FB=0, est I'extension demandée de f.

D’autre part, en posant F= f"l[f(A)], on a ACF et FB=0, car

ACFI/(A)] et FBCHA-FIHB)I=F"[/(4)-f{B)1=0.

6. Dans tout espace metrique séparable, il existe une suite d'en-
sembles fermés-ouverts Fy,F,,... telle qu'd chague couple de poinis p,q
entre lesquels Uespace n'est pas connexe, correspond un n tel que F,
contient p sans contenir q.

Soit, en effet, R, R,,... la base de Dl'espace composée d’en-
sembles ouverts. A chaque couple d’ensembles R;, R; entre lesquels
T’espace n’est pas connexe, faisons correspondre un ensemble fermé-
ouvert Fy tel que R;CFy et Fy- R;=0. En rangeant les F; en une
suite simple #,,F,,..., on obtient la suite demandée. Car F étant
un ensemble fermé-ouvert tel que peF et ge1—F, il existe un R;
et un R; tels que p e R;CF et ge R;C1—F, ce qui prouve que 1
n’est pas connexe entre K;et R;. Il existe, par conséquent, un » tel
que peR;CF, et ge RjC1—F,.

Remarque. Si Pespace est compact, on peut prendre pour la
famille {F,} celle de tous les ensembles fermés-ouverts. Cette fa-
mille est dénombrable d’aprés le th. 4 du § 37, V.

7. Pour qu'un ensemble E situé dans Despace 1 soil commexe
entre deux sous-ensembles A et B, il faut et il suffit quil n'existe aucun
ensemble ouvert G (dans 1) tel que

E-Fr(6)=0, ACG, GB=0.

Car, si un tel @ existe, BG est fermé-ouvert dans E. Réei-
proquement, si F est fermé-ouvert dans E, les ensembles F et
E—F sont séparés et il existe (selon § 16, V, 6) un ensemble G

tel que B _
FCG et GECF, dou EG—G=0.
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8. 8t Pespace est de dimension positive au point a, il ewiste un
e>>0 tel que tout ensemble fermé A contenant a et de diamétre <& est
connexe entre a et A-1—A.

8i Despace est connewe, tout vrai sous-ensemble fermé A est con-
nexe entre sa frontiére (c.-o-d. entre Vensemble A-1—A) et chacun
de ses poinis.

En effet, en supposant que F soit un sous-ensemble fermé
de 4 tel que A—F est fermé et que o e F et F-1—4 =0, on aurait
la, décomposition

1=F+[(4—F)+1—4]

en deux ensembles fermés, disjoints et non vides (et tels que §(F)<e).

9. 8 les ensembles Oy, O,,... sont connexes et aeliC, et beli Oy,
n=co n==co

Densemble BE=a-+b+ C,+ Cy-+... est connexe entre a et b.

Car, autrement, il existe un ¥ fermé-ouvert dans F tel que o e F
et b e E—F. Comme g e F'-LiC,, on a pour » suffisamment grand

n=0cq
F(Cy=+0, d’ot C,CF (puisque C, est connexe et F' esh géparé de
E—F). Mais alors Li C,CF, d’ol1 b ¢ F, contrairement 3 la formule
beE—F. =

Ezemple. Soient
anjg[("'l se<1)(y=1/n)], a= (—1,0), b =(+1,0).

B est connexe entre g et b. Cependant, o et b appartiennent

& deux composantes différentes de . -

En outre, B—b est connexe entre @ et I’ensemble B des points

(L,1/0), n=1,2,..., mais n'est connexe entre a et aucun point indi-
viduel de B (cof. aussi § 42, II, 1).

Y. Quasi-composantes. La quasi-composante du point p est le
produit de tous les ensembles fermés-ouverts contenant p ). Autre-

ment dit: c¢’est I'ensemble de tous les z tels que I’espace est connexe
entre p et .

On constate aussitét que

Z 1. La composanie de D est contenue dans la quaéi-composame
e p.

1} Voir F. Hausdorff, Grundziige, P. 248.
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L’inclusion inverse n’est pas en général vraie (comme le prouve
Pexemple du N°IV). Elle est cependant vraie dans les espaces
compacts (voir § 42, IT, 2). .
2. Les quasi-composamtes sont des ensembles fermés et disjoints.

En effet, comme produit d’ensembles fermés, toute quasi-com-
posante est fermée. Soient, d’autre part, @, et @, les quasi-compo-
santes des points p, et p,. Supposons que Q,==Q,, que # e @Q,—Q,
par exemple. Il existe, par conséquent, un F fermé-ouvert tel que
p1eF et ze1—F. Done @,(TF et par suite p,el1—F, d’ott Q,C1—F.
Comme Q,CF, il vient @,-Q,=0.

31). & dtant un espace metrigue séparable, il ewviste une irans-
formation continue f de E en un sous-ensemble de Pensemble C de
Cantor telle que les ensembles () coincident avec les quasi-compo-
santes de & (y parcourant Vensemble f(F)).

Telle est la fonction caractéristique de la suite F,,F,,... con-
sidérée dans le th. 6 du N°IV; c.-4-d. que

2 pour =zefF,

fo=Z @), on folm)={y 20 T

En effet, p et ¢ appartenant & deux quasi-composantes diffé-
rentes, il existe un F, tel que p e F, et g e & —F,, Aol f@(p)=2
et f"(q)=0, done f(p)=+f(q).

Cela prouve que, pour tout y ef(¥), ensemble f~(y) est con-
tenu dans une seule quasi-composante de &.

Inversement, ¢ étant une quasi-composante, on a pour tout n
s0it QCF,, soit QCF-—F,; done @ est contenu dans un seul en-
gemble f"l(y), c. q. f. d.

4. Tout espace métrique séparable & est contenu topologiquement
dans un espace compact E* tel que deur quasi-composamtes différentes
de & sont contenus toujours dans deux quasi-composanies différentes
de &*?).

. Plus préeisément, dans Vespace fonctionnel (I*)F les homéo-
morphies | telles que Densemble FE*=f(F) satisfait & la condition
demandée constituent un ensemble résiduel.

1) Voir ma note de Fund. Math. 30 (1938), p. 245, olt je montre que les
fonctions f qui satisfont & Ia thése du th. 3 constituent un ensemble résiduel dans
Pespace CZ.

%) Ibid., p. 243. Ce théordme a été proposé par B. Knaster.
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Soit, en effet, F,,F,,... la suite d’ensembles fermés-ouverts
considérée dans le th. IV, 6 (Pespace & étant suppose non-connexe).
D’aprés les th. 4 et 6 du § 38, VIL, ensemble @, des homéomorphies f
telles que

(1) fe(TF et f(Fn) [(E—Fn)=0

est résiduel dans espace (I%)E. Il en est done de méme de D’en-
semble @ =0,-D,-...
Soit f e @. Soient p et ¢ deux points appartenant & deux quasi-

composantes différentes P et @ de &. Il existe done un indice » tel que’

peFn et geE—F, doit f(p)ef(Fn) et f(g) e f(F—T).

Comme

X*={(&) =[(Fn)+ (Z—Fy)
et f e D, on conclut de 1’égalité (1) que F* n’est pas connexe entre
f(p) et f(g); ces points appartiennent, par conséquent, 3 deux quasi-
composantes différentes de F*.

VI. Espaces nulle part connexes. Espaces dispersés. '

Un espace est dit nulle part conmeme lorsqu’a tout couple de
points @ et b correspond un ensemble fermé et ouvert qui contient g
et ne contient pas b; autrement dit: lorsque ’espace n’est connexe
entre aucun couple de points, ou encore, lorsque toutes ses gquasi-
composantes se réduisent & des points individuels.

Un espace est dit dispersé, lorsqu’il ne contient aucun sous-
ensemble connexe (contenant plug d’un point). Evidemment:

1. Tout espace 0-dimensionnel est nulle part conmexe et tout
espace nulle part conmexe est dispersé.

2. Tout espace faiblement 1-dimensionmel, c.-a-d. tel que les
points ol cet espace est de dimension positive constituent un ensemble N
de dimension <0 (cf. § 22, VI), est dispersé ),

Car, ¢ étant un ensemble connexe contenant plus d'un point,
on a (cf. I, 5) dim, € >0 pour tout peC. Done CCN, d’otr dim N >0,

On constate facilement que ’

3. Tout espace qui se laisse transformer en un espace nulle part

conmexe de fagon biumivoque et continue est lui-méme nulle part con-
nezge. :

1) K. Menger, Dimensionstheorie, p. 204.
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En particulier, ’ensemble faiblement 1-dimensionnel défini an
§ 22, VI est un Gs nulle part connexe de dimension positive 1).

Car il se projette de facon biunivoque sur I’ensemble de Cantor.

Remarques. 1°. Il existe des espaces nulle part connexes de di-
mension finie arbitraire et méme de dimension infinie.

On prouve en effet ) que I’ensemble € de Cantor est image
biunivoque et continue d’un espace métrique séparable de dimen-
sion aussi grande que Pon veut (finie ou infinie).

De fagon plus précise: il existe des espaces complets sépara-
bles et nulle part connexes de dimension aussi grande que lon
veut 3).

20, I existe des espaces (complets séparables) dispersés qui
ne sont pas nulle part connexes (c.-4-d. qui sont connexes entre deux.
points)?). Soit, en effet, F un ensemble G4 faiblement 1-dimensionnel
situé dans un espace compact (I’ensemble défini au § 22, VI, par
exemple). Soit dim, E=1. Il existe, comme on montre (cf. § 42,
IL, 8), un point b==a tel que E-+b est connexe entre a et b. En
outre, comme ensemble faiblement 1-dimensionnel, B+ b est dispersé.

3% M. Pompeiu a défini une fonction g(x), 0<e<<1, dont
la dérivée ¢'(x) est finie en tout point et s’annule dans tout inter-
valle sans 8tre constante dans aucun. La fonction y=g(z) peut &tre
définie par 1’égalité

oo 3

:v=212—"l/y—a,,, ot @p=(2F-+1)/2m+,
%k et m étant des entiers donnés par les conditions

n=2m4+F et 0<Lk<2m—15).

1) Le premier exemple d’un espace nulle part connexe de dimension po-
sitive a été donné par M. Sierpifiski dans son ouvrage Sur les ensembles connexes
et non conmexes, Fund. Math. 2 (1921), p. 81.

2) Théoréme de Hilgers, Bemerkung zur Dimensionstheorie, Fund. Math. 28
(1937), p. 308.

8) Théortme de Mazurkiewicz, Sur les problémes x et 1 de Uryschn,
Fund. Math. 10 (1927), p. 311. Pour le probléme A de Urysohn, voir Fand.
Math. 8 (1926), p. 324.

4) Théoréme de W. Sierpinski, 1. e. p. 8L

5) Voir Pompeiu, Math. Aun. 63 (1907), p. 326. Cf. aussi Kopcke, Math.
Ann. t. 29, 34 et 35, et la note de B. Knaster et de moi-méme, Rend. di Pa-~

lermo 49 (1925).
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Daprés I,8 et §27, VII, 1, I’ensemble 0==g,;[y =g'(x)] est
un G connexe. ‘

Soit g'(a)==0. L’ensemble A=C—ZJ-+(a,0) est connexe entre
les points p=[a,0] et g=[a,9'(a)].

Supposons, par impossible, que M et N soient séparés et que

- A=M+N, peM et qelN.
Soit b¢ un intervalle tel que
b<a<e, N-be=0 et g'(b)=0=g'(c).

Désignons par N, 1a partie de N qui se projette sur I'intervalle be;
N, est donc séparé de N—N, ainsi que de J, donc de (N—N,+M+-F).
Comme

OCHN,+(N—Ny+ M +9)

et pe M et geN,, c’est incompatible avee la connexité de C.

Ceci établi, on en conclut (cf. § 21, I, 3) que C—J est de
dimengion 1 en chacun de ses poinfs. ‘

Remarquons, en outre, que 1'égalité CT=9 impligue que C—g
est nulle part conmege. Donc A est dispersé (sans &tre nulle part con-
nexe)l). '

VII. Séparateurs. Par définition (§ 16, VI), O sdpare Vespace
entre A et B (est un séparateur entre A et B) lorsque 1—C n’est
pas connexe enfre A et B; autrement dit, lorsqu’il existe deux en-
sembles M et N tels que

(i) 1—C=M+N, MN+NM=0, ACM, BCN.

L’ensemble C est dit un séparateur de Vespace (tout court)
lorsqu’il existe un couple d’ensembles fermés A et B entre lesquels
Pespace est connexe, tandis que 1—C ne Pest pas.

Si Pespace est connexe, O en est un séparateur dans le cas
et dans ce cas seulement lorsque 1—O n’est pas connexe (car tout
espace est connexe entre chaque couple de sés points).

C est dit un séparateur irréductible entre a et b lorsque C est un
séparateur entre ces points, tandis quaucun XCC=%X ne lest pas.

C est dit un séparateur irréductible complet lorsque O est un
géparateur irréductible entre chaque couple de points qu’il sépare
(et quil existe au moins un couple de points séparés par O).

) Cf. ma communication dans les Ann. Soc. Pol. Math. § (1927), p. 109.
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- Nous dirons que .C sépare localement Iespace lorsque € sépare
un ensemble ouvert qui contient C; autrement dit, lorsqu’il existe
un ensemble G ouvert, et deux ensembles 4 et B fermés dans @ tels

que A-+B-4- 0CQ et que G est connexe entre A et B tandis que G—C
ne est pas.

L. p1,Dsy..- €tant une suite de points dense dans Vespace, chaque
séparateur fermé est un seéparateur emtre um couple (pyp;) convena-
blement choisi.

Car M et N étant deux ensembles ouverts tels que 1— =M+ N
et MN=0, il existe un p;e M et un p;e N. ‘

2. Pour qu’un ensemble fermé O sépare Vespace enire A et B,
2l faut et il suffit qu’il existe deux ensembles fermes P et Q tels que
(i) 1=P4Q, C=PQ, AQ=0=BP.
De plus, si les ensembles 4, B et C sont disjoints, la double égalité
peut Etre remplacée par les inclusions ACP e BC@Q.
Car, d’une part, si la formule (i) est satisfaite, on pose

P=M+4+C et Q=N-+C.
D’autre part, si P et Q satisfont & (ii), il suffit de poser
M:]_—-Q et N '—'=1—.P.

3. 8i E sépare tout couple &’ensembles appartenant au systéme
Agy.yAn, E contient un F fermé jouissant de la méme propriete.

On a par hypothése et d’aprés IV, 4
1—E=X,+..+X,, A4,CX,
les ensembles X; étant disjoints et ouverts dans 1—E. D’aprés
§ 15, XTIT, 2, il existe un systéme d’ensembles ouverts Gy .oy G, dis-
joints et tels que X,;C@;. Il suffit de poser F=1—(Gy} ...+ Gp).

4. Tout ensemble C qui est la frontiére commune de deux com-
posantes A et B de son complémeniaire, est un séparateur irréductible

entre tout couple de points (a,b) o ae A et beB.

Car, d’une part, 'ensemble ¢ =4.1—A4 décompose 1’espace en
deux ensembles séparés A—C et I—A—C dont ’un contient a et
Pautre b. D’autre part, si XCC==X, done si ce 0—X, Pensemble
A+0+B est connexe et unit a et b en dehors de X. L’ensemble X
n’est donc pas un séparateur entre a et b. Autrement dit, X est un
séparateur irréductible entre a et b.

C. Kuratowski, Topologie II. 7
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VIII. Séparation des espaces connexes’), Dans ce N°, Vespace
est supposé conmexe et séparable. .

C étant un séparateur fermé entre o et b, il existe d’apres VII (i)
deux ensembles ouverts M et N tels que

(1) 1—C=M+N, MN=0, aeM, belN.

La décomposition (1) n’est pas, en général, déterminée d’une
facon univogue: tel est I’exemple ol lespace se comipose de trois
segnients ae, be et de n’ayant que le point ¢ en commun.

1. Soit C une famille de séparateurs entre a et b, fermés, con-
nexes et disjoints. En faisant correspondre & tout O e C deux ensembles
 ouverts M(C) et N(O) assujettis auw conditions (1) et en posant
A(C)=M(C)+ 0, la famille ¥ des ensembles A(C), ou C parcourt C,
est strictement monotone 2).

Plus encore, ¢i 05D, on a, soit A(D)CM(C), soit A(C)C.M(D).

Soient O=D deux éléments de C. Les ensembles M(C) et N(O) -

étant séparés et D étant un sous-ensemble connexe de leur somme,
I'un d’eux contient D, tandis que Pautre en est disjoint. Admettons
que DCM(C). Nous allons démontrer que M(D)CM(C).

On a d’abord CCN(D). Car si cette inclusion était en défaut,
on aurait CCM(D) (pour la raison mentionnée tout-a-I’heure).
Or les formules

@) 1=M(0)+C+N(C) et 1=M(D)+D-N(D)

entrainent
1=M(C)-+M(D)+ O+ D+N(C)-N(D),

et comme DCM(C), I'hypothése CCM(D) entrainerait la décompo-
sition de 1’espace

1=[M(C) +M(D)]+[N(0)-N(D)]

en deux ensembles ouverts, disjoints et non vides (contenant @ et b
respectivement), qui est incompatible avec Phypothése de la con-
nexité de cet espace.

) Voir G. T. Whyburn, Non-separated cuttings of conmected point sets,
Trans. Amer. Math. Soc. 38 (1931), p. 444, et mon ouvrage Sur les familles mo-
notones d’ensembles fermés et leurs npplications & la théorie des espaces conmemes,
Fund. Math. 30 (1937), p. 17.

®) Rappelons (cf. § 19, N® VIII) qu’une famille d’ensemblos est dite stricte-
ment monotone lorsque, pour chague couple X +7Y de ses éléments, on a soit

XCInt (¥), soit ¥CInt(X). Le th, 1 Permet d’appliquer 4 la famille F les
théorémes établis au § 19, VIII.
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L’inclusion CCN(D) étant établie, considérons la, décomposition.
(qui résulte aussi de (2)):

1=M(0)+N(DH-C+D+N(0)- M(D)=[M(C)+N(D)]+[N(C)-M(D)].

Ces deux sommandes étant ouverts et disjoints et le premier
n’étant pas vide, il vient

N(C)-M(D)=0, d’o M(D)CM(C)+0,
et comme C-M(D)=0 (puisque CCN(D)), il vient finalement

M(D)CM(C).
Il en résulte que

A(D)=D+M(D)CM(C)C Int [A(0)],

puisque M(C) est un sous-ensemble ouvert de A(C).
De fagon analogue, si 'on admet que DCN(C), on en déduit
que CCM(D) et, par raison de symétrie, que ‘

A(C)C M(D)C Int [A(D)].

Le th. 1 étant ainsi établi, on parvient, en le rapprochant du
th. 1 du § 19, VII, et en tenant compte du fait que I’inégalité O=D
entraine A(C)=3=A(D), au corollaire suivant:

2. Les éléments C de la famille C peuvent éire munis d’indices y
tels que 0<y<<1 et que Vinégalité u<y eniraine M(C,)CA(Cn)CM(Cy).

En conséquence, si u<<y<z, Oy sépare Despace enire Cy et Cs.

3. Abstraction faite d’un ensemble demombrable d’élements de la
famille C, tout C e C satisfait aux conditions suivantes:

(3) Int [A(C)]=M(C), dou Fr[A(C)]=C,
4) C=Fr [ M(C)]=Fr [N(0)],
(5) il existe deuw suites {Dp} et {E,} dans C ftelles que

C=I1 M(D,)-N(By) =] A(Dy)-1—A(Ey),
(6) nM(C) e N(C) asont connexes.
On a, en effet, en vertu de 2,
ué’y Int [A(C.)] CM(Cy) C Int [A(Cy)]-

7%
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Soit conformément & § 19, VII, 4:
Int [4(Cy)] = %; Int [A(Cu)].
TI vient |
Int [A(Cy)]=M(Cy), d'ou F:f [A(Cy)]=A4(Cy)—Int [A(Cy)]=0,.

La formule (3) établie, on en déduit en vertu de § 19, VIII (5)
que
U=Fr[A(C)]=A(C0)—Int [A(O)]=

=Tt [4(C)]—Int [A(C)]=TFr [Int (4(C))]=Fr [M(C)].
(5) résulte de (3) et § 19, VIIT (9):
Oy=[ [Tt A(Da)F-A(B)} C[TH(Dr ) V(B cHA Dot) T A(Br)=0,,

puisque A(D,)CM(D, ) d’aprés 2.

Enfin, ecomme nous allons voir, (5) entraine (6).

Soit M(C)=M,+M,, deux ensembles ouverts et disjoints, et
a e M;. 11 s’agit de prouver que M,=

Les ensembles M(C) et N(C) étant séparés, et 1 et ¢ étant
connexes, les ensembles C+M(C) et (+2N(0) sont connexes d’apres
II, 4. Pour les mémes raisons, les ensembles O+ N (O)Y+ M, et
C+N(C)+M, sont connexes. Or, 'ensemble C+N (0)+ M, unissant
les points a et b, et B, étant un séparateur entre ces points, on a
E,- [O+N(O’)-|—M1]#O Comme I’ensemble A4(E,) précéde 4(0), il
vient E,-N(0)=0, donc E,-M,==0 et par conséquent E,- -M,=0.
Les ensembles M, et M,;-+N(C) étant séparés, M, C est connexe
et, d’aprés 1’égalité précédente, disjoint de E,. I’inclusion OCN ( ,1),
qui résulte de (5), implique donc que

M,+ OCN(E,), dot M,CN(E.,).
D’autre part, d’aprés 2:

M,CA(C)CM(D,),
d’oir '

Mo [] M(Dy)- N(Ba) =0,

et comme C-M,=0, il vient M,=0.
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4. Dans chaque famille de separateurs connexes, fermes et disjoints,
tout seéparateur — abstraction faite d’un ensemble denombrable — separe
Vespace en deuw ensembles connexes dont il forme la froniiére commune;
il est donc un séparateur irréductible complet.

Soit py,ps,... une suite de points dense dans l’espace.

D’apres VII, 1, la famille considérée se décompose en une
suite (dénombrable) de sous-familles €y de séparateurs entre p, et p,.
I’énoncé 4 se déduit ainsi des propositions (4) et (6), Pirréductibi-
1ité étant une conséquence de VII, 4.

5. C étamt une famille de séparateurs entre a et b, fermes, connexes,
disjoints et munis des indices conformeément au th. 2, il existe une trans-
formation continue f de Vespace en Vintervalle 01 (tout entier), telle
que Von ait fla)=0, f(b)=1 et que pour chaque indice y<<1, on ail

soit fH(0y)=A(Cy), soit f‘i(omigzt(cz),

suivant que Dindice y admet ou non un indice qui le suit immédia-
tement.

Soit, en effet, F* la famille des ensembles A,=A(C;) avec
0<y<1, augmentée des ensembles A,=(a) et 4; =1. Considérons la
fonction f définie au §19,IX,3. Evidemment f(a)=0 et on a f(b)=1,
§’il n'existe aucun indice qui préecéde 1 immédiatement. En dési-
gnant, dans le dernier cas, cet indice par 7, cn n’aura qu’s modifier
la, définition de la fonction f sur Pensemble 1—A,; on posera:

o(@,4r)

=t U e a =l

Le th. 5 établi, plusieurs propriétés de la classe € se laissent
déduire des formules § 19, IX (13)—(18). Notons qu’en particulier
(en vertu de (3) et §19, IX (17):

6. Absiraction faile de 8, ensembles Cy, on a Cy=f L.

IX. Points de séparation. Admettons, comme dans le N°¢ VIIT,
que Pespace 1 est connexe séparable. Désignons par S(a,b) ’ensemble
de tous les points qui séparent a et b. Ces points peuvent étre munis
d’indices conformément au th. 2 du N°VIII; la condition u<y<z
implique alors que p, sépare les points p, et p..
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Le th. VIII, 4, implique que:

11). Absiraction faite d'un ensemble dénombrable de points x,
Pensemble 1L—a est, soit conmeme, soit somme de deuxw ensembles connexes.

2. A étant conmexe, tout point de A-8(a,b), sauf le premier et le
dernier (s'ils ewistent), sépare Vensemble A.

Il en résulte en vertu de VII, 1 que

32). Abstraction faite d'un ensemble dénombrable, tout point de
Vensemble connexe A qui est un point de séparation de l’espace, est
aussi un point de séparation de A.

Remarque. Ajoutons sans démonstration que

Toute famille @ensembles conmemes, disjoints ne se rédwisamt
pas & des points individuels et dont chacun contient un point qui sépare
Pespace, est dénombrable ).

4. C dtant la limite topologique (cf. § 25, VI) d'une suite Cy, O,,...
d’ensembles conmexes disjoints, Uensemble C-8(a,b) contient deux
points au plus. L'ensemble de points de O qui séparent Uespace est
done deénombrable.

Supposons, par contre, que pu,py,ps€C avee w<<y<<z Il
vient (cf. VIIL, 2), pae M(p,) et p.eN(p,). Les ensembles M(p,)
et N(py) étant ouverts, la formule pyele C, implique done
pour » suffisamment grand que

Co- M(pp)==0==0pn-N(py), dou Cnp-Fr[M(p,)]+=0, c.-b-
confrairement & I'hypothése que les ensembles C, sont disjoints.

5. Il existe une transformation continue f de Despace en Uin-
tervalle 01, dont Vensemble des points de biunivocité (cf. § 37, VI, 3),
augmenté d’un ensemble denombrable convenablement choisi, coincide
avec S(a,b)4 a--b.

A savoir, f est la fonction du th. VIII, &, ot C est la famille
des ensembles qui se rédwisent & des points individuels séparant o de b.

d. pyeCy

1) Voir la note de M. C. Zarankiewicz et de moi-méme, Bull. Amer. Math.
Soc. 33 (1927), p. 571.

%) Voir C. Zarankiewicz, Sur les poinis de division dams les ensembles
connexes, Fund. Math. 8 (1927), p. 17, et, dans des hypothdéses plus restrictives,
R. L. Moore, Proc. Nat. Acad. 9 (1923), p. 102.

%) Théoréme de C. Zarankiewicz, Trans. Amer. Math. Soc. 33, p. 447.
Pour la démonstration, voir ma note précitée de Fund. Math. 30, p. 30.

¢) Cf. C. Zarankiewicz, Fund. Math. 9 (1927), p. 139.
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En effet, si p est un point de biunivocité, différent de @ et de b, il
existe un ¥y tel que p=f" 1(y) et 0==y=:1. Par conséquent la formule

1—p=f"(0y—y)+1 " (y1—y)
représente une décomposition en deux ensembles ouverts dont l'un
contient a et V'autre b. On a donc p e S(a,b).

D’autre part, d’aprés VIII (7), tout point de S8(a,b), abstraction
faite d*un ensemble dénombrable, est un point de biunivocité de la
fonction f.

6. Théoréeme de Lennest). Si 1=_8(a,b)+a+b, c.-a-d. si toul
point différent de a et de b sépare Despace entre a et b, il existe une
transformation biunivogue et continue de Vespace en Uintervalle 0<y<1.

Posons, en effet, f(py)=y, fla)=0 et f(b)=1.

La fonction f étant évidemment biunivoque, il s’agit de deé-
montrer qu’elle est continue, c.-4-d. que @ étant un ensemble ouvert
dans Dintervalle I, Pensemble f 1@) est ouvert (dans l’espace 1),
ce qui se réduit au cas ot @ est un intervalle ouvert dans J. Or,
c’est une conséquence des formules (ef. VIIL, 2

F0y—y)=Mlpy) et (y1—y)=N(py),
les ensembles M(p;) et N{py) étant ouverts.

Remarques. L’hypothése du th. 6 équivaut évidemment & la condi-
tion qu’d tout point x correspondent deux ensembles fermes A et B tels que

1=A+B, acA, beB, AB=uz.

Elle équivaut aussi & Phypothése que les points a et b ne se laissent
unir par aucun vrai sous-ensemble conmexe de Pespace.

Soit, en effet, p e (1—a—>b) un point qui ne sépare pas & de b.
11 existe alors un ensemble connexe C tel que a, b e C<=1. Car dans
le cas ofr 1—p n’est pas connexe, il existe deux ensembles ouverts G
et H tels que .

1—p=G+H, GH=0, H+0 et a,be6,

puisque p ne sépare pas a de b.
L’ensemble C'=p-+G est alors un vrai sous-ensemble connexe
(cf. I, 4) de D’espace unissant les points a et b.

1) Amer. Journ. of Math. 33 (1911), ol ce théoréme se trouve démontré dans
des hypothéses supplémentaires. Cf. aussi F. Haus dorff Mengenlehre, p. 220
et Sur les ensembles connexes § 2, de B. Knaster et de moi-méme, Fund. Math. 2
(1921), ot les espaces, de ce genre sont étudiés de plus prés (sous le nom d’espaces
connexes irréductibles entre a et b).
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X. Unicohérence. Discohérence. Un egpace 1 est dit wmi-
cohérent $°il est connexe et si; pour toute décomposition 1=4-B
en deux ensembles connexes fermés, le produit AB est connexe.

L’espace est dit discohérent si, pour aucun couple d’ensembles
fermés A et B tels que

(1) 1=A4+B et A==1+B,

le produit AB n’est connexe.

Draprés II, 5, si Despace est connexe sans étre discohérent,
il existe deux ensembles A4 et B, fermés, connexes, dont le produit
est connexe ef qui satisfont aux conditions (1).

Evidemment, tout espace discohérent est connexe.

Exemples. L’intervalle J est unicohérent, la circonférence
est discohérente. Comme on verra plus tard, I" est unicohérent
pour chaque n et &, l’est pour n>2.

1. Pour qu'um espace conmexe soit discohdrent, il faut et il
suffit qu’aucun sous-ensemble connexe et fermé O n'em soit um sépa-
rateur (c.--d. que 1—C soit toujours commeze). -

En effet, si

1—-C=M+N, M-N+N-M=0 et M==0%N,

les ensembles A=C04+M et B=C-+N sont fermés, A=+1=B et
AB=(.

Réciproquement, si les ensembles fermés A4 et B satisfont 3, (1)
et si le produit C=A4B est connexe, on a, en posant M =1—4 et
N=1—B: v i

1—C=M+N, M-N+N-M=0, M==0==N,

de sorte que I’ensemble (fermé et; connexe) (O est "un séparateur
de Pespace.

2. 8 Vespace est discohérent et C ot D sont connewmes, fermds
et tels que ‘

@) 1=04D o (=+1+D,

les ensembles A=1—0C et B=1—A4 sont connexes, satisfont aums con-
ditions (1) et on a en ouire A=1—5.

En effet, d’aprés 1, I'ensemble 1—( est connexe. L’engemble
A=1—C I’est done également. Cela implique que 1—4 est connexe H

—_—

d’olt la connexité de 1’ensemble B=1—A4.
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D’aprés (2), 1—OCD=+1, d@on 1—CCD=1, done A=1.
Comme 0=l=1——C’CInt(A)=1—1—~A, on a 1—A4=1, doit B==1.
Puis A+B=A4-}+1—4=1.
Enfin, d’aprés § 8, VIII:

1—B=1—-1—4=1—-1—1—C=1—C=A.

XI. Connexité 7-dimensionnelle!). La notion de eonnexité se
laisse préciser comme suit.

Soit & un espace métrique séparable (contenant plus d’un
point). & est dAit & connewité au plus n-dimensionnelle lorsqu’il
existe une décomposition en deux ensembles fermés M et N telle que

1) E=M+N, M+F+N et dim MN<n—1;
autrement dit: lorsqu’il existe un ensemble ouvert & tel que
(2) 0+6, G+& et dAimFr(G)<n—1;

ou encore: lorsqu’il existe un ensemble fermé de dimension <n—1
qui sépare &E.

Le plus petit entier m de ce genre (fini ou infini) est dit
dimension de la connexité de & et est désigné par de & 2). Par consé-
quent — si de £ <oo —il existe un séparateur fermé de dimension
de £—1, mais il n’en existe aucun de dimension de F—2.

Convenons, en outre, gue dec (p) =0 et de 0 =—1.-

On constate aussitét que de < dim & et que Pinégalité de F>1
équivaut & Phypotheése ‘que & est connexe et contient plus d’un
point. )

Les espaces compacts & satisfaisant & 1égalité dc F=dim &F
sont dits multiplicités canioriennes.

*  Remarques. Pour deux cubes qui n’ont en commun gu'un
seul sommet, on a de=1; g’ils ont une aréte commune, on a de=2;
enfin, s’ils ont une face eommune, on a de=3.

1) Voir la note de M. E. Otto et de moi-méme Sur les espaces & connerité
n-dimensionnelle, Fund. Math. 82 (1939), p.. 259.

2) Voir ma note Sur la compactification des espaces & connexité n-dimension-
nelle, Fund. Math. 30 (1938), p. 242 (on y remplacera n par n-+1).
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Comme on voit, le coefficient de& permet de préciser lidée
géométrique qui attribue au polytope formé de deux cubes une
connexité plus ou moins ,faible”, suivant que ces cubes sont unis
par une face commune, une aréte ou un sommet.

Les th. 6et 3 du § 40, IV entrainent les th. 1 et 2 qui suivent:

1. & dtant un espace compact irréductible par rapport & som
degré n-dimensionnel, on a dc & >=n.

2. Tout espace compact de dimension >=n contient un ensemble
fermé F tel que dc F>m; il contient done, en particulier, une com-
posante de dimension >=nl).

De nombreux théorsmes de la théorie des ensembles connédxes
se laissent généraliser et préciser de fagon & devenir des énoncés
sur la dimension de connexité. Citons-en sans démonstration les
suivants:

3. C étant un ensemble contenant plus d'un point, Pinégalite
deO<n  equivaut & Vewistence de deww enmsembles M et N tels que

(3) O=M+N, C—M=+0+0—N, dim (M -N+N-M)<n—1,
ainsi qu’a Vezistence d’un ensemble owvert G tel que
() CG+04C—@F, am[C-Fr(¢)]<n—1.

4. 8 de C>n, CCM+N et dim (M-N+N-M)<n—2, on o
soit OCM, soit CCN.

5. Biant donmée une famille {C.} @ensembles tels que do O,>n
et qui contient un ensemble Oy tel que dim Cy-C,2n—1 pour tout IR
on a de (20,)2%.

6. 8i CCECC et de O=n, on a dec E>n.

7. de (F—0)>=de F—dim ¢—1.

8. 8t I—C=M+N, M-N+N-M=0 ¢ dcO<dc &, on a
de O<de (4 M) et de O<de (C+N). .

9. A et B étant deus ensembles fermés tels que dc AB< dc (4 + B),
on a de(4B)<de A e de(4B)<de B.

10. ] €tant ume tramsformation comtinue Aun espace compact
(et connexe) X & tranches de dimension <k, on a

de (&) >de F—k.

1 R . .
) Dans le méme ordre d'idées, cf. la notion de »eomposante dimension-

nelle” de P. Alexandroff, Math. Ann. 106 (1932 215. Cf i vrki
G R. Pars 185 (1o o o ( )s P . Cf. anssi L, Tumarkin,
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XII. Connexité 7-dimensionnelle entre deux ensembles.

& est dit & connexité n-dimensionnelle entre deuz sous-ensembles
A et B, en symbole: deaz& =mn, lorsque n est le plus petit entier
tel qu’il existe deux ensembles fermés M et N assujettis aux con-
ditions:

E=M+N, AN=0=BM, dim UN<n—1,

c.-4-d. qu’il existe un ensemble fermé de dimension <n—1 qui
sépare & entre A et B.

On démontre que?l)

1. Pour quwun ensemble C (situé dans &) soit & comnexité
<n-dimensionnelle  entre deux sous-ensembles A et B, il faut et il
suffit qu'il existe un G owvert tel que

ACG, @-B=0, dim C -Fr(6)<n—1.

2. 82 dCAth’g% et dCADBrCngI/, on a dGA1+A§,B$<n.

3. Pour tout espace compact, la conmexité n-dimensionnelle
entre deux ensembles fermés A et B entraine la connexité n-dimension-
nelle entre un couple de points a e A ef b e B.

Plus précisément: étant donnés dans un espace compact un
ensemble C et deux sous-ensembles A et B de C, il existe Geux points
acd et beB tels que , .

dea,s C < degp (C+a-+b).

4. Pour que dim, E < n, il fout et il suffit que tout ensemble
fermé B tel que a e E—B satisfasse & la condition degp F < n.

5. Pour que dim & <n, il fout et il suffit que, quels que soient
les emnsembles A et B fermés et disjoinis, on ait deap FE < n.

Si & est compact, il faut et il suffit que, quels que soieni les points
a==b, on ait degy F<n.

6. C étant un sous-ensemble d'un espace compact, & tout point
a € C correspond un point b+a tel que

degp (C+b)=dim, C, powrvu que dim, C<oco.

7%). ¥ dtant un espace meirique séparable, on peut le compacti-
fier sans augmenter la dimension de sa connexilé emire aucun couple
de points. ‘

1) Voir ibidem, p. 263-—264.

?) Voir ma note citée de Fund. Math. 30, p. 243. Le th. 7 est une géné-
ralisation du th. 4 du N° V.
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Plus précisément: les homéomorphies | € (T¥)E telles que, quel
que soit le couple p, g &, la dimension de la conmewitd de &

entre p et q est égale & cclle de la conmewité de () entre f(p) et f(q),—
constituent un ensemble résiduel dans Vespace (T%)%.

§ 42. Continus.

I. Définition. Conséquences immédiates. Un espace connexe
et compact s’appelle un continu *).

Pour quun espace compact soit un continu, i faut et il suffit
qu'd tout couple de points a et b de cet espace et & tout >0 corresponde
un systéme fing de poinis

Po=0CDq; -'-)?n~1,p,,=b ol ’p{“pH_x] <e?).

La condition est nécessaire, car 'ensemble F(a,e) des points
qui se laissent unir & @ par une ,chaine” & chainons <e est fermé
et ouvert; il coincide done avee espace si cet espace est connexe.
La condition est suffisante, car étant donmnée une décomposition
1=A-+B de lespace compact 1 en deux ensembles fermés, disjoints
et non vides, on a p(4,B)>0; il n’existe donc aucune chaine

entre a e A &6 b e B & chainons <<p(4,B). .

Les énoncés suivants résultent directement des théorémes
correspondants du § 41 sur les ensembles connexes:

1. La somme de deux continus ayant des points communs est
un continu (ef. I1, 3, 19).

2. A et B diant deuw ensembles compacts tels que A+ B et AB
sont des continus, A et B sont des continus (cf. I1,5).

3. C dtant un sous-continu du continu 1 et M et N dtant deuw
ensembles seéparés tels que 1—C=M-N, les ensembles C-+M et
C+XN sont des continus (cf. IT, 4).

4. Le produit cartésien (fini ow dénombrable) de continus est
un continu (IL, 11).

5. L'image continue @'un continu est un continu (I, 3).

6. Les composamtes d'un espace compact sont des continus (IIT,1).

1) Le terme ,continu“ est employé aussi par différents auteurs pour dé-
signer les ensembles connexes fermés. ’

%) C’est bien la définition primitive du continu de G. Cantor. Voir Math.
Ann. 21 (1883), p. 576.
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II. Sous-ensembles connexes des espaces compacts. 1. Tout
espace compact jouit de la propriéié suivante:

(M) La connexité de Despace entre deux ensembles fermés A et B
entraine sa connexiie entre um couple de poinis a et b ot ae A et be BY).

De fagon plus générale, si un sous-ensemble E d'un espace
compact est connexe entre deusw ensembles A et B (ou A4-BCE), il
existe un couple de points a e, beB tel que Pensemble BE+a-+b
est connexe entre a et b. ’

Soit, en effet, G la famille de tous les ensembles ouverts G
tels que E-Fr(G)=0. Supposons que, quels que soient les points
aed, be B, Pensemble E-+a-b ne soit jamais connexe entre a et b,
c.-a-d. (cf. § 41, IV, 7) qu'a tout couple aed, beB corresponde
un @G ouvert tel que

ae@, bnon-e@ et (E4a+bd) Fr(G)=0,

done que G ¢ G.
Il existe alors d’aprés § 37, V, 6, un ensemble

H=G....Gi+ ...+ 6. .65, ou Gj<G
tel que ACH et B-H=0. Comme (cf. § 6, 1T (8) et (9))
Fr (H)C2 Fr (69)s

il vient E-Fr(H)=0. E n’est donc pas connexe entre 4 et B.

2. Dams les espaces compacts (ou, plus genéralement, dans les
espaces & propriéé M) les quasi-composantes sont connexes et coincident,
par conséquent, avec les composamtes.

Supposons, en effet, que la quasi-composante ¢ du point p
ne soit pas connexe. Il existe alors (cf. § 41, I, 2) un ensemble ouvert G
et un point ¢ tels que

pe@, geQ—@G@ et Q -Fr(G)=0.

La derniére égalité veut dire que l'espace n’est connexe entre p
et aucun point de I’ensemble Fr (G). La propriété M implique done
que lespace n’est pas connexe entre p et Fr (@). 1l exigte par con-
séquent un ensemble fermé-ouvert F' tel que '

peF et F-Fr(G)=0.

1) Cf. 8. Mazurkiewicz, C. R. Paris 151 (1910), p. 296.
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11 vient p ¢ FG et g e 1—FG; en outre PG est ouvert et fermé,

puisque
FGCF - G=F.G=F-G+F-Fr(G)=F-G.

On est parvenu ainsi 4 une coneclusion incompatible avec I’hy-
pothése de connexité de ’espace entre p et ¢.

3. Si un espace compact (ou, plus généralement, un espace & pro-
priété M) est conmewe enire deuw ensembles fermeés A et B, il ewiste
une composante C telle que AC==0+BC.

En effet, (a,b) désignant un couple de points tel que ae4,
beB et que l’espaee est connexe entre a et b, € est la composante
(donc la quasi-composante) du point a.

41). Dams tout™ espace compact, la limite d’une suite conver-
gente d’ensembles conmexes est connexe.

Par conséquent, la famille des sous-continus (non-vides) d'un
espace compact E est fermée dans Vespace 2%.

Posons
1) ¢ =Lim C,.

n=0oo
Admettons que € soit non-connexe, donc que A et B gsoient
deux ensembles fermés tels que -
C=A+B, AB=0 et A=0=B.
Il existe donc deux ensembles ouverts & et H tels que

GH=0, ACG et BCH.

I1 vient OCG-+ H. L'espace étant compact, on en conclut
(cf. § 38,1, 2) que C,CG+H pour n suffisamment grand.

D’autre part, comme 0==4C@, il résulte de (1) que C,G==0
pour n suffisamment grand et, de fagon analogue, gue C,H=0.

Mais alors C, n’est pas connexe (cf. § 41, IT, 1).

Le th. 4 implique trois corollaires:

5. 0y, 0Cy... élant une suite de continus tels que

@) €,5C,D..00,D...,

le produit Cy-Cy-...- Cp-... est un continu.

Car la condition (2) implique que C;:0,-...=Lim O, (cf'. § 25,
VI, 8). =

1) Cf. L. Zoretti, Journ. de Math. (6) 1 (1905), p. 8.
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Eemarque. Le th. 5 admet la généralisation smivante:
Etant donnée, dams un espace complet, une suite descendanie,

C,00,D ... d’ensembles fermés, conmemes ¢t tels que hma( Cn)=0, le

produit Cy-Cy-... est un continul).
Supposons par impossible que

(3) H Cn=A+ B,

(4) A=A4, B=B, A+0+B, AB=0.
Soit @ un ensemble ouvert tel que

(5)° ACE et G-B=0.

L’ensemble O, étant connexe, Iinégalité (,G==0=-C,—G
entraine C.-Fr (¢)==0. Posons F,=Cp-Fr (F). Comme
F,DF,D..., 0==F,=F,
et

(n)<a(0) d’ot li'na(F,,) 0,

il vient, selon § 37, IV, remarque 2,

[[Fr0, c-a-d. ] Co-Fr(@)=0,

contrairement aux formules (3) et (b). _
I1 est ainsi établi que Pensemble [] C, est connexe. Sa compa-

cité résulte de égalité a(ﬂC,,)zO, qui signifie que J]C, est tota-
lement borné (cf. § 37, II, 3). 8

6. 0y, 0,,... étant une suite de sous-continus d’un espace compact
tels que Li Cn==0, Vensemble Ls C, est un continu.
n=0Q

n=0oo

En effeﬁ,' d’aprés § 25, VIII, corollaire, Ls €, est la somme des.

limites des sous-suites {Cf,} convergentes. Ces limites étant connexes
\a’aprés 4) et contenant Pensemble Li C, (cf. § 25, II, 5), leur somme
est connexe (cf. § 41, II, 2). =

7. f étant une transformation continue du continu &, il ewiste un
sous-continu C de & irréductible par rapport & la propricie: éire un
continu tel que f(C)=5(F).

1) Voir ma note dans Fund. Math. 15 (1930), p. 304. Pour la définition de
a(0), voir § 837, IV, remarque 2.
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C’est une congéquence du th. 1 du § 38, V et du fait que les
familles des continus et des ensembles fermés X tels que f(X)=f(&)
sont fermées dans 2% (cf. § 38, VI, 3).

8. Soit B un sous-ensemble d'un espace compact. 8i dim, E >0
(oiL a est un point fize de E), il ewiste un point b==a tel que B+ b est
conmexe entre a et b1).

En effet, B, étant un ensemble fermé dans ¥ tel que aeE—B,
et que F est connexe entre a et B, (cf. § 41,1V, 2), on n’a qua
poser dans le th. 1: A=a et B=2B5,.

9. 8% un espace compact (ou plus généralement, un espace & pro-
pridté M) est de dimension positive aw point p, ce point est situé sur
wn ensemble connese (qui ne se réduit pas & p).

En effet, d’aprés le th. 8, I’espace est connexe entre p et un
point g==p. La quasi-composante de p, qui est en méme temps
sa composante, contient done g¢.

II1. Sous-ensembles fermés du continu.

1. A dtant un vrai sous-ensemble fermé du continu 1 et C étant
une composante de 4, on a

0-1—A4=0, ec.-a-d. O.-Fr(4)==02),
Car (cf. II, 3) A est connexe entre tout point ¢ de A et Ven-
semble A-1—A4 (d’apres § 41, IV, 8). ‘
Le th. 1 admet la généralisation suivante:

2. X diant un vrai sous-ensemble (arbitraire) du continw 1 et O
dtant une composante de X, on a ‘

C-1—X+40, c-a-d. C.-Fr(X)o.

Soit ae0. Le théoréme étant trivial lorsque a e I—X , 80it @
un point intérieur de X. Soit 8, la sphére ouverte de centre

—_— 1 -

1=X et de rayon —ﬁg(a,l——X). D’aprés 1, il existe un continu C,
tel que ' ' o
a€0,C1—8, et 0, 8,==0.

*) Théordme de K. Menger, Dimensionstheorie, p. 207,

%) Théoréme de 8. Janiszewski, Bull. Acad. Se. Cracovie 1912, p. 907.
Pour des généralisations de ce théordme, voir P. Szymanski, Sur les constituants
Densembles situds sur des continus arbifraires, Fund. Math. 10 (1927), p. 863, ol
Ton trouvera d’autres renvois bibliographiques. '
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Comme 1—XC8y, on a 1—§,CX. Par conséquent
C.CC, dou (-8,%=0, donc C-8,=0.

D’autre part,
1I—X=]]'8., don C-I—X=]]C 8,0,
n n ’

d’aprés le théoréme de Cantor (§ 37, IV, 1).

3. A dtant un vrai sous-ensemble fermé @un continu, tcule com-
posante de A contient une (a moins) composante de la frontiére de A.

Par conséquent, la puissance de la famille des composamies
de A me dépasse jamais celle de la famille des composantes de Fr (4).

En, effet, ¢ étant une composante de 4, on a 'd’aprés 1
C-Fr (4)=0. Soit D une composante de Fr(4) telle que (D=0.
‘Comme D C Fr (4)CA, il vient DCC.

4. Tout point & d'un continu 1 (qui ne se réduit pas & ce point)
st situ€ sur wn sous-continy (me se réduisant pas & a) de 1, de diaméire
ausst petit que Don veut.

Pour s’en convaincre, il suffit de substituer 4 4 dans le th. 1
une sphére de centre @ et de rayon arbitrairement petit.

51). K dant un vrai sous-continu du continu 1, il existe un
continu C tel que

ECO et K=+C=1.

Soient, en effet, G un ensemble ouvert tel que KCG et G1,
et O la composante de G contenant K. ¢ est done un vrai sous-con-
tinu de V’espace, et il vient d’aprés 1: '

¢-1—G=+0, dot (—G==0,
¢ar :
(—@=C-1—GD(C-1—G.

Les formules KCG et (—G=0 donnent K ==C.

6. Théoréme de Sierpinski®). Aucun continw ne se laisse décom-
poser en une infinité dénombrable d’ensembles fermés, non vides et
disjoints.

1) Pour des généralisations du th. 5, voir- N VII, 3 et § 43, VI, 1.
2) Téhoku Math. Journ. 13 (1918), p. 300.

€. Kuratowski, Topologie II. 8
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Supposons, par contre, que l’espace 1 soit un continu tel que
1= Z-An,

les A4, étant fermés, disjoints et deux (an moins) parmi eux n’étant pas
vides. Nous allons définir une suite de continus 0y,0,,... tels que:

000D ..., Codn=0 et Cnp==0;

cela impliquera une contradiction, puisque
10,2 A4,=0, Qonr []0,=0,
n n n

contrairement au théoréme de Cantor.

Tout revient done & démontrer Pexistence d’un continu O
tel que C-4,=0 et que deux au moins des termes C4,, 04,,... ne
soient pas vides (on désignera O par O, et, pour définir C,, on con-
sidérera O, comme l’espace etc.).

Or, on peut admettre évidemment que A,==0 (car on poserait.
C=1 dans le cas contraire). Soit A,=+=0 avec m==1. Soient F un
entourage fermé de An (c-d-d. Ap-1—F=0) tel que F-4,=0,
et ¢ une composante de F telle que C-An=+0. Comme F-4,=0,
on a C-4,=0. D’autre part, d’aprés 1

H .
C-1—F=0, dot C(Am ec-a-d C—An*0,
et comme
C—AnCCAy+ ...+ CA s+ OApya+ ...,
il existe un indice m==m tel que CA,==0.
Remargques. 1° Le th. 6 implique le corollaire swivant:

6a. Si un espace compact est décomposé en ume infinité denom-
brable de continus disjoints (non vides) Cy,C,,..., tout C, est une com~
posante de Pespace.

Car il existerait, dans le cas contraire, un continu K tel gque
KDC, et K==0,. La série

E=EC+EKC,+...

contiendrait donc¢ au moins deux termes non vides.

20 L’hypothése de compacité dans le th. 6 est essentielle. Voici
un exemple d’espace connexe et localement compact E qui se dé-
compose en une série d’ensembles fermés, connexes et disjoints.
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E est la réunion:

10 des segments =27, 0{y<], n=0,1,2,...,

20 du segment =0, 0<y<1, diminué des points & ordon-
nées 3/2n,

30 des ares g=2"", 7/2<<0<2x (en coordonnées polaires)?).

On peut transformer facilement par homéomorphie Pensemble E
en un ensemble connexe et fermé
situé dans l’espace euclidien ¢ 3 di-
mensions. Cependant, sur le plan,
il n’existe aucun ensemble connexe
fermé qui se laisse décomposer en
une série d’ensembles fermés, con-
newes et digjoints ). Par contre, on
-peut construire sur le plan un en-
semble connexe et fermé qui se dé-
compose en une gérie d’ensembles
fermés et disjoints (mais non con-
nexes)3).

Applications & la notion daccessibilité. TUn point p est dit
accessible de DPemsemble A lorsqu’il existe un continu C tel que

1) peCCA+p et Cp.

Ainsi p.ex., E désignant la courbe y=sin (1/#), 0<|#|<1,
augmentée du segment |y|<<1, #=0, seules les extrémités de ce
segment sont accessibles de &—E, tous les aubres points de ce
segment étant inaccessibles.

7. Théoréme & Urysohn ®). B étant un F, dans un espace complet
séparable, Vensemble B, de ses points qui somt accessibles de 1—F
est analytique.

1) Voir W. Sierpifiski, Fund. Math. 4 (1923), p. 5 eb Wiad. Mat. 23 (1919),

p. 188. Cf. aussi la note de B. Knaster et de moi-méme, Fund. Math. 5 (1924),
. 88.

? 2) 8. Mazurkiewicz, Sur les continus plans non bornés, Fund. Math. §
(1924), p. 188, et. R. L. Moore, Concerning the sum of a couniable number of mu-

tually exclusive continua in the plane, Fund. Math. 6 (1924), p. 189.

3) §. Mazurkiewiesz, loc. cif.

%) Sur les points accessibles des ensembles fermés, Proc. Akad. Amsterdam 28
(1925), p. 984. Pour la démonstration, voir ma note de Fund. Math. 17 (1931), p. 263.
Pour un théoréme analogue concernant l'accessibilité rectilinéaire, cf. § 34, VIII.

8*
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Car (cf. § 37, IIL, 9):
(% e Hy)=(x e F) '%’{(O#m)g [(y=Fx)—(y e 1—E)]},

C parcourant l’espace compact (cf. II, 4) des sous-continus de
Pespace 1. '

Des exemples d’ensembles fermés situés dans &* prouvent
que ’ensemble E, peut &tre non-borelien?t).

8. G dtant un sous-ensemble ouvert dwn continw, tout point isolé p
de Fr (@) est accessible de G.- ‘

Nous allons établir d’abord ’existence d’un continu K tel que
(2) p e KCG et Hp.

Soit' p=limp, ol p,e@. Soit C, la composante de p, dans G.

8ipeCp le continu K =0, vérifie les conditions (2). Il est done
légitime d’admettre que p non-¢ C, quel que so0it n, et qu’en outre,
la suite {C,} est convergente. Posons K =Lim C,.

ot ~n=wo
D’aprés III, 2, il existe un point g, e C,—G. On peut admettre
que la suite {g,} est convergente: ¢=IlLim ¢, Comme ¢,¢C,—GCG—G&
— + n=00 .
et p est un point isolé de G—@, il vient p=qe< K, d’olt la formule (2).
Ceci établi, soit (conformément 4 IIT, 4) O un continu assujetti
aux. conditions:

peOCCK et 0<6(0)<p[p, Fr(G)—p].

Les formules (1) se trouvent done vérifides en substituant G & A.

IV. Séparation des espaces compacts. Le th. IT, 3 implique que:

1. 8i & est compact, C en est wn séparateur dans ce cas et dans
ce cas seulement, lorsqu’il emiste ume composante Q de ¥ coniemant
deus points entre lesquels E—C nest pas conmeme.

Dans ce cas, 0Q est évidemment un séparateur de Q.
~ Cependant, un séparateur d’une composante de & n’est pas
néeessairement un séparateur de .

1 P, Urysqhn, ibid. et 0. Nikodym, C. R. Soc. Sec. de Varsovie 19 (1926),
p. 285. '

Ajoutons que, si F est un sous-ensemble compact du plan, E, est borelien.
Voir 8. Mazurkiewicz, Fund. Math. 26 (1936), p. 153.

icm

§42, IV Continus. 117

Le th. 1 du § 41, VII se laisse préciser comme suit:

2. Dans tout espace compact &, il ewiste une suite de points
P1Das--- telle que tout séparateur fermé T est un separateur cnire um
couple (pl.,pj) entre lequel & est conmeme.

Plus précisément, etant donnés: une famille {Qn} de compo-
santes, dense dans la famille de toutes les composanies de &, et un en-
semble dénombrable de points P={p} tel gwon a PQ,=Q, pour
n=1,2,..., on peut faire correspondre & tout separateur fermé F
trois indices 1,j,k tels que p, D;€Q, ¢t que F separe Vespace enire
ces points. ,

En effet, il existe par hypothése deux ensembles ouverts M
et NV et une composante ¢ de & tels que

) F—F=M+N, MN=0,
@) CM+0+CN.

I’ensemble € étant la limite d'une suite extraite de {Qa},
il exigte un indice % tel que

Qr M=F=0=:Q,- N.

Enfin, 1’égalité PQx=Q; implique Pcxistence de deux indices
iet j tels que p,e@,- M et pjer-N. Daprés (1), F est un séparateur
de T’espace entre p, et p.

3. Théoréme de G. T. Whyburn). Si & est un continu, Uen-
semble S(a,b) de tous les points qui separent & entre afet b est un G
augmenté dun ensemble dinombrable.

Daprés § 41, IX, 5, Densemble S(a,b)+a-+b diminué dun
ensemble dénombrable coincide aveec lensemble des points de bi-
univocité d*une fonetion continue définie sur &, et celui-ci est un Ga
(cf. § 37, VI, 9).

4. L'ensemble de tous les points qui séparent le cmt?nu & est
Un qu.

(’est une conséquence des th. 2 et 3.

Remarque. Si & n’est pas compact, S(a,b) peub étre non bo-
relien. Soit, en effet, dans le carré J2, & I'ensemble composé de la
base du carré et des segments verticaux aux abscisses appartenant
4 un ensemble D dense dans J.

Soient ¢=(0,0) et b=(1,0). I vient 8(a,b)y=J—D.

1) Trans. Amer. Math. Soc. 32 (1930), p- 151.
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5. Théoréme de K. L. Mooret). Dams tout continu & (qui
contient plus d’un point), il existe au moins deun points qui ne le sé-
parent pas.

Il g’agit de démontrer que, étant donné un point p, il existe
un g==p qui ne sépare pas &E. Or, S0it Py, Py, Ds,... Une suite denge
dans & ol py=p et ol p,==p, pour i==j. On peut admettre que,
pour n>0, p,_ sépare &.

Soit % =0, i;,4... une suite d’indices et A,=&, 4, 4,,...
une suite d’'ensembles ouverts définies par les conditions suivantes:

10 i, est le plus petit indice tel que p, € Apy,

20 A, est un ensemble ouvert tel que "

A, =An+1’z,, et p,_ e F—4,

(Pexistence de 4, résulte du fait que &—p, se décompose en deux
n

ensembles ouverts, disjointy et non vides; celui qui ne contient pas
Dy est désigné par 4,).

" A, étant un continu (ef. § 41, II, 4), les conditions
(l) pine-A_n'An—l et Fr (An—l) =pln~1, d’ol Z,,-FI‘ (A,,_.l)zO,

entrainent (cf. §41,1,1) 4,C4, .
Done (ef. §37,IV,1) 4;-4,-...0. Soit

(2) ge(d;-4,-...), dou g+p, pour n=0,1,..
Soient M ,et N deux ensembles ouverts tels que
(3) E—qg=M+N et MN=0.

. i s’agit de prouver qu'un d’eux est vide. Supposons qu’il
existe une.infinité d’indices in tels que p, € N, donc que
(4) (M+q)-Fr (4,)=0
d’aprés (1), (2) et (3).

L’ensemble Mg étant un continu (cf § 41,11, 4), 1 i

‘ . a condi-
tion (M+q)-An=40 (cf. (2) et (4)) entraine d’ap‘rés §,41: I1
(5) M+qCA, ot MH4qCA,-A,-...

1) Trans. Amer. Math. Soc. 21 (1920), p. 340, th. 2 et Proc. Nat. Ac. Sc. 8
(1923), p. 101. Pour des généralisations, voir N° VI. Of. aussi S. Mazurkiewicz
Fund. Math. 2 (1921), p. 119, H. M. Gehman, Proc. Nat. Ac. Sc. 14(1928), p. 433:

R. H. Bing, Amer. Journ. of Math
Math. 5 (1990) 5 o13 . 70 (1948), p. 501, et ma note de Fund.
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Si 'on suppose que M==0, il existe un p,e M; mais alors n
étant un indice tel que i,>%, il vient p,e MCA  (daprés (5))
et i, n’est pas le plus petit indice satisfaisant & la condition p : ed, .,
contrairement & 1°, Done M =0. i

V. Arcs. Courbes simples fermées. Un espace homéomorphe
4 Vintervalle 0o <<l est dit un are. Un espace homéomorphe & la
circonférence «*-4y%*=1 est dit une courbe simple fermée.

’ Comme tout intervalle contient exactement deux points qui
ne le séparent pas, il en est de méme de tout arc. Ces deux points
s'appellent emtrémités de larc (un ,arc ab” est un arc aux extré-
mités a et b).

1. 8i tout point % du continu &, abstraction faite de deww points
a et b, en est un séparateur, & est un arc?).

Soient, en effet, ado=+b et 1—a=M+N, ol M et N sont deux
ensembles ouverts, disjoints et non vides. Soit ae M. Il vient b eN,
car, dans le cas contraire, y désignant (conformément au th. V, 5)
un point de N qui ne sépare pas le continu N+, I’ensemble

1—y=(N+2)—y+(M+=)

serait connexe, contrairement & ’hypothése.

Chaque » étant un point de géparation entre a et b, linter-
valle 01 est une image biunivoque et continue de &, d’apres le
th. 6 du §41, IX. En tant que compact, T’espace & est done ho-
méomorphe & lintervalle (cf. 37, VI, 2).

1'. 8i le continu ¥ contient deux points o et b tels qu'a toul
point % correspondent deus ensembles fermés A et B satisfaisant au®
conditions '

F=A+B, acA, beB e AB=q,

& est un arc?).
Car tout point zeF—a—>b en est un séparateur.

1) Cf.le renvoi au th. de Lennes (§ 41, IX, 6). Voir aussi R. L. Moore,
Concerning simple continuous curves, Trans. Amer. Math. Soe. 21 (1920), p. 340.

2y Of. W. Sierpifiski, L'arc simple comme un ensemble de points c’lajns
Vespace & m-dimensions, Ann. di Mat. 926 (1916), p. 131, et Le continu lineszre
comme un ensemble abstrait, Prace Mat.-Fiz. 27 (1916), p. 208, S. Straszewicz,
Uber den Begriff des einfachen Kurvenbogens, Math. Ann. 78 (1918), p. 369.
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Remarque. Les conditions énoncées dang 1 et 1’ sont non seule-
ment suffisantes, mais aussi nécessaires pour qu’un espace soit un are.
De fagon générale: les arcs formant un seul type topologigue, toute
propriété topologique suffisante pour qu’un espace soit un arc (et
réalisée pour au moing un egpace) est en méme temps une condition
nécessaire. . 7 )

2. Théoréme de R. L. Moore). Si tout couple de points sépare
le continu &, & est une courbe simple fermée..

D’abord, pour tout @, l'ensemble & —a est connexe. Car,
il existerait, dans le cas contraire, deux continus P et @ tels que

F=P+Q et PQ=a.

Il existerait donc d’aprés IV, 5 deux points peP, ge@,
p=a=q, tels que les ensembles P—p et Q-—q seraient connexes.
Mais alors ’ensemble

E—p—¢=(P—p)+(@—q)
serait connexe (puisque a ¢ (P—p)(@—¢)), contrairement & I’hy-
pothese. :
Par hypothése, tout point w#=+=a est un séparateur de 1’en-
semble &-—a. D’apres le th. 4 du § 41, VIII, il existe parmi ces »

un point b qui sépare l'ensemble —a en deux ensembles M et N
connexes, non vides et séparés. Done

$~a—b=M+N. '

Il vient M=M-+a+b, car en supposant que anon-e , on
aurait une décomposition de P’ensemble (connexe) F—b en deux
ensembles séparés M et N-4a. De fagon analogue, N=N-+qa-+b.

Il s’agit de prouver que M et N sont deux arcs ab.

Or, admettons que, par exemple, # n’est pas un arc ab. Il
existe alors, d’aprés 1, un # ¢ M tel que M—az est connexe. Di-
stinguons deux cas suivant que N est un are ab ou ne lest pas.

Si N n’est pas un arc ab, il existe un y e N tel que N—y est
connexe. Mais alors l’ensemble

X—a—y= (M—z)+ (N—y)

est connexe, contrairement 3 Phypothése.

1) Op. cit. p. 842. Cf. aussi R. H, Bing, op. cit., p. 505.
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8i N est un arc, chaque point y ¢ N le décompose en deux
ensembles connexes ay—y et by—y, et on parvient 4 la méme con-
tradiction, puisque -l’ensemble

E—a—y=(M—a)+ (ay—y)+ (by—y)
est connexe. v
Les deux énoncés suivants résultent directement du th. 2:

2'. 8i & tout couple de points a, b du continu F correspondent
deus ensembles fermés A et B tels que

F=A+B, AB=(ab) et A+F-=+=B,

& est une courbe simple ferméel).

2", 8i aucun sous-ensemble connezse du continu E ne le sépare,
&F est ume courbe simple fermée ?).

3. Etant donnde dans un espace compact une suite {Cn} d’en-
sembles commemes contenant deum points a et b tels qu’a tout point

w e[l Cn correspond une ddcomposition Cp,=A,+ B, assujeilic auz
congitions:
1% aed, beBn %edn B
29 lim 6(4,-B,) =0,
nfOO
30 An—}—lC-A-n, En_HCBn,

le produit [ Cn est un arc ab.
n

De fagon plus générale: Uhypothése de compacité de UVespace
peut ére remplacée par celle que Vespace soit complet et que Vom at
lim a(Cn) =0. -

Comme Cpyy=Ans1+Bnp1CAn+ Br=Cn, le produit 1’? C. est
un continu (ef. II, 5, remarque 29) et

[1Cas1 CI] Cu entraine [[ Ca=I] Ch.
~ Posons (pour # fixe):
A=[] 4., B=]]B..

n

1) La condition plus restrictive qui s’obtient de 2’ en supposant que 4 et B
soient des continus est due 4 S. Janiszewski, Thése, Journ. Ec. Polyt. 2 5., 18

(1911), p. 187.
2) Cf. J. R. Kline, Fund. Math. 5 (1924), p. 3.
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Il s’agit de démontrer que A et B satisfont au th. 1’ (pour
& =[] C,). Or comme A,1CA,CA,, on a A=]] 4, ce qui prouve
que A est fermé. De méme, B est fermé. Les inclusions 4,.41C4,
et B, CB, impliguent que

HGnZH(An+Bn)=HAn+HBn=A+B-
Enfin, s €[] (4, Ba) =AB, et comme §(AB)=0, on a AR=g.

VI. Décompositions des espaces compacts en continus. Trans-
formations monotones. 1. Théoréme?r). La décomposition d'un espace
compact en composantes est semi-continue supdrieurement. ‘

Plus précisément: il emiste une transformation continue f de cet
espace en un sous-ensemble de Uensemble C de Camtor telle que les
ensembles F(y) coincident avec les composantes de Despace.

Telle est, en effet, la fonction caractéristique de la suite 7,7, ...
de tous les ensembles & la fois fermés et ouverts (cf. §37,V, 4),
¢.-a-d. la fonetion

oL dny(z)=2 ou 0,

@) | a(@)
f(m)_ 13 + 232 +"‘7
suivant que # appartient ou non & F, (cf. aussi § 41, V, S et § 42, IT, 2).
Le th. 1 implique les deux corollaires suivants:

2. 8% un espace compact est décomposé en wne infinité dénom-
brable de continus disjoints (nom vides) Cy,C,,..., il ewiste aw moins
un Cn ouvert 2). -

D’aprés III, 6a, les continus Cp sont des composantes de
Pespace et conformément au th.1, la fonction f transforme espace
en un ensemble fermé dénombrable; y étant un point isolé de cet
ensemble, f'(y) est le continu ouvert demandé.

3. Tout ensemble fermé F, somme dune famille de composantes

dun espace compact, est le produit dume série demsembles fermés-
ouverts.

f étant la fonction considérée dans le th. 1, posons A =f(F).
Il vient
A=4, P=fY4) et dim 4 =0.
1) Voir L. E.J. Brouwer, Proc. K. Akad. Wet., Amsterdam 12 (1910), p. 785.

%) R. L. Moore, An extension of the theorem that mo countable point seb is
perfect, Proc. Nat. Acad. Se. 10 (1924), p. 168.
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Il existe done (cf. § 21,1, cor. 2) une suite {G,} d’ensembles
fermés-ouverts dans A et telle que 4=G, G, ... Par conséquent,
(Ga) est un ensemble fermé-ouvert et il vient

F=f4)=fG)-F(Gy)-...

Définition ). Une transformation f est dite monotone lorsque
ses tranches, c.-a-d. les ensembles f 1(;1/), sont connexes.

Telles sont les fonctions réelles de variable réelle (définies sur
un intervalle) monotones dans le sens habituel du mot.

Telle est aussi la fonction f considérée dans le th. 1.

4. Théoréme?). Soit [ une transformation continue monotone
de Vespace compact & en Vespace Y =f(&).

8i Vensemble OCY est conmeme, f(C) Vest également.

De facon plus générale: pour que C soit une composante de D,
il fout et 4l suffit que [ 1(0) soit une composante de f (D).
h Soient, en effet, 4 et B deux emsembles séparés tels que
;f"i(O') =A-4B. Les ensembles f~ 1(y) étant connexes, l'inégalité
A-fiy)4=0 entraine f(y)C4, car f (y)CA-+B; donme, M dé-
signant Pensemble des y qui satisfont & cette inégalité, ona A=F" Y().

De facon analogue, il existe un N tel que B=f" Y(N). Les en-
sembles A—:—f_l(M) et B=f"'(I) étant séparés, il en est de méme
de M et N (cf. § 37, VI, 6). L’hypothése que ’ensemble (=M-+N
est connexe implique donc que M =0 ou N =0, donc que 4=0
ou B=0.

" Pagsons & la deuxiéme partie du théoréme. On a:

fYC)CEC{™(D) entraine CCf(E)CD.

Or, ¢ étant supposé une composante de .D et E étant sopposé
un engsemble connexe, il vient

O=f(B), dou [(C)=ff(E)DE, donc o) =E,

c.-a-d. que fY(C) est une composante de D).

1y ¢f. G. T. Whyburn, Analytic Topology, p. 127. Cf. aussi A. D. Wal-
lace, Quasi-monotone tramsformations, Duke Math. Journ. 7 (1940), p. 136 (une
généralisation de la notion de transformation monotone).

?) ¢f. L. Vietoris, Proc. K. Akad. Amsterdam 29 (1926), p. 445 et ma

note de Fund. Math. 10 (1928), p. 181, th. X.
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Réciprequement, si j”‘(G) est . supposée une composante de
f l(D) et si H est un ensemble connexe tel que CCHCD, il vient

FHO)CI ™ H)CI (D),
et I’ensemble f‘l(H ) étant connexe, il en résulte que
i oy=fH), dot C=H.

C egt done une composante de D.

5. Dans le domaine des espaces compacts, les notions d’unicohé-
rence et de discohérence sont des invariants des iransformations mo-
notones continues. ’

Soient, en effet, A et B deux continus tels que
f(&)=A+B, Aot F=f'(4)+1(B).

D’aprés le th. 4, les ensembles f_l(A) et {(B) sont des continus.
Par conséquent, si Pespace & est unicohérent, I’ensemble

FH(AB)=F""4)-1(B)

est connexe et il en est de méme de Vensemble
AB={[f(4B)],

Q’apres le th. 3 du § 41, I. I’espace f(¥) est donc unicohérent.

Si & est discohérent, I'ensemble f (AB) n’est pas connexe
et il en est de méme de lensemble AB d’aprés le th. 4. L’egpace
(&) est done discohérent.

Le th. 5 du N°IV admet la généralisation suivante:

6. C étant un vrai sous-ensemble commeme @um continu &, il
eaiste dans —C un point qui ne sépare pas F1).

Le théoréme étant évident dans le cas ot O= (cf. § 41, IT, 3, 29),
admettons que O+ &. Soit f une transformation continue de ¥ en
un continu Y =fX), telle que Vensemble f(0) se réduit & un seul
point y, et que, pour y=Fy,, 1 (¥) se réduit & un seul point de —C
(cf. § 39, V, remarque 3). D'aprés IV, 5, il existe un y,==y, tel que

Y—Yy: est commexe. Llensemble f(Y—y)=F—fYy,) est done
connexe lui aussi. '

1) Théoréme de H. M. Gehman,

Concerning irreducible comtinua, Proc.
Nat. Ac. Se. 14 (1928), p. 435.
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Citons sans démonstration la généralisation suivante du
th. IV, 5:
7. Btant domnée une décomposition dun continu F en (Geuw
au moins) ensembles connezes {C.}, il ewiste deus indices =i, tels

que les ensembles 2 C, et 2 C, sont conmemes 1).
’ (=3 =,

La généralisation suivante du th. 1 nous servira pour établir
le th. 92):

8. Etant donnée une décomposition semi-continue D dum espace
compact &, la famille ' des composantes des tranches de cette décompo-
sition constitue elle-méme une décomposition semi-continue.

Soit, en effet, Fy,Fy,... une suite d’ensembles-éléments de F

telle que

1) By -Li Fp==0.
Il s’agit de montrer que

(2) Ls F.CF,.

Soit D, (n>=>0) la tranche de la décomposition D dont F, est
une composante. D’aprés (1): Dy-LiD,=0, d’ott Ls D,CD,, la
décomposition D étant semi-continue.

On a done Ls F,CD,. D’aprés (1) et le th. 6 du N°II, Ls Fp
est un continu. Or F, étant une composante de P’ensemble D, et
Ls F, étant un sous-continu de D, qui a des points communs
avec F, (’aprés (1)), 'inclusion (2) en résulte.

9. Toute transformation continue § dun espace compact & se
laisse représenter comme superposition de deum tramsformations con-
tinues h et g:

fl@)=ghi@), @ e,
dont h est monotone et g est & tramches de dimension 0.

Plus précisément: h étant (conformément au th. 8) une fonetion
continue ayant pour tranches les composantes des tranches de la
fonction f, la fonction g définie par Tégalité

(3) g =1I")] ob yeh&)
est continue et 'on a
(4) dim g—1(2)=0 pour 2z e f(&).

1) 8. Rilenberg; Fund. Math. 22 (1934), p. 207. ;
%) Pour les th. 8 et 9, voir 8. Eilenberg, Fund. Math. 22 (1934), p. 292,

et G. T. Whyburn, Amer. Journ. Math. 56 (1934), p. 294.
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Remarquons d’abord que le membre droit de I’égalité (3) se
réduit & un seul élément, car l’ensemble h"l(y) est contenu dang
une seule tranche de la fonction f. ' ]

La fonetion g est continue, car (cf. § 37, VI, 7) ’ensemble

Ele=gy)]=E Jle=f@)] o b~ ()= £ Il =/l@)]ly =N(z)]
yz yz x x
est fermé, en tant que projection d'un ensemble fermé.
Pour établir (4), envisageons un continu C tel que
(5) 0Cg(z).

1 s’agit de montrer que C se réduit & un seul point.
On a d’apreés (3) et (5):

KOG IR0 =F""g(0)Cf glg @)1 =F"(2).

La fonetion kb étant monotone (par définition), ensemble h(C)
est un continu (d’aprés 4), done un sous-continu d’une composante @
de D’ensemble 7 '(z). La fonction % étant constante sur @, done
sur 7Y 0), Lensemble ¢=h[k"(C)] se réduit & un seul point.

VII. Espace 2%. D’aprés le th. 4 du NOII le famille C de
tous les sous-continus (non-vides) dum espace compact & est fermde
dans Tespace 2%. De fagon analogue:

1. A et B édtant deuw sous-ensembles dun espace compact E,
la famille des X € 2% connenes entre A et B est fermde.

En effet, pour que X ne soit pas connexe entre 4 et B, il faut
et il suffit qu’il existe un @ ouvert tel que (cf. § 41, IV, 7):

ACG, BG=0 et X.-Fr(G)=0.

La famille des X qui satisfont & ces conditions étant, pour G

donné, ouverte (cf. § 38, II (5)), la conclusion demandée s’en suit

immédiatement.

2. Soit, dans un espace compact &, F une famille monotone de
sous-ensembles fermés de &. Si F est un continu (dans 2%), F est
un are.

En effet, ¥ étant un élément de F, soient M et N les sous-
familles de F formées des X tels que

XCE+X respectivement ECX=+E.
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En supposant que E n’est ni le premier, ni le dernier élément
de F, on a M==0=N. De plus, M et N sont séparés, car la condition
L::E'J—_];]é}él X, entraine respectivement LCE ou ECIL suivant que

X.eM ou X,eXN pour tout n.’

On voit ainsi que, abstraction faite du premier et du dernier
élément de F, tout élément de F en est un élément de séparation.
Dlapres V, 1, F est done un are.

8. A et O édtant deum continus (non vides) tels que ACC==A,
il ewiste une famille monotone de continus qui constitue dans Despace 2C
un arc & extrémités A et C1).

Remarquons d’abord que, étant donné un & >0 tel que
e<dist (4,0), il existe un continu 4, satisfaisant aux conditions:

ACA,CO et dist (4,4,)=e.

En effet, 8 étant ’ensemble des # tels que o(z,4)<s et z €C, .
et A4, étant sa composante qui contient 4, on a 4.,=C dans le
cas ot e=dist (4, 0), et 4,-1—8=0 dans le cas contraire (cf. IIT, 1);
or, pour p e A, 1—F, on a g(p,4)=e, ol dist (4,4,)=e.

Dans le cas ol dist (4,,C)>¢, on procede de fagon analogue
en remiplagant dans la définition de 4, 4 par A, et on définit A,
puis A, ete. ‘

Aprés un nombre fini de pas, on parvient nécessairement & ux
continu dont la distance de C est <e; car, autrement, on aurait
une suite infinie de points de I’espace 2¢ dont les distances mutuelles
seraient >>¢ (ce qui contredit la compacité de 2C).

On voit ainsi qu’a tout &>0 correspond un systéme fini de
continus

B,=ACB,;CB,C...CBp=0

olr dist (By—1,Bi)<e pour i=1,...,n. Il existe par conséquent une
famille (dénombrable) monotone de continus D telle que AeD, CeD
et que, pour tout couple D, D,eD et pour tout £>0, il existe
dany D un systéme By, By, ..., B, tel que

B,=D,, B.=D, et dist(Bi1,B)<e.

1y Théoréme (et le corollaire qui suit) de K. Borsuk et 8. Mazurkiewicz,
Sur Vhyperespace dwn continy, C. R. Soc. Se. Varsovie 24 (1931), p. 149.
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La famille D est donc un continu (dans 2¢, c¢f. NOI) et ses
dléments sont des continus (dans O).

Comme famille monotone, elle est done un arc d’apres le th. 2.

4. Corollaire. C dtant un continu, tout couple A, B d'éldments
de 2C se laisse unir par un arc dans 2°.

Plus précisément: si 4 €26 et A==0C, il emiste une famille mo-
notone de sous-ensembles fermés de O qui constitue dans Vespace 2°
un arc & extrémités A et C. .

Soit pe . Il existe d’aprés le th. 3 un arc 4 dans 2¢ & extrémi-
tés p et C. La famille B de tous les ensembles de la forme 44X, ont
X ¢ A, est done monotone, contient 4 et C et, en tant gu’image conti-
nue de A (ef. § 38, IT, 3), elle est un continu, donc un are (d’apres 2).

Pour déduire la premiére partie du théoreme de la deuxidme,
on considére deux arcs: I'are 4, unissant 4 & O et Parc 4, unissant
B 4 0. En désignant par F le premier élément de l'arc 4, (orienté
de B vers 0) qui appartient & 4,, les sous-arcs B, de 4, et B, de 4,,
aux extrémités A4, F et B, F respectivement, constituent un arc
unissant 4 & B.

Remarque. Le corollaire 4 admet la généralisation suivante:
C étant un continu, Vespace 2° est Pimage continue du continu qui
s'obtient en unissant le point (},4) & chaque point de Vensemble C
de Cantor (cf.p.85)1).

Ajoutons que J*C2°2),

top

VIIL. Semi-continus. Coupures de I’espace. Un espace dont
tout couple de points se laisse unir par un econtinu est dit un
semi-continy.

La somme de tous les continus contenant un point donné p
est dite le constituant de ce point. Le constituant de p est done le
plus grand semi-continu contenant p. Evidemment, deux constituants
différents sont toujours disjoints.

1. Tout semi-continu est conmeme.

Par conséquent, le constituant de p est‘contenu dans la com-
Dposante de p; de sortg que la décomposition d’un espace en consti-
tuants est plus fine que la décomposition en composantes.

1) 8. Mazurkiewicz, Fund. Math. 18 (1932), p. 171.

) ¥} 8. Mazurkiewicz, Sur le type de dimension de Uhyperespace d'un con-
tinu, C. R. Soc. Sc. Varsovie 24 (1931), p. 191.
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2. Tout semi-continu localement compact (mais non compact)
est somme d'une série (dénombrable) de continus croissants.

En effet, tout espace localement eompact étant homéomorphe
& un espace compact privé d’un seul point (§ 39, V1T, 3), il s’agit de
démontrer que, ¢ étant un continu et p étant un point de € tel
que C—p est un semi-continu (homéomorphe au semi-continu
donné), il exigte une suite de continus K, K,,... telle que

Q) O—p=K;+E,+... et K,CEK,C...

Or, soient qe O—p, 8, la sphére ouverte de centre p et de
1
Tayon W]q-pl, et K, la composante de g dans C—38, L’ensemble

C—p étant un semi-continy, & tout # ¢ C—p correspond un continu Q.

tel que
%,q€Q,C0—p, @0t Q.CEK,

pour n suffisamment grand.

L’égalité (1) en résulte aussitot.
On dit qu'un ensemble coupe l'espace (ou: en est une coupure)

-8l son complémentaire n’est pas un semi-continu. Un ensemble F

coupe Vespace entre a et b, si ces deux points appartiennent & deux
congtituants différents de 1—F (c’est-a-dire appartiennent & 1—F,
mais ne se laissent pas unir par un continu en dehors de E).

Bvidemment, si B sépare Pespace entre a et b, il le coupe enire
ces points. ‘

L’implication inverse est en défaut. Aingi, par exemple, la
fermeture de la courbe y=sin (1/#), 0<®x<1, considérée comme
T’espace, est coupée par le point (0,0) entre les points (0, -+1) et (0,—1),
mais n’est pas séparée entre ces points.

Cependant, pour gu'un ensemble ouvert sépare un espace compact
entre o et b, il fout et i1 suffit qu'il le coupe enire ces points.

Car tout espace compact et connexe entre deux points eontient
un. continu qui les unit (II, 3 et I, 6).

Citons sans démonstration le théoréme suivant:

3. 8i aucun sous-continu du continu C n'en est une coupure,
O est une courbe simple fermée?l).

1) Voir ma note de Fund. Math. 5 (1924), p. 119.
C. Kuratowski, Topologie II.
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IX. Espaces ponctiformes. Un espace est dit ponctiforme lors-
qu'il ne contient aucun continu (contenant plus d’un point).

Bvidemment tout espace dispersé est ponctiforme. Inverse-
ment, dans le domaine des espaces compacts, les notions suivantes
coincident: d’ensemble ponctiforme, d'ensemble dispersé, @ensemble
nulle part connexse et d’ensemble de dimension 0. ‘

Car tout espace de dimension positive est connexe entre deux
ensembles fermés et disjoints (§ 41, IV, 2), donc — en tant qu’espace
compact — contient un continu unissant ces’ehsemblqs d’aprés IT, 3.

Il existe aussi des espaces (complets séparables) conmexes
ponctiformes *). Ainsi, par exemple, g(x) désignant la fonction de
Pompeiu (§ 41, VI, 3%), ’ensemble ;

) | 0=F [y="4)]

est connexe d’aprés le th. 8 du §41, I, et il est ponetiforme, puisque
la dérivée dg(=)/d» admet des points de discontinuité dans tout inter-
valle (U ne peut donc contenir aucun are, ni, par conséquent, aucun
continu contenant plus dun point). _

Un simple exemple d’espace (complet séparable) connexe pone-
tiforme peut é&tre construit aussi en condensant la singularité de
la fonction définie par les conditions: g(#)= sin (1/#) pour z=:0
et ¢(0)=0. En posant, en effet, .

o

@) pa)= 3 AO1n)

n=1

ol {r,} est la suite des nombres rationnels, I’ensemble Ely=v2)I
xy

est connexe d’aprés le th. 7 du § 41,1, et il est ponctiforme, puisque
la fonetion y est discontinue en chaque point 7, 2).

1) Le premier exemple de ce genre a 6té défini par Mazurkiewicz; voir
Sur un ensemble Gy ponctiforme qui n’est homéomorphe & auoun ensemble linéaire,
Fund. Math. 1 (1920), p. 61. :

%) Voir la note de M. Sierpifski et de moi-méme dans Fund. Math. 3
(1922), p. 306.
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§ 43"). Espaces irréductibles. Espaces indécomposables.
L’espace est supposé métrique séparable.

I. Définition. Exemples. Généralités. L’espace est dit irré-
ductible entre les points a et b lorsqu’il est conmexe et lorsque ces
deux points ne se laissent unir par aucun ensemble fermé et con-
nexe qui soit différent de I'espace tout entier; autrement dit: lorsgque

‘T'espace est irréductible relativement & la propriété: étre un

ensemble connexe et fermé contenant a et b2).

Le point a est dit point d'irréductibilité de Vespace.

Ezemples. 1) Tout intervalle est irréductible entre ses extré-
mités.

2) La courbe ,sin 1/z” définie par les conditions

y=sinl/z, O0<[z|<1 et —I<y<l, o=0,

est un continu irréductible entre [—1, sin (—1)] et [1,sin1].

Sa moitié composée des points d’abscisse >0 est irréductible
entre le point (1, sin 1) et chaque point (0,y) ot —1<<y<<1.

2a) p désignant la fonction définie p.130 (2), I’ensemble

Ely=v@)][0 <z<1]
xg

est un continu irréductible.

‘ 3) La courbe r=1-1/6, 6>>1 (r et 6 désignant les coordon-
nées polaires), augmentée de la circonférence r=1, est irréductible
entre le point r=1, =1 et chaque point de la circonférence.

4} Soient C, I'ensemble de Cantor situé sur I'axe des @, et C; —
le méme ensemble situé sur la droite y=1 (du plan X¥).” Unissons
chague point de (, par un segment vertical au point correspondant
de O et ajoutons y les intervalles contigus de C, de longueur 1/3,1/3%,...
et les intervalles contigus & O; de longuneur 1/3%,1/34,... Lie continu

1) Comp. ma Théorie des continus irréductibles entre deux points, Fund.
Math. 8 (1922) et 10 (1927). .

2) Cette définition est due & L. Zoretti, qui I’introduisit en cherchant
3 caractériser de fagon topologique l'intervalle 01. Voir La notion de ligne, Ann.
Ee. Norm. Sup. 26 (1909). La notion de continu irréductible entre deux points
a été étudiée d’une fagon méthodique par 8. Janiszewski dans sa Thése (Pa-
Tis 1911); cf. Journ. Ee. Polyt. II, 16 (1912).

9#
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ainsi obtenu est irréductible entre chaque point d’abscisse O et
‘chaque point d’abscisse 1.

] ]

LJ L (.

5) Unissons ‘par un segment rectiligne chague point # de l'in-
tervalle 01 de I'axe X, dont I'abscisse peut étre écrite dans le systeme
de numération & base 4 sans le chiffre 1, avec le point (ou les deux
points) de la droite y=1, dont I'abscisse s’obtient de celle de z en
remplacant dans le développement de cette derniére le chiffre 2
par 11). Ce continu est irréductible ‘entre les mémes points que
celui de I'exemple 4.

& étant un continu, la famille de tous les sous-continus de &
qui contiennent deux points donnés a,b ¢ & est fermée dans I'espace
2% (cf. § 42, I1, 4). On en déduit en vertu du théoréme 1 du §38,V,
le suivant

1. Theéoréme d’emistence?). Tout continu qui unit deuw points a et b
contient un continu irréductible entre ces poinits.

L’exemple de la ,moitié gauche de la courbe sinl/z” (ex. 2)
diminuée du point (0,0) montre qu'un espace connexe et localement
compact peut étre dépourvu de sous-ensemble irréductible entre
-deux points donnés (les points 0,1 et 0, —1).

2. & diant un continu et f étant une transformation continue de E
telle que {(X) est irréductible entre deux points, & contient un continy C
wrréductible entre deux points et tel que f(O)=FHF).
‘ *) Cet exemple est dft &4 M. Knaster. Voir aussi W. A. Wilson, Amer.
Journ. Math. 48 (1926).

) D & 8. Janiszewski et 8. Ma.zurklewlcz, C. R. Paris 151 (1910).
Cf. 8. Mazurkiewicz, Bull. Acad. Polon, 1912, p. 44,
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Soit, en effet, ¢ un continu irréductible par rapport 4 la pro-
priété: &tre un continu tel que f(C)=fF) (cf. §42, I1, 7); & et &
étant deux points de C tels que f(&) est irréductible entre f(a) et
f(b), C est irréductible entre a et b.

3. & dtant un continy irréductrble enire a et b et | élant une irans-
formation continue monotone de &, H(&E) est un continu irréductible
entre fla) et f(b).

Soit, en effet, ¢ un continu tel que f(a),f(b) ¢ CCf(). D’aprés
le th. 4 du § 42, VI, fH(C) est un continu. Comme a,b efHO), il
vient ;(C)=%F, d’ot C=ff"(C)=H%).

Citons sans démonstration le théoréme suivant?):

4. 8i & est un continu ef @ est un point de & tel que & ne se
laisse pas décomposer en deuxw vrais sous-continus qui contiennent & tous
les deum, il existe un point b tel que & est trréductible entre a et b.

II. Sous-ensembles eonnexes des espaces irréduetibles. Soit 1
un espace irréductible entre les points a et b.

1. 8i C est un sous-ensemble connexe de 1 wnissant a & b, C
est irréductible entre a et b.

En effet, F' étant un ensemble connexe contenant a et b, on a
F=1. Done, si I'on suppose que F est fermé dans C, c’est-a-dire
que F=F-C, il vient F=C. L

2. L'espace ne se laisse pas décomposer en deuw cnsembles con-
nexes et fermés A et B tels que a e AB et AZ=1+B.

Car l'un de ces ensembles contiendrait b, done a et b simulta-
nément, contrairement & lirréductibilité de l'espace.

3. Soit C connexe et fermé. 8i 1—C m’est pas connexe, il est
somme de deum ensembles conmexes ouverts dont U'um contient a €t
Vawtre b.

Par conséquent, si a e 0, 1—C est- conneze.
En effet, sous I’hypothése que 1— O n’est pas connexe, il existe
deux ensembles ouverts P et @ tels que .
1—C=P+Q, PQ=0, P=0+0.
D’aprés le th. 4 du § 41, IT, les ensembles A= C+P et B=C+@
sont donc connexes et fermés et on a
@d). 1=A4+B, AB= ¢ et A==1=+B.

1) Pour la démonstration, voir Fund. Math. 10, op. cit., p. 270,
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T en résulte, en vertu de 2, que a non-¢ C. La deuxiéme partie
du théordme se trouve ainsi établie.

D'aprés (i), ni A ni B ne peut contenir simultanément les
deux points & et b. Posons donc a e A et b e B. L'ensemble 4 étant
connexe et fermé, son complémentaire ¢ est, comme nous venons
de prouver, connexe et be§. Par raison de symétrie, P est con-
nexe et a ¢ P.

4. A et B dtamt deum ensembles connexes, fermeés et tels que
aed ¢t beB, Vensemble 1—(A -+B). est conmene.

Tl est 1égitime d’admettre que AB =0, car, autrement, 4 -B=1.
Or, d’aprés 3, lensemble O=1—A4 est connexe. Supposons gque

O—B=U+V, UV=0, U etV étant ouverts.

11 s’agit de prouver que

soit U=0, soit V=0.
D’aprés § 41, II, 4, les ensembles B--U et BV sont con-
nexes. Il en est donc de méme de B+ U et B+ V. Comme
1=A+B+I—4A—B et AB=0,
on a
A-1—A—B=0, cest-a-dire A4-U +V==0.

On a done, soit A- U0, soit A-7=0. Posons p. ex. 4. U==0.

Done 44U +B est connexe. Comme a,b ¢ (4 +T +B), il vient
A+U+B=1, dou 1—A—BCT,
et comme VCO—B=1—A—B, on a VCT.

Comme UV=0, il en résulte que V=0 (V étant ouvert).

5. 8i Vensemble fermé C est connexe, Int (C) Vest dgalement.

I1 est légitime d’admettre que O=1, donc que ¢ e1—C. Il 'y a
deux cas & distinguer.

81 1— C est connexe, 1—C 'est également et, comme @ ¢ 1— C
Pensemble Int (0)=1—1—C est connexe d’aprés 3.

8i 1— € n’est pas connexe, on a 1— (=P + @, somme de deux

ensembles connexes, et ae¢P, beQ. En posa,nt dans 4, A=P et
B=(), on en déduit que I'ensemble Int (C)=1—(P + @) est connexe.

J 6. 8i Uensemble O est fermé et. conmexe et a.eFr (0), C est non-
eNnse.

1

D’aprés 3, 1— O est est connexe. Donc, enposant A=C et B=1—(
on déduit de 2 que I—C=1.

b
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1

7. 8i Uensemble C esi ferme. ek conmexe et a0, Uensemble 1—C
est irréductible entre b et tout poini de Fr (C).
En particulier, si C est non-dense, Uespace est irréductible entre b
e tout poini de C.
" En effet, d’aprés 3, 1—C est connexe. D'autre part, si F esb
connexe eb fermé et s5i beFC1—C et F-Fr(C)==0, 'ensemble C-F
est connexe, d’oli C+F=1, donc 1—CCF et par suite F=1—C.

ITI. Sous-domaines fermés et connexes. Soit, comme aupara-
vant, 1 un espace irréductible entre g et b. Soit D la famille admettant
comme éléments tous les domaines fermés connexes contenant le
point a; soit, en cutre, 0eD. Rappelons que D est par définition
un domaine fermé lorsque (ef. § 8, VIII):

(0) D=1—1—D.

1. 8i 0D e.D, D est irréduciible entre a et tout point de
Fr (D) (et ce dernier emsemble n’est jamais vide, & moins que D=1).

Car, en posant D=1, I'ensemble 1— D est connexe et contient b.
Done, d’aprés II, 7, l'ensemble D=1—1—D est connexe entre a
et tout point de I'’ensemble Fr (1—D).

Or, D étant un domaine fermé, on a Fr(1—D)= Fr(D)
(cf. § 8, VIII). :

2. D est une famille strictement monotone.

1l s’agit de prouver gque:

si D,D,eD et Dy==D,J Int (D), on a D,CInt(D,).

Or, la formule D, (I Int (Dy) équivaut & D, -1—D,==0 et celle-ci
implique que D,-+1—D;=1 (puisque D;==1, donc bel— Dl, et
1—D, est connexe selon II, 3). Il en résulte que

1—1—D,CD,, done D,CD,
d’apres (0). )
Or, D, étant d’aprés 1 irréductible entre @ et chague point de
D,-1—D,, 'inégalité D,==D, entraine

D,-1—D,=0, doir D,CInt(D,).

3. La famille D, considérée comme ordonnée par la relation
D,CDy==D,, n'admet pas de lacunes.
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Autrement dit, si Ton décompose la famille D en deux famil-
les .D, et D, telles que tout ensemble-élément de D; est un sous-
ensemble de tout élément de D,, il existe soit le premier élément
dans D,, soit le dernier dans D.. Tel est, en effet, I'ensemble S ou §
désigne la somme de tous les éléments de D, (S est un domaine
fermé, cf. § 8, VIII). .

Les th. 2 et 3 rapprochés da th. 2, du § 19, VIIL, impliquent que

4. Les dléments D de D peuvent élre munis d'indice parcourant
an sous-cnsemble fermé JCI de fagon que

[11<ys] = [Dy,CDy,=Dy].

B. La famille E des domaines connewes fermés contenant le
point b (augmenide de Uensemble vide) coincide avee la famille des
ensembles 1—D o D e D.

En symbole:
B={Ey}, Ey=1—Dy, 1—E;=D,.

De fagon générale, ¢ élant wn point @'irréductibilité de Uespace,
la famille ' des domaines connexes fermés contenant le point ¢ (augmen-
tée de Uensemble vide) coincide soit avee D, soit avec B.

La premiére partie du théoréme est évidente et la deuméme.
résulte de 1’énoncé suivant: :

Lemme 1). 8i Vespace est irrcductible cntre a et b, ainsi qu'entre ¢
et d, il est irréductible, soit entie & et:c, soit entre b et 6.

En effet, en supposant que I'espace n’est irréductible ni entre &
et ¢, ni entre b et ¢, il existe deux ensembles connexes fermés K et L
tels que. _

' ceKL, ac¢K, beL, Kz1=L.

L’espace étant irréductible entre ¢ et d, il vient

de(l—K)(1—L)=1—(K +L), d’ot K +L=*1.

Cela contredit I'hypotheése que l'espace est irréductible entre «
et b, car a,b¢ (K L)

) Voir K. Yoneyama, Téhoku Math. Journ. 1917, th. 3, p. 48.
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Remarque. Désignons par a le type d’ordre de la famille I
(donc de I'ensemble J); le type d’ordre a*, inverse & a, est done le type
de E. En désignant par [a] la ,,valeur absolue de ¢”, qui ne dépend
Das du sens de l'ordre (en convenant que |a|=|a*]), on conclut du
th. 5 que |a] est déterminé par Vespace irreductible de fagon univogue
(c’est-i-dire indépendante du choix de ses points d’irréductibilité).
Tous les espaces des exemples 1—5 du N°I ont le méme type |af,
& savoir, celui de Vintervalle J1). Comme on verra dans le NOVIT,
4 tout J=JCJ correspond un espace du n-éme type d’ordre que J.
Posons:
I, =ensemble des z tels que D, est irréductible entre a et x,
Jy=ensemble des z tels que E, est irréductible entre b et .

6. On a les formules suivantes:

(1) Fr(Dy)=Fr (By)=Dy Ey=1I,-J,,

(2) st 11<ys, on a Dy-T,=0=1E, J, e Dy - E, =0,
(3) 81 y1<ys, on a4 Iy -Ip=0=1{Jy T, e I,-Jp=0,
(2) 8t Y<Ys<¥Ys, on a Iy -Jp=0.

La formule (1) est une conséguence directe du th. 1.

Les formules (’)) et (3) résultent de (1).

D’aprés (2), Ey,-Jy=0, done J,C1— EyCDy; en supposant
que Y,<yYs, On 8 Dyz~Iya_0 et il went Iy I, -0

T 1= NI4Ty
ged

Autrement dit, & tout point p correspond un domaine fermé
wrréductible soit entre a et p, soit enire b et p.

La famille D n’ayant pas de lacunes, distinguons deux cas
suivant qu'il existe le plus petit D e D tel que peD ou qu’il en
existe le plus grand D ¢ D te! que p ¢ 1—D.

‘Supposons, dans le premier cas, que D ne soit pas irréductible
entre & et p, donc qu’il existe un ¢ connexe tel que

a,peC, C=C0CD=+C.

Comme sous-ensemble de C, ’ensemble 1—1—C est un vrai
sous-ensernble de D; en outre, il appartiert & D d’aprés I, 5 et 6.
Done

pel—1—1—CCi—C,

1) Les espaces de ce type sont dits aussi du type A.
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et on a p e Fr(0). I'engemble 1— O est parsuite un domaine fermé
irréductible entre b et p (d’aprés 1).

Dans le deuxidme cas, posons E==1—D. Donc I e¢H. Par
raison de symétrie, il est légitime d’admettre qu’il n’existe pas
dans E le plus petit ensemble contenant p. Soit donc .

' FeE, pecFCELF.

Il vient -

D=1—FEC1—F+D, donc pel—FeD

d’aprés la définition de D. Parsuite, p ¢ Fr (F) et F est irréductible |

entre b et p.
Oorollaire 1). S'il ewiste deuw ensembles fermés irréductibles
entre @ et p, il n'en ewiste qu'un seul qui soit irréductible entre b et p.
Ce corollaire résulte du th. 7, rapproché de l'énoneé suivant:

8i D est un domaine fermé irréductible centre a ¢t p, D est le seul
ensemble fermé irréductible entre ces points.

Admettons par impossible que
a,p e F=F (D, d'ott F.1—D==0.
F étant cornexe, F+1—D Vest également et, comme D=1,
on a bel—D, dolt F+1—D=1. Il vient ,
1—-1—DCF, dot D=1—1—DCF, donc F=D.

8. 8i 11<yy on & Dy-Ey=Dy— Dy, et Vensemble Dy— Dy, est
conmeve.

En effet,

Dy, ny_—’Dya'l—Dyx:Dm”‘Dyn'

la -dernidre égalité étant une congéquence 2) de Iinclusion
Dy ClInt (Dy,). Le point a étant un point d’irréductibilité de Dy,
(d’aprés 1), on conclut de IT, 3, que Dy—D,, done D,— D, 1) vy €86
connexe.

1) 8. Janiszewski, Démonstiation d’une p'ropriété des continus irréductibles
entre devx points, Bull. Acad. Sc. Cracovie 1912, p. 906. On rapprochera ce corol-

laire de 1'exemple 3 du N° I.
2) Soit, en effet, Aclnt (B) et B=F. Done

A T—ACcT—A—T—BCci—4)—(1—B) = 5—4,
d’olt

B-I—Ad=A4.1 —A+(B--A) I—ACcB—ACcB 1—d=B.T—1.
Par conséquent; B.1—A=B—A4.
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- IV. Tranches d’un espace irréductible. En substituant D & F
dans le N°X du § 19, considérons la fonction g. Les tranches g—(¢)
de cetite fonction seront nommeées iranches Ty de Uespace F irréductible
entre a et b.

D’aprés §19,X, 2, on a
(1) Tt:g_i(t): H D, - H Ezzy 0<iI.

i<z u<y(e)

Les tranches sont indéperdantes du choix des points d’irré-
ductibilité de &.

Si DRy, & se réduit & une seule tranche (est monosira-
tique). Si D>y, la décomposition en tranches présente une stratifi-
cation linéaire (un ordre partiel) de & en ensembles fermés non vides.
_ 1. Eiant donnée une fonction he I telle que, abstraction faite
de x, valeurs de 1, h'fl(Ot) est connexe et contient a, toute tranche de
la fonction h est somme de certaines tranches de g.

Ceci est une conséquence du §19.X, 4 (d'apreés § 19, IX 1et
VIII (5;, h~(0t) peut é&tre supposé un domaine fermé).

2. Les tranches d'un continu irréductible sont des comtinus.

Si p(t)==0 et I'(t)==1, il existe dans J deux suites telles que

pE)=Nm %y, Un<Unps et T{)=lmz,, 2,>2n41.

n==00 n=00

Par conséquent (cf. §19, X, 2),

T,_n[_IlD By, et D, -B, 31)%_1 —_
D, By, étant un continu d’aprés III, 8, il -en est de méme

de T; d’a,pres § 42, II b.
Si p(t)=0 ou I'(t)=1, on a
HEu=g ou HDz= &’,
u<y(®) <z
et Ty est un continu en raison de III, 1 et § 42, IT, 5.

3. La décomposition d'un continu irréductible en tramches est
la plus loin poussée parmi toutes les décompositions semi-continues
linéaires en continus1).

1) Op. cit., Fund. Math. 10, p. 259, théordéme fondamental. Des décompo-
sitions qui sont moins loin poussées ou bien qui ne sont applicables que dans
des hypothdses supplémentaires sur V'espace, ont été considérées par H. Hahn

(sous le nom des ,,Primteile®), L. Vietoris(,Schichten®) et W. A. Wilson (,,com-
plete oscillatory sets“); ef. ibid. pp. 226—220 et 264.
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Autrement dit, i he IE, W(E)=F et tout 17 (1), oh 01, est
un continu, ce continu est somme de certaines tramches du continu .

Soient, en effet, h(a)=1t, h(b)=t. L'intervalle (resp. tt,)
coincide avee J, car h™(t,t,) en tant qu’un continu (cf. § 42, VI, 4)
contenant @ et b, est identique & &. On peut donc poser ¢=0
et t,=1.

Soit 0< i< 1. On a donc la décomposition

F —1 () =h"1(0t—1) +h 7 (E1—1)

en deux ensembles ouverts digjoints dont lun contient & et I'autre b.
I’ensemble 7 '(¢) étant connexe et fermé, F—h _1(t) §8 COIPORE
d’aprés 1T, 8, de deux ensembles connexes ouverts et disjoints dont
T'un contient a et Vautre b. Done B (0t—1) est connexe. I'en-
semble 7 (0f) =h""(0t—1) +h'(t) L'est également et la conclusion
résulte du th. 1.

Remarques. D’aprés le th. 2 du § 19, IX, toutes les tramches T,,
sauf une infinité denombrable, satisfont & la condition

T t=2 Vi u'Z T v
. u<lt v>t

Les tranches de ce genre sont dites de cohésion. La tranche T,
est donc une tranche de cohérion lorsque ¢ est un point de continuité
des deux fonctions ¢—(0¢) et g—*(¢l). Cependant une tranche de
cohésion 7 n’est pas nécessairement une tranche de continuité
(ef. § 39, VI), autrement dit, ¢ peut étre un point de discontinuité
de Ia fonction g—i(t).

Aingi, par exemple, le segment vertical de la courbe sin 1/z
(voir N°I, ex. 2) est une tranche de discontinuité, tout en étant
une tranche de cohésion.

Les segments verticaux du continu de 'ex. 4 sont des tranches
de discontinuité; ceux qui contiennent une extrémité d'un inter-
valle contign & l'ensemble de Cantor ne sont pas des tranches
de cobhésion.

Sur I'ex. 5 on voit apparaitre un ensemble demse d'indices ¢
tels que T; n’est pas une tranche de cohésion; ce sont les tranches
de la forme 7 ou A. Toutes les autres tranches sont des tranches
de continuité.
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‘Comme l'a montré M. Knasterl), il ewxiste un continu irré-
ductible tel que J=Z et dont toute iranche est une tranche de conti-
nuité contenant plus d'un poini.

- Rappelons enfin que, d’aprés le th. 1 du § 39, VI, les indices t tels
que Ty est une tranche de continwité constituent un Gs dense dans
Vintervalle .

4. Ty= (Iy ).
‘ y(t)@ém v
Soit, en effet, y(t)<y<<I'(t). Done
I,CD,C [] D,
I'o<z

et, pour u<y(t), on a d’aprés IIL, 6 (2)
I,C#—D,CE,, dou I,C]] E,
a<y(f)
Parsuite I,CT; (cf. (1)),et par raison de symétrie, J,CT;. Done
(I, +J,) CTy.
sodicro 2 o L

Les tranches étant disjointes deux & deux, cette inclusion,
rapprochée du th. III, 7, implique l'inclugion inverse.

5. g7(0t—1)=Dyy—Iyp, g~ (11—1)=Erp—JI 1.
Les deux ensembles envisages sont pam conséquent conneses (ou-
verts et disjoinis ).

Posons, pour abréger, y(t)=1y et I'(t)=1I". En vertu de 4, on a

g (0t—1) = 2 Ty =) (Ia+Jq).
uly

Il s’agit de prouver que
2T+ Jw)=Dy—1,.

uly

Or, soit u<<y. D’aprés la définition de y, il existe un u, tel que
u<<u,<<y. Done d’apres IIIL, 6 (2):

By J,=0, dou J,CK—E,CD,, donc I,+J,CD,,.
D’autre part, D, -I,=0, d’'ott Dy=D,—I,CD,—1I,. Ainsi

I,+J.,CDy—1I, et par conséquent D' (I,-+J,)CD,—1I,.
uly

1) Fund. Math. 25 (1935), p. 568.
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Pour établir I'inclusion inverse, posons p e Dy—I, ot (cf. 4)
pel,+Jy Il g'agit de prouver que u<<y. Or, lorsque p eJy,, on g
us=y (puisque p non-¢ I,), et D, ne peut étre un vrai sous-ensemble
de D,. Donc u<y. Lorsque p eJy, l'hypothése que peD,—I,
entraine d’apreés IIL, 6 (1), p e £¥—E,. Comme p By, il vieut
B,CE+H,, dot u<y.

6. T=Iys+Dra Bye +J 1.

Posons, comme auparavant, y(t)=y et I(t)==I" En multi-

pliant les identités &'=D, B, et = Dp--Ep et en tenant compte
des formules

Dy-_Dp=.Dy, By Bp=TFp et D,,'EIVCDIV-E,,,
qui résultent de l'inégalité y <[l il vient

&'=—Dy "}"‘.DI".E}J "l"E[‘,
d’olt :
&=(Dy—1,) +(I,+Dr- By +J 1) +(Bp—J ).
Ces sommandes sont disjointes, car d’aprés ITT, 6 (1):
D, JrCD, - ErCD, E,C1I,
et : ‘ o ;
- Bp-I,CEp-D,CEp-DrC Jp.

Il en résulte, en tenant compte de 5, que

Ty=F—[g1(0t—1) +g=1(11—1)]=
=8~[(D,—1) +(Br—Jr)]=1,+Dp-Ty +J 1.

Citons sans démonstration le théordme suivant:

7. Soient & un continu et f une transformation continue de F
en Vintervalle: f(&)=3. 8i toutes les tramches f~(y), 0<y<<1, sont
des continus non-denses, il ewiste un ensemble conneme ¢ qui contient
un et un seul point de chague tramche. '

Par conséquent, s ae0.f10) et beO-f'"l(l), C est irré-

ductible par rapport & la propridé: dre un ensemble commeme unis-
sant a & b1), ‘ '

1).Théoréme de B. Knaster, Sur les ensembles connenes iréduotibles enire
deux points, Fund. Math. 10 (1927), p. 277, th. 7
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V. Espaces indécomposablest). Un espace est dit indécompo-
sable lorsqu’il est connexe et n’est pas somme de deux ensembles
connexes, ferméy et différents de lui.

Exemples. 1) Le plus simple exemple d™un continu indécom-
posable est défini comme il suit 2).

Le continu se compose:

1° de toutes les demi-circonférences aux ordonnées >0, décrites
du centre (3,0) par tous les points de I'ensemble C de Cantor,

2° de toutes les demi-circonférences aux ordonnées <0, décrites

0) par tous les points de I'ensemble C
1
3n—1* .
Pour la démonstration de I'indécomposabilité du continu en-
visagé, voir. VI, 8, remarque, ’

pour tout » =1 du centre (%;,

. 2
contenus dzms T'intervalle 3 Kr<

Ex. 1.

1) Les continus indécomposables ont été découverts par L. E. J. Brouwer

. pour mettre en défaut I’hypothése (de Schdnflies), que toute frontitre com-

‘mune 4 deux régions du plan est décomposable (Math. Ann. 68, 1910, p. 426).
Comme on verra, ils interviennent dans de nombreux problémes topologiques.
Pour des applications des continus indécomposables 4 la théorie des groupes
topologiques, voir D. v. Dantzig, Fund. Math. 15 (1930), p. 102, L. Vietoris
Math. Ann. 97 (1927) p. 454, v. Heemert, Topologische Gruppen und unzerlegbare
Kontinua, Comp. Math. §, 319—326 (1937). ‘

A c6té de M. Brouwer, les premiers exemples des continus indécomposables
ont été signalés par M. Denjoy, C. R. Paris 151 (1910) et par M. Yoneyama,
Toéhoku Math. Journ. 1917, p. 60 (exemple provient de M. Wada).

?) Cette définition est due & B. Knaster (voir Fund. Math. 3, p. 209).
Elle s’obtient en simplifiant celle de Janiszewski (Thése, p. 36), qui — & son
tour — est intimement lide & la définition citée de M. Brouwer.
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9) Bn enlevant le point (§,4) du continu de 'ex.’1, on obtient
un espace indécomposable (cf. th. 3)1) qui jouit de la singularité
suivante. I’arc qui unit les points (0,0) et (4, 4), dépourvu de ce
dernier, est saturé par rapport & la propriété: étre un vrai sous-
ensemble connexe et fermé.

3) Soit E 'ensemble des nombres de U'intervalle J qui 8’écrivent
dans le systéme de numération & base 5 sans chiffres 1 et 3. Soient

E,= E (e E) (5"2_,_1< <§;) et F,,==é{'[(l-—-w) e,

Le continu demandé s'obtient par la réuhion de:

1° toutes les demi-circonférences aux ordonnées <0 décrites du
75 par tous les points de Hp,

2“ toutes les demi-circonférences aux ordonnées

point
>0 décerites du

point 1— par tous les points de F, (n>0)2).

7

10-5"

La différence essentielle entre les continus deg exemples 1 et 3
est qu'il n’existe dans le premier qu'un seul composant (dans le sens
du N°VI) contenant des points accessibles, tandis que, dans le
second, il en existe deux (celui du point 0 et celui du;point 1)3).

4) De nombreux exemples des continus indécomposables se
déduisent du théoréme suivant 4): «

Tout espace compact de dimension >2 contient un continw indeé-
composable. :

1) Cet espace est évidemment homéomorphe & 'ensemble fermé dans le
plan qui s’obtient du continu de 'ex. 1 par V'inversion effectuée du point (4, §).
Voir la note de B. Knaster et de moi-m8me, Fund. Math. 5 (1924), p. 43, fig. II.

2) Cet exemple est également dd & B. Knaster.

3) Dans cet ordre d’idées, il est intéressant de noter les deux théordmes
suivants de Mazurkiewicz (Fund. Math. 14 (1929), pp. 107 et 271):

1° la somme des composamtes d'un continu plan indécomposable qui con-
tiennent un point accessible est de I-¢ catégorie dans ce contina,

20 la famille des composantes d'um continu plan indécomposable qui contien-
nent plus d’un point accessible est (au plus) dénombrable.

Cf. aussi ma note Sur une condition qui caractérise les continus inddoompo-
-sables, qui se rattache au th. 1° (Fund. Math. 14, p. 116).

4) 8. Mazurkiewicz, Sur Texistence des continus indéeomposables, Fund.
Math. 25 (1935), p. 827. Ce théoréme répond 4 un probldme posé par P. Ale-
xandroff.
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5) 1l existe des continus héréditairement indécomposables, c’est-a-
dire dont tout sous-continu est indécomposable?). Plus précisément 2
dans Vespace de tous les sous-continus du carré J2, les continus hérédi-
tairement indécomposables constituent un Gs®) dense (donc résiduel) ).

1. Aucun sous-ensemble conneme et fermé C d'un espace inde-
composable n'en est un séparateur.

En effet, si 'on avait
1—C=M+N, M=+=0+N, MN=0,

oli M et N sont ouverts, les ensembles C-+M et O’—I—i\T seraient
connexes, fermés et on aurait (cf. § 41, IT, 4):
=(C+M)+(0+N), C+M=+1+C+N.

2. Pour qu'un espace connexe s$oit indécomposable, il faut et il
suffit que tout sous-ensemble comneme soit demse ou mon-dense; ou
encore: que tout sous-ensemble connexe, fermé et different de Vespace
soit non-dense.

En effet, en supposant que l'espace est décomposable, on a
1=A4 4B, décomposition en deux ensembles connexes; -fermés et
tels que A==1=4B. Done, ni 4, ni B n’est non-dense (ni dense).

Inversement, soit ¢ un ensemble connexe qui n’est ni dense,
ni nen-dense, c¢’est-i-dite que C=1==1—C. L'ensemble 1—C étant
connexe selon 1, 'espace est décomposable, car 1=C +1—C.

!) B. Knaster, Fund. Math, 8 (1922), p. 247. Pour une application inté-
ressante, voir E. E. Moise, An indecomposable plane continuum which is homeo-
morphic to each of its mondegenerate subcontinua, Trans. Amer. Math. Soc. 63
(1948), p. 581.

Evidemment un continu héréditairement indécomposahle né¢ contient aucun
arc. L'existence des continus jouissant de cette derniére propriété remarquable
a été signalée par Janiszewski au Congrés Int. Math. de Cambridge 1912.

. ? 8. Mazurkiewfcz, Fund. Math. 16 (1930), p. 151.

3) Le fait que, dans I’'espace de tous les sous-continus d’un espace compact,
les continus indécomposables, respectivement héréditairement indécomposables,.
constituent un G, résulte immédiatement de leurs définitions (cf. § 38, II (1) et 3)2

4

{0 est décomposable}= Z‘ (0=EK+1IL) (KE+0O+L),
KL

{0 v’est pas héréd. décomp.} = }'(KCO) (K est décomposable), '

les variables O, K et L parcourantl’espace des continus.
4) Ce fait parait bien paradoxal: parmi les sous-continus du carré, les con-
tinus les plus singuliers sont les plus fréquents.

C. Kuratowski, Topologie 11 10
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3. Tout sous-ensemble conmexe et demse d'un espaoe indécompo-
sable est indécomposable.

Soient € un ensemble connexe et dense, et .D un sous-ensemble
connexe de (. Il g’agit de prouver — conformément & 2 — que .D
est dense ou non-dense dans C. Or, D étant d’aprés 2 dense ou non-
dense dans lespace (c’est-d-dire dans 0), la conclusion demandée
- des th. 2 et 4 du §8, VL ‘

4. & dtant um continu et | dlamt une transformation continue de &
telle que f(F) est indécomposable, FE contiont wn sous-continu indé-
composable. -

Tel est en effet tout continu irréductible par rapport & la pro-
priété: étre un continu O vérifiant 1'égalité f(0)=/f(&).

En effet, 4 et B étant deux sous-continus de C tels que

A+=0+=B et (=A4A+B,
il vient ‘

fA)=HO)==f(B) et f(0)=f(4)+/(B).

VI. Composants. On appelle composant du point pl) len-
semble O de tous les points qui se laissent unir au point p par un
ensemble connexe, fermé et différent de l'espace tout entier.

_ Ememples et remarques. 1) Les composants d'un espace non-
connexe coincident avec ses composantes (cf. § 41, IIT).

Silespace est connexe, 'ensemble 1— ( coincide avee 'ensemble
des points # tels que l'espace est irréduectible entre p et @.

Si l'espace est connexe, mais p n’en est pas un point d'irré-
ductibilité, on a O=1.

On voit ainsi que la notion de composant du point p ne pré-
" gente d'intérét que lorsque p est un point d'irréductibilité de
T’espace. \

2) On montre facilement ?) que le composant du point O dans
le continu de 'exemple V, 1) est constitué par la suite infinie des
demi-circonférences qui passent par les extrémités des intervalles
contigus & C. Ce composant est une image biunivoque et continue
de la demi-droite #>0. Tous les autres composants de ce continu
sont des images biunivoques et continues de la droite toute entitre.

1) Cf. la notion de nerf chez L. E. J. Brouwer.
%) Voir Fund, Math, 5 (1924), p. 40.
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3) La famille des composants du méme continu est sirictement
dransitive au sens de la catégorie), c.-4-d. qu'étant donné un ensemble
& propriété de Baire, formé par la réunion d'un certain nombre
-de composants, soit cet ensemble, soit son complémentaire (le con-
tinu étant considéré comme l'espace) est de premiére catégorie 2).

1. C étant le composamt @u point p, il existe une suite d’ensembles
connexes fermes K, K,,... telle que

(1) C=K,+Ey+.., peKn K+l

Soit, en effet, R;,R,,... la base de l'espace privée de termes
<contenant le point p. Soit K, la composante du point p dans l'en-
semble 1—R,. Il vient

p e Kp=K,+1, d’od K,CC, donc K,+X,+..CC.

Inversement, si #e( et Q est un ensemble connexe, fermé
et tel que o eQ==1, il existe un R, disjoint de Q. Done

QC1—-E, dou QCK, et wekK,; finalement CCK,+K,+...

2. 8 un composant n’est pas demse, il est fermé. Il est alors
saturé par rapport & la- propridié: éire conmewe, fermé et différemt
de Vespace tout entiér.

En conséquence (cf. § 42, II1, 5), tout composant d’un continu
est dense. ‘ : ’ )

En effet, en supposant que le composant € n’est pas dense,
<¢est-a-dire que C=1, il vient CC0, puisque C est un vrai sous-en-
gemble connexe et fermé de l'espace.

Remarques. 1) Comme le prouve l'ex. 2 du N°V, I'hypothése
du th. 2 peut étre réalisée.

- 2) L’existence d'un ensemble saturé par rapport aux propriétés
congidérées dans le th. 2 est intimement lide & I'existence d'un sous-
ensemble indécomposable. On a, en effet, les deux théorémes
suivants 3):

2'. 8 dtant un sous-ensemble d'un espace conmexe, Saturé par
rapport & la propriété: élre conmexe, fermé et différent de Uespace,
1—R8 est indécomposable. ;

1) Cette propriété correspond & la transitivité stricte (au sens dela Tmesure)
-considérée en Mécanique Statistique. Voir par exemple G. D. Birkhoif, Proe,
Nat. Ac. Sc. 17 (1931), p. 650 et 656.

2) Voir ma note de Fund. Math. 19 (1932), p. 252.
3) Voirlanote de B. Knaster et de moi-méme, Fund. Math. § (1924), p. 45.

10*
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9", Tout espace connexe qui contient deuw ensembles disjoints,
saturds par rapport auxdiles proprieies, est indécomposable.

3. ¢ dtant un composamt du continy 1, Uensemble 1— O est oon-
nexe. ‘ :
Il est légitime d’admettre que l'espace est irréductible entre .
et b et que C est le composant du point a (cf. ex. et rem. 1). Posons

(2) 1—(0=M+N, M-N=0=N-M, belM.
Il #’agit de montrer que N=0.

‘Les ensembles M et N étant séparés, il existe (cf. § 16, V, 6)
un ensemble ouvert G tel que

(3) MCG et G N=0, dott (G—&)-(M +N)=0.

Soit K la composante de b dans @ En supposant que N==0,
done que G=1, on a K—G=0 (Q’aprés le th. 2 du § 42, III). Soit.

'pe E—@, done pe@—GCL—(M+N)=0
d’aprés (3) eb (2). Tl existe par conséquent un continu P tel gue
a,p € PC(O. Comme b,p ¢ K, 'ensemble K +P est un continu uni-
ssant @ & b; d'ob  _ : .
| ~ E+4+P=1, donc NCE4P. ‘
Comme KCG@, il vient N-KECN-G=0 daprés (3),.et comme
PCC, il vient NPCN(=0 d’aprés (2). On a done N=0 ,

D’aprés le th. 2, le complémentaire d'un composant d’un continu
est toujours un ensemble frontiére. Dans le méme ordre d’idées,
on a le théoréme suivant:

4. Soit O un composamt du comtinu 1. 8i 1—C n'est pas um.
ensemble frontiére, il est un domaine indécomposable.

Admettons, comme auparavant, que l’espace est 1rréduot1b1@
entre o et b et que O est le composant du point a.

Posons @=1—1—0C. Admettons que l'ensemble I— 0O n est
pas frontiére, c’est-a- dire que @==1.

L'ensemble 1—C étant un continu contenant le point &
(d’aprés 3), lenserble @ est aussi un continu (d’aprés 11, 3), I
vient QCC. Car, en supposant que @==0, donc que 1—C =1, on a
ael—1— GCQ (puisque 1 est irréductible entre a et b) et comme:
Q=1, on a QCC. Il en résulte que 1—0C1—@, d'od '

1—=0C1I—@=1—1—-1—0CI—0,
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done
4) ' 1—0=1—¢,

e qui prouve que 1—C est un domaine fermé.
.. Supposons que 1— 1—=C soit décomposa.ble. Soient M et N deux
contmus tels que

Gy I—C=M-+N e M+I_O+N.
11 vient
6) ‘ M—0==0+=N—0.

Car l'égalité N—C=0 donne 1—( C1—XN, d’oit selon (5):
. 1—(0C1I—0—NCM, dme 1—CCHM,

contrairement & 1'inégalité (B).

Considérons deux cas, suivant que =0 ou @=0. Da,ns le pre-
mier cas, on a4 1— C=1=M -+N. Soit 4 ¢ M. En vertu de (6), on a
done M==1. Mais cela contredit 1'inégalité (5).

Passons au deuxiéme cas. On a alors, comme nous avons dé-

" montré, ae@. L'espace étant connexe, 'identité (cf. (5)):

1=1—1—C+1—0=Q+M+N

implique que @(M--N)=40. Oh peut admettre que QM ==0. L'en-
semble @-+M est donc un continu unissant & 4 un point de M—C
(d’aprés (6)). Par conséquent

Q+M=1, d’o 1—QCM, donc 1—QCHM,
et les égalités (4) et (5) donnent 1—(C=M, contrairement & l'iné-
galité (5).

5. Les composcmts d'un espacs mdécomposable sont dzsyomts
deux & deuw.’

© Soient, en effet, P le composant de p. et @ le.comPOSant de q.
Supposons que a e PQ et b e P—Q. Il existe donc trois ensembles
connexes et fermés A, B.et G tels que

‘p,aeA=l=1 p, b e B&1, 4@ ¢ Ok

Par conséquent, A+ B-C est connexe, fermé et unit b & q.
Comme b el—-Q, l’espaee est 1rréduet1ble entre b et q Donc

“A+4+B+0=1.
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De 13 on conclut que l'espace est décomposable. Cette conclu-
sion est, en effet, évidente si A--B=1; d’autre part, §i A+ Bs:1,
on envisage la décomposition 1=(4 —I-B)—I—O'

Le th. 1, rapproché de V, 2 implique que:

6. Tout composant dun espace inddcomposable est un F, de
premiére catégoriel).

Tl en résulte en vertu du th. de Baire (cf. § 30, IV) que

7. Tout espace indécomposable complet contient ung infinitd

indenombrable de composants.

Tout point de cet espace en est un point d’irréductibilitd. Plus
précisément, U'ensemble des w tels que Uespace est drréductible entre
a et » est un Gy dense.

Remarques. 1° La premiére partie du th. 7 peut étre précisée:
comme suit.

Dans tout continu indécomposable, il emiste un ensemble parfait
(de puissance ¢) qui contient um point au plus de chaque composant ).

2" Le th. 7 entraine I'énoncé suivant:

7. Pour gu'un espace connexe et complet soit inddcomposable,,
il faut et il suffit qu'il contienne lrois poinis a, b et ¢ enlre chague couple
desquels il est érréductible; ou encore: que fout pomt en sott un pomiz
a'irréductibilite.

La nécessité de cette condition résulte, en effet, du fait que
Pespace contient 3 composants au moins. Pour démontrer qu’elle est
suffisante, soient K et L deux continus tels que

1=E+I, EK+1+L.

Ttant donnés trois points a, b et ¢, soit K, soit T en contient
deux. L’espace n’est donc pas irréductible entre eux.

8. Tout espace commexe qui contient un composant fromtiére est
indécomposable.

En conséquence (cf. 7), pour qu'um espdce conmexe complet.

soit indécomposable, il faut et il suffit qu’il contienme un composant.
frontiére.

1) Thc?oréme de 8. Mazurkiewicz, Funci. Ma,th. 1 (1920), p. 35.
?) Voir 8. Mazurkiewicz, Fund. Math. 10 (1927), p. 305.

et
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Soit p un point dont le composant P est frontitre: 1—P=1.
En supposant l'espace décomposable, on a

1=A+B, A+1+B,

ol A et B sont connexes et fermés.
Soit p € 4. Done ACP, d'ont

1—PC1—ACB, donec 1=1—PCB,

contrairement & l'inégalité B==1.

Remarque. Le th. 8, rapproché de la remarque 2), p. 146,
impligue aussitét que l’exemple 1 du N°V est un continu mdé-
composable.

9. Pour qu’un continu irréductible entre a et b soit indécom-
posable, il faut et il suffit qu'il conlienme un semi-continu 8 frontitre,
dense et contenant at).

‘ En désignant par S le composant du point a4, on constate
aussitét que la condition est nécessaire (cf. 2 et 6).

Pour démontrer qu'elle est suffisante, il suffit — en vertu
de 8 — de prouver que le composart C de b est frontiere, ou encore,
que O-8=0 (puisque S est dense).

Or, en admettant que C-§==0, il existe deux continus K et L

tels que
e KCS, beLCC et KL=0.

L’espace étant irréductible entre a et b, il vient
K+ IL=1, dot 1—8C1—EKCL, done 1—SCL.

Par hypothése 1— 1—8=1, done L=1, et comme LCC, il vient
a ¢ C. Mais cela contredit I'hypothése que 1’espace est irréductible
entre b et a. .

VII. Sous-ensembles indécomposables des espaces irréductibles.
1. C édtant un sous-ensemble indécomposable fermé d'um espace
'm*éductzble ‘entre & et b, C est ou bien un domaine fermé, ou bien um en~
semble non-dense. Dans le premier cas (et s¢ O=F0), il existe dams la fa-
mille D (envisagée au NCIII) un D tel que D et D+C constituent

un saut.

1) Théortme d'Urysohn, Fund. Math. 8 (1926), p. 226.
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En effet, d’apres II, 5, Vensemble A=1—T—C est connexe.
Done d’aprés V, 2, A est dense ou non-dense dans C.

Dans le premier cas, on a 1—1—C=0, ce qui prouve que C
ogt un domaine fermé.

Dans le deuxiéme cas, 4 est non-denge (dans 1'espace), done
vide (en tant qu’ouvert), et il vient 1— (=1.

Passons & la démonstration de la deuxiéme partie du théo-
réme. Soit 0 un domaine fermé indécomposable =0. Si (=1, po-
sons D=0. Soit done C=1. Il vient soit ael—C, s0it bel—C.
Par raison de symétrie, on peut admettre que a e 1— C. D’aprés IL, 3,
1—C se compose de deux domaines fermés et connexes dont l’un,
désignons le par D, contient ¢ et l’autre est vide ou contient .
Comme D-0+40, D+C est connexe et.appartient & I, en tant
gque domaine fermé (cf. § 8, VILI),

Soit

D*e¢D, DCD*CD-C.

. Il g’agit de prouver que soit .D*=D, soit D* =D+C.

Daprés III, 1, ¢ est un point d'irr dmréduchblhté de .D*. Donc,
selon 11, 3, D*——D est connexe. I*—D étant un domaine fermé
relatlvement a D* qui est lui-méme un domaine fermé, D*— 1D est
un domaine fermé (ef. § 8, VILI). Comme sous-ensemble de ¢, =D
en est donc un sous-domaine fermé relatif, connexe. C éta,nt indé-
composable, on a d’aprés V, 2, soit D*~D=O, soit D*—D=(.
Dans Je premier cas, D*=D et dans le deuxiéme:

D+0=D+D*—DCD+D*= D*, d’ot D*=D--C.

" Réciproquement, on a le théoréme suivant:
2. 8i les éléments Dy, et Dy, de D constituent un saut,” Veri-
semble Dy,— Dy, est indécomposable.

< Dapres III, 1 et IL; 3, " Dy~ Dy, est connexe. Soient 4 et B
deux 'ensembles fermés et connexes tels. que Dy,—Dy =4 +B. Il
8 agfu de prouver que T'un d’eux comclde avec ].)y,~1?,,l

o

Y
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Posons A*=1—1—4 et B*=1—1—B. D’aprés IT, 5, les en-
sembles A * et B* sont connexes. En outre, l'ensemble 4 +B=D, —D, —Dyy
en tant que domaine fermé rela,trt' au domaine fermé Dy, est un
domame fermé

| A4B=1_1—(A B
ot (cf. §8, VII (1)) A4 +B),

A*+B*=A+B=D,—D,.

Si Dy =0, on a soit Dyl-A*:%:O, soit Dy -B*+0. On peut
admettre que la premiére inégalité se présente. On a par conséquent
{Dy,+4*) e D. La méme formule a lieu lorsque D, =0 et que A4*
désigne celui des deux ensembles A* et B* qui contient a.

Il en résulte par hypotbése que:

soit Dy +A*=D,, soit D, +A*=D,.
Dans le premier cas, on a ‘
2o - Dy=Dy,+Dy—Dy =Dy, +4*+B*=D,, +B*,
- " Dy,— DleB*CB done D,—D,= B
Dans le deuxieme cas, il vient
Dy—D,, CA*CA, d'ob Dy—Dy=A.

Les théordmes 1 et 2 impliquent que
. 3. - Pour que le type &’ordre de D soit celui-de l’mterva.lle, il faut
et il suffit que Uespace irréductible considéré me contienne aucum sous-
ensemble fermé indécomposable non-frontidre.

Remarque. Hiant donné wn ensemble fermé FCJ qui contient
les points 0 et 1, il ewiste wn. continw Wrréductible enire O ef 1 pour
lequel J =T (autrement dit, tel que I est semblable & F).

I1 suffit, en effet, de remplacer tout intervalle contigu & F par
le continu de 1’ex. V, 3, convenablement diminué et ayant les mémes

extrémltés que cet: intervalle. :
En particulier, le couple (0,1) coincide avec l’ensemble J pour

tout continu indécomposable (non vide).

4. Les tranches d’um continu & irréductible entre a et b cmnczdem
avee les ensembles saturds par rapport & la propriété: &lre un continu-
somme @'ume suite (finie ow infinie). de continus non-denses et de
continus indécomposables.
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Soit d’abord f une transformation continiie monotone telle
que f(%)=. Soit ¢ un continu non-dense: F—C=&. Nous allong
démontrer que f(0) se réduit & un seul point.

Supposons, par contre, que f(C)=af ol 0 a< 1.

F(0a) et f7}(81) étant des continus (cf. § 42, VI, 4) dont I'un
contient @ et lautre b et qui ont des points en commun avec 0
il vient

F00) +0+7~H ()=, o $—0Cf“(0a)+f‘1(ﬁl),

done F—CCf™(0a) +171(B1) et, comme F— CO=&, il vient fina-
lement &= j"(Oa)+]"’1(ﬂl), ce qui contredit I'hypothése que
1&)=9. ,, L
Ceci établi, on en déduit. que, S étant un semi-continu, somme
d'une série de continus non-denses, 7(8) se réduit aussi & un seul
point: f(8)=p. Tout continu mdécompomble I étant, d’aprés les
th. 1 et 6 du N°VI, la fermeture d'un semi-continu S de co genre,
il vient f(X)==p. Il en régulte finalement que, si @ est un continu—
somme d’'une série de continus non-denses et de continus indécom-
posables, f(Q) est aussi un seul point; autrement dit, @ est contenu
dans une seule tranche (on substituera & f la fonction g du NOIV).
Réclproquement d aprés IV, 4:

T,_Z'(I +p) =3 (I, +Jy),

la sommation étant étendue & l'ensemble (dénombrable) des y tels
que y eJ et y(t)<y<I'(t). Tout Iy et J, étant soit un continu non-
dense, soit un continu indécomposable (cf. VI, 4), la tranche r,
est donc un continu-somme d'une série de continus non-denses et
de continug indécomposables. Tout ensemble de- ce genre étant
contenu — comme nous venons de prouver — dang une seule tranche
et les tranches étant deux & deux disjointes, toute tranche est done
un ensemble saturé par rapport auxdites propriétés.

5. Les- tranches @'wn contini' irréductible dont le type d’ordre
est celui de Vintervalle coincident avec les continus non-denses saturds 1y
(Cest-a-dire avee les continus non-denses qui me sont pas des or ms
s0us- contmus des aulres continus non-denses ).

" -1)-On trouvera de nombreuses propriétés des continus non-denses saturés
dans mén mémoire' de Fund, Math. 10, § 2. :
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Car, d'une part, comme nous venons de démontrer, tout con-
tinu non-dense est contenu dans une seule tranche. D’autre part,
comme l'espace ne contient aucun continu indécomposable qui ne
goit pas non-dense, toute tranche est, en vertu du th. 4, un continu-
gsomme d'une série de continus non-denses, donc un continu non-
dense.
6. Tout continu irréductible entre deux points qui ne contient
aucun continu non-dense (composé de plus d’un point) est un arer).
En effet, le continu considéré ne contient aucun sous-continu
indécomposable (contenant plus d'un point), puisque tout continu
indécomposable admet des sous-continug non-denses (contenant plus
d’un point, ef. V, 2). D’aprés les th. 3 et 5, les tranches sont done
des continus non-denses, done des points individuels. La fonction g
(du N°IV) est, par conséquent, une homéomorphie.
7. Tout espace discohérent, décomposable et irréductible entre a,
et a, est somme de deuw ensembles indécomposables Ay et A, tels que

=1—4;, a A=1—4,2.

Soient, conformément au § 41, X, 2, 4, et 4, deux ensembles
connexes satisfaisant & (1) et tels que A,31=4,. Soient done
agedy et a; e A ' ‘ )

Admettons que 4, soit décomposable:

4;=By+B,, By=A+B;,’

ol B, et B, sont connexes et fermés. Soit @, ¢ B;. D’aprés le th. 1
du §41, X, 1—B, est connexe. Or

: 1—By=Ay—B,+4,—By=4,—B,+B,—

et . . L
Ay—By==0=B,—B, d'ott 0=A4,—By B;—B,C4¢-By;.

 Done 4,+B, est connexe et comme ay ed, et a e By, il vient

A, +B;=1, d'od- 1—4,CB, done A,=1—4,CB,

contrairement & l’inégalité A,=B,.

1) Théoréme de Ja,nlszewskl, Thése. V01r aussi §42 V,1. Cf. Hallett

Bull. Amer. Math. Soc. 25 (1919). *
%) Voir Math. Ann. 88 (1927), p. 403. Cf. P. Alexandroff, Math. Ann.

86, p. 537.
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VIIL. Espaces irréductiblement connexes entre A et B, Ainsi
s'appelle Despace 1 lorsqu’il est connexe entre 4 et B, tandis
que, quel que soit F=F=1, I'ensemble F +A4 +B n’est pas connexe
entre A et Bj; autrement dit, lorsque l'espace est irréductible relati-
vement & la proprlété stre un X fermé tel que X -4 +B est con-
nexe entre 4 et B.

1. Si Vespace est irréductiblement connexe enire A et B, les en-
sembles A et B sont séparés et non-vides ¢t Uespace est conneme.

Par conséquent, en supposant que A=0==B, cn peut remplacer
dans la définition la conmexité de V'espace enlre A et B par sa con-
newité (tout court).

Il g’agit. de prouver que lespace est connexe, car le reste du
théoréme est une conséquence directe du § 41, IV, 1a.

Or, supposons que

1=M,+My, M, M;=0, M;=IHM+1, ou j=0,L
La derniére inégalité implique par hypothése que M;-4 - B
n'est pas connexe entre A et B, domc que M n’est pas connexe
entre AM; et BM;.
On a parsuite : ‘
M=P;+0Q;, P=P; Q=@ Pr¢=0,
Posons P=P,+P, et Q=@Q,+ @,. Il vient
1=P+@Q, P=P, @=Q, PQ=0 et AP=0=BQ,
ce qui prouve que lespace n'est pas connexe entre 4 et B.

AP/=0=BQ,.

2. Un espace irréductiblement conmexe enire A et B. est Wrd—
ductible entre tout couple a € A4, b e B.

En effet 0 étant un ensemble fermé connexe et tel que a,b e,
T’ensemble €+ A4 +B est év1demment connexe entre A et B; done
C=1. , S .

- Remarque. Le théoréme réclproque n est pas vrai en. général
(11 est vrai dans les espaces compacts, cf. IX, 2).

Pour. s’en convaincre, congidérons lexemple.2 du N°V. L’es-
pace envisagé est irréductible entre les points a=(0,0) et b=(1,0).
Cependant, il n'est pas irréductiblement connexe entre ces pomts,
car la suite des. dem1—clrconférence,s décrites du. point (4,0) par les
points (3—7,0), o %==0,1,... (pour #=0, la demi-circonférence est

privée du point %, 1}) consubue un, engemble fermé et connexe
entre a et b. :
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3. Si Uespace est irréductiblement connexe entre A et B, il est
dgalement entre tout couple Ay, B, ot 04+4,CA et 0&=B,CB.

Car, d'une part, 'espace étant connexe, il est, en vertu de la
formule A,=0==B,, connexe entre A4, et B, et, d’autre part, si
F 44 + B n’est pas connexe entre 4 et B, ¥ +A1+B1 ne Test non-
plus entre A; et B;.

4. Si Vespace est irréductiblement conmeme entm A et By=By;
ainsi qu'entre A el Bl-—El, il est trréductiblement connexe e'ntae A
et By+ Bi.

D’aprés §41,TIV, 1a, 'espace est connexe entre 4 et B, 4B, (puis-
que B,CBy+B,). Soit, d'autre part, F=F=1. I’ensemble F+A4+By,
j=0,1, n’est donc pas connexe'entre A et B; et, par -conséquent,
ne coincide pas avee 1; donc F-+B;+l. On en conclut gue
(F+4By)-+A+B, n’est connexe ni entre A et By, ni entre A et B,
(par raison de symetrie); d’aprés § 41, IV, 3, ce‘n ensemble n’est
nonplus connexe entre A et By+B,.

5. 8i Uespace est irréductiblement connexe enlre les ensembles
jermés A et B, Vensemble 1—(A-+B) est connewe et dense dams Uespace.

Supposons que 1—(4-+B) ne soit pas connexe. Soient G et H
deux ensembles ouverts tels que

—(A+-B)=G+H, GH=0, G+=0+H.

En tant que fermé, 'ensemble G+4+A+B=1—H=1 n’est pa,ss
connexe entre 4 et B. On a done:

G+A+B=P+Q, 0=PQ=AP=BQ,
H4+A+B=W+Z, 0=WZ=AW=BZ,

les ensembles P, @, W et Z étant fermés.
La formule 1= (P-W)+ (@+Z) présente donc une déeompo~
sition de l’espace en deux ensembles fermés et disjoints, puisque

PZ=P-ZH-+P-ZA=PG ZH+ PB-ZH=\,

dont I'un contient B et l'autre 4. Cela contredit la connexiié de
l'espace entre .4 et B.
L’espace étant connexe, les formules

l=A+1—(4+B)+B et AB=0
entrainent

A T=(A+B)+0+B-I—(4+B).
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La connexité de l'ensemble 1~(4--B) implique donc la con-
nexité de l'ensemble 1—(4+B)-4A--B entre A et B. Il vient par
hypothése
‘ 1—(4A+B)=1.

6. Eiant donnds deuw ensembles fermés By, j=0,1, drrdducti-
blement conmemes entre Ay=A4; et By Ty, la somme Ey+B, est drre-
ductiblement conmeme entre A, et A, 1)

L’ensemble H;+E, étant connexe, il ’agit de prouver, qu’étant
donné un ensemble

F=FCE,-}EB,=*F,
FA,4-A, n'est pas connexe entre 4, et A,

Or, l'inégalité F==F,+F, implique que soit FH, == B, soit
FE,+E,. Admettons que FE==E, Donc FH,+4,-+B, By n’est
Pas connexe entre A, et E,-B;:

FEy+A,+ Ey- B,=M-+-N, M-—zﬂ, N=N, 0=MN=ME,=NA,
11 vient ‘

F+AytAy=FE A g+ FB+ A,CH +(N+ T,),

ot M-(N+By)=0, 4,CH (puisque 4,-N=0) ot A, CN-+H, Ocla
prouve que F+A,+A; n'est pas connexe entre A, et 4,.

IX. Espaces compacts irréductiblement connexes. 1. Tout
espace compact conmese entre deuw ensembles fermés disjoints A et B
contient un ensemble fermd O irréductiblement connexe entre OA et OB.

En effet, d’aprés le th.1 du §42, VIL, Ia famille des ensembles I
fermés et connexes entre 4 et B est fermée. 11 en est done de méme
de la famille ' des ensembles fermés X telg que X+4-A4A-4B est con-

nexe entre A et B, puisque la fonction X+4A-+B est une fonction
continue de la variable X (cf. § 88, II, 3).

Soit O 'élément irréductible de la famille .
C est connexe entre CA et (B, car en supposant que

O=M+N, CACM=H, OBCN=F, MN=o,
on aurait la décomposition

C+4A+B=(4+4 M)+ (B+N)

s

en deux ensembles fermés et disjoints, contrairement & la formule
CeF. . o .

1) Cf. J. R. Kline, Fund. Math. 7 (1928), p. 315.
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En outre, si H= HC(O=H, l’ensemble H +CA+CB n'est
pas connexe entre C4 et OB, puisque H-A-4B n’est pas connexe
entre 4 et B. |

2. Pour qu'un espace compact soit. irréductiblement connexe
cntre deuw ensembles fermés et disjoints A et B, il faut et il suffit qu'il
.80t irréductible entre tout couple de points a,b od ae A et beB.

En vertu des th. 1 et VIIL, 2,1l s’agit de démontrer que, l'espace 1
Stant supposé irréductible entre tout couple a € A, b e B, et ¢ étant -
fermé et irréductiblement connexe entre CA et (B, on a C=1.

Or, soient aeCA et be CB. L'ensemble C étant connexe
{d’aprés VIIL 1), fermé et unissant ¢ & b, il vient O=1.

3. 8i un continu indécomposable 1 est irréductiblement conmexme
entre deuw ensembles fermds A, et Ay, il existe un composant C tel que
<- (A0+A1) =0. )

Ry, Ry, ... désignant la base du centinu 1, soit S, ol j=0,1,
1a somme des composantes de 1— R, non disjointes de .4;. La somme

{1) 8y="8p+ 8p+..

coincide avec la somme des composants de l'espace non disjoints
de 4;; car K étant un continu tel que K-4;=0 et K==1, il existe
un n tel que KC1—R,, donc que KCS;,,CH;.

Il suffit done de prouver que §; est de I-e catégorie; ou eNeoTe —
A, étant un F, (d'aprés (1)) — que 8; est un ’ensemble frontiére:

{2) : 1—8;=1. |
Or, @ étant un composant arbitraire contenu dans Si—j, @ est
dense dans 'espace (cf. VI, 2): @=1, d’ob
3) Si—=1.
1 étant irréductible entre tout couple age 4o, G, ed;, on a
SO'SI:‘Oy done Sl_jC]_——S], d’ou Sil_jCl—Sj.

La formule (2) en résulte en vertu de (3).

4. iant donnds deus continus indécomposables Hq ef E\1 et deus
ensembles fermés A, ot A, tels que By By=A4,+4, et que E; (ot y=9,1)
est irrdductiblement conmeme entre Ay et Ag, la somme Eo+E, est irré-
ductidle enire deus points.
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En effet, d’aprés 3, il existe un composant € de By, ot j=0,1,
tel que o ‘ ,
0y (4y+4,)=0, donc que C;-Ey-H,=0.

Soit @y 0j. Le continu F; est done irréductible entre a; et
tout point de Ey-B, et il est, par conséquent (th. 2), irréductiblement.
connexe entre a; et H, - B. o o
Il en résulte d’aprés VILL, 6, que B+ F; est frréductible entre
a, et a,. ‘ . ' k

SIXIEME CHAPITRE.

Espaces localement connexes.

§ 44. Notion de connexité locale.
I’espace 1 est supposé métrique.

1. Points de eonnexité locale. L’espace est dit localement con-
newe au point p (1. c. aw point p)1) lorsque, dans toub entourage @
de p, il existe un entourage connexe de p; c’est-a-dire qu’s tout >0
correspond un entourage connexe E de p tel que d(F)<e. Autrement
dit: qu'en désignant par ¢ la composante de p dans @, on a
p<Int (0). !
L’entourage @ peut, bien entendu, &tre supposé ouvert (ow
fermé). :

Par définition, la connexité locale est une propriété topolo-
gique. Blle est une propriété locale, ¢’est-a-dire que, H étant un en-
tourage d’un point p donné, H est L c. au point p dans le cas ol
Tespace y est 1. c. &6 dans ce cas seulement. : S

1. L'ensemble des points de comnexité locale dun espace est
un Gé. :
Car cet ensemble est le produit infini Gy Gp-... ot Ga est la
somme des ensembles Int (E), E parcourant la famille des ensembles .
connexes tels que §(E)<1/n. . :

2. Pour que Vespace soit 1. c. au point p, il faut et i suffit qu'o-
tout £>0 corresponde um 1>0 el que Vinégalité |w—p|<n implique
Vemistence d'un O commeze tel que @,p € O et‘5(0)<e.

En effet, si 'espace est 1. c. au point p et si B est un entourage
connexe de p tel que &(F)<¢, on Posera (=F et on désignera par 7
le rayon d’une sphére contenue dans B et de centre p.

1) Of. Pia Nalli, Rend. di Palermo 82 (1911), p. 392, 8. Mazurkiewicz,

C. R. Soc. des Sc. de Varsovie 6 (1913), H.Hahn, Wiener Ber. 128 (1914), p. 2433.

C. Kuratowski, Topologie II 11


pem




