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QUATRIEME CHAPITRE.

Espaces compacts.

§ 37. Notion de compacité.

I. Définition. Un espace est dit compact lorsque toute suite
de points contient une sous-suite convergentel). Autrement dit:
lorsque, pour tout ensemble infini 4, on a

) A0,

A" désignant l'ensemble dérivé de A.

~ Le théoréme classique de Bolzano-Weierstrass, d’aprés
lequel toute suite bornée de nombres réels contient une sous-suite
convergente, peut donc étre énoncé comme suit:

1. Tout intervalle a<<a<<b est compact.

Les espaces compacts peuvent étre caractérisés de la fagon
suivante:

2. Pour que Vespace soit compact, il fout et il suffit que chaque
suite de points qui me converge pas vers p conlienne uUne Sous-swite
convergente qui me converge pas vers p.

En effet, si la suite py,p,,... ne converge pas vers p, elle con-
tient — d’aprés une propriété générale des espaces L* (vol. T,
§14, I, 3%) — une sous-suite p,,p,,... dont aucune suite partielle
ne converge vers p. L’espace étant supposé compact, la suite p, ,p,,..-
contient une gous-suite convergente dont la limite est donc néces-
sairement distincte de p.

1) La définition de la compacité (pour les espaces .L*) et plusieurs de ses
propriétés ont été envisagées au § 14 (& partir du N° VIII).

Cette notion est due & M. Fréchet, Rendic. di Palermo 22 (1906), p. 6.
Il est & remarquer que-le terme ,ensemhle compact™ est employé par différents
auteurs dans un sens distinet de celui-ci, en entendant par ensemble compact

un ensemble dont chague suite de points contient une sous-guite convergente
(mais pas nécessairement vers un point de I'ensemble considéré).

C. Kuratowski, Topologie II 1
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2 Chapitre IV. Espaces compacts,

Reciproquement, l'espace étant supposé non-compact, soit
D1y Py -~ WD suite de points dont aucune gous-suite n'est conver-
gente. Hvidemment cette suite ne gatisfait pas & la condition
du théoréme (en désignant par p un point arbitraive de T'espace).

Une conséquence directe de la définition de la compacité
est Dinvariance topologique de cette notion, Autrement dit:

3. Tout espace homéomorphe & un cspace compact est compact.

Plus encore: toute image continuwe (dans un sens) d'un espace
compact est compacte (voir N VI, 1).

IL. Rapports anx espaces complets. On démontre facilement
(voir § 29, IT et § 15, IX, 3) les deux théorémes suivants:

1. Tout espace (méirique) compact est complet, ¢-ied, Gtant
donnée une suite py,py,... pour laquelle & tout &0 correspond un n
tel qu'on a |p,—p,|<e pour tout k>mn, — la suite pg,py,... esl con-
vergente.

2. Tout espace compact est totalement bornd (c.-d-d. qu'il 8o
laisse décomposer pour tout >0 en un nombre fini d’ensembles
de diameétre <e).

Le théoréme qui suit caractérise les espaces compacts parmi
les espaces complets.

3. Pour guw'un espace complet soit compact, il faut et il suffit
gu'il soit totalement borné.

Admettons en effet que ’espace 1 est complet et totalement
borné. Il se laisse décomposer, par congéquent, pour chaque mn,
en un nombre fini d’ensembles fermés:

1=Fi+..+Fn, ol O&F)<l/n.

Soit A un engsemble infini arbitraire. Il s’agit de prouver liné-
galité I (1).

I1 existe évidemment une suite d’entiers ky,k,,... tels que les
ensembles de la suite

ATy AFaFhyy oy A-FiFhy TR, ..
sont infinis. En appliquant & la suite .17‘},1, ]f’},x-‘.lf’ﬁ,,, oo lo théordme
de Cantor (§30,II), on en déduit Pexistence dun point p qui
appartient & tous les ensembles de cette suite. Ce point est un point

icm

§37, 11 Notion de compacité. 3
d’accnmulation de I’ensemble 4, puisque la sphére de centre p et
de rayon 1/n contient ’ensemble (non vide) A-F},l-...-li’ﬁ. On a
aingi p e 4’ "
4. Tout espace compact est séparable. )
Car tout espace totalement borné est séparable (§ 15, IX, 4).

Remarque. On démontre que tout espace métrique non compact est
homéomorphe & un espace non complet. L’espace compact peut donc &tre ca-

ractérisé par la condition, que tout espace métrique qui lui est homéomorphe
est complet 1), .

IIL. Produits cartésiens. Sous-ensembles. On constate ausgitos
que

1. Tout sous-ensemble fermé d’wn espace compact est compact.

2. Tout sous-ensemble compact d'um espace méirique ost fermé
et borné.

En effet, si F est un ensemble non-fermé, ¥ contient une suite
convergente de points dont la limite ne lui appartient pas. Si F
est non-borné, F contient une suite dont aucune suite partielle
n’est convergente. Dans les deux cas, il existe dans F une suite
de points qui ne contient aucune suite partielle convergente vers
un point de F. L’ensemble F n’est donc pas compact.

3. Le produit cartésien F; X EyX ... dune swite (finie ou in-
finie) d’espaces compacts est un espace compact 2).

Tel est, en particulier, le cube & n dimensions J", ainsi que le
cube fondamental de Hilbert J™. '

Pour la démonstration, voir § 14, VIIT, 4.

Les énoncés 1—3 impliquent le théoréme suivant:

4. Pour qu'un sous-ensemble de Vespace &" (n<<8,) soit compact,
il fout et il suffit quil soit fermé et borné.

Car un sous-ensemble borné de &" est contenu dans un cube
& »n dimensions.

Le théoréme suivant montre que 1’étude des espaces métri-
ques compacts n’est rien d’antre que ’étude des sous-ensembles
fermés du cube fondamental de Hilbert.

1) V. Niemytzki et A. Tychonoff, Beweis des Satzes, dass ein metrischer
Raum dann und nur danm kompaokt ist, wenn er in jeder Metrik vollstindig ist
Fund. Math. 12 (1928), p. 118.

) Une extension de ce théoréme aux espaces bicompacts (cf. N°V) est
due & M. Tychonoft, Uber einen Funktionenraum, Math. Ann. 111 (1985), p. 762.
Voir p. ex. Lefschetz, Algebraic Topology, p. 19. :

1*
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4 Chapitre IV. Espaces compacts.

5. Pour quun espace métrique soit compact, il faut et il suffit
quil soit homdomorphe & un sous-ensemble fermé du cube fondamental
de Hilbert. ,

Fn effet, en supposant que & est un espace métrique compact,
& est séparable (d’aprés IT, 4), done & est en vertu du théoréme
d'Urysobn  (§ 17, IV) homéomorphe & un sous-ensemble I de
Tespace J%. D'aprés I, 3 et III, 2, ensemble F' est fermaé.

Réciproquement, tout sous-ensemble fermé F de g% étant
compact (d’aprés 3 et 1), tout espace homéomorphe & I Test
également.

Les théorémes qui suivent concernent les sous-ensembles dun
produit cartésien (voir § 24, X, 2):

6. I diamt un sous-ensemble fermé du produst cartdsien F XY,
o Y est compact, la projection de F parallile & Vave Y est un en-
semble fermé (dans &). :
Autrement dit: I, désignamt UVensemble [ [(x,y) e F], Ven-
semble-somme X Ty est fermé. *
¥

En ce qui concerne les ensembles ouverts, on a le théoréme
guivant, symétrique au précédent:

7. G étant un sous-ensemble ouvert du prodwit caridsien & X Y,
ol Y est compact, Vensemble H de tous les @ tels que v X Y CG est
owvert (dans &).

Car lensemble H est le complémentaire de la projection de
Pensemble & x Y—§ sur laxe &.

Le théoréme 6 se laisse généraliser comme suit:

8. 8 dtant un ensemble Iy situé dans E X Y et Y dlant lo somme
@ume série A’ensembles compacts, la projection P de 8 paralléle & Vave Y
est un ensemble Iy,

Posons S=F,+F,+.. et Y=Y +Yy+..., les ensembles F,
étant fermés et les ¥, compacts. En désignant par P,. la pro-
jection de l’ensemble F'[(#,y) € Fnl[y € Yul, on a P=2 Py, Car

xy

(@ eP)E%’[(wyy) SllyeYl=23 UZ’[(m,y) eIn] [y € Xl

Les ensembles P, étant fermés d’aprés 6, P est un I,
‘ On déduit facilement des énoncés 6 et 7 le théordme suivant
concernant l'application des opérations logiques asux espaces cotn-
pacts (cf, § 24, X, 2):

i::m
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9. Soient & un espace métrique, Y un espace compact et p(z,y)

une fonction propositionnelle définie sur le produit cartésien de ces

espaces. Si Vensemble [ o(x,y) est fermé (resp. est un F,), Vensemble
xy

EX(@,y) Vest également; si cet ensemble est ouvert (resp. um Gi),
y . - e e wrv— ,

X
Vensemble F]] (z,9) Vest également.
Xy

Eemarque. Rappelons que la projection d’un ensemble. ouvert
est un ensemble ouvert, quel que soit P'espace Y (§ 24, X). Cepen-
dant la projection d’un ensemble G n'est pas nécessairement un
ensemble Gs. En effet, dans le cas ot & et Y désignent I'intervalle 01,
les projections des ensembles G5 situés dans le carré & x Y coincident
avec les ensembles analytiques (ef. § 34, IV).

IV. Théortmes de Cantor et de Riesz. Au § 14, VIII, 2 nous
avons établi le théoréme classique suivant:

1. Théoréme de Cantor. Elant donnée, dans un espace compact,
une suite descendante @'ensembles fermés non vides F,DF,D..., on a
F,-Fy-...==0.

Le théoréme suivant présente une généralisation du théoréme
de Cantor.

2. Théoréme de F'. Riesz?t). EBiant donnée, dans un espace compact,
une famille (de puissance arbitraire) d’ensembles fermés {F} tels
que le produit (c.-a-d. partie commune) de chaque systéme fini de
ces ensembles est non vide, — le produit de tous les ensembles F, est
non vide.

D’apres le th. de Lindeldf (§ 17, I, 1), il existe une suite infinie
d’indices ¢,¢,,... telle que

HF;HZHF,. L.
n=1 ¢

La suite ¥, F,-F,, F,-F,-F,,... étant descendante et formée
d’ensembles fermés et non vides (par-hypothése), le théoréme de
Cantor lui est applicable; d’oll 1a conclusion demandée.

3. Elant donnée, dans un espace éompact, une suite d’emsembles
non vides, la Vimite supérieure de cetle suite est non vide. '

1) Atti del IV Congresso Int. d. Matem., Roma 1908, 2, p. 21.
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6 Chapitre IV, Espaces compacts.

On a, en effet (§ 25, IV, 8):
Ls dp=[14 ntAnprt o
n==s

En posant F,=Ap,+A4,41+4..., il vient ¥,-F,-...5=0 en vertu
du th. 1.

Remarques. 1) Le th. de Cantor caractérise les espaces compacts
(parmi les espaces métriques). En effet, un espace non compact
contient une guite de points py,p,,... dont aucune gous-suite n’est
convergente. En désignant par F, Pensemble (pn,Pntt,...), on dé-
finit une suite d’ensembles satisfaisant aux hypothéses du th. de
Cantor et dont le produit est vide.

2) Bn tenant compte du fait, que tout espace compact ext
complet et totalement borné, on peut déduire le th. de Riesz di-
rectement du corollaire du § 30, T, établi dans des hypothéses plus
générales. Le th. de Cantor peut en &étre déduit sous la forme plus
générale suivante:

Hiant donmde, dams un espace complet, une suite Aescendanie

d’ensembles fermés, nom vides et tels que lim a(F,) =0, 0m a By Ly .50,
n==00

le coefficient o(F) désignant la borne inférieure des nombres & pour
lesquels F se laisse décomposer en un nombre fini d’ensembles do
diametre < e. ,

3) Le th. de Cantor se laisse formuler en termes logigues comme
suit:

Btant donnde une swite de fonctions propositionnelles py(@), pa(e) v
définies sur un espace compact et telles que Pp(@)>@,_ (@) et que
Pensemble ¥, = g(pn(m) est fermé, -~ on a Uédquivalence

) I1 37,(0) = 3 [T9,(@).

Supposons, en effet, quwon a [13 9, (®), c-d-d. qu’s tout n
n o x

correspond un z, tel que gu(x,). Cela revient & dire que I,=0,
Par hypothése #,CF,s. Le th. de Cantor implique done lexi-
stence d’un point » commun i tous les Iy cded. tel quon a
[1%,(®). En termes logiques: 2 [ o,(@). ‘
n X n
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L’implication. [T o, (x) =[] 9.(%) se trouve ainsi établie.
n x x n

L’implication inverse est réalisée toujours (§ 2; IV).

Y. Familles d’ensembles ouverts. Les deux théorémes suivants
jouent un réle fondamental dans D’étude des espaces compacts:

1. Théoréme de Borel. §i um espace compact est somme dune -
suite. infinie @ensembles owverts, il est somme @un nombre fini de
termes de cette suite.

2. Théoréme de Borel-Lebesgue). Etant donnde, dans un espace
compact, une famille (de puissance arbitraire) d’ensembles ouverts {G.}
dont la somme est égale & Vespace tout entier, il existe dans cette famille
un nombre fini d’ensembles dont la somme est égale & Pespace.

Le th. de Borel étant évidemment un cas particulier du th.
de Borel-Lebesgue, il suffit d’établir ce dernier?). Celui-ci est
une conséquence du th. de Riesz (N°IV,2). En effet, en supposant
que le th. de Borel-Lebesgue soit en défaut et en désignant par T, -
le complémentaire de @, (c.-a-d. P,=1—@,), la famille {F} satisfait
aux hypothéses du th. de Riesz (on a B, -...-F, ==0 puisque
Gyt ...+ G, ==1), tandis que l;[lﬂ=0 (puisque ;G,-—-l). Cette
contradiction donne la conclusion demandée.

Remarques. 1) Ce raisonnement 3) montre que le th. de Borel-
Lebeégue n’est qu'une autre forme du th. de Riesz. Il en est de
méme du rapport du th. de Borel au th. de Cantor.

2) Le th. 2 conduit & Ja formule suivante, symétrique & IV (i):

Etant donnde une suite de fonctions propositionnelles @1(), Pa()y ..y
définies sur un espace compact et telles que @, (2)—>p, 11(@) et que
Densemble F o, () est ouvert, on a Véquivalence

X

(i) [13 o.(2) = Y] @,(®).

La formule (ii) peut étre aussi déduite directement de (i) par
Papplication de la régle de de Morgan (§ 1, III).

1) Voir H. Lebesgue, Legons sur Vintégration, Paris 1905, p. 105. Cf.
W. H. Young, Proc. London Math. Soc..(1) 36.(1902/3), p. 384. Pour de nom-
breux renvois bibliographiques, voir T. H. Hildebrandt, The Borel theorem
and its applications, Bull. Amer. Math. Soc. 32 (1928), p. 423. , :

?) Une démonstration directe du th. 1 a été donnée au § 14, VIII, 3.
) “) Voir 8. Saks, Sur Véguivalence de deux théorémes de la Théorie des en-
gembles, Fund. Math. 2 (1921), p. 1.
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8 Chapitre IV. Espaces compacts,

3) Les espaces topologiques (non néeessairement métriques)
qui satisfont au th. de Borel-Lebesgue sont nommés bicompacts.
Ils présentent une classe importante d’espaces abstraits?),

Nous allons déduire & présent quelques conséquences du th.
de Borel-Lebesgue. D’abord — une généralisation:

3. Htant donnés, dans un espace méirigue arbitraire, un ensemble
compact I i une famille @ensembles owverts {G} tels que I CY) @,
il existe un systéme fini dindices iy,...m tels que FC G,l—[-...»ff(yl,,l.

Cet énoncé se déduit du th. 2 en considérant F comme Pespace
et en substituant 7-&, & @,.

4, La famille des sous-ensembles & la fois fermés et ouvirts dun
espace compact est dénombrable,

Soit, en effet, Ry, R,,... Ia base de I'espace. ¢ étant un ensembple
ouvert, on a donc

G == Ry, + Ry, +-...

Si @ est, en outre, fermé, cette série peut étre réduite dapréy 1
& un nombre fini de termes: '
GszI—{—...*—}-Iﬁk".

Ainsi, & tout ensemble fermé-ouvert correspond un systéme
fini d’entiers positifs o(@)=(k,,...,k,). Comme o(G) sko(6,) pour
G=+G,, la famille des ensembles fermés-ouverts est de puissance
au plus égale & celle des systémes finis d’entiers positifs; elle et
done dénombrable.

5. Soit Ry, R,,... la base dun espace compact. A tout ensemble
ouvert G correspond ume suite d’ensembles Gy Gyy... telle que

(1) G"'—=2 Gn':"z gm gnCGn—l-i
et & tout ensemble fermé F correspond wne suite Hy, Hy,... telle que

(2) F=an=I-IEH7 H,D En-{-l

et que les ensembles @, et H, sont des sommes d@'un nombre fini de
termes de la suite {R,)}.

Y Voir P, Alexandroff et P. Urysohn, Mémoire sur les espaces topolo-
giques compacts, Verh. K. Akad. Amsterdam 14 (1929). Cf. Alexandroff-Hopf,
Topologie I, chap. II, § 1. ‘
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Soit, en effet, Ry,Rj,... une suite telle que
G=2Ry, et R, C@.
n

Nous définirons les ensembles @, & I’aide d’une suite d’entiers
My My, ... définie par induction comme suit: m;=1 et pour n>1,

my est le plus petit indice tel que m,>n et

By+RBy+ ..+ Ry,  CRy+Ruyyt..+ Ry .
'n—1 n

L’existence de cet indice résulte directement du th. 3 (en
remplagant F par le membre gauche de Pinclusion précédente et la
famille {¢'} par la famille {R,}). En posant

anRh1+—Rk2+ --'+R]¢mn7

les formules (1) se trouvent réalisées.
La suite Hy, H,,... sera définie par induction comme suit. Soit 8,
la. sphére de centre |F et de rayon 1/n (cf. §15, IV). H, est la

‘somme d’un nombre fini de termes de la base, contenus dans Sy

et qui recouvrent I’ensemble F' (Pexistence d'un recouvrement de ce
genre résulte du th. 3). H, est la somme d’un nombre fini de termes
de la base: H,=R;+ R;+... tels que

FC.Ri1+.Ri2+..., R{’CH,,_“ RIJCSI:-

Remarque. Le th. 5 conduit & Papplication suivante aux fonec-
tions de Baire: si pour tout n, Pensemble ' (R,) est de classe multi-
plicative a, la fonction f est de classe a.

s Car les ensembles f_i(ﬁ,,) sont aussi de classe «, et il en est
de méme de leur produit ' (F).

Les deux théorémes suivants concernent la séparation d’en-
sembles compacts.

6. Soient A et B deuw sous-ensembles compacis d'un espace
et soit G une famille @’ensembles owverts telle qu’a tout couple de points
aed et beB correspond un Ge@ pour lequel on o ae@ et be ¥—@.
11 existe alors dans G um systéme fini d’ensembles G ok i=1,...,k et
j=1,...,1 tels que

(8) ACE -Gl GGl ot Bo(@l...- @t 4G G )=0.
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Soit, en effet, @ un point fixe de 4. Faisons correspondre & cha-
que b e B un G(b) e G tel que a e G(b) et b e X—G @(b). Les ensembles
Z—@(b) étant ouverts et B étant compact, il existe d’aprés 3 un
systéme fini by,...,bn tel que

BC[E—G0)]+ ...+ [EF—C(bm)] =F—G(b) ..
En d’autres termes: en posant

Hi(a)=G(b1); oy Hm@e()=GC(bn),

Huw(6) et B-H(a)-... (@) =0.

Posons H(a)=H(a)...-Hmn(a). Les ensembles H(a) étant
ouverts et 4 étant contenu dans leur somme (lorsque @ parcourt 4),
il existe d’aprés 3 un systéme fini ay,...,a; tel que

on a

oeH, (a)-...

ACH (ay)4 .. H(a).
En posant Gi=

7. Soit Ay,y...,An un systéme fini d’ensembles compacts. G- étant
une famille d’ensembles ouverts tels que les conditions

H;(a;) et I;=m(a;), on parvient aux formules (3).

{4) A A;=0, el yeds

impliquent Dexistence d'un G € G- pour lequel

{5) we@ et yeF—G,

G contient une famille finie G* jouissant de la méme proprieté.

Pour m =2, cet énoncé résulte du précédent en posant Ad=4,
et B=A4,: G* est alors la famille des ensembles Gj.

Par conséquent si A;-4,=0, il existe une sous-famille G,
de G telle qu’a tout couple z eA,, 9 e ds correspond un G e G—,,
vérifiant (5). Reste & poser G*= G.,, la sommation étant étendue
& tous les 7 et s tels que A4,-4,=0.
; 8. Btant donnds dams unm espace compact un ensemble A de
classe Fy et une famille G @ensembles ouverts tels que, pour tout pe A
et tout £ >0, il ewiste un G € G' contenant p et de diamétre <e, la famille G

contient une suite d’msembles Gy, Gy,... telle que
6)  ACYa, M, Y6.CYa.+4
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Soit
{8) A=§Flu Fr=F,.

Posons S;,=E lo(z, 4) < gl

D’aprés 3, 1a famille & contient, pour chaque %, un systéme fini
d’ensembles G’l, le tel que

9) FkCG1+---+le et GICS, on 1<i<ls.

En rangeant les ensembles G¥, 1<i<l, k=1,2,..., en une
suite infinie {G.}, on obtient la suite demandée. L’inclusion (6)
est, en effet, une conséquence de (8) et (9). D’autre part, pour m >k,
on a

G CSm C8p,

Qo @,CS,

pour » suffisamment grand. Par conséquent
[l G4 Gy +..C8x, don [] GR+G,,_,_1+...C£] Sp=A4,

et identité

Zan

n

gn+H Gn+Gn+1+---
{cf. § 4, IIT, 10) donne l'inclusion (7).

VI. Transformations eontinues. Etant donnée une transfor-
mation continue f d’un espace compact & en l’espace Y=7F(F)1),
on a les trois théorémes suivants:

1. f(&) est compact®).

Par conséquent (cf. IIT, 2), si F est fermé, f(F) Pest également.
Il en résulte directement (en vertu de § 13, IV (4)) que:

2. 8i la fonction f est biunivoque, elle est une homeomorphie 3).

1) L’hypothdse que Pespace Y est métrique peut &tre remplacée par une
hypothése moins restrictive (par exemple, que % est un espace de Hausdorff
ou un espace .£). Voir P. Alexandroff, Uber stetige Abbildungen kompakter
Riume, Math. Ann. 96 (1926), p. 556 et W. L. Ayres, On continuous images of
a compact metric space, Fund. Math. 14 (1929), p. 334. Cf. aussi Alexandroff-
Hopf, Topologie I, p. 98.

?) Voir § 14, VIII, 5.

3) Voir § 14, VIII, 6.


pem


12 Chapitre IV. Espaces compacts.

De facon plus générale: _‘

3. A désignant Pensembls des. points de biunivocitd de f (c.-a-d.
des points @ tels que la condition f(z)=f(z') entraine a=u2’), la
fonction partielle f|A est une homéomorphie.

Soient, en effet,

lim y, =y, y,=f(=,), z,¢4, y=f(x) et zeAd.
Il g'agit de prouver que lim z,=wx ou encore (cf. I, 2) que
n=00
la condition lim @, = z' entraine # =1’ (quel que soit la suite con-

n=00
vergente xp,, Ts,,...).

Or, 1’égalité hm Pp, =@’ entrame hm 7‘ (#r,)=f(') et comme

lim f(
n=co
il vient f(x’)=f(z). Mais, par hypothése, # ¢ 4. Donc o =2".

Kemarques. L’hypothése de la compacité de espace & est
essentielle. Ainsi, par exemple, la fonction z=¢* transformeé de
facon continue et biunivoque Pintervalle 0Lx< 2z en la circon-
férence |¢|=1 du plan complexe.

Plus encore, il existe— comme le montre l’exemple qui suit —
deus ensembles A et B non homeomorphes et cependant tels que chacun
deuw est vmage continue et biunivoque de Vautre.

A savoir, I’ensemble 4 se compose de tous les mtewalles
3n<w<<3n-+1 et des points de la forme 3n+2 (avec n>=0).
B s’obtient de 4 en remplacant le point 2 par le pomt 11,

La fonction f définie par les conditions:

et f(2)=

transforme 4 en B de facon biunivoque et continue. La transforma-
tion de B en A4 est définie comme suit:

) =!}1=1§1° Yp, =Y =1f(@),

f@)=2 pour x+2

' pour z <1,

g(@)= —1 pour 3<x< 4,

s WIR

I r—3 pour #>5.

) Voir ma note Solution d'un probléme concernamt les images continues
d’ensembles de points, Fund. Math. 2 (1921), p. 158. On y trouvera aussi d’autres
exemples (connexes, clairsemés).
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4. Tout espace compact (non vide) est image continue de Pensem-
ble C de. Cantorl).

Par conséquent (cf. 1), la compa.czte equwwut & la propriete:
étre image continue de Uensemble C. ]

Conformément & IIL, 5, il suffit de montrer que tout sous-en-
semble fermé F du cube I™ est image continue de C. Or, soit g
une fonction continue qui transforme C en I% (cf. §24a, VIa).
Posons 4 =g~}(F). L’ensemble 4 étant un sous-ensemble fermé
de C, il existe une transformation continue & de C en 4 (cf. § 21,
IT, 2). La fonction superposée f=gh transforme donec C en F de
fagon continue.

Les deux énoncés suivants sont des conséquences du th. 1.

5. 8 YCHE), on a TCHF(T)].
On a, en effet,

Y=/(D)CIF ()], dou TCFF (T,

et d’aprés 1 (en posant F=f(¥)): fIf (X)]=7FF Y (X)}
6. Soit Y+ Y,Cf(F). S8i les ensembles f~(¥,) et f*(X,) sont
séparés, les ensembles Y, et Y, le soni également.

On a, d’aprés 5 et § 3, IT, 13:
)1 Y= (T
Par hypothése, 1 (¥,) (¥, =

7, T, Cfl/ (To) Y- (Xl

0. I1 vient donc

T Y,=0, dou ¥, -Y,=0.

De facon analogue, ¥,-Y,=0.
f étant une transformation continue d'un espace & (arbltralre)
en sous-ensemble d'un espace ¥, son image géométrique

I=§ [y=1(z)]

est un ensemble fermé dans le produit £ x Y (§ 14, IV, 3).
Réciproquement (§ 24, XTI, 4):
7. 8i Vespace Y est compact et Pensemble I fermé, la fonction f
est continue.

1) Voir ¥. Hausdorff, Mengenlehre, p. 198.
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Nous allons démontrer I’énoncé plus général suivant:

8, Htant donnée une fonction arbitraive f, définie sur-un sous-
ensemble A de Vespace & ¢t dont les valeurs appartiennent & Vespace
compact Y, on a

(1) o(@)=0(I- Y,

o(x) désignant LPoscillation de la fonction f au point @ (cf. § 15, IIT)
et Y~ désignant ensemble des points de & X Y d’abscisse .

D’aprés un théordme sur les espaces métriques (§ 24, X1, 3),
on a toujours (que % soit compact ou non compact): '

§(I- Y) <o (a).

L’inégalité inverse sera établie dés que nous aurons démontré
que

o(@)>ae entraine 6(I-Y*)=a (quel que soit a).

Or, Plinégalité w(z)>a implique lexistence de deux suites
de points 2y, Z,,... et @1, 23,... telles que

I7 (@n)— f (@) > .

Jime,=z=Ilima, et

Llespace Y étant compact, on peut supposer de plus que les
suites f(xy), f(w,),... et f(w1), f(x2),... soient convergentes:

lim f(2.) = p,

lim f(an)=p'.
n=00 n==00

Il vient ' _ B
lp—2'|Za, (@,p)el et (z,p)el

Dol 6(I-Y*) > a.

9. f étant wne tramsformation continue dun espace compact,
Vensemble By de ses points de biunivocz’te’ est un Gy.

On a, en effet,

@ ¢ By=[]{{f(2)=f(2")]> (2= 2a")}.

L’ensemble é‘[f(m)=f(w’)] étant fermé (cf. § 26, XI, 4), len-

semble des pointsx(m, x') satisfaisant & la condition entre crochets { }
est un G5 (somme d'un ensemble ouvert et d’un ensemble fermé).
L’ensemble B; est donc un Gy d’apres ITI, 9.

§ 87, VII Notion de compacité. 15

VII. Propriétés métriques des ensembles compacts. -

1. Théoréme de Weiersirass. Toute fonction continue & valeurs
réelles, definie sur un espace compact F, est bornée et atteint ses bornes
supérieure et inferieure.

I’ensemble f(&) étant compact d’aprés VI, 1, donc fermé
et borné (d’aprés ITI, 2), il contient par conséquent ses bornes.

2. Btant donnés deum ensembles compacts disjoints et non vides
A et B, on a p(4,B)>0. A

Plus précisément, il ewviste deux points ae A et beB tels que

]a—b]zg(A, B).

Car la fonction p(z,y) est positive et continue sur le produib
cartésien 4 X B (qui est compact d’apres III, 3).

De facon plus générale:

3. Btant donné un systéme fini @ensembles compacts Fy,..., Fr
assujettt & la condition Fi-...- F,=0, 4l ewiste un mombre &>0 tel
que tout ensemble X de diametre <<s est disjoint d’un aw moins des F;.

En outre, il existe un systéme de points a,eFy, ..., aneFy, tel que

e=max |a; —ay| pour i<n, j<n.

En effet, my,...,4, étant un systéme de points extraits respecti-
vement des ensembles F,,...,F,, considérons la fonction
f(@1y.ee320) = max |z, — .
i, j<n
La fonction f étant évidemment continue et positive (puisque
Fy-...-F,=0), ¢ désigne sa borne inférieure.

Le th. 3 implique par contraposition le suivant:

3'. Btant donnée une décomposition dun espace compact en
ensembles ouverts:

F=G+...+ G,

il existe un ¢>0 tel que tout ensemble de diamétre <e est contenu dans
Pun des G;.
4. Dans tout espace compact (non vide) &, il ewiste un couple

de points a et b tel que
|a— b= 6(%).

Car la distance |z—y| est une fonction continue de deux va-
riables et, d’apreés 1, elle atteint sa borne supérieure (qui est par dé-
finition le diamétre 6(&) de &).
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5. Théoréme de Heinel). Toute fonction continue f, dédfinie sur
wun espace compact &, est uniformement continue.
Autrement dit, & tout e>0 correspond un 6>0 tel que

1) lo—a'|<d entraine |f(2)— (2")|<e.

En effet, s’il n'en était pas ainsi, il existerait deux suites
By, py... €6 &1, %0,... telles que '
2) |n— 0| <Yu et |f(zn)—](@n)[Ze.

Tlespace & étant supposé compact, on peut admettre que la
est convergente: lim z,=x. D’on

n==00

suite @y, Ty...

lim g,=x et lim f(x,)=7F(2)="1Lm f(z7),
n==co n=o n==00
contrairement & (2).

Remarque. Le théoréme 5 se démontre aussi facilement & l’aide
des symboles logiques. Posons, en effet (pour e fixe):

n(0,0") = {[lo — | <] >[I (%) —
Il s’agit de déduire de la formule [T 3'[] ¢, (#,2') la formule
PN [Iqal (z, %), c.-a-d. dintervertir Tordre des opérateurs H et Z

n x x

Or, ceci n’est rien d’autre que l'application du théméme de
Borel (N°V (ii)); elle est légitime, car l'ensemble F ¢, (x,z') étant
: xx’

ouvert, il en est de méme de 'ensemble F'[]¢, (z,2') (d'apreés ITI, 9).

x x'

f(@)|<el}-

7. F étamt un sous-ensemble compact d'un espace (métrigue)
& et Sy dtamt une sphére ouverte de centre F et de rayon [, on a
pour toute fonction continue f définie sur & Videntite

T1 7= (0] 8=

En supposant que yef(Sk) pour chaque k, il existe deux smtes
de points {zs} et {23} tels que

Tr €Sk, «heF, |y—fl@n)|<fr, |Br— 8| </e-

1) Ktabli par Heine pour I'intervalle dans son travail Die Elemente der
Functionenlehre, Journ. f. Math. 74 (1872),.p. 172.
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F étant compact, il est légitime d’admettre que la suite {z%}
est convergente: lim x5, = x. Done

k=oo
’}_1-12 2=, d'ou hm fl@z) =f(2x) e f(F).
D’autre part, hm f(@x)=y. Done y=f(x) et par conséquent
y ef(F).
La formule

1785 C
k1=71 F(8x) Cf(F)
se trouve ainsi établie. L’inclusiqn inverse est évidente.

VIIL. Invariants des transformations a petites tranches. Dé-
placements. Quasi-homéomorphie.

1. Lemme. Soient f ume transformation continue de Despace com-
pact & et o un nombre réel tel que

(0) oL

Il exwiste alors un 1>0 tel que

(¥)l<o pour tout vy ef (%)

(1) Vinégalite |f(x)—f(2')|<n implique le—a'| <.
Par conséquent, les conditions YCf(X) et 8(Y)<n impliquent -
o (D<o
En effet, si un 7 de ce genre n’existait pas, il existerait deux
suites {zx} et {x}} telles que
@) [f(@e) — @) <, (3)
& étant compact, il est légitime d’admettre que ces suites
sont convergentes:
(4) lim zp =,
k=00

|28 — 3] > 0.

lim z%=x".

Par conséquent,

Hm f (@) =
k=co

flx) et hmf(wk)

H&)

d’on1 en Vertu de (2): f(m =f(2'); en posant f(z)=y, on a donec

#, 0" ef ' (y) et d’aprés (0): |z—a| <o, contrairement i (3) et (4).
Nous appelons les ensembles ' (y) — comme d’habitude — tran-

ches d’une transformation 7. Appelons déplacement toute transfor-

mation fe &' o FCE. On a le_théoréme suivant:

(BU? 2

€. Kuratowski, Topologie 11,
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21y, Sojent F=FCI® ‘et feY". Admetions que les iranches
de la transformation f soient de diamétre<<o. Il emiste alors wne homéo-
morphie h, définie sur Vensemble () et telle que la fonction super-

posée i est un déplacement de F inférieur & o, ¢.-0-d. que

(5) [hf (@) — 2| <o

n satisfaisant & la condition (1), soit Goyeeey G Nl systémie

d’ensembles ouverts dans f(F), tel que
(6) FE) =Gyt oGy G0, 8(G))<"/s.

Soit @; e f1(G). Considérons la fonction x» correspondante aux

systémes {Gy,...,0m} et {Zg...,@m}, C.-d-d. telle que (cf. §23, VI):
N _ ely, i)

z(y)zzo(y).mo—}—...—l—zm(y)-wm ot Ay)= SO FIF T o T
et ot Fy=f(F)— Gy. .

11 vient |»f(w)—a|<o. En effet, 4,...7, désignant le systéme de
tous les indices pour lesquels ef"'l(Gij), le point =[f(x)] appartient
au simplexe #;...2; et d’autre part, le diameétre du simplexe zxy,...a;,
est <o, car on a pour §,I<Ck l'inégalité Gij-Gil#:O, qui entraine,
d’aprés (6), 6(Gy+ Gy)<7, ce qui donne (d’aprés (1)):

lo—awy|<o et |oy—m)<o.

L’inégalité |#f(z)—z|<o se trouve ainsi établie. Pour en dé-
duire D’inégalité (5), il suffit de désigner par h une homéomorphie
définie sur f(#) et suffisamment proche de x» (cf. § 15, XII,
corollaire, remarque), & savoir, telle qu’on ait '

[h(y) —=(y)| <o —|«f () — =]

quels que soient x et y.
Il vient finalement

| (%) — @] < [1f (@) —2f (@) |+ | #f (2) — @] < o

Etant donnée une transformation continue f d’un espace
compact, posons

| 8= sup S[f " (y)],
y parcourant lespace Y =f(&).

1) Voir ma communication dans les Ann. Soc. Pol. Math. 17 (1938), p. 118,
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Deéfinition ). La propriéte P d’un espace compact & est dite
mvariant par rapport eums tramsformations & petites tranches lorsqu’il
existe un nombre a0 tel que P’espace f(%) jouit de la propriété P,
quelle que soit la fonction continue j avec dr<<a.

I’étude des invariants des transformations 3 petites tranches
peut &tre réduite & celle des invariants des petits déplacements.

On 2, en effet, le théoréme suivant:

32). Soit E=FCI™ Toute propricts topologique de &, inva-
riante par rapport auxs déplacements inferieurs a &, est imvarianie
ausst par rapport aux transformations & tranches inférieures ¢ e.

Soit, en effet, f une transformation continue de & telle que
dp<<e. Soit, conformément au th. 2, h une homéomorphie telle gque
|hf (w)— x| <e. La transformation hf étant un déplacement inférienr
& ¢, la propriété considérée appartient, par hypothése, & Pensemble
hf (&), donc & l'ensemble f(&), qui est homéomorphe & celmi-li.

La notion d'invariant des transformations & petites tranches
conduit & celle de guasi-homéomorphie:

- Définition ®). Deux espaces &, et &, sont dits quasi-koméo-
morphes lorsque &, se laisse transformer en &,, ainsi que &, en &,
par une transformation continue 4 tranches aussi petites que I’on veut..

Plus précisément: lorsqu’a tout £>0 correspondent deux trans-
formations continues f, et f, telles que

&) =&, hLE)=F, &<e <e.

Evidemment, deux ensembles homéomorphes sont aussi quasi-
homéomorphes; cependant, I’implication inverse est en défaut: un
cercle est quasi-homéomorphe & la somme de deux cercles tangents
(intérieur y compris), sans lui étre homéomorphe.

Considérons, dans le méme ordre d’idées, le coefficient
(&, Y )=1int &,
f parcourant toutes les fonctions continues telles que F(¥)=%.

1) P. Alexandroff, Gestalt und Lage, Annals of Math. 80 (1928), chap. I.
Comme on verra plus tard, il existe des invariants topologiques importants qui
gont des invariants par rapport aux-transformations & petites tranches.

2) Théoréme d’Eilenberg, Sur Pinvariance par rapport auz petites trans-
formations, C. R. Paris 200 (1935), p. 1003. :

3) Voir la note de M. Ulam et de moi-méme Sur un coefficient Tié aux
transformations continues d’ensembles, Fund. Math. 20 (1933), p. 252.

%


pem


20 Chapitre IV. Espaces compacts.

La quasi-homéomorphie de & et ¥ signifie que
" &,Y)=0=2(Y,&).

Le nombre 7(¥,Y) est bien le plus grand nombre pour
lequel il existe dans chaque transformation continue f de & en ¥
un couple de points wy,, satisfaisant aux conditions:

flm) =fzy) et |v—ay|= (&, Y).

On démontrel), par exemple, que @, étant la sphére (massive)
n-dimensionnelle de rayon 1 et &,-; étant sa surface, on a

dd -l 2 2 '
T(Qn:e?n-—l): 0%+2n+22n + ‘n.

On démontre aussi que X étant une image continue de &,
gituée dans Pespace &7, on a 7(Sn,X)=08S.) =2, ce qui signifie
qu’il existe sur &, deux points antipodes qui se transforment en
un seul point ?).

§ 88. Espaces 2% et Y.

I. Propriétés de D’espace 2%. & étant un espace métrique, 2%
est, par définition (cf. § 15, VII), I’espace de tous les sous-ensembles
fermés non vides et bornés de &, la distance entre deux éléments
X et Y de 2% étant définie comme suit: dist (X, Y) est le plus grand
de deux nombres ‘

sup o(z, ¥) et sup o(y,X).
xeX yeY

Si & est compact, 2% est donc l'espace de tous ses sous-en-
sembles fermés non vides.

Xtant donnée une famille d’ensembles fermés (la famille des
ensembles parfaits ou celle des ensembles dénombrables, par exem-
ple), le probléme s’impose d’étudier les propriétés topologiques de
cette famille considérée comme sous-ensemble de 'egpace 2% Des
problémes analogues concernent les propriétés topologiques des
fenctions ayant pour arguments oum pour valeurs des ensembles
fermés (comme la continuité des fonctions Z=X- Y, 6(X) etic.).

1) Voir ma note Sur les transformations des sphéres en des surfaces sphériques,
Fund. Math. 20 (1933), p. 206.

) K. Borsuk, Drei Sdtee iiber die n-dimensionale euklidische Sphdire, Fund.
Math. 20 (1933), p. 177. )
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1. 8¢ & est compact, 2% Pest également 1),

Car & étant complet et totalement borné, 2% I’est également
(d’a.prés _ §29, IV et §15,IX,2); donc 2% est compact d’aprés
§37, 11,3,

2. 8i & est compact, les conditions
(1)  lim dist (F,,F)=0 e (2)

<
n==00

Lim F,=F

n=00
sont équivalentes quels que soient les ensembles fermés mon vides 7,
et F'2),
Par conséquent, I'espace 2% est homéomorphe Iespace (2%);

privé de Pensemble vide, la notion de limite étant entendue dans
Tespace (2%)r au sens de ,Lim #,”3).

n=o0

En effet, d’aprés § 25, IX, 2, Pidentité est une transformation
continue de 2% en (2%); —(0) (autrement dit: la condition (1) en-
traine (2)). Comme biunivoque, cette transformation egt d’apres
§ 14, VIII, 6, une homéomorphie (c.-a-d. que (2) entraine (1)).

II. Relations entre ensembles. Soit & un espace compact.
Soient X et Y des variables parcourant Pespace 9.

1. Les ensembles:

|
@ Excy), @) FoeX),

XY x,X

!
(3) FE(Xy...- Xp0)
Xy Xp

somt fermés respectivement dans les espaces: (2%)2, F x2% et (2%)k

En effet, les suites {X,} et {¥,} étant supposées convergentes,
Pinclusion X,CY, entraine Lim X,CLim ¥, (cf. § 25, VI, 2). L’en-
semble (1) est done fermé.

En remplagant la relation e X par Pinclusion (z)CX, on
en déduit que l’ensemble (2) est fermsé.

Il en résulte en vertu de 1’équivalence

(Xyo: Xxk0) = T (@ € X)) ... (@ € X))

que Pensemble (3) est fermé, en tant que projection (cf. § 37, 111, 9)
de P’ensemble fermé
E [(#eX) .-z e Xy)].

xX9..Xp

1) Cf. le renvoi du § 25, VIII.
%) F. Hausdorff, Mengenlehre, p. 150.
3) Voir § 25, IX. Pour les espaces non compacts, ce théordme est en défaut.
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Ceci établi, on en déduit que:
9. F dlant un ensemble fermé, les ensempbles:

7T

4) E(XCF), (5) E(XF+0), (5) F (F-Xp ... Xix=0)
X X X3..5p
sont fermés, et G etant ouvert les ensembles:
¥
6) EF(XCa), (6) X L XCH), (1) F(XG£0)
X X1 Xk - X

sont ouverts.
Cela résulte des équivalences:

(XCH) =[X (F—G)=0] et (XG=0)=(XCE—Q).

'3. La somme X+ et le produit cartésion X XY sont des fonctions
continues des variables X et Y.

Car leg conditions X =Lim X, et ¥ =Lim ¥, entrainent ley

n==00 n==00

égalités (ef. § 25, VI, 3 et 9):
' X+¥=Lim (X, +T,) et Xx¥=Lim(X,x¥,).

n=oa n=oo

f

Remarques. 1)
Car (XCF)=

Si F est un Gy, Vensemble (4) Vest également.
H[weX —(z € F)].

2) Si F est de olasse projective CA, Vensemble (4) Dest également.

Cest ure conséquence de I'équivalence précédente.

D’autre part, F peut étre un F, (méme un ensemble dénom-
brable) sans que ’ensemble (4) soit analytique. Nous allons voir, en
effet (§ 39, IV, 4), que dans l'espace 27 la famille des sous-ensembles
fermés de lensemble des nombres rationnels n’est pas analytique
(tout egn étant de classe C4).

3) L’ensemble [ (ZCX) est fermé, quel que soit Z.
X .
C’est une conséquence directe de la définition de la limite
d’une suite d’ensembles (cf. § 25, VI, 2 et 5).

!
4) Les fonctions X-Y et X—Y Y ne sont pas, en général, continues.

Voir § 39, IIT.

Ajoutons enfin que, (z) étant I’ensemble composé du point ®
seul, —

}
4. La fonction F(x)=/(x) est continue.
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Nous en déduirons que:

5./ G damt owvert, Uensemble [ [XG=(x)] est le produit @unm
xX

“ensemble fermé et dun ensemble ouvert.

Car, d’une part, I’ensemble
E[ ) CXG]= Ewel ) E(xe@)
xX

est la partie commune dun ensemble fermé (cf. (2)) et dun en-
semble ouvert et, d’autre part, I'ensemble

;’; [XGC(x)] =E[XC@)+(E—a)]

est fermé en vertu de (1) et de la continuité des fonctions (@)
et X-+Y. ‘

III. Fonctions d’ensemble: 6(X) et o(X,¥). Soit &F un espace
compact.

1. La fonction 8(X), oir X € 2%, est continue.

Plus précisément, on a les inégalités: ]
&) 8(Li X,) < Lim inf 5(X),
(2) lim sup 8(X,) < 6(Ls X,).

Soient, en effet, p et ¢ deux points tels que

(3) O(Li X,)=[p—q|, peliXy, qeliX,.
Il existe donc deux suites {p,} et {g} telles que
) p=limp, g¢=limg, p,eX, ¢ eX,.
Par conséquent
P, <HX,) et lim|p —q|=|p—q|, Aot [p—g|<liminf 5(X).
Rapprochée de (3), la dernidre inégalité donne (1).
Soit, d’autre part,

(8) lim sup §(X,) =lim §(Xy ), 6(an)= lpkn__qknl
olt D, eX, et a0, e X, . Tl est légitime d’admettre que les suites

{pk } ot {gk } sont convergentes (en remplacant, au besom, {X }pa.r
une Sous- su1te convenablement choisié):

(6) llmpkn=p et lim g, =g, done peLsX,, et gels X,
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Par conséquent
(7) lp—al < ¢, |=p—a-
Rapprochées de (5), les formules (7) impliquent (2).
9. La fonction o(X,Y), ot X,Y 2%, est continue.
Plus préecisément, on a les inégalités:
(8) o(Ls Xpy Ls Yp) < lim inf o(Xny Yn),
(9) lim sup o(Xp, Yn) < o(Li Xpy Li Y).
Soit, en effet,
(10) lLminf o(Xn, ¥p)=lim (X, Yz, Q(th, Y]"n)

§(Ls X,) et lim|p, —

= kan"“ Qk"],
ou Dy, € an et 0, € Ykn.

I est 1égitime d’admettre que les suites {pkn} et {gkn} sont

convergentes, c.-a-d. que les formules (6) sont satisfaites. Il vient
o(Ls Xp Ls Y. <l|p— QI lim lpkn“‘gknla
d’ont I'inégalité (8) en vertu de (10).
Soit, d’autre part,
(11) o(Li X, Li Yn)—lp q], peliX, g¢elil,
11 vient
p=limp, p X, g¢=limg, ¢¥.
Parsuite
lp—g =1m |p,—q,| eb |p,—¢,]> o(Xn ¥n),
d’onr ’ : e
(12) [p_‘gl > lim sup o(Xy, Yn).

Les formules (11) et (12) entrainent (9).

3. (X)) désignant pour tout X €2 le premier point de Pensemble X,
la fonction f est continue.

Soient, en effet, XI,X2e26' et (X )<f( a).

IA(X2)—F(Xp)| = el (X1), X5] < dist (X3, X,),
d’onr la continuité de la fonction f.

On a évidemment

IV. Familles d’ensembles. Soit & un espace compact,

En tenant compte de II, 4, on démontre facilement les 3 énoncés
suivants:

§38, IV Espaces 2% et iyE. 25

dnd

1. La famille des ensembles qui se réduisent &
viduels est homéomorphe & .

2. La famille des ensembles dont chacun contient n poinis au plus
est fermée (pour m fize).

3.'La famille des ensembles finis est un F,.

En outre, elle est dense dans Vespace 2%.

4. La famille P des ensembles parfaits (mon vides) est un Gs?).

Soit, en effet, R,,R,,... la base de l'espace %. La condition

des points indi-

‘pour que l’ensemble X ¢2% ne soit pas parfait est qu’il eontienne

un point igolé, c.-a-d. qu'il existe un # tel que XR

»=(z). On a done
2£—P=E22 [X-Rn

w)]= Z E ZEXR (@)1
L’ememble E[XR =(2)] étant un F, (d’aprés II, 5), il en
est de méme de E 5’[XR

=(z)] (cf. § 37, IIT, 9), d’on la conclusion
demandée.

5. La famille I des ensembles fermés indénombrables est ana-
lytique 2).

" En effet, tout ensemble indénombrable fermé contenant selon
le théoréme de Cantor-Bendixson (§18, V) un ensemble parfaib
non vide, on a

(XeI):—s;(YCX) (Y e P),
oi1 P désigne la famille des ensembles parfaits non vides. P étant
un G4 d’aprés 4 et E (YCX) étant fermé, la famille des ensembles

indénombrables est analythue, en tant que projection d'un 6.

6. La famille des ensembles bien ordonnés fermds situés dans Pintervalle
g=01 est de classe C4 dans Vespace 27 ).

En effet, pour que Pensemble X ne soit pas bien ordonné, il faut et il suffit
qu’il contienne une suite de nombres réels décroissants, c.-a-d. que

2 H (3(11)5 x) (3(") > B(n-Hl))
3 nk
ot 3=[3(1),3®),...] est une suite variable de nombres réels (point de I'espace I¥).

1) Ce théoréme est dit & 8. Banach.

2) Théoréme de Hurewicz, Fund. Math.
aussi § 39, 1V, 4.

3) On prouve que cette famille n’est pas analytique.

15 (1930), p. 4—17. Voir
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La famille des X satisfaisant 3 cette condition est évidemment analytique.
7. La famille des ensembles fermés non-denses est un G's.

Soit, en effet, By, R, ... la hase de Pespace composée d’ensembles ouverts
non vides. La condition pour que X ne soit pas non dense est qu’il contienne
un ensemble ouvert, donc un B,. L’ensemble

XEZ(RHCX>=Z}]{€ (RaCX)

étant un Fy (cf. II, rem. 3), 'énoncé 7 se trouve établi.

8. Soient A ume famille @ensembles fermés et 8 la somme des
ensembles-élements de A. Si A est fermé (ouvert) dans Eg, S est fermé
(ouvert) dans E.

On a par définition

(meS)EXZ’(meX)(XeA).

Sid est fermé, F (xeX)(Xed) Dest également selon II, 1 (2).
X

Il en est de méme (i.é 8 dapres § 37, 11, 9.

Soit 4 ouvert. Soit peX ed.- Comme (cf. §15, IV (8) et
§ 25, VI, 8):

X=Lim§B, ol 8,=F oz, X)<1/],

on a, pour n suffisamment grard, S,ed, d’ott §,CS. Il vient
p € 8,C8, ce qui prouve que p est un point intérieur de 8. Done S
est ouvert.

Remarques. Si 4 est un F,, § Dest également. Cependant,
A peut tre un Gy sans que S le soit (S est dans ce cas un ensemble
analytique).

. 2.
Désignons, en effet, par X, I’ensemble des fractions ’%""’%
et soit 4 Pensemble admettant tous les X, comme éléments. Evi-
demment 4 est isolé, donc un G, tandis que S coincide avee
Pensemble ‘de tous les nombres rationnels (de lintervalle 01), qui
n’est pas un Gs.

S|+

Y. Ensembles irréductibles, ensembles saturés. Un ensemble 4
est dit drréductible (respectivement saturé) par rapport & la famille
d’ensembles F' lorsque A ¢F et les conditions X==A4 et XCA4
(respectivement ACX) entrainent X non-¢ F1).

1) Ces notions sont dues & Janiszewski.

icm
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1. Soient & compact et FC2%. Si F' est fermé et non vide, il
existe un ensemble A drréductible par rapport & K.

Nous déduirons ce théoréme de 1'énoncé suivant (valable pour
les espaces & métriques séparables):

2. Théoréme de Brouwer1). Soit F une famille de sous-ensembles
fermds de & telle que les conditions

1) X;DX,D... et X, eF, X,eF,.. entrainent (X;-X,-..)eF.

Tout ensemble B ¢ F contient alors un ensemble irréductible par
rapport ¢ I

Soit Ry, Ry,... la base de l'espace &. Soit E,E,...
d’engembles définies par induction comme suit:

10 By=£§ ,

20 ¢l existe un X eI tel que XCE,—y—R, (ol n est un
entier positif donné), B, est un X de ce genre; dans le cas contraire,
En=FEp4.

L’ensemble
(2) A=Ey-E-...

la suite

est ’ensemble demandé.
En effet, on a d’abord ACE et AeF (d’apres (1)).

Soit '
3) X+A4 et XCA.

11 s’agit de prouver que X non-e F. B
Supposons par contre que X ¢ F. Comme X=X, les formu-

les (3) impliquent l'existence d’un R, tel que
{4) Ry, A+0 et R, X=0, doi XCE, 1—Rn.
Tl en résulte d’aprés la définition de E. que (cf. 29):
B CEpi1—Rn, donc Rn-E,=0, dou R, A=0,

contrairement 3 (4).

Te th. 2 étant établi, on en déduit le th. 1 en tenant eom-
pte du fait (cf. §25, VI, 8) que, pour toute su;:lte descendante
d’ensembles fermés X;DXD..., o0 & Xl'Xz'--.—:{liiE Xa.

1) Cf, Proc. Akad. Wet. Amsterdam 1; (1911), p. 138. La démonstration
donnée ici est due & Mazurkiewicz.
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VI. Propriétés de Vespace Y%, Btant donnéy deux espaces &
et Y, YT désigne par définition (cf. §13, I) Pensemble de toubes
les fonctions continues définies sur l'egpace 5%' et dont les valcurs
appartiennent & Y. L’espace & étant supposé compact, 2/ peut.
étre considéré comme espace mélrigue, en définissant la distance
de deux fonctions-éléments de Y par la formule (cf. § 15, VILIL, 1):

(0) Ifr—fzI:i:g) f1() — fo (@)l

La condition lim f,=7f équivaut alors & la convergence uni-

n=o00
forme de la suite f, sur & (dans le sens habituel du mot); done
d’aprés § 15, VIII, 5, & I’hypothese que

1) la condition limz,=a& entraine lim f,(x,)=/(x).

n=co n=co

On en conclut que, si & est compact, la convergence de la suite
{fn} vers f est une proprieté topologique (qui ne dépend pas des pro-
priétés métriques non topologiques de l'espace ¥).

D’apres § 14, IX, 2, on a le théoréme suivant:

1.'f étant une fonction continue variable parcowrant Vespace ?/
et o dtant un point variable de &, posons g(f,x)=f(»). La fonction g
est contmue (sur l’espace ?/ ><ff ).

. Posons F(f,X EZ[J f@)(weX). Si & est com-

pact, la fonction F est continue sm Vespace y x 2%,

Plug précisément: si f=1lim f,, on a les inclusions:
(27)  Ls fa(Xn)Cf(Ls X,), (27 f(1d X,)CLifa(X,).
Soit, en effet, v

Y eLsfa(Xy), done y=lm f, (zs), Ty, € X, .

L’espace & étant compact, il est légitime d’admettre que la
suite {z,} est convergente: ‘

lim gz, =», d’out @ eLs (X,).
- Comme f=lim Japy 1l vient en raison de (1):

lim 7z (@1,) =f(2), @0l y e f(Ls X,).

§38,VI Espaces 2% ot ¢%. 29

Soit, d’autre part,

y e f(Li X,), donec y=f(z) et =elilX,,

doil x=1lim z,, 2,e X, Comme f=1limf,, il vient d'aprés (1):

fl@)=lm fa(a) d'oit f(2) € Li fa(Xn),

puisque In{@n) € fa(Xa).

Le th. 2 implique aussitot que

3. En posant Fy(X)=f(X) ol | est un élément fize de Y%, la
fonction Fy est continue.

4/ f étant une fonction continue de deuwx variables z et t (¢’ est-d-dire
I € YFXT), posons

Fy(f, X, T) ={(X ES’[J =f(@,0)] (x e X) (t e T).

Si les espaces & et G sont compacts, la fonction F, est continue
sur Vespace YT X 2% X 2%,
En particulier: en posant

Fy(X,1) =f(X,1) =§’ _xZ' [y =f(@,1)] (2 € X),

la fonction Fy est continue sur 2% X G.
En effet, 'énonecé 4 se déduit de 2
des fonctions X x7T et (f) (cf. I, 3 et 4).
5. Soient Y un espace compact et A un sous-ensemble fixe de
Vespace (arbitraive) Z. En posant H(f)=f(4), la jonction H est
continue sur Vespace YZE, métrisé par la formule (0).
Plus précisément: dist [H(f),H(g)]<|f—ygl, o f,g e Y=
On a, en effef,

en vertu de la continuité

H(g)}=dist [{(4),9(4)] <[f—9l,

car & tout v € f(4) correspond wm y' tel que

< If’—glr

& savoir ¢’ =g(s) ol # est un point de A tel que y=f(x).
Ajoutons finalement que:
6. Si Y est complet et E compact, Vespace YT est complet.

(’est une conséquence directe du th. 2 du § 29, V.

dist [H(f),

y eg(d) et [y—y']
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VII. Applications. On constate aussitdt que
1. L'ensemble [ [y=f(@)] est fermé dans le produit YF X F x Y.

) hxy
Il en résulte que

1'. L’ensemble E [f(E)=YT est fermé dans Vespace YE.
Cal (&)= y] UZ’[J fl
Sz F=T, l’cnsemble E[f

?/3 x &.
En effet, en posant g(f,z)

) e ] est fermé dams le produit

=f(2), on a
,ﬁ; [/(z) e F]=g~'(I)

et la fonetion g étant continue (Qaprés VI, 1), Pensemble ¢—1(F)
est fermé (cf. § 13, IV (4)).

318 ¥ est compact et @ ouvert, Vensemble

Eiwca
est ouvert.

Si en outre F=F, Densemble E[f_l MCGT est ouvert.

On a, en effet, l’équrvalence.
o @ 6= 3 {ly=/)[s < (£—6)]}.

L’ensemble des points (f,x,y) qui satisfont & la condition entre
crochets { } étant fermé dans YEX E XY (d'aprés 1), il en est
de méme de sa projection parallele & axe &, c.-a-d. de l'ensemble

E ) d &

De fagon analogue, la deuxidme partie du théordme résulte
du th. 2 et de I’équivalence:

) ¢= 2w

4. Y élant compact et A et B dtant deur sous-ensembles de &,
Vensemble

) e Fl[n e (E—G)]}.

E[(4)-J(B)+0]
est fermé dans Y%, !

C’est une conséquence de VI, 5 et IL, 1 (3).
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5. Lemme?). Posons Y =9*. Soient
A=4, B=B, AB=0 e fe Y=
A tout e>0 correspond un g e Y= tel que

g(4)-g(B)=0 et |g—f|<e.
En symbele:

(1) : 5[9(44)-0( )=01= Y=

Posons, en effet, f(z)=[/D(z),/®(z),...] on jd(x)eT. Soit n
un entier tel que 27"< &. Définissons la fonction g par les conditions:

1) g9 (x)=7D(z) pour i<n,
o(m,4)
G — =V
2) g (@)= oz, 4) + o(z,B)’
3) ¢@(z)=0 pour i=n+2.

On a donc, pour z e A, gH(r)=0; parsuite, pour y eg(4),
on a yth =0 et il en est de méme pour y e g(4). Cependant pour

y eg(B), on a y@tH=1. Done g(4d) g(B)=0.
Enfin

(o]

() —1(x)| = 22

i=1

lg(l') (2)— ]e(l') l_._ y )_llg(ﬂ (@)— f(i)(.l')] L2 <.

6. Soit Y un espace compact. Si Végalité (1) est satisfaite par
chagque couple de sous-ensembles fermés et disjoints A et B de & —
done, en particulier, si Y=g — les homéomorphies constituent un
ensemble résiducl dans Vespace Y=.

De facon plus générale, si F=TFCX et si Uégalite (1) est satisfaite
par chaque couple A=A, B=B o A+BCF et AB=0, les fonctions
fe YT telles que f|F est une homeomorphie, constituent un ensemble
résiduel dans Y=.

En effet, R, R,,... étant une base de ¥, posons

Bu= F [g(Rs)-gF—Rp)=0]
g
pour tout couple k, ! tel que RyCR:.
Lrespace Y% étant complet et les ensembles Py etant denses

1) Ce lemme résulte du th. 4 du § 23, VII (de la Théorie de la dimension).
La démonstration de ce théoréme est cependant bien plus compliquée que la
démonstration directe du lemme qui est donnée ici.
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(@aprés (1)) et ouverts (Q’aprés 4), le produit [[®y est un G rési-
duel. D’aprés le th. 2 du §17, I, il se compose exclusivement de
fonctions f telles que f|# est une homéomorphie.

71. Si & est compact, Uensemble @ des homéomorphies est un
Gs dans Vespace YZ.

On a en effet

(1 < @) = [] {ifle) = f(&)] > (=2}

L’ensemble [ {[f(x)==f(x")]} étant owvert (d’aprés 1) et 1’en-

Xy

semble [ (=1} étant fermé, leur somme est un Gy. Il en est de
x,x",f
méme de l'ensemble @ d’aprés § 37, III, 9.

§ 39. Fonctions et décompositions semi-continues.
L’espace & du § 39 est supposé compact.

I. Semi-continuité supérieure et inférieure 2). Soit B une fon-
ction qui fait correspondre & tout point y d’un espace métrique Y
un sous-ensemble ferm:é non vide F(y) de Iespace compact & (c.-a-d.
F(y) « 2%). '

Deéfinitions®). 1. La fonction F est dite semi-continue supdrieure-
ment (s. c.s.) au point y lorsque

lim y,=y entratne LsF(y,)CF(y);

n=oo n=o0

autrement dit: lorsque les conditiong

(1) lim y, =y, lima,=z et ,eFlyy,)
. n=o0 =00

-entrainent "

{2) © e F(y).

2. La fonction F est dite semi-continue inférieurement (s. c. i.)
-an point y lorsque

lim y,=y entraine F(y)CLi Flyn)
n=oo n=oo

1) Le th. 7 sera précisé davantage dans le § 40 pourle cas de dimension finie.
:Sans Thypothése de compacité de Pespace &, le th. 7 est en défaut. Voir
J. H. Roberts, Amer. Journ. Math. 70 (1948), p. 126.

_ ?) Voir, pour les N° I—IV, ma note Les fonctions semi-continues dans Vespaoe
-des ensembles fermds, Fund. Math. 18 (1931), p. 148,

3) Cf. W. A, Wilson, Amer. Journ. Math. 48 (1926), p. 165.

;
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auﬁrem_ent dit: lorsque les conditions

(3) limy,=y et zeP(y)

n=oo
entrainent Pexistence d'une suite @;,,,... telle que

(4) Iima, =z et @, e Fy,).
n=o0

La fonction F est dite semi-continue supérieurement (infé-
rieurement) lorsqu'elle est semi-continue supérieurement (inférieure-
ment) en chaque point.

Evidemment, pour que la fonction F soit continue, il faut
et il suffit qu’elle soit simultanément semi-continue supérieurement
et inférieurement.

Rapports aux fonctions & valeurs réelles.

Soit f une fonction qui fait correspondre 2 tout y ¢ ¥ un f(y)e I.
La fonction f est dite semi-continue supérieurement ou inférieurement
au point y suivant que la condition lim y,=y entraine

(5) lim sup () </(y),
ou qu’elle entraine
(6) fly) < lim int (y,).

Autrement dit: lorsque les conditions

(7 lim y,=y et

n=co

Lm f(y,) =a

entrainent respectivement

(8) z < f(y)
Posons
(10) F(y)= E10<a</)]

ou bien 9 fy) <=

Pour que la fonction F soit s. ¢. s. (s.e¢. 4.) ou point y, il faut
et il suffit que la fonction f le soit.

En effet, soit d’abord F une fonction s.c.s. au point 4.
Daprés (10): f(yn) € F{ya). Les conditions (7) entrainent domne (1)
(en posant z,= f(yn)); celles-ci entrainent (2) par hypothése et
finalement (2) entraine (8) d’aprés (10). La fonction f est done s. ¢. 8.
au point y.

C. Kuratowski, Topologie IL 3
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Inversement, soit f s.c.s. au point y. La condition x, e F(y,)
implique que £, <f(ya); les formules (1), rapprochées de (5), donnent

p<lim sup f(y) <fly), dou » eF(y).

n==co

. . . > N ._'
Soit, en second lieu, F' une fonction s.c. 1. au point y. Soit

lim g, —y. Comme f(y) e F(y), les conditions (3) impliquent par
n=oo '

hypothese Pexistence d'une suite {zn} telle que

limz,=fy) et @neF(yn), 00 @a<H(Yn).

n==00
Les formules (7) impliquent done (9).
Inversement, soit f 5. ¢. i. au point y. Soient ]_im yn=y et n>0.

. n==co
Pour « suffisamment grand, on a done Tinégalité f(ya) >Ffy)—n.
Soit 0L w< f(y)—n. 11 vient 2<f(yn), d'oll © ¢ F(yn) et par consé-
quent 2 e Li F(yn).

On a ainsi
ET0<e<f()1CLiF(y,), dou F(y)C LiF(yn),

n=o

car F(y)= [ [0<<a<f(y)]+(0).

I -]
II. Conditions nécessaires et suffisantes. 1. Pour que la fonc-
. tion I soit s. ¢ s., il faut et 41 suffit que Vensemble

J=F[2 «F(y)]
soit fermé. Y

En effet, 1a condition pour que la fonction F ne soit pas semi-
continue supérieurement aun point = est que ’on ait (cf. I (1) et (2)):

(1) lim (mmyn)z (90,2/), et we g-—-‘F(y),

n==00

Zn € F(yy)

mais cela veut dire que le point (x,y) appartient & J—dJ, done J=J.
2.%poyr que la fonction F' soit s. c. 4., il faut et il suffit que Ven-

semble
Jp= g {o[@, Fty)]<n}
s0it ouvert pour tout n>0.
Soit F une fonction §. c.i. Soient

(2) - (#,y) edy, limazz=p et limy,=y.

n==co

'im\
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Il s’agit de prouver que, pour n» suffisamment grand, on a
(%nyYn) €Jy, c.-a-d. que

(3) Q[mmF(yn)] <.

Or, la condition (#,y)eJ, implique Iexistence d’un ' e F(y)
tel que |[z—a’| <n; F étant s. c.i., on a (cf. T (1)

o' =lim &, 5, € Fy,).
n=oc
Done, pour » suffisamment grand, on a |tn—a,] <7, don1 la
formule (3).
Réciproquement, supposons que la fonction. F ne soit pas 8. ¢.i.
au point y. On a done

© e F(y)— Li[F(y.)] et y=lim g,

Il existe par conséquent un >0 et une suite & <k,<... tels
que

o[#, F(yr,)1>5>0, donc (z,yx,) non-eJ,.

Comme (2,y) eJ,, on en conclut que Pensemble J, n’est pas
ouvert.

D
3. Pour que la fonction F soit s.e¢.s. (s.¢. 1.), il fout et il
suffit que, pour tout sous-ensemble ouvert (fermé) M de &, Pensemble
N=F[F(y)CH]
)
soit ouvert (fermé).

La condition est nécessaire. La fonction F étant s. c.s.,
Pensemble [ [z ¢ F(y)] est fermé d’aprés 1. Done, M étant ouvert,

P’ensemble v
5 {lz e F(y)]—(z € M)}

est ouvert, et il en est de méme d’aprés § 37, IIT, 9 de ’ensemble
Ell{lz cF(y)]1— (@ e M)}= EF[F(y)CM]=N.
y x g
Si lim y,=y et F(y,)CM =M, il vient y,eN et y<N; d’autre
n==o0 )
part, la fonction F étant supposée s. e.i., on a

Fly) CLiF(y,) CM, dott yeN, done N=XN.
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La condition est suffisante. Si # n’est pas s. c. 8., les formu-
les (1) sont vérifies sans que (2) le soit. On peut donc admettre
que @, non-¢ F(y) quel que soit n. En désignant par 4 lensemble
(dénombrable fermé) composé des points @,2,a,,..., on a

A-F(yn)*+0 et A-Fy)=
En posant M=%—A, il vient donc yeXN et y,non-¢ XN, ce

qui prouve que NV n’est pas ouvert.
Si F n’est pas s.c. i, on a:

limy,=y, ®eF(y) et xnon-eLiF(y,).

n=o00 n==00

1 existe, par conséquent, un ensemble ouvert ¢ et une guite
ky<ky<... tels que

zel et G-F(ys,)=0.
En posant M =%—4@G, il vient
N=£N.
Le th. 1 implique les corollaires suivants:

4. D diant un ensemble fermé dans le produit F X Y, Vinter-
section horizontale, ¢.-a-d. Pensemble

()= E L(@,y) D],

Yk, € N, ymon-e N, doh

est une fonction semi-continue superieurement de Vordonnde y:
Car ‘
Eyj[w «F(y)]=F [(#,y) e D]=D.
xi xy
fo
5. 8i fe Y=, la fonction F(y)
Car I’ensemble

5 [@ e [ (y)]= fyf [y =H2)]

est fermé (d’aprés § 14, IV, 3).

=f‘1(y) est s. c. s.

Ainsi, par exemple, en posant f(z) =a® —z, la fonction f~(y) n’est discon-

tinue qu'aux points y= 4 —V: qui correspondent aux extrema de la fonction f.
Rmarque L’énoncé 5 admet 1a généralisation suivante:
5'. La fonction F(f,Y)= f'"i( Y) est 5. c.s. sur Y¥Fx2Y,
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En effet, d’aprés § 38, II ( "), Pensemble E(ye Y) est fermé .
et d’aprés § 38, VI, 1, Iopération glf,z) =
Tespace Y% x ¥). L'ensemble

F [z < F(f,
xfy

f(m) est continue (sur

YN=F [flz) e ¥]
xfY

est done aussi- fermé.

IH Opérations sur les fonctions semi-continnes.

1. 8i les fonetions F et @ soni s. c.s. au point y, leur somme
Vest dgalement.

Soit, en effet, y =lim y,. On a done

n=oco

et Ls ) CG(y),

n=cc

Ls F(y,) CF(y)
d’on (cf. § 25, IV, 3):

Ls [F(yn)+ G(yn)ICF (y)+ G(y).
. 8i les fonctions F et @ sont s. c.i. au point y, leur somme
Vest egalement

De facon plus générale: étant donnée une famille {F,} de
fonctions s. c. i. au point y, et en posant S(y)= Z F(y), 1a fonction §
est 8. ¢.i. au point y,,.

Soit y,=lim y,. Done F,(yo)CLlF(y,,) d’olr (ef. § 25, II, 3a):

n=co

ZFL(yo CY LiFu(yn)CLi [ X Puyn)] =Li X Fy.) =Li S(yn)
£ =00 n=co 1 n=oQ it =00
et par conséquent S(y,)CLiS(ya).
O n=co
3.; Le produit (non vide) de fonctions s. c. s. au point y est s. ¢. s.
aw point v.

En particulier, la jonction F(X,¥)=X-Y est s.c.s. sur Uen-
semble F' (X-Y¥==0), les variables X et Y parcourant Uespace 2%.
Xy

Car la formule Ls P,(y,)CF.(y) implique (cf. § 25, IV, 4a):

n==0

Ls [IF.(ys) CII Ls Fu(yn) CHF,(J)

n=co i . n=co
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Remarque. La fonction X-Y m'est pas en géndral continue.

Soient, en effet, & =g, A =1ensemble composé des points 0
et 1 et X,=DVintervalle (1/n,1). Il vient

Lim (X, - A)=(1) et (Lim X,)-4=4.
/ i:) n=o00 n=co

4. 8L F ests.c.i. et G ests. o. 8. auw point y,, la fonction F(y)—G{y)
(supposée non vide) est s. c. . au point Y.

En particulier, la fonction X—Y est s.c¢. 1. sur Vensemble
FE(X—Y=0) ot X,Y 2%,
XY

Caxr les inclusions F(y,) C L1 F( yny b L G(y,)CG(y,) entrainent
(cf. § 25, V, 2): ==

B(yo)—G(y,) C;.I::OFWH) —Ls G(’!/n)CLl [P("/n) G("/n)]—']il F(Jn)“‘ (Jn)

n=co

Remarque. La fonction X—Y n'est pas en géndral comtinue.

Soient, en effet, & l’intervalle J augmenté du point 2, et X,
Tintervalle (1/m,1). 11 vient
F—X,=(0,1/n)+(2), d’ot Lim F—X,=(0)+(2),

n=00

tandis que F—Lim X, é%’~§7"‘( )-

n=00
5 La limite dune suite decrowsomta (m”ozsscmte ) de fonctions
8.¢.8, (8. ¢1.) est s 0.8, (s. ¢ 1.).

En effet (cf. § 25, VI, 8 et 7):
si Fyy)DFyy)d..., on a LimF, y)-—nF

n=oo

et

n=oo

si Fy(y)CFy(y)C...,, on a Lian(?/):‘ZFn(y)’

d’ol la conclusion demandée en vertu de 3 et 2.

IV. Semi-continuité et fonctions de premidre classe de Baire.
K 1. Toute fonction semi-continue F est de premiére classe.

Il s’agit de démontrer que K étant un sous-ensemble fermé
de Pespace 2%, I’ensemble E [F(y) e K] est un Gs. En tenant compte

de §37,V, 5 (remarque), on peut admettre que K est une sphére fermée;
80it 4 le centre de K et 5 son rayon. On a done (cf. §15, VII (2))

{X ¢ K} ={dist (4, X)<7} = {ACR(X) ot XCR,(4)},
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BfX) = F [ol@, X)<n]=F J(a’ ¢ X)(a—a'| <n)l
Remarquons d’abord gque
{ACR, [P} =[I{(z « 4) > [0 e R (F(3)| ]} =
=I1{( <« F—A)+I ' <P)] [lo—a'| < 7}

Si F est s.c.5., 'ensemble [ [z’ e F(y)] est fermé (@’aprés IT, 1).
. Xy .

Il en est donc de méme de ’ensemble

E (@ eF@)lla—| < 1)
ainsi que de sa projecﬁon (cf. §37, 11T, 9):

5 ;‘ {{2" e F(y)] [lo—a'| < 7l}s

celle-ci, augmentée de l'ensemble ouvert [ (ze&—A4), est un Gs

et d’aprés § 37,111, 9, il en est encore dexyméme de I’ensemble
g‘ {ACRy[F(y)1}-

R,(A) étant fermé, donc un G, 'ensemble F{F(y)CR,(4)}
y

est d’apres II, 3 aussi un Gy, et il en est de méme de I’ensemble
];? [F(y) e K]=§ {ACRn[F(y)]}g,’ {F(y)CR,(4)}.
Passons au cas oL F est s. c. i. Posons
$u(X) = E lolw, y<nl, @t By X) =[] Sy X),
-Par suite
{Fy) e K} = {ACII Spsal Fy)] et Fly)CRo(A)).

L’ensemble F [F(y)CR,(A)] étant fermé d’aprés II, 3, il reste
g

A4 prouver que l’ensemble

EAACTT Sy Ph=E [I{e « £—4)+ [T |2 « Sy )]}
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est un Gy. Or cela résulte facilement de § 37, IIL, 9, 'ensemble
5 {# € 8yl Fy)1} = g {dl@, F(y)]<n-+1/n}

étant ouvert (d’apres II, 2).

(2. Les points de discontinwité d'une fonction semi-continue con-
stituent un ensemble F, de I-e catégorie. Donc, si Vespace Y est complet,
Pensemble des points de continuité est dense dans Y.

Car ces propriétés appartiennent & toute fonction de I-e classe.
cf. §27, X, th. 1 et §30, VIL

Applications auz ensembles borelienst).

3. Soient D un sous-ensemble fermé dw produit & X Y et F(y)
son intersection horizontale:

) Fly)= g [(#,¥) € D].

P dtant un sous-ensemble borelien de Vespace 2%, Vensemble
E[F(y) e« P] est borelien.
b

En effet, P(y) étant s. c. s. (Q’aprés II, 4), donc de I-e classe
de Baire, I’ensemble

FHP)=F[F(y) < P]
est borelien. ! ‘
42). Les familles: P, des ensembles fermés dénombrables (non

vides) et P, des ensembles fermés (mon vides) composés ewclusivement
de nombres rationnels sont non boreliennes dans Vespace 2.

Soit 4 wun ensemble analytique non borelien dense dans

Pintervalle J (cf. § 34, VI). Nous allons définir damns le carré J2
un ensemble fermé D tel que 1’égalité (1) implique

2) | EIF() « Pil=J—4=FF(y) P,
: y

On en conclura en vertu de 3 que les ensembles P, et P, sont
non boreliens.

_ 1) Cf. la note de M. Szpilrajn-Marczewski et de moi-méme Sur les
cribles fermés et leurs applications, Fund. Math. 18 (1931), p. 160.
?) Cf. W. Hurewicz, Fund. Math. 15 (1930), p. 4.
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Soit f une transformation continue de N en A et qui admet
chacune de ses valeurs une infinité indénombrable de fois (cf. § 35,
VII, rem. 1)1). Posons (dans J2)

D= Efy=f(w)]-

La fonction f étant continue, I’ensemble E [y=F(x)] est fermé
dans N x g, c.-a-d. que

E[y =f{z)]=D-(Nx ).

Les conditions 2 ¢ N et (z,y) eD entrainent done y=f(z),
d’olt y e A. Autrement dit, si y e 7—A4, la condition (x,y)eD en-
traine @ e I—N; c.-a-d. que F(y)CT—N; P’ensemble F(y) se com-
pose done exclusivement de nombres rationnels.

De plus F(y)+=0. En effet, comme A=Y, on a Pégalité y =lLim y,

ol yne A. Il existe done un z,e N tel que y,=f(xn), d’0U (TnyYn) € D.
La suite {z,} pouvant &tre supposée convergente: limz,=w, il
n=co
On voit ainsi que:

yeJ—A entraine F(y) e P,CP;.

Réciproquement, si y e 4, l’ensemble F(y) est indénombrable
et il en est de méme de F(y) puisque ( YCF(y). Il en résulte que
F(y) non-e PDP,. La double égalité (2) se trouve ainsi établie.

Exemples des fonctions de II-e classe.

La fonction Fr(X)=X-F—X est une fonction de II-e classe
(définie pour tout sous-ensemble fermé X de lespace compact *
tel que Fr (X)==0).

Elle est, en effet, la superposition de deux fonctions de I-e classe
(@apres IIT, 3 et 4). On prouve cependant que cette fonction n’est
pas de I-e classe %).

Un autre exemple d’une fonction qui est de Il-e classe 8ans
atre de I-e classe est le dérivé X" de X (I'ensemble des points d’accu-
mulation de X), considéré comme fonction de X (X étant un sous-
ensemble fermé infini de l’espace compact &) 3).

1) La derniére hypothése est superflue pour démontrer que Iensemble P,

est non borelien.
2) Voir ma note citée de Fund. Math. 18, p. 156.
3) Ibidem, p. 157.
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V. Décompositions. semi-continues?). Définition. Une décom-
position de lespace en ensembles non vides et disjoints (appelons
les tramches de la décomposition) est dite semi-continue (supérieure-
ment), lorsque, quel que soit l’engemble fermé A, Ia somme des
tranches 7' telles que AT==0 constitue un ensemble fermé; autre-
ment dit, lorsque, quel que soit 'ensemble ouvert @, la somme des
tranches contenues dans G constitue un ensemble ouvert.

Les tranches sont évidemment des ensembles fermés (car on
peut substituer & A4 des points individuels).

1. Etant donnde une fonction semi-continue supdrieurement F (),
deéfinie sur un espace wowmpmot Y et & valeurs disjointes, c.-4-d. que

19 F(y)-F(y,) =0 pour Y=y,

20 &= F(y),

— Végalité depre’smte une décomposition semi-continue de .

En effet, A étant un ensemble fermé et S étant la somme de
tous les ensembles F(y) tels que 4-F(y)=0, on a

(@e8) =2 [xeF(y)][A F(y)=+0] Ey%j [@ e F(y)][o" e F(y)] [0 € A].

.

I’ensemble F [z e F(y)] étant fermé (d’aprés I, 1) ot les espaces
& et Y étant co‘inpaets, S est fermé (selon § 37, ITL, 9).

En vertu de II, 5, le théordme 1 implique que

2. | diant une fonction continue et f(X)=9Y, la décomposition

E=31")
. , o ey
est semi-continue.
. Réciproquement, on a le théoréme suivant:

3! Théoréme @ Alemandroff 2). Eiant donnde wune décomposition
semi-continue d'un espace &, il ewiste un espace compact Y et une
fonction continue f qui tramsforme & en Y de fagon que les tranches

~ de la décomposition coincident avec les ensembles ' (y).

) Voir R. L. Moore, Qoncerning upper. semi-continuous collections of con-
tinua..., Proc. Nat. Acad. Sc. 10 (1924), p. 350, P. Alexandrotf, Uber stetige
Abbildungen kompakier Riume, Proc. Akad. Amsterdam 28 (1925), p. 997 et
Math. Ann. 96 (1926), p. 555, ma note Sur les décompositions semi-continues
d’espaces métriques compacts, Fund. Math. 11 (1928), p. 169. Cf. aussi G. T Why-
burn, Analytic Togology, Chap. VII, Alexandroff-Hopf, Topologie I, chap. I,

§ 5, ot des décompositions d’espaces topologiques (non nécessairement compacts)
sont considérées.

2) Op. eit.
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A savoir: Y est I’espace ayant pour ses points les tranches
de la décomposition donnée, f(x) désigne la tranche qui contient le
point », et la fermeture dans Pespace Y est définie par la formule

) Y={(¥)] pour ¥YCY.
Remarquons d’abord que FHY) est la somme des tranches
appartenant & la famille ¥; done, en particulier, f~ 17(4) est la somme

de toutes les tranches T telles que TA=0. Le théoréme se réduit
donc au lemme suivant:

Lemme. Soit y=7f(x) une transformation de Uespace F en un
ensemble Y (composé d’élements arbitraires) telle que

19: B dlant un ensemble fermé, ff(F) Dest également, c.-d-d. que

(2) FHE) =F(X), quel que soit X,

20: st Qe% F(q) est um ensemble ferme.

En définissant la fermeture dans Vespace Y par Uégalite (1}, Y
devient un espace méirisable et séparable et f — une fonction continue.

Démonstration du lemme. En vertu du théoreme d’Urysohn
(§17,1IV), il s’agit de démontrer que les axiomes I—V sont vérifiés
dans lespace Y. v

L Vit L=fIf (Tt TI=70 (T (Tl =1+ Vo ).

II. Si Y est vide ou se réduit & un seul élément, on a

Y= (DI=H(T)=1,
car f(Y) est fermé d’aprés 2°.
1. =i (D= (OB = (=1 (D1=Y
en vertu de (2) et (1).
Remarquons & présent que
(3) si X est fermé, f(X) Pest également,
(4) si Y est fermé (ouvert), fH(Y) Vest également.

Car, d'une part,

X)) =1 XN =1"HX) ={(X)

1) Pour les régles du caleul avee les opérations f et 1, voir § 3,IIL.
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d’aprés (1) et 10 D’autre part, si Y=Y, on a
D=0 =771 (X)of (),

dot FHY)=1HT).

IV. Nous allons démontrer I’axiome de séparation dans la forme
suivante: étant donnés deux ensembles ouverts ¥; et ¥, tels que

Y+ Y,=9, il existe deux ensembles fermés F, et F, tels que
)] F+F,=3, F,.CY, et F,CY,%).

_Il)’a»prés (4), Tes ensembles FHY) et (X, sont ouwverts
et f(X)+f (¥Yy)=&. En appliquant Dlaxiome de séparation

& Pespace &, on en déduit (cf. § 16, IT, 2) Pexistence de deux en-
sembles fermés X, et X, tels que

XNCHT), LCI(T) o X+ X,=4.

Les ensembles I, =f(X,) et F,=fX,) sont fermés d’aprés (3)
et satisfont anx conditions (5).

V. Soient: Ry, R,,... la base de l'espace & et 8,8,,... la suite
de tous les ensembles qui s’obtiennent par la réunion d’un nombre
fini de termes de cette base. Les ensembles ‘

Qn= y—f(ff——;g,,), n=1,2,..,
constituent une base de lespace Y.

Soit, en effet, ¢ un ensemble ouvert dans Y et ge@. Llespace &
étant compact et les ensembles fermés FHq) et f"i(v-—(%‘) étant
disjoints, il existe (cf. § 37, V, 5) un 8, tel que

O C8Cr(e).

Il reste & démontrer que ¢e@, et Q,CG.
Or, la premicre formule résulte de I’égalité

| HE—8n) - ¢=fI(F—8n)-F L (g)]=0
et la deuxiéme — de la formule
Y— =11 (Y—6)C {(E—Sn) = Y— 0.

Enfin, la continuité de la fonction f est une conséquence de (4).

’ 1) P:)ur en @éduﬁe I'axiome de séparation dans sa forme habituelle (§ 16, I)
on n’a qu’'a considérer les complémentaires des ensembles Y, Y, et F,.
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i
Remarques. 1) L'espace Y est determiné, au point de vue topolo-
gique, de fagon univogue, c.-a-d. que, si les couples ¥,f, et Yy fu,
satisfont au théoréme 3, les espaces ¥ et %/, sont homéomorphes.
En effet, en posant g(y)=f,f 1(y), on définit une transgformation
de Y en Y, biunivoque et continue. Car, F étant fermé, I’en-
semble g(F)=f,f (F) 'est également. ‘

2)’L’égalité Iim y,=y dquivaut & Vinclusion
n=co :

®) Lsf () CI W)

Elle entraine cette inclusion, car la fonction f est semi-con-
tinue supérieurement (cf. I, déf. 1).

Admettons, d’autre part, l'inclusion (6) et supposons que
Lim yz,=9'. Il vient Ls f‘i(ykn)Cf‘i(y’). Comme :
=00 n==c0

Ls {7 yn) C Ls 7 (un) 1 (1),

on a y=1y’, puisque les ensembles ' (y) sont disjoints.

8) Le théoréme suivant, établi dans le § 17, 'V, 1, se laisse déduire facilement

~.du th. 3:

Fitant donné dans un espace méivique séparable G un ensemble fermé F, on
peut réduire F en un sewl point p par une transformation continue f de T qui est
uné -homéomorphie sur G—IF et de fagon que pnon-e f(T—F).

Considérons, en effef, G comme un sous-ensemble dense d’un espace com-
pact & et ddsignons par F la fermeture de F dans &. La décomposition de &
en 7 et en points individuels de &—F étant semi-continue, il existe d’apreés le
th. 8 un espace ¥ et uns fonction fe i)ﬁf qui est constante sur F et qui est une

- homéomorphie sur F—F. Comme F=G-F, la fonction partielle f|G réduit

en un seul point et est une homéomorphie sur G —F.

4. Chacune des conditions suivanies est neécessaire et suffisante
pour quwune décomposition dun espace compact en tranches non vides
et disjointes soit semi-continue:

(i) Vinégalité T-1i T,=0 eniraine Ls T,CT,

n=oco n=oo

(ii) si {Tn} est ume suite convergente de tramches, sa limile est
contenue dans une seule tranche.

En effet, a,dmettons d’abord que la décomposition est semi-
continue, donc que les tranches sont de la forme T'=f(y), ot f est
une fonection continue. Soit
Tef y)-Li ) coded flo)=y et @=liman ol f(an)=yn.

n=co
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Soit #'=lmuay, ol f(oh,)=1yr,. Il s'agit de prouver que
n==0c0

z' e f(y), e.-a-d. que f(@')=y.
Or, la continuité de la fonction f implique que

f@')=1im f(x, )-—hm Yoy = hm f(”k,,)

n=oa

=f(2)=1y.

Evidemment, (i) entraine (ii).
Admettons enfin que la condition (ii) est satisfaite et que:

A=A, z=1lim z, zel et ATl,==0.

n=cc

T e Ty,

Il g’agit de prouver que A7==0. On peut évidemment supposer
que la suite 7T, soit convergente (cf. § 25, VIII). La famille des
éléments X de 2% tels que X440 étant fumé(, (§ 38, II, (8)), il vient

A -Lim Tp=0, d’ol AT#O,

n=oo

car l'ensemble Lim 7, étant contenu dans une seule tranche, cette

tranche COlIlOldg x?éeessawement avec T (puisque x eT. le ).

Bxemples. Dans les exemples suivants l’espace fy (nommé
aussi Uhyperespace de la décomposition) est défini d’une fagon géomé-
trigue tres simple.

10 & étant un cercle, considérons comme tranches la circonfé-
rence A et les points individuels de & —A4. L’hyperespace ¥ de
cette décomposition est la surface dune sphére & 3 dimensions, le
pole nord correspondant & la circonférence.

De fagon générale, si I'on décompose un sphéroide (massif)
a n>1 dimensions en considérant comme tranches la surface
(& n—1 dimensions) du sphéroide et les points intérieurs individuels,
on parvient & la surface d’un sphéroide & n-1 dimengions.

20 & étant un cercle, considérons comme tranches les couples
de points opposés situés sur la circonférence ainsi que les points
intérieurs individuels. ¥ est le plan projectif.

On parvient de la surface sphérique (4 # dimensions) & D’espace
projectif en considérant comme tranches les couples des points
opposés (on dit aussi: en identifiant les points opposés).

3 Soit & le carré J2 En identifiant les points opposés (rela-
tivement au centre) des cotés verticaux, on obtient la bande de
Mobius.
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En identifiant les points des cotés verticaux ayant la méme
ordonnée, on obtient la surface d'un cylindre.

Si Yon identifie, en outre, les points des cotés horizontaux
ayant la méme absecisse, on parvient ala surface du fore. Dans ce
cas, il y a une tranche composée de 4 points (les sommets du carré).

40 Tout espace compact non vide peut ére consideré comme
hyperespace @une decomposition semi-continue de Uensemble C de
Cantor.

Car tout espace compact est image continue de cet ensemble
(cf. § 37, VI, 4).

VI. Décompositions continues. Transformations intérieures.

Etant donnée une transformation continue y=jf(z) de lespace
compact & en Y, I'ensemble f_l(yo) est dit tranche de continuité de
a décomposition

— —1
& ,,52:;/ (),

lorsque la fonction f' est continue au point y, c.-a-d. lorsque

lim y, =y, enmame Lim £ (@) =1 (4)-

n=oo n=oo

En d’autres termes (cf.V, 3, rem. 2): la tranche T est une
tranche de continuité de la décomposmmn semi-continue, lorsque

Ls T,CT entraine Lim T,=T,

n=oo n=oco

quel que soit la suite {T,} de tranches.

Remarques. On démontre facilement que, dans la derniére
condition, linclusion Ls T,CT peut étre remplacée par 1’inégalité
n=oco
T.Lim T,=0, ainsi que par T-Li T,=01).
ns=co n==o00

Toute tranche qui se réduit & un point individuel est nécessaire-

ment une tranche de continuité. _ ‘ ) '
Dans la décomposition de la surface sphérique & n dimensions
en couples de points opposés, toute tranche est une tranche de con-

tinuité.

1) Voir ma note citée de Fund. Math. 11, p. 175.
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La fonction f'l étant semi-continue, donc de premieére classe,
elle admet des points de continuité (cf. IV, 2)'). Par conséquent:

1. Dans chaque décomposition semi-continue, il existe des tranches
de continwité. ]

Plus précisément, Vensemble des y pour lesquels F(y) est ume
tramche de comtinwité est un Gy dense dans Vespace ¥Y.

" La décomposition est dite continue lorsque toutes ses tranches
sont des franches de continuité; c.-a-d. lorsque la fonction f'(y)
est continue.

Cette définition peut étre exprimée aussi comme suit.

Appelons fonction intérieure ®) toute fonction fe Y qui trans-
forme les ensembles ouverts dans & en ensembles ouverts dans HE).

Telle est par exemple la projection de & X Y sur l’axe &.

2.  Pour qu'ume tramsformation continue f de & en (&) soit
intériewre, il fout et il suffit que la fonction f‘i(g/), ot y e (&), soit
continue, c.-0-d. que la décomposition F =3 f(y) soit continue 3)

On a, en effet, I'identité v

é’? [ (4)CF)= Y—{(%~P).

Soit F=F. La condition que l’ensemble F [f_i(y)CIf’] soit

y
fermé équivaut donc & celle que 7(&—F) soit ouvert; la premiere
équivaut & la continuité de la fonction f (d’aprés IT, 3 et B) et
la deuxiéme & I'hypothése que f est intérieure.

3! La continuité de la décomposition (semi-continue) équivaut
& Uhypothése que, quel que soit Pensemble ouvert A4, la somme S des
tranches T pour lesquelles on o AT==0 est un ensemble owvert 1),

On a, en effet, S=f""f(4). Done, en supposant que la fonection f
soit intérieure, I’ensemble f(A4) est ouvert et, en vertu de la con-
tinuité de la fonction f, I’ensemble § est aussi ouvert.

1) Cf. aussi L. 8. Hill, Bull. Amer. Math. Soc. 32 (1926).

%) Notion due & M. Stoilow; voir Ann. Ec. Norm. Sup. ITI, 45 (1928).
Voir aussi, G. T. Whyburn, Analytic Topology, chap. VIIL, § 7.

%) Cf. 8. Eilenberg, Fund. Math. 94 (1935), p. 174.

*) Autrement dit, quel que soit I'ensemble formé F, la somme des tranches
contenues dans F est un ensemble fermé. Tes décompositions en ensembles fermés

disjoints satisfaisant & cette hypothése peuvent étre nomindes ddcompositions
senvi-continues inférieurement.
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Inversement, si 1’on suppose que les ensembles A et S soient
ouverts, Iidentité
Y—HA) =1 LY —HAN =1 (Y~ H A=/ F—5)

montre que ’ensemble Y —j(A) est fermé (puisque f est eontix.me
et & compact), donc que f(4) est ouvert, c.-4-d. que la fonction
est intérieure.

Ajoutons, en vue d’applications, le théoréme suivant:

41), f étamt une transformation intéricure de & en Y & tmnc?aes
dénombrables (ow, plus généralement, non denses-en-soi), il existe
une swite demsembles fermds Fy, Fy,... tels que 3 f(F)=%Y et que,

pour tout m, la fonction partielle f|F, est une homéomorphie.
Il suffit de définir une suite {4,} d’ensembles F, tels que

(1) ' 2 Am)=Y
et que les fonctions partielles f|4n soient biunivoques; car en posant
Ap=3AL ou A=A,
i

et en rangeant la double suite {AL} en une suite simple Fy,Fy,....Fp,y...,
on parviendra & la suite demandée.
Or, Ry, R,,... désignant la base de l'espace &, posons

An=F 3 [Bm-f () =(@)].
xy
Lensemble F'[Rm-X =(z)] étant un ¥, dans lespace & X 2%
xX
(ct. § 38, II, 5), ensemble |
E [Raf (y)=(2)]
xy

Test également, car la fonction f— 1 est continue‘ (@’apres 2). Comme
projection de celui-ci, l'ensemble A, est aussi un F, (selon § 37,
11, 9). B '

e ];our établir (1), posons ¥ € Y. Llensemble f Y(y) contient par
hypothése un point isolé z. Il existe donc un m tel que

R (y) =(®), et yef(Am)

‘ . 283.
1) Of. P. Alexandroff, C. R. Acad. U.R.R.8. 1936, p

d’ot zedn

C. Kuratowski, Topolegie IL.
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Enfin, la fonction fldm est biunivoque. Soient, en effet,
2,8 € Ay et flz)=f(’). D'aprés la définition de 4, il existe wn y
et un 7’ tels que

(2) B i (y)=(2), (3) B[ (') =().
Done y=f(z)=f(x')=y' et, en substituant y & y' dans (3),
on conclut de (2) et (3) que z=2a’, donc que f|d,, est biunivoque.

VIL. Applications aux espaces loecalement compacts.

Un espace (métrique) & est dit localement compact au point p,
lorsqu’il conmtient un entourage compact de ce point. _

Aingi, par exemple, tout sous-ensemble ouvert dun espace
compact est localement compact. L’espace euclidien & » dimensions
est localement compact. '

1. Pour quw'un sous-ensemble Y d’un espace compact & soit
localement compact au point p, i faut et il suffit que Y soit localement
jermé en ce point (c.-4-d. qu’il existe un entourage & de p tel que BY
est fermsé). v

Admettons, en effet, que Y est localement compact au point p.

Il existe donc un entourage compact 4 de p relatif 4 Y. Bn dé-

signant par I lintérieur de 4 relatif & ¥, les ensembles I et ¥—1T
sont séparés. Il existe par conséquent (cf. § 16, V, 6) un ensemble

ouvert @G (dans &) tel que
: ICG et GYCI.
L’ensemble A étant compact, done fermé, il vient
IcACY, dou I=@Y.

I’ensemble E=@ est donc lentourage demandé de p.

Réciproquement, si E est un entourage de p tel que EY est
fermé, EY est un entourage compact de p relatif 3 Y.

2. La condition nécessaire et suffisante pour qu’un sous-ensemble Y
@un espace compact & soit localement compact est qu’sl soit diffdrence
de deux ensembles fermés; ou encore, que Vensemble ¥ — Y soit fermé.

Car cette eondition équivaut & I’hypothése que ¥ est locale-
ment fermé en chaque point (cf. § 12, IX, 29),

1 i /
31). Tout espace meirique séparable et localement compact &
est homéomorphe & wn espace compact privé dun seul PO,

o3 1) Théoréme d’Alexandroff; voir Alexandroff-Hopf, Topologie I,
p. 93.
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La compacité locale étant un invariant topologique, 1'espace ¥
peut étre congu, en vertu du th. d'Urysohn, comme sous-ensemble
localement compact d’un espace compact I (du cube de Hilbert,
par exemple). L’ensemble & est donc compact et I’ensemble F—&
fermé (d’aprés 2). Il existe par conséquent (d’aprés V, rem. 3) une
transformation continue f de & qui transforme l’ensemble F—&F
en un point p non-e f(&) et qui est une homéomorphie sur &. Il vient

%+ (X)—p.

La compactification des espaces localement compacts par I’adjonction
d’un seul point est une généralisation du procédé bien connu de I’adjonction
du point & Vinfini, qui transforme la droite illimitée & en la circonférence o (ou
plus généralement, espace &" en Sn). '

Nous déduirons du th., 3 les deux suivants:
4. Pour quw'un espace métrique séparable & soit localement

compact, il faut et i suffit qu'il contienne une suite d’ensembles com-
pacts Fy,Fy,... tels que

1) F=F,+F,+...

En effet, & étant supposé localement compact, soit E*
Pespace & compactifié par 1'adjonction d’un seul point. & étant
ouvert dans lespace &*, il existe une suite d’ensembles ouverts
G,,G,,... tels que (cf. §37,V,5 (1))

F=G+0G+.. et GnClnys.

En posant F, =@, les conditions (1) se trouvent donc vérifiées.

Réciproquement, en supposant les conditions (1) vérifiées,
A tout point p correspond un F, qui le contient; Fn4q est donc un
entourage compact de p.

Remm‘qué. Les espé,ces-sommes d’une série d’ensembles com-
pacts sont nommés semi-compacts. Ils ne sont pas nécessairements
localement compacts.

51). Tout espace méirique séparable et localement compact se
laisse transformer de fagon biunivoque et continue en un espace compact.

En vertu du th. 3, la démonstration se réduit 4 prouver que &
étant un espace compact et p étant un point de &, il existe une
transformation continue f de &, qui est biunivogue sur FE—p et
telle que f(F—p)=F(&).

¢t FnCInt (Fpp).

1) Théoréme di & M. SiAkorski.
4%
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Telle est, en effet, toute fonction continue f qui réduit en un
seul point le couple de points (a,p) (ol & est un point de F—p
donné en avance) et qui est biunivoque sur F—p (cf. V, rem. 3).

§ 40. Problémes de la dimension (suite).
L’espace & du § 40 est supposé métrique séparable.

I. Transformations @’ordre %. Un point ¥ est dit valeur
d’ordre k dune fonction f lorsque l’ensemble f“l(y) se compose de %k
éléments. Une fonction est dite d’ordre <k lorsque chacune de ses
valeurs est d’ordre <%. :

1. Lemme. Soient A,,..., 4, un sysitme de sous-ensembles dis-
joints @un espace & et f une tramsformation de F dordre %>
En posant

(1) B=f(4)-...-f(4,),
la fonction partielle f;={|[A;-f(B)] est ordre <h—r.

En outre, en posant C;=f"f(A;)—A,, la fonction particlle f|C,
est dordre <k—1.

Soit, en effet, y e f[4;-f(B)]. Comme (cf. § 3, II, 13):

@) flAr[(B)]=B-f(4) =B,
il existe un systéme de r+1 points @,,...,o, tels que
Toedyy .y Bred, et y=fz)=...=f(x,).

Les ensembles A,,...,4, étant disjoints, l’ensemble Fy) Ay
et, & plus forte raison, 1’ensemble
o) 4cf™(B) eded. f(y)
{cf. § 8, II, 14) contient k—r points au plus.

De fagon analogue, si y € /(0) =f(4,)-f(F—4,) (ct. § 3, II, 13),
y est un point d’ordre <k—1 de la fonection flE—A4,, done de f|C;

2. Théoréme de Hurewiczt). f dtant une tramsformation continue
dordre <k @un espace compact ¥ (o k=1), on a

dim f(¥)<dim F+k—1.

De fagon plus générale, A,,..., A, (oi 0r<Ck) dlamt un systéme
d’ensembles fermés disjoints, on

dim [f(do)-...-((A)]< dim A+ k—r—1.
1) Proc. Acad. Amsterdam 30 (1927), p. 164.
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La premiere partie du théoréme sera démontrée par induction.
Soit dim & =n.

Le théoréme étant évident dans le cas oh soit n=—1, soit
k=1, admettons qu’il est vrai pour #-—1 quel que soit %, ainsi

" que pour le couple n et k,—1.

Soient y € f(¥) et S une sphére ouverte de centre y. Il §’agit
de définir un entourage E de y (dans f(&F)) tel que

ECS et dim Fr(E)<n4 k2.

D’apres le th. 3 du § 22, II, il existe dans ’espace n-dimen-
sionnel & un ensemble ouvert @ tel que

A yce, GCri(s) et dim (F—H<n—1.
Posons E=f(G). 11 vient
Fr (B) =Fr [[(G1=AG)-{(F)—(F)CHE) -{FE)—f(&) C
CHE)-((E—6)=(G)-{(FE—E),

puisque f(&)—HEFCHE—G) (cf. § 3, IL, 3).
On a yeK, car {1 (y)CG, d'olr yef(G)CE.
D’autre part, ynon-e¢Fr(E), car

F—GCE—F ) =F"IHE)—yl,

d’ott f(F—@)CFH&F)—y, donc y non-e f(E—G)D Fr (E).
Aingi F est un entourage de y. Enfin (ef. § 3, IT, 13):

1B -H(F—6) =G -1 HE—P]=
=f{(G—@)- T {FE—G)+ G HE—H)]=

=U@—G) - HE—] + 3 [T (G
en mettant G sous la forme:
G=F,+Fy+...
 Linégalité dim (G—@)<n—1 implique par hypothése que
dim [[(G— @) FHE—@I<n+Te—2

et le fait, que f est d’ordre <k,—1 sur G-f "HE—@G) (cf. la deuxiéme
partie du lemme avec 4;=F—G&), entra,ipe

dim f[Fp-f~ (E—EI<nA+-Fo—2.

ot Fp=TFn.
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D’aprés le théoréme d’addition (§ 22, I, th. 1), il vient
dim [/(G) (X —] < n+ ky—2,
dim Fr (B) < n-+ky—2.
La deuxiéme partie du théoréme est une conséquence de la
premiére, car on a d’aprés le lemme et les formules (1) et (2):
dim B =dim f[4, f(B)I<
<dim [4; fY(B)]+ b—r—1< dim A+ k—r—1.

d’ou

II. Représentation paramétrique des espaces parfaits et com-
pacts de dimension 7 sur V’ensemble C de Cantor?).

Le théoreme 4 du § 37, VI, d’aprés lequel tout espace compact
admet une représentation paramétrique sur l'ensemble C (c.-d-d.
en est une image continue) se laisse préciser comme suit.

1. Théoréme. Biant donné dans un espace compact F un e%smm
parfait P de dimension m (ou plus généralement: satisfaisant o la
cond. Dy dw § 22, III), il existe une fonction continue qui transforme
Vensemble C en & de fagon que tout point de P est d’ordre <n--1.

De plus, @ désignant Vensemble des fonctions f telles que fe F©
et f(C)=&, le sous-ensemble ¥ de © composé des fonctions qui adinet-
tent sur P des points d’ordre >n-+1 est de I-e catégorie dans @.

L’ensemble @ étant non vide (§ 37, VI, 4) et fermé (§ 38, VIIL, 1')
dans lespace complet (§ 38, VI, 6) &¢, il suffit de démontrer la
deuxiéme partie du théoréme, puisqu’en vertu du th. de Baire
(§ 30, IV) un ensemble de I-e catégorie dams un espace complet
non vide ne peut jamais épuiser cet espace.

D’apres la définition de ¥, & tout f ¢ ¥ correspond un entier
positif 7 et un systéme de points Lgy- oy Bnt1 Gels que

(1) fl@)=f(z) ¢ P et |o—z>11 pour 0<i<j<n+1.

¥; désignant P’ensemble des fonctions f pour lesquelles il existe
.un systéme de points x,,...,0,41 assujetti & la condition (1), on a
Y= 2 Y’z.
=1
Il s’agit de démontrer que ¥, est non-dense dans @.

') Voir ma note Sur Vapplication des espaces fonctionnels & la Théorie de-
la - dimension, Fund. Math. 18 (1932), p. 285.
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¥, étant — comme on voit facilement 1) — fermé, le théoréme
ge réduit & démontrer que ¥ est un ensemble frontiére, c.-a-d. qu’a
tout fe® et & tout £>0 correspond une fonction f* telle que

(2) f* e d—¥1, (3) [f—r*l<e.

La fonction f étant uniformément continue sur I'espace C,
on peut le décomposer en parties fermées disjointes de fagon que

C=0pt...+Om, O[f(C)]<e/2 et (CH<Lf

Désignons par ¢ la sphére ouverte de centre f(Ci) et de rayon
g/4. Il vient :

(4) E=Gy+...4+Gn, HC)CGEEO, &(G)<e.

I’ensemble P étant parfait, la condition D,implique (cf. § 22, IV,
th. 4 (5)) Dexistence d’'un systéme d’ensembles fermés H; tels que

(5) X =Hyt...+Hn, 0=HCG, P-Hy..-H;, =0,

quels que soient les indices Ggyeeeytnys deux & deux diﬂé‘rents‘.
Soit j* une fonction continue telle que *(C)=H; Comme

FH(O) =1 0p)+ - HTH(C) = &, ,
on a f* e ®. Supposons, par impossible, que f* € ¥ Soifi oy -y Lrtt
un systéme de points assujetti & la condition (1) (en relx}plagaI_lt f
par f*). Comme §(Cy)<<1/l, ancun C; ne contient deux‘pomt,s' mﬁé-
rents appartenant & ce systéme; il existe done un gysteme d 1nd1:3e§
différents deux & deux: ig,...,int1 el que @y Oy, 9=0,...,jn—}—.1. 1) ol

F*(2) € f*(Cy) =Hy; et comme (cf. (1)) F*(m,) =F*(zy) € P, il vien

f*(wo) G'P’Hio""'ﬂiz;+1’
contrairement & (B). L
Cette contradiction prouve que la formule (2) est vérifiée.
La formule (3) lest également. En effet, on a pour & € Cy

d’apres (4) et (5)
fl@) e {O)CE; et F*(@) e HiCGy,y d’ol ]j(m)—f*(m)} <G <s,
selon (4).
1) par exemple, en écrivant en symboles logiques la définition de T

Gemy= 5 [{O<i<is<nt)~To—el> 11 fe)=f) e Pl
XoeeXp gy U
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Le th. 1 implique les trois corollaires suivants: )

2. Pour qu'un espace compact et parfait soit de dimension <n,
il faut et il suffit gu'il admette une représentation parametrique @ ordre
<n-+1 sur Pensemble C.

Ce corollaire résulte du théoréme précédent (en posant E=P),
rapproché du th. I, 2. ‘

3. Pour les espaces & compacts 1), la cond. D, équivaut & Viné-
galité dim E<n.

En tenant compte du th. 4 du § 22, III, il s’agit de démontrer
que la cond. D, entraine linégalité dim &<<n. Soit &, le sous-
ensemble parfait de & tel que F--&, est dénombrable (th. de
Cantor-Bendixson, §18, V). L’ensemble ouvert F—%, étant de
dimension <0, on a (cf. §22,I,1) dim &=dim &, (sauf le cas
ol &,=0, qui peut &tre omis, car alors dim F<0). Tout se réduit
done & démontrer que dim ¥,<n, ou encore, en vertu des th. 1
et I, 2, que &, satisfait & la cond. D,.

Or, soit
(6) Fy=A,+...+ A,

une décomposition en ensembles ouverts dans &,. Soit G4 un en-

semble ouvert tel que 4,=@;-&, ou t=1,...,m. En posant
Go=fr-£€0, il vient .
=0+ ...+ Gp.

La propriété D, de &¥ implique done lexistence d’un systéme
d’ensembles ouverts H,...,H,, tels que

'.%’:H0+---+Hm; H,CG; et H’O""'H’n-)-lzo'
En posant Bi=H,--&’o, il vient BO =0 et
£0=Bl+...+Bm, BiCAi: Bfo""'B"n-l—l:O'

Rapprochées de (6), ces formules prouvent que &, satisfait
2 la condition D,. -

A.L. EBtant donnée dans un espace compact E une suite densembles
parfaits Py, P, ..., il ewiste une fonction continue qui tramsforme Cen F
de fagon que chague point de P, (t=1,2,...) soit dordre <dim Py--1.

1) Pour les espaces arbitraires, voir VII, 8.
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En effet, ¥ désignant ’ensemble des fonctions fe @ (D ayant
le méme sens que dans le th. 1) qui ne satisfont pas aux conditions
du th. 4, on a ¥=¥,4+¥,+...,, o ¥, désigne I’ensemble des fonc-
tions fe® qui admettent sur P; des points d’ordre >dim P;+1.

Y} étant, selon 1, de I-e catégorie dans @, il en est de méme
de ¥. Dol &—¥==0.

Passons & présent & la représentation paramétrique des en-
gembles fermés (pas nécessairement parfaits).

5. Lemme. Tout sous-ensemble fermé F d'un espace parfait &
est contenu dams un ensemble parfait P tel que dim P=dim F.

Donc (en substituant & & le cube I* de Hilbert), tout espace
compact est contenu topologiquement dans un espace compact et parfait
de la méme dimension.

En effet, py,ps... étant la suite des points isolés de F' et P;
étant parfait et tel que p,eP;, §(P)<1/i et dim P;=0, 'ensemble

P=F+P,+Py+...

est parfait et dim P=dimF en vertu du théoréme d’addition
(§ 22, I, 1). . .

6. Tout espace compact de dimension n admet une représentation
paramétrigue dordre n—+1 sur un espace compact de dimension 01).

De facon plus générale, le th. 4 reste vrai, en supprimant l’h‘y—
pothése que les ensembles P soient parfaits (tout en éta?zt fermes)
et en remplagant C par un espace compact C, de dimension 0, con-
venablement choisi.

En effet, ¥ étant considéré comme un sous-ensemble de
Pespace J* et P} étant un ensemble parfait (dans J*) tel que

P,CP¥ et dimP;=dim Pf,

soit, conformément au th. 4, f une tra,nsforma,tio.n continue de C
en % telle que tout point de Py soit d'ordre <dim P¥+1. En po-
sant Co=f (%), f transforme C, en ¥ de la facon demandee.

7. G étant un sous-ensemble owvert & n dimens'éons‘ dun espace
compact S, il emiste un espace compact C, de d"imensz_on 0 et une
transformation continue | de Co en & telle que tout point de G est
d’ordre <n-+1.

1y Pour une généralisation, voir J. H. Roberts, A4 theorem on dimension,
Duke Math. Journ. 8 (1941), p. 565.
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En effet, P,,P,,...
que G=P;+ Py+.., on n’a qu’h appliquer la deuxiéme partie
du th. 6.

- Remarques. Le th. 2 implique (pour »==0) que tout espace
de dimension 0, compact et parfait est homéomorphe & ’ensemble ©
de Cantor. Tous ces espaces constituent done un seul type topolo-
gique et toutes les propriétés topologiques de C, telle que I’homo-
généité par exemple, appartiennent & chacun d’eux.

Quant aux espaces compacts dénombrables &, citons le théo-
réme suivant de Mazurkiewicz-Sierpinskil): F@ dant le
dernier derive (cf. § 19, IV) non vide de & ¢t n étamt le nombre des
éléments de F@, Vespace & est homéomorphe & un sous-ensemble bien
ordonne de Vintervalle du type w®-n--1.

Le couple (a,n) caracterise donc le type topologique d’un
espace compact dénombrable. Les espaces compacts dénombrables
se laissent ranger ainsi en &, types topologiques. Par contre, leg
espaces clairsemds (métriqgues séparables mais non compacts)
admettent ¢ types topologiques différents 2).

1. Théorémes de décomposition. Le théoréme d’apreés lequel
tout espace n-dimensionnel satisfait & la condition D, est un cas
trés particulier du théoréme suivant:

1%). Theoréme. Etant donnée dans un espace compact®) F une
suite d'ensembles fermes Py, Py,..., & toute décomposition en ensembles

ouverts E=G,+...+ Gy, correspond une déeomposition en ensembles
fermes:

F=F+...+Fn, ou F,c@ e dim (P;-Fyy-...- Fy ) < dim Pj—r,

quels que soient les entiers: j=1,2,..., r<dim Pi4-1 et ip<. . <1, <im.

En effet, conformément 4 IT, 6, il existe un espace compact G,
de dimension 0 et une fonction continue f telle que f(Cp)=& et
que tout point de P; est d’ordre <dim Py-1.

Y) Fund. Math. 1 (1920 et 1937), p. 21.
2) Ibidem.

3) Voir ma note préeitée, p. 290. Pour un cas particulier (cas o la suite
Py, P, ... est finie), voir K. Menger, Dimensionstheorie p. 170,

‘ %) Comme on verra au N° VII (th. 5), Phypothése de compacité peut tre
omise.

étant une suite d’ensembles fermés tels
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Tes ensembles f (G étant ouverts, la formule
Co=F"(Go)+ e+ 1 (Gm)

implique (d’aprés § 21, IL, th. II) l'existence d'un systéme d'en-
sembles A; disjoints, fermés, ouverts et tels que

Co=Ag+...TAn et A/ (G
Posons F;=f(4,). Done
F=F,+..+Fn et F,CG;.

Enfin, en posant @;=f'(P;), la fonetion partielle flQ; est
dordre <dim P;+1; on a done, d’aprés I, 2 (pour k=dim P;+1)
et en vertu de I’égalité dim A,=0:

dim [f(A'iO . Qj) TP 'f(Air' Q])]Qdill’l .Pj-—7",
d’otr 1o conclugion demandée, car (cf. § 3, IT, 13)
fEAr [ (BN =1(Ai) - Py=Fr-Py.

9. Corollaire). Tout espace compact de dimension n se laiss'e
décothoser, pour tout >0, en um nombre finit @ ensembles fe7‘nze:5‘
de diamétre <& et tels que tout produit de T ensembles est de di-
mension <n—r-+1 (r=1,...,n+2).

Il suffit, en effet, d’admettre que

F=P,=P,=.. et dG)<e.

Remarques. Ce corollaire résulte d’ailleurs plus directement de

la, premidre partie du th. IT, 6. En effet, C, étant I’espace de dimen-

sion 0 et f la fonction en question, on décompgse C, en ens:amblejsb
fermés et disjoints Agy...;4dm suffisamment petits pour que l'on ai
8[f(A;)]< &; la décomposition

& =f(Ado)+ ...+ 1(Am)
est alors la décomposition demandée. .

De plus, si l'on considére au lien de & une smt:,e 1y €29 e tendanlt
vers 0, on obtient une suite de décompositions sa,tlsfms-a,nt a\u co:i;)é:
laire - (pour &;,¢&, etc.) et telles que les temes de la (z—{—,lgglp;; e
cOmpositiOn ge déduisent de ceux de la i-éme par une il by .
En effet, il suffit & ce but de subdiviser les ensembles Ag,...; Am.

?

1) Voir K. Menger, Diimensionstheorie, p. 156.
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IV. Degré n-dimensionnel. Le degré n-dimensionnel de leg-
pace &, en symbole: d,(&), est par définitionl) la borne infé-
rieure des nombres ¢ pour lesquels il existe un systéme fini d’en-
sembles ouverts G,...,Gyn fel que

(1) E=0Cy+...+ Cnm, (2) oG <e,
3) Gipr - G, =0 poUr 4)<...<fp < M.

Autrement dit, Vinégalité d,(&F)<e équivaut & Dewistence @'un
systéme d’ensembles ouverts satisfaisant aux conditions (1)—(3).

En particulier, Vinégalité d,(&)<e signifie que & est décom-
posable en un nombre fini d’ensembles fermés-ouverts, disjoints
et de diametre <.

La condition (3) peut étre remplacée par:

4) G Gy =0 pOUr  Gy<...<i, <

On peut aussi admettre que les @; sont fermds au lieu de les
supposer ouverts (ef. § 16, IT).

1. 85 & est compact, Végalite dpii(F)=0 équivaut & la con-
dition D,, done (cf. II, 3) & Dinégalité dim F < n.

En effet, en appliquant la cond. Dy &4 un recouvrement de &
par des ensembles ouverts de diamétre <e, on en tire d,.(¥)=0.

Réciproquement, soit =A4,+...+4, une décomposition en
ensembles ouverts. D’apres § 37, VII, 3’, il existe un >0 tel que
tout ensemble de diametre <& est contenu dans Pun, aun moins,
des ensembles A4; En admettant que d,i1(%)=0, considérons les
ensembles ,...,Gy assujettis aux conditions (1)—(3) ot n--1 est
substitué & n. Soient: I; I’ensemble des indices j tels que &;C4,, H,la
somme des G; avee § e I, et, en général, H;., la somme des G avec
j EIi+1——(IO+...+Ii). I1 vient

£=H0+...+Hm, HiC.A.i et Hio'...' in+1=07

ce qui prouve que & satisfait & la cond. D,.

Le probléme si ’égalité dnt+1(&)=0 entraine la cond. D, dans les espaces
non compacts reste ouvert.

E étant un sous-ensemble de &, I'inégalité d,(E)< e signifie

qu'il existe un systéme d’ensembles Ayy.oyAm ouverts dans B et
- tels que

B=Agt..tdm, SA)<e et Ay d;=0.

1) Cf. le coefficient &’ applatissement @’Urysohn, Fund. Math. 8(1926), p. 363.
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En désignant par Gy,...,0n un systeme d’ensembles ouverts
semblable au systéme A,..., 4, et tel que 4,=FE-G; et o(Gy) <e
(cf. § 18, XIIT, 2), on en conclut que l'inégalité dn(E)<e e’qmi-mm
o Demistence @un systéme d'emsembles ouverts G,...,Gm satisfaisant
aux conditions (2) et (3), ainsi quwd Vimclusion ECG+ ...+ Gm.
En outre, la condition (3) peut étre remplacée par (4).

2. & dtant compact, la famille des ensembles fermes F tels que
du(F) <& est, pour tout ¢>0, ouverte dans espace 2%,

Autrement dit, la fonction dn(F) est semi-continue supérieure-
ment sur Uespace 2%.

En effet, I' étant un systéme d’ensembles ouverts Gy...,Gm
assujetti aux conditions (2) et (3), la famille

Or=F (F CGy+ ...+ Gn)

est ouverte dans 2% (cf. § 38, IL (6)). Il en est donc de méme de la

famille
F [dn(F)< €] =2 .
F r

T.e th. 2 admet la généralisation suivante:
2. & dtant compact, Vensemble
E [@n(Fy-...- Fr) <£]
FiyonFs
est ouvert dans Pespace (2%)k.
Pour s’en convaincre, On POSEra
Op= F (Fy ... FxCGyt ...+ Gm)

FuyoiFp

et on appliquera la formule § 38, II (6’) au lieu de §38,$ II} (6).

Il en résulte que L’ensemble @ est ouvert dans (2%)~

3. & diant compact, il existe un F 2% te:’vl que dH(F)zd,,(l;%'?
et que les conditions X e2% et XCF£X implzquenf d"(X)<fZ"(d).’
¢.-0-d. que Vensemble F est irréductible par rapport & son degré n-di-
mensionnel.

Comme fermé, l’ensemble E[d,,(F)

ment irréductible (selon § 38, V, 1). ; -
4. & étant compact, T ensemble lE(dimFQn) est un G5 dans 2*.
92F,

> d,(%)] contient un €lé-

La fonction n=dim F est donc de deuwiéme classe sur
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Car .
. 7 Ly 1
E @i P <n) =] osa(T) = 1= [ I} |aa) <3
F F k=1 'F

et l'ensemble [ [d,,+1 (F)<1k] est ouvert d’aprés 2.
F

Lensemble [f(m<dim F<n) étant différence de deux @,
F

donc un Fy, la dimension d'un ensemble fermé ¥, congidérée comme
fonction de F, est de deuxiéme clasge de Baire.

En appliquant le th. 2’ au lieu de 2, on montre que

4'. & ctant compact, Densemble

E [dim (F;-.... ) <n]
FyyunFp

est un Gy dans Despace (25,

Remaiques. 1° La, foncion dim I est la lmite d’une suite crois-
sante de fonctions Au(F) semi-continues supérieurement.

~ Désignons, en effet, par 4,(F) le plus petit entier n>—1 pour

lequel il existe un systéme d’ensembles ouverts G,...,G» tel que

FCCyt .ot Gy AGI<Lfl b Gy, =0,
quels que soient les indices tg<<...<ipyp <.
L’inégalité A, (F)<n équivaut done & Anpi(F)<<1/k. BEn vertu
du th. 2, la fonction 4,(F) est done semi-continue supérieurement.
On en conclut aussi quen posant dim F=mn, on a A,(F)>n—1

pour k suffisamment grand, car on a alors d,(F)>1/k. Comme,
d’autre part, la cond. D, entraine Ax(F)<m, il vient

n=dim F =lim 4,(F).
k=c0
20 Lensemble g'(dim F<n) pewt ne pas ére un F, e, par
suite, la fonction dim B peat me pas édire de I-e classe.

Aingi, p.ex., s =9, les familles F, et F, composdes d’en-
sembles ¥ de dimension 0 et 1 respectivement sont denses dang 2%,
En vertu du th. de Baire (§ 30, V, 2), F, ne peut donc étre un F,.

3° & diant un espace metrique separable, la fonction f(p) =dim, &
est de II-e classe.

Car d’aprés § 20, III, 2, I’ensemble F (dim, X<n) est un Gs
(qui, d’ailleurs, peut ne pas étre un Fg).p
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5. & et Y etant compacts, Uensemble
EN{@I w)1<e}
y
est ouvert dans Uespace fonctionnel YE pour tout e>0.
Densemble F [] {dim [f_l(y)]gfn} est un Gs.
Iy
Posons @,= F {d.[f'(y)]<e}. La condition f e @, signitie qu’il
f
existe un systéme d’ensembles ouverts G,...,H, satisfaisant aux
formules (2) et (4), ainsi qu’a Pinclusion f_l(y)CGo—}—...—l— Gy Lien-
semble des couples (f,y) satisfaisant & cette inclusion étant ouvert
(§ 38, VII, 3), lensemble F [fe®,] Dlest également, ainsi que
Ly
Tengsemble F'[](f e ®,) (cf. § 37, III, 9).
Iy .
Enfin,
[T{aim [f~(y) <nl} = [[ {@uplf ()] =0} =
/) y

=11 {@upsl[f N ()I<1/B} = I g {GnalF ()1 <1/R},
y

d’otr la deuxiéme partie du théoréme.

6. A et B étant deux ensembles compacts, les indgalitds d,(A)<e,
dn(B)< e et dim AB<n—2 entrainent Pinégalité d,(4-B)<e.

Il existe par hypothése deux systémes d’ensembles ouverts
Aqg,...,A; et By,...,Bm tels que

ACA0+--'+A1: 6(A1)<£) Aio'---'Ain'—‘-O,
BCB0+---+Bm7 5(-Bj)<8, Bjo'...-Bjnzo.

En appliquant le th. IIL, 1 au cas ol =4 et P,=P,=...=4B,
on en déduit l'existence d’un systéme d’ensembles fermés Ag,..., 47

tels que
A=A}+..FAF, A¥C4; et dim(B-4f-...-Af)<n—r—2,

quel que soit r<n—1. - o L
Le méme théoréme, appliqué 4 ¥ =B, implique l'existence
dun systéme d’ensembles fermés Bg,...,Br tels que
B=Bi+..+BL, BICB; et A}-..-AL-Bj-... B} =0

in—r—1"

(ot les ensembles B-Af-...- A% jouent le réle des P; et ol 0<r<<n—1).
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On parvient ainsi & la décomposition
A4+ B=Af+...+At+Bi+... +Bn

en ensembles fermés de diameétre <e et tels qu’aucun point n’appar-
tient & #+1 ensembles. Done d,(4-+B)<e.

Remarque. Lia condition dim AB<<n—2 ne peut pas étre
remplacée par d,—(AB)<e.

81). & dtant compact, d,(F) est la borne inférieure des nombres ¢
pour lesquels il ewiste une tramsformation continue f de & telle que

(@) dimf(&)<n—1, (i ATwI<e
quel que soit y e {(&).

Plus précisément: si dn(F)<<e, il existe une tramsformation
continue | de & en sous-ensemble diun polytope & n—1 dimensions
vérifiant la condition (ii); réciproquement, si f est une fonetion continue
satisfaisant aus conditions (i) et (i), on a (pour- & compact) dn(F)<e.

Admettons, en effet, que dn(¥)<e. Il existe done un systéme

d’ensembles ouverts G,...,G, vérifiant les conditions (1)—(3).
Soit py...pm un simplexe 4 m dimensions. La fonction

f(m) =2,0(6U) Po‘[- +Am(m) ‘Pm

2 (07) —_ g(m,c‘f~6‘1)
! o(@,F—Gp) ...+ 0@, F—Cm)

(c.-a-d. la fonction » correspondante aux systémes DoseoyPm b
Gyy...yGm) est la transformation demandée (cf. § 23, VI, 4).

Soit, d’autre part, f une fonction continue vérifiant les con-
ditions (i) et (ii). f(&%) étant compact, il existe d’aprés (ii) (cf. § 37,
VIII, 1) un #>0 tel que les conditions H&E)=Hy+...+H,, et
O(H;)<7n entrainent [ "(H,]<e.

On peut admettre en vertu de (i) que les H; sont ouverts et
que Hy-...-H; =0. En posant Gy=f""(H,), les conditions (1)—(3)
se trouvent vérifides; done d\%)<e.

9. Corollaires. & étant un espace compact,

1) la relation dim F>n est un invariant des transformations
G petites tranches 2), & savoir, & tranches de diamétre < (X);

ol

’

1) Cf. P. Alexaqdroff, C. R. Paris 183, p. 640, ainsi que la note de
M. Ulam et de moi-méme, Fund. Math. 20 (1933), p. 246.

%) Pour ce terme, voir § 37, VIII. Le cor. 1) remonte & M. L. E. J. Brouwer.
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2) pour ECE™, Vindgalite dim & <N dquivaut & Demistence
pour tout >0 d'un déplacement de & inferieur & ¢ en un polytope
& n dimensions 1);

3) si dim E=mn, d,(F) est la borne inferieure des nombres
(&, Y)?) ot Y parcourt les espaces compacts de dimension <n.

- Le théoreme suivant permet de définir le coefficient dn & 1aide

de d1- .

10) ®) dn(&) est, pour & compact, la borne inferieure des mom-
bres & pour lesquels il existe un systéme & ensembles fermés Ay, .., A,
tels que .
(-+) E=4;+.. 44, d(d)<e pour i=I1,...n.

Plus précisément, PVindgalité d,(F)<<e dquivaut & Vewistemce
dune décomposition de ce genre.

Soit d’abord d,(¥)<e. Procédons par induction. I’existence
de la décomposition demandée étant évidente pour m=1, nous
allons démontrer que, si une décomposition de ce genre existe pour
n—1, il en existe une aussi pour . _

Comme d,(&)<e, il existe un systéme d’ensembles fermés
Py, ...,y tels que

E=Fy+..+Fn, Fy-...F, =0, §(F)<e.

Soit F la somme de tous les produits de n ensembles appar-
tenant & ce systéme. Ces produits étant disjoints deux & deux, il
vient d,(F)<es. Soit, conformément au th. 2, § une sphére ouverte
de centre F' et de rayon suffisamment petit pour qu’on ait d,(8)<e.
Les formules

F— S =(Fy—B)+...& (Fu—B), 6(F—~8)<e
Fy-...-Fy—8 CF—8=0

et

impliquent que
‘ 1 (E—8) <e.

On a done par hypothése:
&’—-S=A2+'...+A,,, ZI=A-1‘; dl(.Ai)<£ pour , i=2,...,n.

1 Cf. § 28, VI, remarque 1°.

®) Cf. § 37, VIII.

3) Théoréme de Eilenberg, Sur le théoréme de décomposition de la théorie
de la dimension, Fund. Math. 26 (1936), p. 147.

C. Kuratowski, Topdlugie 1I. .5
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En posant 4;=8, on obtient la déecomposition ().
Réciproquement, admettons que le systéme d’ensembles fer-
més A4,,..., 4, satisfasse aux conditions (4-).

On a done, pour tout ¢, une décomposition de 4; en ensembles.

fermés disjoints:

Al 44}, ou dAp)<e pour j=I,..,k.

La formule & = Z Aj représente done une décomposition de &

en ensembles fermés tels qu’'aucun point n appartlent 4 n+1 en-
sembles. Par conséquent dn(&)<e.

Les théorémes 1 et 10 entrainent le corollaire suivant:

11. Si & est compact, Vinégalité dim F<n dquivaut & Vewistence,
pour tout ¢>0, dun systéme d’ensembles fermés A,,..., A, vérifiant
les conditions (). )

.V, Noyau dimensionnel d’un espace compact. On appelle
(cf. § 22, V) noyau dimensionnel de lespace & & m dimengions
Lensemble N de tous les points p tels que dim, & =n. Le noyau
dimensionnel ‘d’un espace métrique séparable est, en général, de
dimension >n—1; mais il n’est pas nécessairement de dimension #
(% savoir, si espace est faiblement #m-dimensionnel, cf. § 22, VI).
Cependant si Tespace est compact, on a le théoréme suwant de
Menger 1): , ,

Le noyau dimensionnel N @un espace compact E & n dimensions
est de dimension n en chacun de ses points.

On a done dita N=n.

Supposons par contre qué p e N et que dim, N<n.
Soit &>0. Il existe donc un ensemble ouvert ¢ tel que

(1) pe@, 8G)<e et dim [N -Fr(G)]<n—2.

Soit, conformément au § 22, IV, P un ensemble Gy tel que

(2) ‘ N-Fr(@)CP et dim P<Ln—2.
D’aprés Vinclusion (2), on a N-[Fr(@)—P]=0. On a done
(3) dim, F<n—1 pour tout e [Fr (G)—P].

1) Proc. Acad. Amsterdam 30 (1926), p. 138.
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Il existe par conséquent une famille d’ensembles ouverts telle
qua tout xe[Fr (G)—P] et & tout entier positif % correspond
dans cette famille un ensemble H satisfaisant aux conditions:

(4) weH, SH)<sk et dim Fr(H)<n—2.

L’engsemble P étant un G, Pensemble Fr (§)—P est un Fo.
On peut donc extraire de cette famille (cf. §37,V,8) une suite
H,,H,,... telle que

(8) 2 HuC Hy+Fr (G) et Fr(G)—PCY Ha,
d’ott " " ‘ ‘ "
(6) Fr(@)—Y H,CP, donc d&im][Fr/| ,—ZH,,,] < n—2,
d’aprés (2). "

Posons
(7) Q=G+§H,;,.

Il vient d’aprés (1) et (4): pe@ et §(Q)< 2. Nous allons
démontrer que
(8) dim Fr (@)<n—2,
ce qui va présenter la contradiction demandée, puisqu’on- a par
hypothése p e N, done dim, F=n

Il vient d’apres (5):

Fr(Q)=0—@Q= (G—Q)+(2H —Q)C.
C(G—6— X Hy) + {[2 HatFr (G)] -G—2Hm} C
C [Fr G)—Z‘HmHZFr_ (Hu),
puisque _ -
DH,—YH,CY (Hm—Hm)=.§ Fr (Hn)
Finalement, d’aprés (6) et (4) (ef. § 22, I, th. 1):
dim Fr (@) < dim {[Fr (¢)—2 Hnl+ 2 Fr (Hn)} < 1—2.

. VI. Transformations i tranches de dimension %.

1. Théoréme de Hurewiczl). Soit f une tramsformation continue
d’un espace compact F. Si. Vinédgalité dim FUy)<k est vérifide pour
tout y € {(%), on @

dim f(¥) > dim —k.

1) Proc. Acad. Amsterdam 30 (1927), p. 164.
5%
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Posons dim £=n et dim f(¥)=m. Il §'agit de prouver que
mz=n—1rk. '

Le théoréme étant évidemment vrai pour m=—I, il est légi-
time d’admettre qu’il est vrai pour m—1. Comme d,(&)==0, on
peut admettre (cf. IV, 3) que & est irréductible par rapport & son
degré n-dimensionnel. Soient 4, et 4, deux ensembles fermés tels que

HE)=4A,+4,, A ==f(X)=4, et dim (4, -4p)=m—L
La double inégalité implique Que
F A= F 11 (4y),
Gl AN)]<n(F) b dulf (Aa)]<n(E).
Comme & =f"(4,)+f (4,), il vient d’aprés LV, 6:
dim [F YAy - F N Ap)] = n—1, c-d-d. dim 77 (4 4y) > n—1.

d’ol

D’autre part, comme dim (Al-A2)=mw:1, on a par hypothese
dim (4y- 4,) > dim f(4, 4,)—k.

Il vient aingi m—1>n—1—Fk."

2. Oorollaire). & dtant compact et f étant une tramsformation
intérieure de & telle que les ensembles F~'(y) sont dénombrables, on a
dim f(&)=dim &. :

En effet, d’aprés 1, dim & <dim f(&), et d’aprés § 39, VI, 4,
il exigte une suite d’ensembles fermés Fy,F,,... tels que 'on a

H(E)=f(F)+[(Fo) ...
et que f(F;) est homéomorphe & F;, donc que

On en tire, en vertu du th. d’addition (§ 22, I, th. 1), que
dim f(&)< dim &. '

11 est & remarquer que I’hypotheése dela dénombrabilité des ensembles )
ne peut pas &tre remplacée par ’égalité dim f—Y(y)=072).

1) P. Alexandroff, C. R. Acad. U. R. R.S. 4 (1936), p. 293.

?) Comme le prouve un exemple donné par M. Kolmogoroff (ibid.).
Pour un exemple non compact (44 & J, H. Roberts), voir Hurewicz-Wall-
man, Dimension Theory, p. 93. ; ‘
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:i’». Soient &, Y, et Y, trois espaces compacis et f, et f deuw
fonctions telles que fi e YT, fo e YZ. Posons f(z)= [fy(®),fy(®)], done
f e (Y1 x Y% Bn supposant que dim j~1(z) <k pour tout ze Yy X Yy,
on

dim f1_1(f'/1)< dim ¥,+k quel que soit y, « Y.

Soit, en effet, y, un point fixe de ;. Posons h=f|[fi (%:)]-
L’équivalence :

{h(z) =yo}={[i(x) =] [fol@}=y,1} ={F(@) = (41, ¥2)}

entraine 7 y,)Cf (¥1,9,), A’out dim A7 (y,)<<k. D'aprés le th. 1
(en y substituant fi'(y,) & & et h & f), il en résulte que

dim 7 (y)—% < dim A7 (y,)] < dim Y,

VIL L’espace (J')¥ pour 7>2 dim & +1.

1. Théoréme de plongement de Menger-Nobelingt). Tout espace
méirique séparable & n dimensions est contenw topologiquement dans le
cube Tt

En symbole: si dim =mn, on a & C I,
to;

P
Plus précisément 2): si Pensemble. fermé EC X satisfait & la con-
dition D, et si r>=2n-+1, les fonctions f e (T")F telles que la fonction
partielle f|E est une homéomorphie constituent un ensemble résiduel
dans Vespace (I")E.
A et B étant deux sous-ensembles de F, fermés et disjoints,
désignons par D4p la famille des fonctions ge (INHE  telles que

9(4)-9(B)=0.

En supposant que l’ensemble E jouisse de la propriété D,
et que #>2n-1, on conclut du th. 4 du § 23, VIL, que

Pap=(I"%

1) K. Menger, Uber wmfassendste n-dimensionale Mengen, Proc. Akad.
Amsterdam 29 (1926), p. 1125 et G. Nobeling, Uber eine n-dimensionale Uni-
versalmenge im Ropy1, Math. Ann. 104 (1930), p. 71.

2) W. Hurewicz, Uber Abbildungen won endlichdimensionalen Rciumm
auj Teilmengen Cartesischer Rdume, Sgh. Preuss. Akad. 1933, p. 754 (cas ol &
est compact). Pour le cas général, voir ma note Sur les théorémes du ,plongement™
dans la théorie de la dimension, Fund. Math. 28 (1937), p. 336.
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De 14 résulte directement la deuxiéme partie du théoréme 1
en vertu du th. 7 du § 38, VIL

Pour en déduire la premieére, on pose F=& et on tient compte
du fait que, l'espace (I étant complet (ef. § 29, V, 1), tout en-
gemble résiduel dans cet espace est non vide (th. de Baire, § 30, IV).

Remarques. 1° Dans le th. 1, Vewposant 2n--1 ne peut pas
dtre abaissé. Il existe en effet des espaces & = dimengions qui ne
sont homéomorphes & aucun sous-ensemble du cube 2, Tel est —
comme on montrel) — le polytope-somme de toutes les faces de
dimengion < d’un simplexe simple & 2n--2 dimensions.

20 Le th. de Menger-Nobeling se laisse préciser comme
suit 2):

N, désignant le sous-emsemble du cube J+1 formé des points
qui onit tout aw plus m coordonmées rationnelles, lo condition dim &=mn

entraine & C N,.
top

En conséquence, Vespace N, a le rang topologique le plus dlevé
parmi tous les espaces mdirigues séparables de dimension <n.

Nous allons démontrer d’abord que:
Si dim F<n, Pensemble D des fonctions g telles que

(1) JF)C N,

est um Gy résiduel dans Pespace (J2nt1)=,

Soit n+1< m<2n+1. Btant donné un systéme de m nom-
bres rationnels 7y,...,7, et de m entiers positifs 4,<...<in (<2n+1),
Tensemble des points

w=(Y...,a%+1) ol wh=r,..,0m=r,

est une multiplicité linéaire & 2n--1—m dimengions.
En faisant varier l'indice m et les nombres 7y,...,7y et iy,.

-wimy
on obtient une suite de multiplicités linéaires I,,L,,... telles que

gzn+1__1\7n=32n+1-(1}1—|—1)2+---)- '

1) A.Flores, Uber n-dimensionale Komplexe, die tm Ronya absolut selbstver-
schlungen sind, Ergebn. math. Koll. 8 (1933 p. 4.
3} G. Nobeling, 1. cit.
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§ 40, VII

Comme dim Lp<<n, ’ensemble F [g(&)-Lr=0] est dense dans

g
Tespace (J2t1)& (d’aprés § 23, VIL, 3, remarque). Le méme en-
semble étant ouvert dans cet espace (cf. § 38, IL(5) et VI, 5),
Tensemble @ est un G5 résiduel en vertu de la formule:

= E XN, = E (D) ELk —=01=]] Eg(X)-Lx=0].
g =g

I’ensemble des homéomorphies 'étant aussi un G5 résiduel,
il en régulte que les homéomorphies ‘assujetties & la condition (1)
congtituent un G5 résiduel dans I’espace (J2+1)%, Done & g Nnp.
P

Il reste & démontrer que dim N,<n.

En désignant par Rpn lensemble des points de I™ ayant k
coordonnées rationnelles et m—F% coordonnées irrationnelles, il vient

Na =-RO.2n+l+ .ot Bnont.

La somme de #+1 ensembles de dimension 0 étant de djn}e'n-
sion <n (cf. § 22, I, th. 2), tout revient & démontrer que

@) dim Bym=0 (0<h<m)Y).

Or, 74,7y,... désignant la suite des nombres rationnels de in-
tervalle 01, s01t Z’1 ’i" Pensemble des points z=(2®,...,2®) pour
lesquels on a a0 =7;,. ,.’l;(lz) =1y, et dont toutes les autres coordon-

nées sont irrationnelles.
11 vient
ka—Z Z, . uk

la sommation s’étendant & tous les systémes 1< . Tt ey e
Zil’ "k est homéomorphe & la (m—k)-éme puissance de l’en-
semble QV IZdes nombres irrationnels de Pintervalle J), done & &N il
est donc de dimension 0. En outre, il est fermé dans Ry m, car tout
point @ de Pensemble Zil' ik Z’l’ '," admet, outre les coordonnées

Uy
BU=7p . BR=Ty, A1 moms une coordormée rationnelle et on a

par conséquent @ non-¢ Epm-
En tant que somme d'une série d’ensembles de dimension 0
fermés dans Ry, m, Pensemble Ry n est de dimension 0 (§ 21 I11, cor. 1).

1) Voir K. Menger, Dimensionstheorie, p. 147.
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)

2. Théoréme de compactificationt). Tout espace & n dimensions

est contenu topologiquement dans um espace compact & n dimensions.
Plus précisément, si & satisfait & la condition Dy, les homéomor-

phies 1 telles que dim W(F) < n constituent un ensemble rédsiducl dans

Vespace (IM)Z. ‘
En effet, en posant H(f)=f&), la fonctionnelle H est con-

tinue sur l’espace (J)%, selon § 38, VI, 5. On en conclut en vertu

de IV, 4 (en y remplagant & par J”) que I’ensemble

¢ = F [dim f(F) < n]
y ' !
est un Gy dans (97)%. .

L’espace & satisfaisant & la condition Dy, Densemble & est:
dense dans l'espace (JNE (d’aprés § 23, VIL, 3). 11 est donc un en-
semble résiduel dans cet espace 2), et il en est de méme du produit

de @ par ’ensemble de toutes les homéomorphies, puisque ce der-
nier est résiduel selon le th. 1.

Remarques. 1° La remarque 2° au th. 1, rapprochée du th. 2,
conduit & la conclusion suivante:

11 existe un espace compact de dimension n qui a le rang topo-

logique le plus éleve parmi tous les espaces méiriques séparables de
dimension <n.

Tel est I'espace compact de dimension 7, qui contient topolo-
giquement I’ensemble N,,.

2° Le th. 2 admet la généralisation suivante 8):

St dim &E<n, les homéomorphies g telles que dim J(F)<n o
que, pour tout » e &, la dimension de ¥ au point x est égale & celle

de g(&) au point g(x), constituent un ensemble résiduel dans Pespace (I <.

3. Corollaire. L'inégalité dim F <n et la condition D, sont
équivalentes. : :

Car Dinégalité dim & < n implique la condition D;, d’apres.

§ 22, IIT, th. 4, et, réciproquement, D, implique, en vertu du th. 2,
que & est homéomorphe & un sous-ensemble dun ensemble de
dimension <, donc que dim E<n.

1) W. Hurewicz, Uber das Verhdiliniss separabler Riume 2u kompalkten.
Rauwmen, Proc. Acad. Amsterdam 30 (1927), p. 425,
*) Of. K. Borsuk, Fund. Math. 28 (1937), p. 97.

%) Pour la démonstration, voir ma note de Fund. Math. 30 (1987), p. 18.
Cif. aussi W. Hurewicz 1. c., p. 430.
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La démonstration du th. 1 repose essentiellement — comme
il est facile de voir — sur I’énoncé suivant (qui résulte directement
des théoremes § 23, VIL, 4 et § 38, VII, 4):
4. A et B dtant deuw ensembles fermés, disjoints et de dimen-
sion m, les fonctions g assujetties & la condition

9(4)- g(B)=0

constituent un ensemble owvert et dense dans Uespace (7).

Dans le méme ordre d’idées, on a le théoréme suivant:

4'. Etamt donnds dans un espace meirique séparable &, 1+1 en-
sembles fermés Ag,...,4; de dimension <n, Vensemble @ des fone-
tions g assujetties & lo condition

(3) dim [g(Ao)-...-g(AD] < dim (4g ... 4)
constituent un Gy résiducl dans Despace (TNE.

En effet, d’aprés IV, 4’, 'ensemble

E [dim (F,-... - F)) < dim (4,-...- 47)]
FO*“"FI

est un Gy dans ’espace (2%)H1. Ylopération g(4;), considérée commer
fonction de g, étant continue (d’aprés § 38, VI, 5), l'ensemble &
est un G5 dans lespace (J")%. Enfin, il est dense dans cet espace
d’aprés le th. 5 du § 23, VIIL.

5. Etant donnée dans F une swite @’ensembles fermes AgA,...,
& peut éire considéré au point de vue lopologique ccmme un  Sous-
ensemble dense dun espace compact &* tel que, A* désignant la fer-
meture de A dans &*, on a
@) dim (A% ... A2) =dim (Ag-... dy),

quels que sotent les imdices ty,...,51 (120). N o
En conséquence, dans le th. III, 1, la condition de compacztfz

peut étre omise.

En effet, d’aprés le théoréme 6 du § 38, VH,% l’ensgmble ¥ des
homéomorphies est résiduel dans D’espace (T*)%, .et il en est de
méme, selon 4/, de 1’ensemble @(4,...,7;) des fonctions g telles que

(5) dim [g(Aio) .(/(Alz)] < dim ('Ai()."' cA11)7

done du produit I'=¥.[]®(iy...,1), %,...,iz Darcourant tous les
systémes finis d’entiers >=0.
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Soit geI. Posons F*=g(¥) et identifions & avec g¢(&).

11 vient _
dim [g('AiO) e g(All)] = dim (.A.io' oee ‘A{l).

On a done d’apres (5)
dim [g(Ag)- .- g(Ay)]=dim (Ayp- ... - Ay),

d’ol égalité (4).
Passons & la deuxiéme partie du th. 5. ‘
Soient P, P;,... une suite de sous-ensembles fermés de &
et Gy,...,Gmun systéme d’ensembles ouverts tels que =G,+-...4Gn.
Posons -

(6)  Q=%—@, Toi Qp..-Qu=0.

Comme nous venons de prouver, & peut &tre considéré comme
un sous-ensemble dense d’un espace compact &E* tel que

(7) dim Pf=dim P; et @¢-....@Qn=0

{en remplacant la suite Ag4,,... par Qoy-ery@m; Py Py ...).
Posons U;=F*—@}. 1l vient

Ugt oot Un=F*— Q% ... Q= F*.

Les ensembles U; étant ouverts, il existe d’apres III, 1 un
gysteme  d’ensembles W,,...,W,, fermés (dans &*) et tels que

(8) E*=Wot..ok Wa, W,CT), &m (Pf-Wy-...- Wy)<dim Pf—I,

quels que soient jr—;l,2,..., I<dim Py +1 et 4p<...<ip<m
Posons Fy=& - W,;. 1l vient

F0+...+Fm=g‘(Wo'l"...—i—Wm):g‘&.*:g’

(9) Fi=%W,CEU=& F*—Qf =& —qF,
et @, étant fermé dans &, on a
r%'-Q;‘k=~Qi’ d’olL &'~Q;“=&’—-Q,=G, '

Q’apres (6), donc F,C6H; d’apréds (9). BEnfin, d’aprés (8) et (7),
dim (Pj'Fio' 'Fil) < dim (P¥- Wio,"" . Wril) < dim P;—1.
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_ 61). Hiant donnés dans un espace metrique séparable ¥ deux
ensembles ferméds A et B de dimension <n et tels que e p’roduit AB est
compact, les fonctions g assujetties & la condition

(10) 9(4)-9(B)=g(4B)
constituent un ensemble résiduel dans Vespace (TNH=.
Soit 8= F [o(#, AB) <1/k]. Posons
Ak=.A.~—-Sk, d’ot AkB'-‘—O et .A—B=A1+.A.2+...

D’aprés 4, Pensemble @p= F'[g(dy)-g(B)=0] est ouvert et
dense dans (J7)%. L’ensemble <D=!{151-Q52-..; ¥y est done résiduel.
Soit g e ®. Il g’agit d’établir 1la formule (10). Or

A= )+ )~ ) =
=,§J g(Ak>+g [g(A)—g(Ak)chJ g(Ak)+lkT g<A~Ak)c§ g(Ak)+Ig 9(S)-

Comme (cf. § 37, VII, 7) 1,,7 g(_Sl,)zg(l;I 8:) =g(4B), il vient

9(4)-g(B)CS g(44)-9(B)+ g(4B),
d’on
9(4)-¢(B) C g(4B),
car I’hypothése g e @,-@,-... veut dire que

;M)-g_(ﬁ)ﬂ.

Voiei une‘application intéressante du th. 4.

72). Htant donnée dans J* ume suite d’ensembles AgyA,,... de
dimension <n, 4l existe, pour tout ¢>0, une suite d’homeomorphies
hgy by, ... telle que

WA) CT, hld)-hA)=0 (si j=0), |h(m)—a|<s.

1) Voir ma note Quelques théorémes sur le plongement topologique des espaces,
Fund. Math. 30 (1937), p. 8.

?2) Voir, dans cet ordre d’idées, P. Alexandrotf, Dimensionstheorie, Math.
Ann. 106 (1932), p. 210 (2. Zusatz) et W. Hurewicz, Uber Abbildungen von
endlichdimensionalen Réiumen auf Teilmengen Cartesischer Rdume, Sgh. Preuss.
Akad. 24 (1983), p. 760.
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Faisons correspondre, en effet, & tout point o= [s,42 . ]
de 4; le point f,(z)=[4,2%2%...] de &, E‘videmment, fi est une
homéomorphie, et les ensembles B;=f,(4,) sont disjoints deux & deux
et fermés-ouverts dans leur somme § = By-B; ... Comme dim B, n,
il vient dim S<n. ,

Soit g la fonction égale & f;* sur By, ol t=0,1,... On a done
ge(IN5 et il existe, par conséquent, d’aprés 1 et 4, une homéomor-
phie % e (I7)° telle que

|h—g|<s et h(B)-h(B)=0 pour jui.
Il suffit de poser h;(z)="nhf;(z) pour e 4,.

VIII. L’espace (I")¥ pour »>dim &. Théoréme de Hurewice?).

i dim F < n, il existe une fonction ge(INE qui n’admet aucune
. n--1
valewr en wn nombre de poinis plus grand que P

De fagon plus générale, Vi dédsignant Vensemble des valeu&s
de la fonction g d’ordre >k, on a
n1

(1) dim Vy < n—Rk(r—n) pouwr k <m.

Plus précisément: Densemble Wy des fonctions g assujetties
@ la condition (1), et par conséquent Vensemble Y- Wi ..., est vésiduel
dans Vespace (I,

Soit, en effet, Ry, R,,... la base de 'espace F. Soient ge(IHE
et y eV Il existe done un systéme de k-1 points différents Doy eeey
tels que y=g(x,)=...=g(2;). Il existe par conséquent un systéme
d’indices 8=(1y,...,4x) tel que les ensembles 1?1;,...,1_6; sont digjoints
et que : N

Y € 9(By) ... g(By) Cg(Ry)- ... g(Ry),

d’ot
(2) VaC Jlg(By)- ... g(Ry)].

Cette sommation étant dénombrable et ses gsommandes étant
des ensembles fermés, Phypothése que Pinégalité (1) est en défaut
pour g implique ’existence d’un systeme § vérifiant la formule

(3) dim [g(Rq) ...

()] >n—Rk(r—n).

1) Op. cit., p. 755. Voir aussi dans le méme ordre d’idées, S. Eilenberg,
Remarque sur wn théoréme de M. Hurewicz, Fund. Math. 24 (1935), p. 156.
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Autrement dit, si g non-¢ ¥, il existe un systeme S satisfaisant

& Pinégalité (3). En désignant par I's Pensemble des fonctions g
satisfaisant & cette inégalité, on a donc ’

(IHE—wp, C%’T’S.

L’ensemble Iy étant un ¥, (d’aprés IV, 4’ et § 38, VI, 5)
frontiere (d’aprés § 23, VIL, 6), ¥, est donc un ensemble résiduel.

BExemple. Si dim =1 (si & est une courbe, par exemple),
& peut étre placé sur le plan de facon qu’aucun point du plan ne
soit couvert par plus de deux points de & et quen outre, les points
du plan qui se trouvent couverts par deux points de ¥ constituent
un ensemble de dimension 0.

IX. Lespace (I")¥ pour r < dim &. Théoréme de Hurewics 1),
Si dim E<n, il ewiste une fonction g e (I)E telle que

{1) dim [g=y)] < n—r, quel que soit y e g(%).

Plus précisément: si & est compact et dim & <n, les fonctions ¢
assujetties ¢ lo condition (1) constituent un G résiduel dans Despace (T™)E.
Tout espace étant contenu dans un espace compact de méme
dimension (VII, 2), il suffit d’établir la deuxiéme partie du théoréme.
Envisageons d’abord le cag ol r=n. L’ensemble g—l(y) étant
compact, la condition dim[g—(y)]=0 équivaut (d’aprés IV, 1)
a Pégalité d,[g~'(y)]=0, qui veut dire que l’on a pour k=1,2,...:

2) afgH yI<1/k.

Enfin, 1’inégalité (2) équivaut & lexistence d'une décompo-
sition de 1’ensemble g—!(y) en un nombre fini d’ensembles fermés,
digjoints et de diameétre <1/k (cf. NOIV). Par congéquent, en dé-
gignant par ¥ lensemble des fonctions ¢ satisfaisant 4 la condi-
tion (1) et par ¥, celui des fonections g satisfaisant & (2), on a

972.?1'?2'...

L’ensemble ¥, étant dense d’aprés le th. 7 du §.23, VII et
ouvert d’aprés IV, 5, l'ensemble ¥ est donc un G résiduel.

EL) Op. cit. Dans le cas ot & est un polytope, la premiére partie du théoréme
devient élémentaire.
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Passons au cas ob r<n. L'ensemble ¥ étant un G d’aprés
Iv, 5, il sa.gm de prouver qu’il est dense.
Soit fe(JT)E et &>0. Soit f, la fonction- élément de (gHyx
définie par les condmons .
1 | TH@) pour <r
f*(w)—-{ 0 pour r<ign.
Comme nous venons de prouver, il existe une fonction g € (THZ
4 tranches O—dimensionnelles et telle que |g,—/y| <e.
Posons g(«)=[gL(®),...,g%(2)]. Il vient

ge(INTF et |g—f|<e.

Enfin, ge¥, car la condition (1) est une conséquence directe
du th. VI, 3, en y posant:

Y=, Y=9"", h=g, Lr=(9"...,9%), donc f=g,.

CINQUIEME CHAPITRE.

Espaces connexes.

§ 41. Notion de connexité.

L. Définition. Giénéralités. L'espace 1 est dit commewe lorsqu’il
ne contient aucun ensemble X tel que

(1) CO0fX+1 et X-I—X=01);

autrement dit: si la fromtiére d’aucun ensemble satisfaisant 3 la
condition 0==X==1 n’est vide.

Pour que Vespace soit conmexe, il faut et il suffit qu’il ne se laisse
pas décomposer en deux ensembles fermés, disjoints et non wides.

Car si Pespace se laisse décomposer de la sorte en X et ¥,
X satisfait & (1); inversement, si X satisfait 4 (1), la déecomposition
1=X+1—X est une décomposition en deux ensembles fermés,
disjoints et non vides. ,

En relativisant la définition de connexité, on en conclut
que, pour qu’un ensemble O (situé dans ’espace donné) soit connexe,
il faut et il suffit que 1’on ait, pour tout sous-ensemble X de C tel
que 0==X=+0, Pinégalité ¢-X -C—X=0; autrement dit, que O ne
e laisse pas décomposer en deux ensembles X et Y fermés dans C,
disjoints et non vides; ou encore, en deux ensembles X et Y sépares
(cf. §16, V) et non vides, c.-4-d. satisfaisant aux conditions:

(2) 0=X+Y, XY4+XY¥Y=0, X=+0+7Y.

Un ensemble connexe et ouvert est dit mne région.

1) La définition de connexité adoptée ici remonte 4 C. Jordan, Cours
danalyse I, p. 25, Paris 1898. Cf. N. J. Lennes, Amer. Journ of Math. 33 (1911),.
p. 303. Elle a pour but, d’exprimer de fagon topologique la notion intuitive de
la continuité d'un ensemble de points.
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