TROISIEME CHAPITRE.

Espaces kcomplets.

§ 29. Définitions. Généralités.

I. Définitions. Une suite de points py,Ppy.cciPuy... (situés
dans un espace métrique) satisfait & lo condition de Cauchy, lorsqu’y
tout ¢>0 correspond un n tel qu'on a [p,—p,|<<e pour tout k >mn;
autrement dit, lorsque lim §(E,)==0, on E, désigne l’ensemble
(pmpn-{-l"")' =

Un espace métrique est dit completl) lorsque chaque suite
satisfaisant & la condition de Cauchy y est convergente; c. & d.
quil existe dans cet espace un point p tel que p=1lim p,.

n=00

Remarque. La notion d’espace complet n’est pas une notion
topologique: P’intervalle ouvert 0<<z <1 n’est pas un espace complet,
tandis que Dl’ensemble de tous les nombres réels — qui lui est
homéomorphe — est complet (en vertu du théoréme classique sur
I’équivalence de la condition de Cauchy 3 la convergence d’une
suite de nombres réels).

Nous - distinguons entre la notion d’espace complet au sens
méirique (qui vient d’étre définie) et celle d’espace complet au sens
topologique: & savoir, d’espace homéomorphe & un espace complet
au sens métrique 2).

) Notion due & M. Fréchet (Thése). Cf. F. Hausdorff, Grundziige...,
. 315. Il est & remarquer que les espaces métriques satisfaisant & Pax. T de
M. R. L. Moore (Foundations..., p. 464) sont complets, voir J. H. Roherts,
Bull. Amer. Math. Soc. 38 (1932), p. 835. Cf. aussi W. Sierpinski, Fund. Math. 8
(1924), p. 106,

%) Cest dans ce dernier sens que M. Fréchet emploie le terme espace
complet.
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II. Convergence et condition de Cauchy. Toute suite conver-
gente satisfait & la condition de Cauchy. '

Car, si 'on admet que p=limp,, & tout >0 correspond

N =00
un n tel que Ton a |p,—p|<<s/2 pour k=n; done |p,—p,|<e.

Le théoréme réciproque n’est Pas vrai dans les espaces non

-complets. Cependant:

8i une suite satisfaisant & la condition de Cauchy contient une
sous-suite convergente, la suite totgle est convergente (et converge
vers la limite de la sous-suite en question).

Soit, en effet, p=1Lm Py Le sens de ¢ et n étant le méme que

0 . J=m 1. :
dans la définition de la condition de Cauchy, soit m un indice >n
et tel que [p, —p|<e. Comme ip>m>n, il vient lp, —p |<2e
m

pour k>n. On a done lp, —p| <3¢, Aol li =p.
Py—p| <3e Jim p, =p

En particulier, tout espace metrique compact est complet.

IIT. Produit cartésien. Le produit cartésien SF XY de deum
espaces complets est complet, lorsqu’il est métrise par la formule

[3—3l= Vim~m1|2+[y~y1]2,

0l 3= (a,y) €t 3= (wy,9,) (cf. § 15, VI (1)).

En effet, si la suite des points 3, 35, satisfait & la condition
de Cauchy, les suites des abscisses z;,a,,... et des ordonnées Y19 Yoy oor
lui satisfont également, car ‘

2w <By—3d €b |y,—y, <[5, —3,-
Les espaces & et ¥ étant complets, ils contiennent respecti-
vement des points x et y tels que
r=limz, et y=limy, doh (xy)=lm Fne
n=co

n==c0 B n==oa
Le théoréme précédent, valable pour chagque nombre fini
d’espaces, s’étend sur les produits dénombrables: ‘
Le produit &y XXy X ... dune suite Pespaces complets est un .
espace complet, lorsqu’il est méirisé par la formule
i?q-i J3i;1)i'

&

C e S e P

ol 3 désigne la suite 3',3%... et v la suite yl,v%... (voir § 15, VI, 2).
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Supposons, en effet, que la suite 3,3s-.- szlttisfasse 4 la con-
dition de Cauchy. Soit ¢ un indice arbitraire fixe. A tout &>0
(tel que 1—2ig>0) correspond un # tel que 'on a 3,3, <& quel
que soit % >n. Il vient

ﬁj‘l_<2ie don |3, —3h < - ?,i;:i = 1
1+ Rl 77 " 1—2'

Le dernier nombre tendant vers 0 avec & on en conclut
que la suite 3i,3,...,3L, ... satisfait & la condition de Cauehy..L’es-
pace &; étant complet, il existe done un 3i=lim 3i, d’olt 3=Ilimg3, .

n==00

n=cQ
En particulier, Pespace euclidien &", Pespace &% des suites de
nombres réels, le cube n-dimensionnel I, le cube fondamental I* de
Hilbert, Pespace N des nombres irrationnels de Vintervalle I (en ta,n.t,
que puissance x, de ’ensemble des nombres naturels) sont topologi-
quement complets (c. & d. homéomorphes & des espaces complets).

IV. Espace 2%. S¢ & est complet, Pespace 2% Vest également ).

Soit, en effet, A;,4,,... une suite d’ensembles-éléments de 2%
satisfaisant & la condition de Cauchy. Autrement dit: & tout £>0
correspond un n(e) tel gue

(1) n>nle) entraine dist (Ay, dne) <e.

Posons L=Ls 4,. Nous allons montrer que lim dist (L,4,)=0.

n=00 n==eo

Tl suffit de prouver que dist (L, A,u)<<2¢ car on en con--

clura en vertu de (1) que dist (L,4,)<3e pour n>n(e).

Aingi tout revient 4 montrer que

1° quel que s0it p L, on a o(p,d.e)< 2e,

20 quel que s0it g €Ay, on a (g, L)< 2e.

Or, R désignant la sphere (généralisée) fermée de centre A ,q
et de rayon e, on a, selon (1), 4,CR, pour n>n(e) (cf. §15, VII (2)).
En tant que limite supérieure de la suite {4,}, 'ensemble L satisfait
4 linclusion LCA,+A4,41+4... (cf. §25, IV, 8), d’ot LCR, ce qui
prouve la proposition 1°.

1) Théoréme de H. Hahn, Reelle Fu'nktim‘len, p. 124, Leipzig 1932,
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Pour démontrer 29, posons n(e/2%) =n,; (on peut admettre que
fp>Np—) eb envisageons la suite Gng Qngy -3 Qnys -+ définie par in-
duction comme il suit: on choisit dang Ay, un point ¢,, de fagon
que ¢n=¢ €b |gn,—gn, ,}<s/2%1, ce qui est toujours possible en
raison de (1).

La suite gn,gn,... satisfait & la condition de Cauchy, car
O & [¢n,—qn,|<&/2¢1 pour m>k. Ll’espace étant complet, la.
suite converge donc vers un point 7 de cet espace. D’apreés la défi-
nition de la limite supérieure, I appartient & I. Comme, en outre,
[@ny—nel <2 quel que soit &, il vient lg—1|<2¢, d’on la propo-
gition 20,

Y. Espace fonctionnel. Nous avons vu au § 15, VIII, 1 que la
famille @ des fonctions bornées y=f(x) qui transforment 1’espace &
en sous-ensembles de ’espace Y peut étre concue comme espace
métrique, lorsqu’on adopte la définition suivante de la distance:

) : [i—7el = sup [fy(@)—Fy()]-
1. 8i Y est complet, Vespace @ Vest également.
Supposons, en effet, que Jon ait [fa—fal<<e pour %>n. Par

yeee
satisfait & la condition de Cauchy. Posons done f@)=1lm f,(z).

n=o00

La suite {f,} étant uniformément convergente, les fonctions In
convergent vers f au sens de la distance (°).

2. 8i Y est complet, Vespace des fonctions borndes continues
est complet.

Car la limite d’une suite uniformément convergente de fonctions
continues est continue (§ 15, VIII, 2).

Il en est de méme de lespace des fonctions de classe a
(cf. §27, VIIL, 2), de celui des fonctions mesurables B, de V’espace
des fonctions &4 propriété de Baire (cf. § 28, III, 2).

VI. Ensembles G5 dans les espaces complets. Il résulte direc-
tement de la définition de ’espace complet que:

Tout sous-ensemble fermé d’un espace complet constitue lui-méme
un espace complet (avec la méme notion de distance).

D’aprés le corollaire du § 24a, IX, tout sous-ensemble G dun
espace métrique & est homéomorphe & un ensemble fermé situé
dans le produit cartésien ¥ x&® ol &% désigne Pespace des suites.
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316 Chapitre III. Espaces complets.

infinies de nombres réels. Or, si ’on suppose que & est un espace
complet, Iespace & X &Y, comme produit de deux espaces complets,
T’est également, ainsi que chacun de ses sous-ensembles fermés.
‘On arrive ainsi au suivant

Théoréme de P. Alexandroffl). Tout sous-ensemble Gy d'un
espace complet est homéomorphe & un espace complet, c. & d. est complet
au sens topologique.

Remarque. Le procédé qui nous a servi a démontrer le corollaire
cité du §24a, [X permet de définir directement une ,nouvelle
distance” dans un ensemble G4 de facon que cet ensemble devienne

_un espace complet. En effet, étant donné un ensemble Q= G;-G,-..

ot G est ouvert, posons
1

fi(@) = TEF—G)

La nouvelle distance entre deux points « et y de @ est alors:

Vl m) fi ’!/ I____
14 |fil@)—fi(y)]

VII. Prolongement d’un espace métrique en espace complef.

Nous avons démontré (§15, VIII, 9) que toubt espace mé-
trigue & est isométrique & un sous-ensemble de ’espace des fon-
ctions & valeurs réelles, définies sur &, continues et bornées. L'espace
des nombres réels étant complet, cet espace fonctionnel est complet
d’aprés V, 2. On a ainsi le ,

Théoréme de F. Hausdorff. Tout espace métrique est isometrique
& un sous-ensenible dun espace complet.

Ce théoréme peut étre établi aussi de la maniére suivante?).
_ Considérons les suites 3=[3%3%...,3,...] extraites de l’espace ¥
et satisfaisant & la condition de Cauchy comme points d*un espace & ;
définissons la distance entre deux points 3 et 1 de & par la formule

(0) 13 —1]

lz—y |-+ 1212"

= }irg 3 —vl,

1) P. Alexandroff, Sur les ensembles de la premiére classe et les espaces
absiraits, C. R. Paris 178 (1924), p. 185. Une simple démonstration a été donnée
par ¥. Hausdortf, Die Mengen G4 in vollstindigen Réwmen, Fund. Math. 6
{1924), p. 146. Pour le théoréme réciproque, voir § 31, III.

®) F. Hausdorff, Grundziige..., p. 315. La démonstration que nous allons
* réproduire suivant Hausdorff présente une généralisation du procédd bien
connu de Cantor-Méray de la définition des mombres irrationnels.
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deux suites distantes de 0 étant identifiées (cf. § 15, I, remarque).-
Avec ces définitions, & est — comme nous allons démontrer —
complet et contient un ensemble isoméirique & .

Dabord, Iespace F est métrique. Car, d’une part, 'inégalité
l3*—v <[3'—%| + [3~—v/] +|p/—v|
—y|—l3—v/| <3'—3| + [p'—]]

et par conséquent, si les suites 3 et 1 satisfont & la condition de

Cauchy, il en est de méme de la suite (numérique) |3*—1y|, |3*—1?,---
L’existence de la limite ]1m |s—1pi| en résulte. Ainsi la distance se

donne

trouve définie pour tout couple d’éléments de F.

D’autre part, la loi du triangle est vérifie, car 1'inégalité
l3'—0'| + [3'—w!| >[p'—w| domne [g—y|+[3—w|>[y—mw] par le
passage & limite.

Dans le cas ol pour tout ¢ on a gi=u et yi=y, il vient évi-
demment [z—y| =[3—p|. L'espace & est donc isométrique au sous-
ensemble de & composé des suites d’éléments identigues.

Reste & prouver que l’espace & est complet.

S0it 34,39y --+y3ny--. UNe suite extraite de ¥. I existe donc une
suite d’entiers positifs #iy, Mg, ..., My, ... telle que

(1) |-0~mn-—3i{<l Pour 4> ny.

Supposons que la suite 3,3,,... satisfasse & la condition de
Cauclly Nous allons prouver quil en est de méme de la suite
3=[3m™,3m™,...], donc que 3¢ &, et qu'en outre 3_11111 3n-

Soi’u e>0. La smte #1732s--- vérifiant la condition de Cauchy,
il existe un indice g =q(¢e) >1/e tel que [3q—gq+k]<a, quel que soit %.
11 existe donc d’aprés (0) une suite d’entiers j, telle que

(2) B shal<e pour >g.
L’inégalité _
|sma—spai® < lgma—3t! + 85— 3 al + 13ppa— 300l
implique d’aprés (1) et (2) poul i supérieur 4 My, Jr et mgpr que

(3) l3ra— 3o < 7 +8+ <3,

q + k
ce qui prouve que la suite 3 sajclsfznt & la condition -de Cauchy.
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L’inégalité
I3t —3m| < [3L— 3| 4 [3mn—3 ]

entraine en vertu de (1) et (3) pour ¢ >m,, n>q et i>¢:
{4) 3t —gm| < 91—7: +6e<< Te.

On voit ainsi qu’a tout e>0 correspond un indice g tel que
pour # >¢ on a P’inégalité (4), pourvu que 4 soit suffisamment grand.
En faisant croitre 4 & l’infini, il vient en raison de (0) [3.—3| <Te,
d’ont lim 3,=3.

Remarque. Si 1’on identifie les points @ de Vespace & avec
les suites [x,#,2,...], Lespace &, considéré comme sous-ensemble
de &, est dense dans F. En effet, étant donnée une suite 3=[3,3%...]
appartenant a ﬁ’, on a 3=1lim 3,, ol 3,=[3%3%3%...]- Car I’aprés (0)

{3a—3| = lim [3n—37+1] et, la suite 3 satisfaisant & la condition de
Cauchy, il vient lim [3,—3|=

En particulier, si & est séparable, F Vest e’galeonem;

§ 30. Suites d’ensembles. Théoréme de Baire.
L’espace considéré dans ce § est supposé complet (séparable ou non).

I. Coefficient a(4). Nous désignons par «(4) la borne in-
férieure des nombres & pour lesquels ’ensemble 4 se laisse décom-
poser en un nombre fini d’ensembles de diamdtre <e L’égalité
a(d) =0 signifie ainsi que 4 est totalement borné (§ 15, IX).

Théoréme?). Toute suite A;DA,D... de sous-emsembles fermés
-non vides de Despace & eb tels que lim a(d,)=0 converge dans
Despace 2% vers Pensemble non vide A,-A,-...

Supposons d’abord que la suite {4,} ne satisfasse pas & la
condition de Cauchy. Il existe alors un ¢>0 et une suite d’entiers
croissants {k.} tels que dist (4,,4,)>¢ On en conclut qu’il existe
une suite de points {p,} telle que p,e A, et 0(pny Ay,) >e, car
Pinclusion 4,04, entraine o(A4,,2)=0 pour tout we.d ke

‘ ') Voir ma note Sur les espaces complets, Fund. Math, 15 (1930), p. 303
D’aprés un théordme du Chapitre IV, I’ensemble A,-4,-.., est compact,

1§ 30, II] Suites d’ensembles. Théoréme de Baire. 319

Soit m un entier tel que a(d,)<e. Posons
Ap=Z+...4+Z; et 8Z;) <e.

Les points p,,p,. 417Pmag - appartenant & 4, 'un des en-
sembles Zyy.yZy (on peut admettre que ce soit Z,) en con-
tient une sous-suite infinie p, oD Soit § un indice tel que
4;>k;. Done Ak DAi et Dy ‘A’H Les formules p; € Z,, p;jeZ,_
et dZ)<e entlament [pl.1~pij(<a, d’ol Q(pi,’Ak,-)<8’ contraire-
ment & la définition de la suite {p }. '

Cette contradiction montre que la suite {4,} satisfait & la
condition de Cauchy, donec — l’espace 2% étant selon § 29, IV,
complet — qu’elle est convergente. D’aprés § 25, IX, 2, elle con-
verge vers ’ensemble Lim 4,, qui coincide avec le produit 4,-4,-...,
puisque la suite est déeroissante (§ 25, VI, 8).

Corollaire. Etant donnde une famille (d<nombrable ou non)
densembles fermes {F,} tels que

19 Te produit de tout systéme fini d’ensembles F, est non vide,

29 1l existe des ensembles F, avec ofF,) aussi petit que Uon veut,

© —1le produit de tous les ensembles F, est mon vide.

Soit x, un indice tel que o(F, )</, Posons P=F, -F,-...
Il vient o(P)=0, c. 2 d. que P est totalement borné, donc sépa-
rable (§ 15, IX, 4). D’apres le théoréme de Lindeldéf (§17, I)
appliqué & Vensemble P considéré comme l’espace, il existe une
suite d’indices ¢5,1,,... telle que

ZPF =) P—F,  donc HPF, =[] PF.=]]F..

n=1 ¢ n=1

Posons A,=F, -...-F, .F, -...-F,

n*

Il résulte du théoréeme précédent que

11 PF, =[] 4,40, donc []F,+0,
n=1 n=1 I

II. Théortme de Cantor'). Pour toute suite A;DAp;D...
densembles fermés, mon vides et tels que lim 6(4,)=0, Vensemble
A A,-... se compose dun seul point. n=ee

(’est une conséquence immédiate du théoreme du N°I et de
Pinégalité a(Ad,)<<d(A,).

1) Cf. G. Cantor, Math. Ann. 17 (1880) et F. Hausdorff, Grundzige...
p. 318, ot ce théoréme se trouve dans la forme énoncée ici.
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Remarques. Le théoréme de Cantor peut étre démontré plus
directement. A savoir, en extrayant un point p, de chaque 4,,
on définit une suite satisfaisant & la condition de Cauchy. La limite
de cette suite est un point de chaque 4, (puisque A, est fermé)
et appartient par conséquent & A4, A4,-...

Il est & remarquer que ce théoréme caraciérise les espaces
complets (parmi les espaces métriques). Considérons, en effet, une
suite py,Ps,... satisfaisant & la condition de Cauchy; en posant
Bu=(Pny Put1,--); i1 vient lim §(H,)=0. D’aprés le théoréme de
Cantor, il existe un point "=

pel;-Bye.., doh [p—pa| < (Ey) = 06(By), done pz}llfifjﬂ

I11. Application aux fonctions continues. f dtant une fonction.
continue definie sur Pespace &, soit FyOF,D ... une suite d’ensembles
fermés, non vides et tels que lim o(F,)=0 (en particulier, tels que
lim §(F,)=0). On a alors ™7
n=0cQ

=18

(17 =TTiE.

n=1

En effet, on a toujours (§ 3, IT, 2a):
f(Fy By o) CI(F) - f(Fy) .

Réciproquement, soient:
y e f(F)-f(Fs) . et An=Fnf(y).
Il vient, d’aprés le théoréme du N°I,
Ay Ay 0, doit fiy)-Fy-Fy..k0, done yef(F,-Fy-...).

IV. Théoreme de Baire ). Tout ensemble de premiére caté-
gorie est un ensemble frontiére.

Soit, en effet, E=N,+N,+... une série d’ensembles non-
denses. Soit §; une sphére arbitraire (fermée). Il §’agit de prouver
que S;—E=0.

Considérons la suite §,28,D...08,D... de sphéres fermées,
définie (par induction) comme suit: ’ensemble N, étant non-dense,
il existe une sphére fermée, désignons-la par §,, telle que

8n C8uy—N, et 8(8,) <.
1) Thése, Ann. di Mat. (3) 3 (1899), p. 65.
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(=]

D’aprés le théoréme de Cantor, il existe un point pel] S

Comme n=0
H Sn - H (1_-Nrn) =1_2Nn3
n==0 n=1 n=1

il vient p e §,—E.
Corollaire 1. Le complémentaire d*un ensemble de I-e catégorie
n'est pas de I-e catégorie (pourvu que Vespace soit mon vide).
Corollaire 2. L’espace n'est de I-e catégorie em aucum point.

Car, ‘dans le cas contraire, il existerait un ensemble ouvert
non vide de I-e catégorie.

Corollaire 3. Tout point dun espace complet dense en soi en
est un point de condensation.

Car, dans le cas contraire, il -existerait un ensemble ouvert
dénombrable et, tout point individuel formant un ensemble non-
dense, I'ensemble ouvert serait de I-e catégorie.

Corollaire 4. Tout espace complet deénombrable est clairsemé?r).

Car tout espace non clairsemé contient un sous-ensemble par-
fait non vide (§9, VI, 3). Cet ensemble parfait, considéré comme
lespace, est complet et dense en soi, donc indénombrable d’aprés
le corollaire 3.

A coté de ces 4 corollaires fondamentaux, on a les snivants:

Corollaire 6. Etant donnde une décomposition d'un espace complet
en une seérie d’ensembles fermes: 1=27,4Zy+..., st Vensemble EZ,
est clairsemé pour chaque n, Uensemble E Vest également.

Soit D un sous-ensemble dense en soi de E. Commeé ensemble
clairsemé, DZ, est un ensemble frontiére dans D (§ 9, VI, 1).
On a done

1]
D—Z,=D, don E-ZHCD.:D—ZHCE—:Z,,,
ce qui prouve que D-Z, est un ensemble frontiére dans D (cf. § 8, VI);
comme ensemble fermé, il est donc non-dense dans D.

Lidentité D=D-Z,+ D-Z,+ ... implique par conséquent que D,
en tant qu’ensemble de I-e catégorie sur lni-méme, est vide (d’apres
le cor. 1, ’ensemble D étant considéré comme un espace complet).
Donc D=0. ’

1) Voir dans cet ordre d'idées § 32, V, théoréme.
C. Kuratowski, Topologie L. 21
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Corollaire 6. 1 dtant un cnsemble dense en soi (nom vide) situé

dans un espace complet 1, et | etant une fonction définie sur cet espace,
continue et telle que la fonction partielle f\E est biunivoque, Uensemble V
des valeurs de la fonetion f est indénombrable.

Supposons, par contre, que ¥V =(y;,¥y,...). Posons Z,=j7"(1,).
Il vient 1=2,+Z,+... et Z,=Z,. En outre, £Z, ne contient qu’un
+seul point au plus, puisque les conditions z e BZ, et o'« BZ, en-
trainent f(z)= yn;f(w’), d’olt z=g" (la fonction f|E étant biuni-
voque). D’apres le cor. 5, I’ensemble E serait done c]anSemé con-
trairement & I’hypothése.

Corollaire 7. Etant donné, dans un espace complet, séparable
et indénombrable, un systéme Hap, ob o< e <, densembles &
propriété de Baire tel que Eog-Eup=0 pour f=Fp'y, — il existe une
suite tramsfinie {y }, a<<Q, telle que

(1) 1_21.@,,,,, > Ry

II est 18gitime d’admettle que l'espace est parfait (en lui enle-
vant, au besoin, sa partie clairsemée).

Nous définirons la suite {y_}, ainsi qu’une suite de pomts {D,}
par 'induction transfinie. D’aprés § 19, I, 3, pour a fixe et f suffi-
samment grand, ensemble E.; est de I-e catégorie. Les ensembles
Eop étant disjoints (pour « fixe), il existe done parmi ces nombres
un, désignons-le par y_, tel que Pyel —EHqy, quel que soit {<a.
Les ensembles By, By yy, ...y By, btant de I-e catégorie et les p ¢ étant

des points d’accumulation de ’espace, on a d’aprés le th. de Baire:

Soit p, un point appartenant & cette différence.
Soit P I’ensemble des points p, ol a<<Q. Comme p TP
pour £<a, on a P=x,. Comme PE, =0, 0n en déduit la formule (1).

Remarques. 1) La démonstration du théoréme de Baire peut
étre rendue effective dans ce sens (cf. § 18, VIII) qu’étant données:
1° la base Ry, R,,... de l'espace, 2° une suite Ny,N,,... d’ensembles
non- denses et 3% une sphére Sy, on peut définir un point p qui appar-
tient & 8y—(Ny+No+...).
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On pose, en effet, pour # >0, Sp=Ry, ol k, estle plus petit
indice tel que :

Ekn - Rkn—-l -——.Z\T,z et G(Rkn) < 1)

Le produit S, -8;-8;-...
Ton désigne par p.

se compose alors d’'un seul point, que

2) Le théoréme de Baire équivaut d&
@ensembles arbitraires X, remplit Végalite

Vhypotheése, que toute suite

1— ) X, 1— X, =1.

n=1
Car les ensembles non-denses peuvent étre définis comme en-
sembles de la forme X.-1—X (cf. § 8, II).
3) En supprimant I’hypothése, que E., jouit de la propriété
de Baire, le cor. 7 est en défaut. On démontre, en effet, & l'aide
de ’hypothése du continu qu’il existe dans intervalle I un systéeme

d’ensembles E,g ol n=1,2,.. et <2, tel que Erng Bnp=0
pour f==p4" et que, pour toute suite infinie yy,7,,..., on a

g_Z;E",yn <Ko h)-
=

V. Applications aux ensembles Gy 1. Q;,0Q,,...
denses, Pensemble Q,-Qy-... Vest aussi.

Car, chacun des ensembles 1—@,, en tant qu'un F, frontiere,
est de I-e catégorie. La somme (1—@,)4 (1—Q,)-+... lest done
£galement et le complémentaire de cette somme, c. & d. l’ensemble
Q1-Qs-..., est dense.

2. Tout G de I-¢ catégorie est non-demse.

En effet, si @ n’est pas non-dense, il existe un ensemble
ouvert G==0 tel que I’ensemble QG est dense dans G. Par congé-
quent, si @ est un Gy, G—Q est un F, frontidre, donec un engemble
de I-e catégorie. Si l'on supposait @ de I-e catégorie, I’ensemble
ouvert &, en tant que somme de deux ensembles de I-e catégorie,
le serait aussi, contrairement au corollaire 2.

étant des Gy

1) 8. Braun et W. Sierpifiski, Fund. Math. 19 (1932), p. 1.
21*
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Tout ensemble @5 situé dans un espace complet étant ho-
méomorphe a un espace complet (§ 29, VI), tous les énoncés du

N V se laissent relativiser par rapport aux ensembles G5. En par--

- ticulier:

3. Etant donne un ensemble @ qui est un G, tout sous-ensemble-

qui est de I-e catégorie dans Q est un ensemble frontitre dans Q.
Tout ensemble G denombrable est clairseme.

VI. Applications aux ensembles F, et G.

Théorémel). Tout ensemble F, et Gy est développable en série

aliernée (tramsfinie) d’ensembles fermds décroissamits.

Soit, en effet, Z un ensemble F, et G5 et X un ensemble
fermé arbitraire non vide. Il s’agit de démontrer (cf. §12,V,1% que
soit XE, soit X—F n’est pas un ensemble frontitre dans X. Or dans
le cas contraire, les ensembles X# et X—E, en tant que des T,
frontiéres, seraient de I-e catégorie dans X (cf.-§10, IT) et leur
somme X=XE+4 X—F gerait par conséquent de X-e catégorie
sur elle-méme, contrairement au corollaire 1 du NOIV (X étant
considéré comme l’espace).

En tenant compte du théoréme réciproque (§ 26, X, 5), on voit
que dans les espaces complets, les cnsembles F, et Gy coincident avee
les emsembles développables. _

Remarques. 1) On en conclut (cf. §12,V et IX) que, pour
qu'un ensemble E situé dans un espace complet soit un F, et G,
il faut et il suffit que, quel que 80it Pensemble F fermé et non vide:

1° la frontiére de FE relative & F soit non-dense dans F (ow
eneore: qu'elle différe de F),

2° que FE soit somme d’un ensemble ouvert et d*un ensemble
non-dense dans F' (ou encore: différence d’un ensemble fermé et
d’un ensemble non-dense dans F),

3% que FE soit localement fermé dans ’un de ses points (ou.
vide).

2) 11 résulte de 3° que tout ensemble B, et Gy homogém dans
Vespace est différence de deuz ensembles fermés (comme ensemble-
localement fermé en chacun de ses points, cf. § 12, IX, 29),

3) Dans les espaces complets séparables, toute famille bien
ordonmée d'ensembles F, et Gy croissamts (ou décroissamts) est dé-
nombrable (cf. § 19, ITI, 2).

) F. Hausdorft, Grundziige der Mengenlehre, p. 462.

o
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Cet énoncé ne s’étend pas sur les ensembles G4 On ne peut non

“plus supprimer 'hypothése que I’espace soit complet (voir § 36, III).

Problémes de Ueffectivité. 1. Tout ensemble F, et G5 est un K,

et un Gy effectif (cf. § 19, ITI, remarque 1°).

2. Dans le domaine des ensembles qui sont & la fois des F,

et Gs Variome du choiz se laisse réaliser effectivement, c. & d.

que I'on sait nommer une fonction f(X), définie pour tout X qui
est un F, et G5 non vide, de facon que 1’on ait f(X) e X.

" En vertu de I’énoncé précédent, il suffit de démontrer cette
proposition pour les Gy effectifs. Autrement dit, il s’agit de faire
correspondre & toute suite d’ensembles ouverts G,@,,... tels que

Gy-G,y...5=0 un point p qui appartienne & chaque G, n=1,2,...

Ry, Rs,... étant la base de l'espace, soit %, le plus petit indice

“tel que

EkLCGn Rkl'HGn:%:O et (S(Rk1)<1;

n=1

-de fagcon généralé,_ 80it k;, le plus petit indice tel que

By, CGn- Ry, _,, ka-HlG,F[:O et O(Rp,) <m-
D’aprés le théoréme de Cantor, le produit R, -Rj-.. se
réduit & un seul point; c’est bien le point p & choisir.
3. Toute famille dénombrable d’ensembles F, disjoints qui
couvre 'espace tout entier est effectivement dénombrable.
En effet, le complémentaire de chacun de ces ensembles étant
un Fy, chacun d’eux est & la fois un F, et un G4 En appliquant

Ténoncé précédent, on leur fait correspondre les points choisis; ’en-
"semble E de ces points, comme clairsemé (NO IV, cor. 5), est effecti-
“vement dénombrable (§ 19, IV), d’olr la conclusion demandde.

VII. Applications aux fonctions de I-e classe. D’aprés le

théoréme 1 du § 27, X, si f est une fonetion mesurable B de I-e clagse

qui transforme un espace métrique & en sous-ensemble d’un espace
séparable ¥/, ’ensemble de ses points de discontinuité est de I-e ca-
tégorie dans &. Si & est complet, cet ensemble est done un ensemble
frontiére; autrement dit, la jonction f est ponctuellement discontinue.
En rapprochant cet énoncé du théoréme 2 du § 27, X, on parvient

aun théoréme suivant:
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.

Théorémet). E dlant complet et Y séparable, la condition né-

cessaire et suffisamte pour que la fonction f soit mesurable B de I-¢

classe est qu’elle soit ponctuellement discontinue sur tout ensemble ferme.

Remarques. On voit anssitét que la discontinuité ponctuelle
peut &tre remplacée par lexistence d’un point de continuité sur
tout ensemble fermé non vide et que le terme fermé peut étre rem-
placé par parfait (voir § 27, X, remarques 1 et 2).

Ce terme peut étre remplacé aussi par ensemble Gy Car A
étant un sous-ensemble G5 de &, 4 est topologiguement complet
(§ 29, VI); or, la fonction f étant supposée de I-e classe, flA Dest
également et est, par conséquent, ponctuellement discontinue.

Corollaire 1. Dams les mémes hypothéses sur & et Y, si Vem-
semble des points de discontinuité de la fonction f est denombrable,
1 est de I-e classe.

Car tout ensemble parfait, comme indénombrable (N° 'V, cor. 3),
contient un point de continuité de la fonction f.

Corollaire 2. Toute famille bien ordonnde de fonctions de I-¢ classe
(& valeurs réelles) definies sur un espace complet et telles que

fl@) < fol@) <o < fel) < faqu(@) < ..

est denombrable.
C’est une conséquence directe du théoréeme du § 29, IIL.

VIII. Applications aux théorémes d’existence. L’importance du
théoréme de Baire tient aussi au fait, qu’il permet souvent de dé-
montrer Pexistence des éléments jouissant d’une propriété P donnée:
en effet, si dans un espace complet ’ensemble des éléments qui ne-
Jjouissent pas de la propriété P se décompose en une série d’ensembles.
non-denses, cet ensemble, comme ensemble de I-e catégorie, n’épuise
pas P'espace; ¢. & d. qu’il existe un élément qui posséde la propriété P
(et méme un ensemble dense de tels éléments).

Ainsi, par exemple, le théordme de Menger-Nébeling d’aprés lequel
tout espace métrique séparable n-dimensionnel & est homéomorphe & un sous-
ensemble du cube g2, se démontre bien facilement en prouvant que, dans

Pespace (F%*T1)%, les fonctions qui ne sont pas des homéomorphies constituent
un ensemble de I-e catégorie 2),

) R. Baire, Thése, Ann. di Mat. (3) 3 (1899).

%) Voir W. Hurewics, Sgh. Preuss. Akad. 24 (1933), P 767 et ma note
de Fund. Math. 28 _(1937), p. 334. Pour ’autres applications & la théorie de la
dimension, voir K. Borsuk, Fund. Math. 28, p. 91, ainsi que Topologie 1I.
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Ce procédé s’est montré fécond surtout dans les problémes
d’existence des fonctions (de variable réelle) jouissant de certaines
singularités 1).

Considérons comme exemple la démonstration de Pexistence
d'une fonction continue sans derivée?). Nous allons établir en effet
Pexistence d’une fonction plus singuliére encore, & savoir dune
fonetion continue qui n’admet dans aucun point les deux nombres
dérivés droits finis; c’est bien cette derniére propriété des fonctions
continues que nous désignerons par P.

Envisageons & ce but l’espace @ des fonctions continues
y=f(x), périodiques de période 1 (z et y réels, cf. § 29, V). La con-
dition que la fonction f ne jouisse pas de la propriété P, c. i d.
gqu’elle posséde en un point (au moins) les deux nombres dérivés
droits finis, équivant & l'existence d’un entier positif n et d’un
point x ¢ I tels qu’on ait

f(#+h)— f(=)

(1) 7

<n, quel gue soit 7> 0.

L’ensemble des fonctions f dépourvues de la propriété P esh
done égal & la somme N;+N,+..., oit N, désigne I’ensemble des
fonctions f pour lesquelles il existe un # assujetti 4 la condition (1).

L’espace @ étant complet (cf. § 29,7V, 2), tout revient done
4 démontrer que Pensemble N, est non-dense (dans &).

Or, ensemble N, est fermé, car f, étant une suite de fonctions
et rp une suite de points satisfaisant & Ia condition (1), on prouve
facilement que, si la suite f; converge uniformément, sa limite
appartient & N,. ]

Le fait que Np est fermé est d’ailleurs évident, si 1’on se sert des symboles
logiques; on a en effet:

@) No=F 3 { fe+h)—f(z)
f x h>0

T h

<n},

1) Voir plusieurs ouvrages de Auerbach, Banach, Kaczmarz, Ma-
zurkiewicz dans Studia Math. 8 (1931), de M. Steinlhaus, ibid. vol. 1 (1929),
p. 51—83, de Saks, Fund, Math. 10 (1927), p.186—196 et 19 (1932), p. 211—219,
de M. Orlicz, Bull. Acad. Polon. 1982, p. 221—228,

) 8. Banach, Uber die Baire’sche Kategorie gewisser Punltionenmengen,
Studia Math. 3 (1931), p. 174.
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ce qui prouve que N, est Ia projection (paralltle 4 'axe &) de ’ensemble ferme
B0 fx

7 150) =
L’axe J étant compact, la projection d'un ensemble fermé est fermde
(voir §24, X, 2).

fw+ 1) —f)

flw+ h) —f(x)
B )

N, étant fermé, il suffit, pbur prouver que N, est non-dense,
de montrer qu’il est un ensemble frontiére; ou encore: I’ensemble
des fonctions-lignes polygorales étant dense dans @, il suffit de
montrer que, f étant une fonction de ce genre, il existe dans P—N,,
une fonection qui en différe aussi peu gu’on le veut. Ceci est un fait
élémentaire.

Llexistence des fonctions continues sans dérivée finie se trouve
ainsi établie; plus encore: les fonctions qui ne jouissent pas de cette
singularité constituent un ensemble de I-e catégorie (elles présentent
donc des »exceptions” dans Ja totalité des fonctions continues).

§ 31. Prolongement des fonctions.

I. Prolongement des fonctions continues. 1. Ztant donnde
une fonction y=Ff(x) deéfinie sur un sous-ensemble A d'un espace (mé-
trique) &, continue et dont les valeurs appartiennent & un espace
complet Y, la fonction f se laisse prolonger @une fagon continue sur
un ensemble Gi.

A savoir: sur Vensemble A* des points p de A tels que w(p)=0,
¢. & d. que Poscillation de f Samnule au point p (voir § 15, IIT).

Faisons correspondre & tout point p de A* une suite {p,} telle
que pne A et lim p,=p. En désignant par B, I'ensemble (pn, Dpt, -..),

‘on déduit de Dégalité w(p)=0 que lim S[HE

n=—eo

suite f(py1),f(ps);... satisfait & la condition de Canchy. I’espace Y
étant complet, posons

n)]=0, done que la

fp)=lm f(p.), e &d. f(p)=]]A&),

G

G étant un entourage variable de p (ef. § 30, I, corollaire).

La fonction f* se trouve ainsi définie sur l’ensemble A* (qui
est un G selon § 15, ITI). Pour x €4, on a f(x)=*x). Reste i dé-
montrer que la fonction f* est continue pour p e A*, c. & d. que

w*(p)=0, ol w* désigne l’oscillation de f*.
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Or, G étant un sous-ensemble ouvert de &, on a
6 @, doit 8[1*(6)]< (G = oIH(G)].

Done (cf. § 15, I11):

' w*(p) = inf O[f*(&)]<int J[H(G)] = w(p) =0,

ol ¢ parcourt les ensembles ouverts contenant .

Remarques. 1°. L’hypothése que 1’espace Y est complet est
essentielle. Pour s’en convaincre on pose: =7, A=Y =ensemble
des nombres rationnels de & et f(x)=x pour z ¢ A.

20. Nous déduirons du théoréme précédent que

& étant un espace metrique separable de puissamce c, il existe
une fonction g(x), € &, & valeurs réelles qui est discontinue sur chaque
ensemble de puissance c1).

La démonstration s’appuie sur le lemme suivant de la Théorie
générale des ensembles:

Soit @ une famille de transformations de sous-ensembles dun en-
semble donné F en sous-ensembles d'un emsemble donné Y. 8 XY
et @ sont de puissamce m, il existe une transformation g de F en sous-
ensemble de Y qui ne coincide sur aucum emsemble de puissance m
avee aucune transformation appartenant & O.

Pour démontrer ce lemme, on range les éléments de ¥ et
ceux de @ en deux suites transfinies {x,} et {f,} ayant le plus petit
type d’ordre possible et on définit la fonction ¢ par linduction
transfinie en convenant que g(z.)=7fs(zs), quel que soit &< a.

Substituons & & la famille de toutes les fonctions réelles con-
tinues définies sur les sous-ensembles G5 de &. D’aprés § 26, 11T et
§19, VI, la famille @ est de puissance ¢. La fonction ¢ est la fonction
demandée. En effet, si elle était continue sur un ensemble E de

puissance ¢, il existerait une fonction continue f définie sur un G

contenant F et telle que f(x)=g(x) pour z ¢ B. Mais ceci est im-
possible puisque f e &. ‘

30. Citons sans démonstration le théortme suivant?), qui
rentre dans un ordre d’idées analogue au théoréme 1:

1) Théoréme de Sierpinski et Zygmund, Fund. Math. 4 (1923), p. 316.
2) Voir 8. Mazurkiewicz, Sur les transformations intérieures, Fund.
Math. 18 (1932), p. 198.
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X et Y dtant deux espaces complets seéparables, toute fonction.

y={(x) définie sur un ensemble ACEKE, continue et telle que pour tout

ensemble ouwvert G Pensemble (@) est ouvert dans f(4), se lassse prolonger

sur un ensemble G5 de fagon que la fonction prolongée soit continue
et jouisse de la propricté considérée par rapport & lui.
Applications aux problémes de puissance. Le rdle des énoncés

2—4 qui suivent est auxiliaire: ils nous serviront pour établir le

th. 51).

2. Etant donnde une fonction qui fait correspondre a tout &< ws

un ensemble F de puissance N, il existe une fonction G ol &< ws
telle que

(1) Gg'GngO pour f#fl, G‘gCFg, a‘z:gd

Rangeons, en effet, tous les £<w; en une suite transfinie {ay}
du type ws et dont chague terme se répete rs fois. Faisons corres-
pondre & tout n<ws un élément p, de F. de facon que

oy
(2) PyEpy pour n'<m.

Désignons par @; 'ensemble des p, tels que a,=¢.

En supposant que p,e G¢-Gy, il vient ay=§& et ay=¢', dolt
¢=§&', ce qui prouve que la premiére des conditions (1) est réalisée.

Pour en établir la deuxiéme, posons pye @ Donc a,=E§.
D'auntre part, d’aprés la définition de la suite {py}, on a p, € P,
Par conséquent p, e Fe, ce qui prouve que GzCF;.

L’ensemble des 7 tels que a, =& est, pour & fixe, de puissance xs.
D’aprés (2), il en est de méme de ’engemble de tous les Py satisfai-
sant & cette égalité, c. & d. de l’ensemble G;.

3. Etant donné un ensemble (infini) F de puissance m, il
ewiste une famille B de puissamce 2™ de sous-ensembles de & tels que
les conditions X ¢ B, Y e F et XY entraincnt X —Y =m.

Plus encore: étant donnée une fonction qui fait correspondre
o tout » « & un sous-ensemble A, de & de puissance m, on peut assu-
jettir la famille F & la condition plus _précise suivante: les formules
XeF, YeF ¢t XY eniratnent A, - X—Y =m, quel que soit x e &.

1) Théoréme signalé par A. Lindenbaum, Ann. Soc. Pol, Math. 10 (1932),
p. 114 et 15 (1937), p. 185, et démontré par M. W. Sierpinski, Deux théorémes
sur les familles des transformations, Fund. Math. 34 (1947), p. 30.

Dans un ordre d’idées analogue, voir %. Waraszkiewicz, Une Jamille
indénombrable de continus plans dont aucun n'est Vimag ge continue d'un autre,
Fund. Math. 18 (1932), p. 118.
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L’égalité m=m? implique aussitdt que ¥ est de la forme:

&’:%Mm My=m et MyMy=0 pour x==z’,
XE

Comme m=2m, on a

Mx:Px+Qx7 Px=m'—_-Qx et _Px-sz(),
Posons pour XC &:
F(-X):"pr"!"ZQx ou X':%-——X’

xeX xeX’

et désignons par F la famille des ensembles P(X), X parcourant
la famille de tous les sous-ensembles de &.
On constate aussitdt que, si z,e X—¥ , on a

P, CR(X)—F(Y), dott F(X)—F(X)=m,

et
Q5 CF(Y)—F(X), dott F(¥)—F(X)=m.

La premiére partie de I’énoncé 3 se trouve ainsi démontrée.
Pour en démontrer la deuxidme, posons conformément i 2:

Af-Ar=0 pour ==z, 4*CA, et ff,—“:m-

Il s’agit de définir une famille F* de puissance 2™ de sous-

ensembles de & tels que Jes conditions: Xel* YeF* XY et
2 e & entrainent A* X— ¥ =m.

Les ensembles & et A¥ étant de puissance m, & tout ze &F
correspond une transformation biunivoque f, de & en A¥*. Faisons
correspondre & tout X ¢ F l'ensemble ;S’(X).w fx( ) et désignons

par F* la famille de tous les ensembles S(A’), X parcourant la fa-
mille 1.

Comme f.(X)CA¥ et comme A¥ 4%=0 pour x==x', on a
Az B(X) =A% 3 fo(X) =A% fo(X) =Fr (X),
d’out
(3) AL S(X)—8(X) =A% 8(X)—A%- 8(¥) =f1,(X)—1x,(T)

La fonction f, étant biunivoque, il vient

f:xu( ) j.\n( ) f.\‘u(x—:YL

d’on
(4) AET Ay T X —¥)=X"7.
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Les ensembles S(X) et S(¥) étant supposés différents, on g
X=£Y, dolt Y—Y=m et en vertu de (3) et (4):
A BX)—8(¥)=m, dott 4, S(X)—N(T)=m.

La méme égalité montre que la condition X==Y implique
que S(X)E8(¥); d’ou F*= F=2m™ -

4. Théoréme auwiliairel). Etamt donmnds un ensemble mfing & ‘

de pwissance m et une famille ® de puissance <m de transformations
de sous-ensembles de & en sous-ensembles de puissamce m de %, il
existe une famille I de puissance 2™ de sous-ensembles de S tels que
les conditions X e Iy Y e F et X=X entrainent J(X)—Y =m, quelle
que soit la fonction fed.

Posons m=x; et rangeons les éléments de la famille & en une
suite transfinie f,,f,...,f0... (a<<ws) de facon que tout élément
-de @ se répete m fois. Pour f fixe, faisons correspondre i toute
valeur  de la fonction f un 2 tel que f(#)=y et, pour j= fay A6-
signons par A4, ’ensemble des x ainsi choisis. On a donc A,=m
et la fonction partielle go=f.|4. est biunivoque.

Il existe une suite transfinie pg,py...,Pe... (a<< w,) telle que
Paecd, et que

10 P,Fp; pour £<a,

20 'p“#gﬂ(pé) pour {<a et y<a,

3% g,(p)¥p, powr é<a et n<a.

Car ’ensemble des P, avee £<a, des g,7( pg) avee & <a et n<a,
ainsi que des g;l(pg), est —pour ¢« fixe — de puissance <Nj, tandis
que A =8

Les termes de la suite {p.}, a<<ws, étant distinets deux & deux
{(d’apres 1°), leur ensemble P est de puissance m. Plus encore, en
posant AZ=PA,, on a A¥=m, chaque 4, étant répété m fois
-dans la suite {4¢}, é<ws. Il est done légitime de remplacer dans 3:
& par P et A, par A% On en déduit lexistence d'une famille ¥
de puissance 2™ de sons-ensembles de P tels que les conditions
XeF, YeF et X+Y entrainent A% X— ¥=m, quel que soit
‘a< ;. Nous allons démontrer que cetite égalité entraine fo( X)— ¥ = m
(ce qui achevera la démonstration). '

1) Voir ma note Sur Uextension de deux théoréwies topologiques & la Théorie
«des- ensembles, Fund. Math. 34 (1947), p. 34, Cf. aussi’les notes précitées de
A. Lindenbaum et de W. Sierpinski.
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L’ensemble 4% -X—Y étant de puissance 85, Soit {fpgn}, olt -
a<n<ws; et n< By, une suite d’éléments de cet ensemble. Comme
g, < Ao, 1a fonetion g, est définie pour Pg, et I'on a gu(pg,) € fu(X)-
Cette fonction étant biunivoque, Pensemble des ga(pﬂn) pour 5 va-
riable est de puissance m. Il reste & prouver gue 9olps,) mon-e X

Supposons le contraire. Comme ¥ CP, il existe en vertu de
cette hypothése un {< w; tel que g“(pp,’]) =p,. Donc Py X et comme
g, mon-¢ ¥ par hypothese, il vient (=g,.

On a ainsi deux cas & considérer:

1) B,<¢, d’olt a<<Z. Or les conditions:

.’pgzga(pgﬂ)y ,Bi7<C et a<(

sont incompatibles d’apiés 20,
2) {< By. Les conditions suivantes sont incompatibles d’apres 3°:

9ulPy ) =Dy L<B, et a<p,
On aboutit ainsi & une contradiction dans tous les cas.

5. Théoréme. Dans tout espace complet séparable F de PULs-
samce c, il existe une famille F de puissance 2¢ @ensembles dont aucun
n'est une tmage continue d’aucun auire.

___Plus encore: les conditicns X e F, Ye F et X==Y entrainent
AX)—Y=c, quelle que soit la fonction continue f, définie sur X et
admettant une infinité de puissance c des valeurs.

Substituons &4 @ la famille des transformations continues des
ensembles G5 en sous-ensembles de puissance ¢ de &. On a D =—c
@’aprés § 26, ITL et §19, VI. La famille F du th. 4 est la famille
demandée.

En effet, la condition f(X)—Y=¢ impligue que X=¢; en
conséquence, aucun ensemble-élément de F ne se laisse transformer
en aucun autre par une fonction admettant moins que ¢ valeurs. D’autre
Part, si f est une fonction continue, définie sur X et admettant c
valeurs, il existe selon 1 un ensemble G's contenant X et une exten-
sion continue f* de f sur cet ensemble; d’ol f* ¢ & et par conséquent;
X)) —Y=c pour XeF, YeF et X+Y. Comme X)) =F(X),
on parvient & la conclusion demandde.

6. Il ewiste dans Vintervalle =01 un ensemble indenombrable
dont T n'est pas une image continue.
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Nous déduirons- ce théoréme de I’énoncé suivant, qui sera
&tabli & Laide de I’hypothése du continu.

71). Btant donnée, dans un espace complet séparable (indé-
mombrable) &, une famille F de puissance < d{a sous—ensembles
indénombrables de &, il existe dans & un msm‘nble mde‘m.;mbmble P
iel gquaucun ensemble-élément de F n’est une image continue de P,

Plus précisément: si ¥ e Fy, on a ¥Y—f(P)+0, quelle que soit
la fonction continue f, définie ou mon sur P.

Rangeons tous les couples f, Y, ol Y e I et oit f est une fonction
continue définie sur un Gy et dont lensemble des valeurs con-
tient ¥, en une suite transfinie du type Q21 {fuy Yo}, a<Q (Pexi-
stence d'nne suite de ce genre résulte du fait, que la famille des
ensembles G ainsi que la famille des fonctions continues définies
qur des ensembles G, sont de puissance , done — en vertu de I’hy-
pothése du continu — de puissance 8y)- ‘ .

Pour o fixe, rangeons I’ensemble ¥, en une su.lte transfinie
{Yup} O f<Q et posons K= fa'(yup). La fonction f, étant
continue, I’ensemble E.g, comme fermé dans I’ensemble des argu-
ments de fo, est un Gy, donc un ensemble & propriété de Baire.
Comme, en outre, I'inégalité f==p' entraine Hag Heg=0, le cor. 7
du § 30, IV, est applicable. On en déduit lexistence d’une suite y,
oll a< Q et d’un ensemble indénombrable P tel que PEg,,=0 quel
que 80it a. .

Soient Y ¢ F et f une fonction continue. Supposons, par impos-
sible, que ¥ Cf(P). Soit, conformément au th. 1, f* une extension
continue de la fonction partielle f|P sur mwn 6. On a done

YCH{P)Cf*(P). Le couple f*, Y appartient par congéquent & la
suite {fu; Yo} Posons f*=f, et Y= Y.
Comme PE,,,=0, ¢.3 d. P-fz (Yay,) =0, 0B &

Yoy, ON-€ fa(P), AONC Yoy, € Ya—Fa(P)CY—f(P).

Remarques. 1) Le th. 6 résulte de 7 en posant =7 et F=(J).
Ta démonstration du th. 6 ne demande pas I’hypothése du continu.
Car en supposant gue c>N;, le th. 6 est évident.

Cependant, on ne sait pas démontrer sans I’hypothese du
continu Dexistence d’un ensemble de puissance ¢ dont linter-
valle ne soit pas une image continue.

1) Voir W. Sierpifiski, Un théoréme conoernant les transformalions conlinues
des ensembles linéaires, Fund. Math. 19 (1932), p. 205.
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2) Ll'inégalité Y—f(P)==0 de 1’énoncé 7 peut &tre remplacée
par l’égarlité_f:ﬁﬁ)zm.

Décomposons, en effet, tout ¥ ¢ F en s, sous-ensembles dis-
Jjoints de puissance n, et désignons par F* la famille qui s’obtient
de F' en remplacant chagque ¥ par ces sous-ensembles. En appli-
guant le th. 7 & la famille F*, on obtient le résultat demandé.

3) En remplacant la famille des fonctions continues par une
famille de puissance <x; (ou méme <g,) de fonctions arbitraires,
le th. 6 est en défaut. On a, en effet, le théoréme suivant (équivalent
a I'hypothése du continu): il ewiste ume famille dénombrable & de
transformations de I telle qu’d tout sous-ensemble indenombrable
de I correspond une transformation appartenamt & @ qui le tramsforme
en J1).

4) Une notion analogue & celle de type topologique est Ia
notion de fype de continwité. Deux ensembles sont dits du méme
type de continuité lorsque chacun est une image continue de ’autre 2).
Drapres le th. 5, dans tout espace complet, séparable, de puissance c,
il existe 2° diffdrents types de continavite 3).

II. Prolongement des fonctions bicontinues.

Théoréme de M. Lavrentieff4). Toute homéomorphie enire
deux ensembles A et B situés dams deuw espaces complets F et Y se
laisse prolonger sur deuw ensembles Gy situés dams ces espaces.

Soit, en effet, y=f(z) une fonction bicontinue, définie sur 4
et telle que f(4)=B. Soit x=g(y) la fonction inverse. Prolongeons
{cf. N°I, 1) la fonction f d’une facon continue 3 une fonction f*
définie sur un ensemble A* qui est un G5. Attribuons un sens
analogue aux symboles g* et B* par rapport a la fonction g. Posons

1) Voir 8. Braun et W. Sierpinski, Fund. Math. 19 (1932), p. 2.

%) Voir W. Sierpitiski, Sur les images continues des ensembles de points,
Fund. Math. 14 (1929), p. 234. :

3) Pour d’autres problémes concernant les types de continuité, voir %. Wa-
raszkiewicz, Sur une famille des types de continwité qui remplit un intervalle,
Fund. Math. 18 (1932), p. 309, la note précitée de M. Sierpinski, N. Aronszajn,
Sur les invariants des transformations continues &ensembles, Fund. Math. 19
(1932), p. 92.

4) C. R. Paris 178 (1924), p. 187 et Contribution & la théorie des ensembles
homéomorphes, Fund. Math. 6 (1924), p. 149, ,
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Désignons par 4, et B, respectivement lgs projections de I.J

sur I'axe & et sur Paxe /. La fonction f* est évidemment une homéo-
i 4, et’ B,
morplll’:gs’:; t;‘:edénllomre; que 4, et B, sont des G Or, en ‘posanf,
@) =[z,f*(@)], on a A;=h""(J). La fonction I étant continue et
Tensemble J étant fermé dans & x B* (§ 24, XI, 2), donc un ~CT*(;
dans & X Y, lensemble h7'(J) est un G dans A* (§13, IV (5)),
done dans %. De méme, B; est un G; dans .

‘ On rapprochera le corollaire suivant du théoreme 1 du N°TI:

Corollaire. Etant dommée ume fonction y=Ff(x), definie sur um
sous-ensemble A dun espace méirique & (complet ou non), bicon-
tinue et dont les valeurs appartienment & un espafzc complet Y, lo
jonction f se laisse prolonger d’ume fagon bicontinue sur un en-
semble Q. ‘ .

Désignons, en effet, par &* un espace comple’g qui contl.ent-:
topologiquement & (voir § 29, VII). L’homéomorpl‘ne f se ‘la,lss*ev
prolonger sur un ensemble 4, qui est un G relativement & &*.

On a done ACA,C&F* IL’ensemble d,=A,-F est I’ensemble de-

mandé: il est un G5 (dans &), il contient A et la fonetion prolongée
est bicontinue sur lui. S .

Remarques. 1. L’ensemble f(4,) peut ne pas étre un Gly. Soient,.
en effet, §=A="ensemble des nombres rationnels de D’intervalle 01,
%Y =Tintervalle 01 et f(z)==.

2. Le théordme de M. Lavrentieff permet d’établir le
théoréme suivant, qui a été démontré par une autre voie au § 22, IV
(théor. 5): tout ensemble m-dimensicnmel (situé dans un espace mé-
trique séparable) est contenu dams un ensemble G n-dwwnsw:nnel;‘
il est donc contenu topologiguement dans un espace complet n-dimen-
siommel 1).

La démonstration 2) se rameéne au cas ot n=0 (cf. §22, IV,
th. 5). Or, A étant un ensemble 0-dimensionnel, il existe une ho-
méomorphie entre 4 et un sous-ensemble de I’ensemble C de Cantor

(§ 21, IV, th. VI). Cette homéomorphie se laisse prolonger, en vertu.

du corollaire précédent, & un ensemble G5 Ce dernier ensemble
est 0-dimensionnel comme homéomorphe & un sous-ensemble de C,
donc & un ensemble 0-dimensionnel.

1) Comme on verra dans Topologie 11, le termne complet peut &tre remplacé

par compact.
?) L. Tumarkin, Math. Ann. 98 (1928), p. 653.
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III. Caractérisation des espaces topologiquement complets.
Tout ensemble (situé¢ dams un espace méirique arbitraire )

Y

homéomorphe & um espace complet Y est un Gs?).

Car, en supposant dans le corollaire précédent que les valeurs
de la fonection f remplissent D’espace Y, le prolongement f* de f
coincide avee f (puisque la fonction f* est biunivogue): le domaine
des arguments de f (c. & d. Pensemble A) est donc identique & celui
de f* et ce dernier est un Gy 2). :

En rapprochant ce corollaire du théoréme du § 29, VI, on
en conclut que, pour qu'um sous-emsemble d’un espace complet soit
homéomorphe & um espace complet (c. d d. qu’il soit topologiquement
complet), il faut et il suffit qu'il soit um G43). Il en résulte que tout
ensemble homéomorphe & un Gy contenu dams un espace complet est
un Gs*).

Les espaces complets séparables ne scnt autre chose— au point

de vue topologique — que les ensembles G situés dams le cube fon-
damental J¥ de Hilbert.

Car, d’aprés le théoréme d’Urysohn, tout espace métrique
séparable est homéomorphe & un sous-ensemble de T (§17,1IV);
si cet espace est en outre complet, le sous-ensemble en question
est — comme nous venons de démontrer — un Gi.

IV. Invariance intrinsdque des différentes familles d’en-
sembles. D’aprés § 13, IX, une propriété P d’ensembles est dite
un invariont intrinségque relativement aux espaces complets, lorsque
tout ensemble situé dans un espace complet, homéomorphe & un
ensemble jouissant de la propriété P et situé dans le méme ou dans
un autre espace complet jouit également de la propriété P.

1) Cet énoncé présente un cas particulier de Uinvariance de la classe bo-
relienne (voir NoIV).

*) Pour une démonstration plus directe, voir W. Sierpiniski, Sur les en-
sembles complets d'un espace (D), Fund. Math. 11 (1928), p. 203.

%) C’est en particulier & ce fait que tient importance et lutilité do la
notion d’ensemble G. ‘

1) Théoréme de S. Mazurkiewicz, Uber Borelsche Mengen, Bull. Acad.
Cracovie 1916, p. 490—494. Voir aussi W. Sierpifski, Sur Pinvariance topolo-
gique des ensembles G4, Fund. Math. 8 (1926), p. 185. Le théordme pout étro
déduit aussi directement du théoréme de M. Lavreutieff sans avoir recours
au théoréme du § 29, VI; voir M, Lavrenticff, loco cit.

C. Kuratowski, Topologie 1. ' 22
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Théorémel). Soit P un invariant intrinséque tel que, X jouissant
de la propricté P, tout ensemble qui est un Gy dans X en jouit éga-
lement. Dans ccs hypothéses, les proprictés suivanies sont des invariants
intrinséques:

10: propriéié P, d’élre somme dune famille denombrable d'en-
sembles & propriéié P.

20: propridtd Py d'étre produit d'une famille dénombrable den-
sembles & proprieté P,

30: propricté P, d'éire différence  de deux ensembles & pro-
prieté P, ;

40: propricté P, détre complémentaire d'un -cnsemble & pro-
pridié P, dans Dhypothése supplémentaire qu'un emsemble & propriété
P ne cesse pas de la posséder lorsqu’on lui ajoute un ensemble Iy,

Irinvariance de la propriété P, est évidente (elle ne dépend
guére de I'hypothése que les G relatifs jouissent de la propriété P).

Pour établir 29, posons A =A4;-4,-..., oll 4, jouit de la pro-
priété P et A est homéomorphe & B. D’aprés le théoréme de
M. Lavrentieff, I’homéomorphie f entre A et B se laisse pro-
longer & un ensemble Gs; désignons-le par A* Il vient donc
A=A A% dou

f(An'A*)y

~J3

A=T](4,- 4% et B=f(d)=

n=1 n

1

puisque la fonction f est biunivoque. |
A* étant un Gy, lensemble A, A* jouit de la propriété P
ot il en est de méme de I’ensemble f(4,-A*). Donc B jouit de la
propriété Ps. : ‘
La démonstration de 3° et 40 est analogue. Soit A =4,—4,,
les symboles B, f et A* ayant le méme sens gu’auparavant. Il vient

A—A-A*=A, A*—A, A% Q'on B=f(4)=Ff(A, A*)—f(4,-A%),

ce qui achéve la démonstration de 3°.
Soit enfin A=A} (complémentaire de 4,). Il vient

A=A* Aj=A*—A, - A*
B=f(A)=f(A*)—f(As- A*) = {[f(4")] + f(4;- 4")}"-

et

1) M. Lavrentieff, Fund. Math. B, op. eit.
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L’ensemble f(4*) étant un G, [f(4*)] est un F,. L’ensemble

-entre crochets { } jouit done de la propriété P et B jouit de la

propriété P.. : ‘

On déduit de 19, 20, 4% et de linvariance intrinséque de la
‘notion d’ensemble G5 (établie au NO ITI) le

Corollaire 1%). Les propridtés déire um ensemble borelien de
classe G avec a>0 (Gs, Gsq ele.) et celle d'étre de classe F, avec a >1
(Fosy Foso ete.) sont des invariants intrinséques. »

I suffit d’ailleurs de supposer que 4 est gitué dans un espace
complet, tandis que B (qui est homéomorphe & 4) peut &tre supposé
gitué dans un espace métrique arbitraire ¥. Car, &* désignant
Tespace & ,.complété” (cf. § 29, VII), B est — d’aprés le corollaire 1 —
-de classe G (de classe F,) relativement & 1’espace &*, donc relati-
vement a &, qui contient B.

Corollaire 2. La proprieté de Baire au sens restreint est um in-
variant intrinségue.

Car la condition nécessaire et suffisante pour qu’un ensem-
ble A jouisse de cette propriété est, que tout ensemble Z fermé

dans A4 soit somme d’un ensemble borelien et d'un ensemble de
I-e catégorie dans Z (§ 11, VI).

Remarque. L’invariance de la propriété P, peut servir & dé-
montrer I'invariance intrinséque des développements en séries
alternées (finies ou transfinies) des ensembles de classe G, (ou de
classe Fy)?%). Par exemple, la propriété d’étre une différence de
deux ensembles G est un invariant intrinseque ).

1) Sans emploi du théoréme de M. Lavrentieff, ce corollaire a été établi
pour quelques cas particuliers (d’ailleurs dans des hypothéses supplémentaires
sur I'espace); outre les travaux précités de S. Mazurkiewicz et W. Sierpinski,
voir W. Sierpinski, Sur une propriété des ensembles Fgs et Sur une définition

topologique des ensembles Fys, Fund. Math. 6 (1924), p. 21—29, du méme auteur:
“C. R. Paris 171 (1920), p. 24 (cas des ensembles Gjg, Gics,...) et S. Mazur-

kiewicz, Sur Vinvariance de la notion d’ensemble Fys, Fund. Math. 2 (1921),
p. 104. )

2) (Cf. les ,,petites classes“ de Borel, § 33.

3) W. Sierpinski, Sur quelques invariants &’ Analysis Situs, Fund. Math. 3

(1922), p. 119.

22%
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V. Applications aux rangs topologiques. 1. Dams fout espace
complet séparable de puissance c, il existe une famille composde de 2¢ en-

sembles dont les rangs topologiques somt incomparables deux & deusw?).,

Ce théoréme est une conséquence facile du th. I, 5. Dune
fagon plus directe, il peut étre déduit du théoréme suivant de la.

Théorie générale des ensembles:
@ étant une famille de transformations des sous-ensembles

d’un ensemble donné & en sous-ensembles de &, convenons d’ap-

peler deux ensembles X et ¥ (contenus dans &) incomparables
par rapport & @), lorsqu’il n’existe dans @ aucune transformation
d’un de ces ensembles en sous-ensemble de I'autre. On a le théoréme:

9. 8i les transformations apparienant & @ sont biunivoques ef
F=0=m, il existe une famille F composée de 2™ sous-emsembles:
de & qui sont imcomparables deux & deuw.

Rangeons l’ensemble &, ainsi gue la famille @ augmentée
de toutes les fonctions inverses aux fonctions gu'elle contient, en
.deux suites transfinies {w.} et {f.} ayant le plus petit type d’ordre
possible. Soit P={p,} une suite transfinie définie par induction
de maniére que p, soit différent de tous les p, et de tous les fep,)
avec {<a et n<<a. Soit F une famille de sous-ensembles de P telle
que F=2™ et que X— ¥ =m pour tout couple d’ensembles distincts
appartenant & F (cf. I, 3, premiére partie).

Supposons par impossible gqu’une foncmon fy e @ transforme
X en ¥, ob X e F et ¥,CY ¢ F. Soit f; =, Nous allons démon-
trer que les formules p, ¢ X—Y et £<a entrainent a<y, d’olt on
conclura que X—Y<<mi, contrairement % I’hypothése.

Posonsf (p,)= =0, done pa__f (p ) Il vient 5z a d’aprés la dé-
finition de p,. D’autre part, n:{:a, car pyeX et p, non-eY. Les
formules a<<y et p,=1,(p,) entrainent <y, d’oh a<y.

Le th. 2 établi, substituons & & — pour en déduire le th. 1 —
la, famille de toutes les fonctions bicontinues, définies sur des sous-

ensembles G5 de I’espace &. Sil’on suppose que X ¢ F, que XY ¢ F

et que X soit topologiquement contenu dans Y, il existe d’aprés
le théoréme de Lavrentieff une homéomorphie f définie sur un G's

1) Voir ma note Sur lo pwissance de Vensemble des ,nombres de dimension™
au sens de M. Fréchet, Fund. Math. 8 (1926), p. 201. Cf. aussi: W. Sierpinski,

Sur wn probléme concernant les types de dimensions, Fund. Math. 19 (19382), p. 70

et 8. Banach, ibid. p. 10.

icm

1§ 81, VI] Prolongement des fonections. 341
contenant X et telle que f(X)CY. Mais ceci est impossible, puis-
que fe® et X et ¥ sont incomparables par rapport & &.

Remarques. Dans un ordre d’idées analogue on établit Pexistence
d'une suite transfinie de puissance >c d’ensembles dont le rang topolo-
gique va en augmentant, ainsi que d'une suite tramsfinie de puissance c
densembles dont le rang topologique va en diminuant?).

VI. Prolongement des fonetions mesurables B.

Théoréme 2). Sotent & un espace métrique arbitraire, Y un espace
complet séparable, A un sous-ensemble de F. Toute fonction f de
classe a, definie sur A, se laisse prolonger (sams en alierer la classe)
sur un ensemble A* de classe a-+1 multiplicative.

8i, en particulier, Vensemble A est de classe a>0 multiplicative,
da fonction f peut éire prolongée sur Vespace ¥ tout entier 3).

Le théoreme étant établi au N°I pour a=0, posons a>0.
Draprés § 27, VIII, 3, il existe une soite de fonetions f, de classe «,
définies sur 4, qui approchent uniformément f et pour lesquelles
Jes ensembles f,(A) sont isolés. On peut donc poser:

{1) ]fn(ﬁ)—fk(w)l<—2-,;, quel que soit n>k,

et fo(4)=[yL92,...,9%,...], suite finie ou infinie d’éléments distincts.
Soit By, =[] [fa (g1
Chacun des ensembles f; (i) étant ambigu de classe a par
rapport & 4 (puisque le point yi, comme point isolé de I’ensemble
fx(4), constitue dans cet ensemble un ensemble ouvert et fermé),
les hypothéses du théoréme 2 du § 26, VIIIL, se trouvent vérifides.
Il existe par conséquent, pour tout #, un ensemble A4, de
classe a-1 multiplicative et un systéme {Cj.;} d’ensembles

ambigus de classe o par rapport & 4,, tels que:

1° Gy, Cpy gy =0 DOUT (%y...98) == (fy ... 72) et k<n
20 Allzz Cil...in 30 A- Oil"'in:Bi]"'in
49 i Bil...inzog on a Gil.,.in’—-—-o- ‘

1) Voir W. Sierpifski, 1. c. et la note de M. Sierpinski et de moi-méme
Sur un probléme de M. Fréchet concernant les dimensions des ensembles lindaires,
Fund. Math. 8 (1926), p. 193.

) Voir ma note Sur les théorémes topologiques de la théorie des fonctwws
de variables réelles, C. R. Paris 197 (1933), p. 19.

%) Pour la deuxiéme partie du théoréme, restreinte aux fonctions & valeurs
téelles, voir F. Hausdorff, Mengenlehre, p. 244.


pem


342 Chapitre III. Espaces complets.

De plus (d’aprés la denxiéme partie du théoréme précité),.

si A est de classe a multiplicative, on a 4,= &, puisque ’égalité

A=fR A =F g+ )+

valable pour tout k, entraine A= 2> By,..i,y quel gue s0it n.

L’ensemble A*=A4, -4,-.
cative; en outre, dans le cas ol 4 est de classe « multiplicative
(done ot 4,=%) on a A*=Z&.

Prolongeons chacune des fonctions f,l gur Densemble 4,, en
convenant que fp(x)= y,, si weCyp
“de la fonction f, ainsi définie étant dénombrable, il suffit — pour
prouver gue cette fonction est de classe a (sur 4,)— de démontrer

que l'ensemble f,'(yk) est de classe a additive par rapport & A,
pour n et 7 fixes. Or, cela résulte directement de la formule’

)= Cy.. in-w la sommation étant étendue & tous les systémes
de n—1 indices.
Ceci établi; nous allons démontrer gue les fonctions 7, (pro-

longees) convergent uniformément sur I’ensemble A% & savoir,.

que Pinégalité (1) est valable, quel que s0it x;e A%

Soit, en effet, @ € Oty ©6 @g € Oy g POUr k < n. D’aprés 10

il vient 4 =74y, .. yip==1r. S0it z € By 4,, done

o efa (ya), Q0N fal@)=Ya"=/a(w,)-
1’égalité ip=7q, implique de méme que
e fi (g, @ol fulw)=ylt=1u(m,). .

Comme point de 4, z satisfait & la formule (1). Il en est de
méme de x,, puisque f,(x)=Ffn(z,) et fa(x)=7Fr(,)-

L’espace 3 étant complet, posons f(z)=1im f,(zx). La fonction
f(z) se trouve ainsi définie pour tout z e 4* et, comme limite d’une
suite uniformément convergente de fonctions de classe «, elle est
encore de classe o (§ 27, VIII, 2).

Corollairet). Dans les mémes hypothéses sur les espaces & et Y,
toute fonction f de classe a, définie sur A, se laisse prolonger sur Pespace
tout entier de fagon qu'elle devienne ume fonction de classe o+ 1.

1) Pour le cag ot Y est I'espace des nombres réels, voir W. Cherl)ms]n,
il
Sur Vextension des fonctions de Baire définies sur los ensembles lindaires quelcon-

gques, Fund. Math. 16 (1930), p. 81 et G. v. Alexits, Uber die Erweiterung einer

Baireschen Funktion, Fund. Math. 15 (1930), p. 51,

. est done de classe a1 multipli--

L’engemble des valeurs.
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En effet, d’aprés la premiére partie du théoréme précédent,
il existe un ‘ensemble E de classe a-1 multiplicative sur lequel
la fonction f se laisse prolonger sans altérer sa classe (pour a=20,
voir NOI) et d’aprés la deuxieéme partie du méme théoréme, la
fonction f, ainsi prolongée, peut étre étendue & l'espace tout entier
comme fonction de classe a-+1.

"VII. Prolongement de 1’homéomorphie de classe a, 5.

Les énoncés qui suivent permettent de généraliser ceux des
NNOII-IV dans Phypothése.que les espaces considérés sont séparables.

Théoréme ). Toute homéomorphie de classe a,f entre deun
ensembles arbitraires A et B situés dans deux espaces complets sépa-
rables ¥ et Y se laisse prolonger sur deuz ensembles respectivement
de classes a+f+1 et B+a-+1 situés dans ces espaces.

Reprencns la démonstration du théortme de Lavrentieff.
Soient: y=f(x) une homéomorphie de classe a,f entre 4 et B,
A* un ensemble de classe «--1 multiplicative, ACA*, y=f*)
une fonction de classe a définie sur A* et qui coincide avee f()
sur A (cf. N°VI), I= E [y=F*(z)]. Attribuons un sens analogue

aux symboles B*, g* et J par rapport & la fonction x=g(y), inverse
de y=7/(z). Soient enfin 4, et B, les projections de l'ensemble I-J
sur les axes & et Y respectivement. L’ensemble J étant de classe
B+1 multiplicative (cf. § 27, VII, 1), ’ensemble A4, est de classe
a-+ p+41 multiplicative par rapport & A* (cf. §27, VII, 2), done
par rapport & &, c.g.f. d.

Le théoréme établi, considérons le cas parmcuher oit 4 est
de classe a>0 multiplicative. Posons A*=A et f*=f. Il vient
A;=A et B,=B. L’engsemble I étant &-présent de classe o multipli-
cative, B, est de classe i+« multiplicative par rapport &4 B*, donc
par rapport & . On parvient ainsi aux

Corollaires. 1. La proprieté dére un ensemble de classe a>>0 multi-
plicative est invariante par rapport aux homéomorphies de classe a, 0.

2. 8i A est de classe a >0 multiplicative et f est une homédomorphie
de classe a, B, DVensemble f(A) est de classe B+ a multiplicative.

3.. Toute homéomorphie de classe 1, B, définie sur un espace
complet séparable, transforme cet espace (n un cnsemble de classe f-1
multiplicative.

1) Voir ma note Sur le prolongement de Uhomdéomorphie, (,‘..'R.'_ Paris 197
(1933), p. 1090.
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§ 32. Rapports des espaces complets séparables
a lespace N des nombres irrationnels.

I. Opération (A). Admettons qu’a tout systéme Ny ooy
d’entiers positifs corresponde un sous-ensemble fermé (vide ou non)
Fy.oon, d'un espace complet &.

Désignons, comme d’habitude, par 3 une suite variable
{34,3%...]1 ’entiers positifs. En identifiant cette suite avec le nombre
irrationnel BlT[ + l-;—zi
vace N (cf. §1, VI et § 14, V).

Nous supposerons dans la suite que:

..., on peut admettre que 3 parcourt I’es-

(]) Fai,,_alzak—l—i C Fal,,_ak (2) lim 5(1’131...31:) =0.

k=00
Soit Z I’ensemble des 3 tels qué Fyt..ax==0, quel que soit .
L’ensemble Fy Fyp-Fygpg-... ge réduit alors (§ 30, IT) & wun seul
point, que nous désignons par (3). Par conséquent

3) HB)= 3 [] Py,
3

k=1

de sorte que f(Z) est le résultat de Iopération (A) effectuée sur
le systéme {Fny...np}- ’
Désignons par 9\’,,1‘,,,,,1 Pensemble des 3 tels que =Ny ey Fi=1my.
Les ensembles W”i---"k sont fermés-ouverts dans N et constituent
une base de SN, ‘
On a Dinclusion suivante:

(4) ' f(Z'Wnl...nk) CFnlu.nk'

En effet, si 3¢Z, on a f(3) € Fyl.st, quel que soit k. En sup-
posant que 3e9V,,1_,,,,k, on a g=ny,...,3k=mn,. Donc 13) € By .mp»
4’0l DVinclusion (4).

(a) Lensemble Z est fermé dams N.

Soit, en effet, 3 ¢ ¥—Z. Il existe done un % tel que Fj..zx=0.
Dlapres (4), f(Z-Nyt...30)=0, Ao Z- N30 =0. L’ensemble. HNjt.., s
étant ouvert et contenant 3 on parvient & la conclusion que tout
point de N—Z appartient 3 un ensemble ouvert disjoint de Z.
L’ensemble Z est done fermé (dans N).
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(b) La fonction f est continue (sur Z).

Soient, en effet, 3¢ Z et &>0. Soit, conformément 3 (2), kunindice
tel que O(Fy...30) <e. D’aprés (4), 8[f(Z Nl <e. Njt.ax étant un
<entourage de 3, on en conclut que la fonction f est continue au
point 3.

La proposition suivante est évidente: .

(¢) 8t Fy..g=£0, quels que soient 3 et k, alors Z=CSN.

(d) 8¢ le systéme {Fj..z ) est dyadique, c. & d. que Pensemble
Fy..3x s'annule toujours souf quand le systéme 3t...3% se compose
de chiffres 1 et 2, — Densemble Z est homéomorphe & Densemble C
de Cantor.

Car, dans ces hypothéses,. Z est I’ensemble des suites com-
posées de chiffres 1 et 2.

(e) 8% deux ensembles Fy..z et Fyi..px pourvus de différents
systémes de k indices sont toujours disjoints, la fonction | est biunivoque.

En outre,

(5) 1(2) =kq 2 Pyt

=1 3
(de sorte que l'ensemble f(Z) est alors un Fis) et
{6) . HZ- Wnl...nk) =[(Z) “Fnl...nk-

En effet, si 3=, il existe un indice % tel que 3*==yt Comme
f(n) e Fpt...pk, il vient f(y) non-e Fyt.. zx, d’olr f(3)==7(y)-

La formule (5) résulte directement de 1’énoncé 5 du §1, VI,
rapproché de I'égalité (3).

La démonstration de I’égalité (6) se réduit en vertu de (4)
4 démontrer que son membre droit est contenu dans le membre
gauche.

Or, posons p e f(Z) “Fny..mp On a done

P=1(3) eFyt30, 3¢Z et p EF"r--Hk'

Par hypothése, la formule D eFy..gh - By . n, implique que
3t="mny...,3*=ny Donec 3 € Nny..myy d’0l la formule p € f(Z- Noy...np)-

(f) 8i Von ajoute & Vhypothése de Démoncé (e) celle que les
ensembles Fai...5k soient ouverts (towt ¢n étant fermes ), la fonction f(3)
élablit une homéomorphie entre 7 et {(Z). :
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lim f(3m) = 1(3)-

m=cQ

Soit, en -effet, Il s’agit de prouver que

lim 3,==3, ¢. & d. que lim gk =3%  quel que soit %k, ou encore que,
m==0Q

% Gtant fixe, on a 3k =3* pour m suffisamment grand.

Or, Pensemble Fj.z étant ouvert, on conclut de la formule
lim f(3m) = /(3) € Fat..gr  que  f(3m) e Fyl.sk pour m suffisamment
grand. D'aubre part f(3m) e Fyi .zt Lhypothése de Dénoncé (e)
entraine done 3l =3%,...,38 =3%

(8) Si % =12; F; et Fy..ze =1§F31...3k;, ‘quels que soient 3
itk on a (Z)=&.

En effet, p étant un point donné, il existe un indice #, tel
que peFy,. Procédons par induction. Supposons que p eF,, ,,.
Il existe par hypothése un indice %4y tel que peF
En désignant par 3 la suite #y,mn,..., il vient p=j(3).

En vue des applications postérienres, nous établirons les troig
énoncés suivants:

n1...nknk+1 .

(h) 8i E=F; et Fy..po= D Fyl..shy, Q%L(ZS que soient 3,
=1 I=]1 X
etk on a

() (Z)=& e [(Z) Fg..pp=T3.. 3.
Soit p € Fny.my Soit e>0. Il g'agit de prouver qu’il existe

un 3eZ tel que f(3) € Foy.m, €6 que [f(3)—p| <. ‘
I1 existe par hypothése un indice n4y et un point p, tels que

pl € Fnl...llknk+1 et [pl—pl < 8}2.

De fagon générale, il existe une suite d’entiers nupq, np1s,...
et une suite de points p,,p,,... tels que

p] € F”l"'"k"-"k—{—j e’t lpj'—‘pjm-il < 5/2-,.

Désignons par 3 la suite infinie #ny,7,,...; on a done 3=y
guel que soit m. Il vient

"f((?)) eFal,,. pm = Fﬂl---"m et }im V(a)_pjl =0

@’aprés (2). Done f(3) =limp; et comme |p—p|<e, il vient
] j=co ’
[f3)—p|<e.
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La deuxiéme égalité (7) se trouve ainsi établie. La premitre
en est un cas particulier en convenant que, pour k=0, on pose
F=Z.

(i) Si les hypothéses des énonces (c), (e) et (h) sont satisfaites
et si, en outre, Vensemble Fp, n, est non-dense dans Frymyy (quel
que soit le systéme d’indices ny..ny_1), la fonction f transforme tout
ensemble ouvert dans N en un ensemble de I-e catégorie sur lui-méme.

Les ensembles N, . formant une base de N, il suffit de
démontrer que f(ﬂV’,,l_._,,k) est de I-e catégorie sur lui-méme.

Or, d’aprés (e): Z=2N, donc d’aprés (4): H Nny..ny) CFy.mp >
d’olt

f(wni.unk) =£j(w"1"'"ki) CiéllF”l"'"ki'

Chacun des ensembles Fy..nyi €tant non-dense dans Frnpy
(par hypothése), leur somme est de I-e catégorie dans By
Done f(Nny..n,) est de I-e catégorie dans F, D’autre part,
d’aprés (7), (6) et (e):

Fnl...nsz(z) '—Fnl...nsz(z ' w"l"-"k) .—_.f( Wnl...nk)-

Comme ensemble de I-e catégorie sur sa fermeture, ensemble
f(HNny..n,) est de I-e catégorie sur lui-méme (cf. § 10, IV, 2).

Nous complétons ’enoncé (i) par le suivant:

(3) Il existe, dans Vespace C de Cantor, un’ systéme {Fngmpy
d’ensembles parfaits satisfaisant aum hypothéses du théoréme (i).

Remarquons d’abord que, p étant un point du produit car-
tésien CXC, on peut lui faire correspondre un ensemble parfait.
P,CCXC contenant p et non-dense dans CXC (homéomorphe:
d’ailleurs & C). _

L’espace CX C étant homéomorphe & C (§ 244, V), on peut
faire correspondre — de facon analogue — & toub point de G,
un ensemble parfait non-dense dans C et qui contient ce point.
Par conséquent, p;,p,,... désignant une suite de points dense dans C,
il existe une suite F,, F,,... d’ensembles parfaits, non-denses dans C,
non vides et tels que

e 1pt

FpFp=0 pour n==m et Dn € (B4 ...+ 1)

On a done C=F,+F,+...
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En remplacant dans ce raisonnement C par F,, on définit
les ensembles F,,, puis les ensembles Fpyn, etc. On peut admettre
de plus que 6(Fy..n,)<<1/k.

Le systéme {F,. ..} satisfait donc aux hypotheses du thé-
oréme (i).

II. Transformations de I’ensemble N en espaces complets.

Théoréme 11). Tout espace complet séparable est (effectivement 2))
Timage continue de Despace N.

Soit, en effet, Ry, Ry,... une base de I'espace & telle que R;==0
et §(R)<1 (cf. §17, I et II). Posons F;=R;. Il vient

(1) F= Z;E et O(F)<1.
fo==
Procédons par induction. I’ensemble fermé non vide Fy .,
étant supposé défini et considéré comme Pespace, il existe une suite
infinie d’ensembles fermés et non vides F'p,. nyiy OU 6==1,2,..., telle que

) 2) Fnl...nkngnl...nki et 6(Fn1...nki) < 1/1!—}—1-

Daprés (b), (¢) et (g), & est 'image continue de V.
Théoréme 2. Tout espace complet séparable de dimension 0

\

est homédomorphe & un sous-ensemble fermé de Vespace EN.

En effet, 'espace & étant O0-dimensionnel, tout -ensemble
ouvert est somme d’une suite infinie d’ensembles disjoints (vides
ou non) qui sont & la fois fermés et ouverts et de diamétre aussi
petit que l'on veut (§ 21, I, cor.1). On a donec, comme dans la
démonstration précédente, les formules (1) et (2), les ensembles
Foy..n, étant fermés, ouverts et disjoints pour % fixe.

D’apres (a), () et (g), & est homéomorphe &4 un ensemble Z
fermé dans N.

Corollaire. Dans Uespace N, tout ensemble Gy est homéomorphe
& un ensemble fermé.

Car, en vertu de § 29, VIL, tout ensemble G5 contenu dans N
est homéomorphe & un espace complet de dimension 0.

1) Ce théoréme sera étendu dans le § 33 sur les ensembles boreliens.
%) ¢. & d. que la démonstration qui suit permet de nommer une fonction
continue f qui transforme N en & (cf. § 18, VIII).
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Théoréme 3 (de 8. Mazurkiewicz)?*). Tout ensemble Gy, dense
et frontiére dams un espace complet, séparable et 0-dimensionnel est
homéomorphe & Vespace N.

En effet, d’apres le théor. I’ du § 21, I, ’ensemble G en question
est le résultat de I’opération (A) effectuée sur un systéme d’en-
sembles {Fn, .} non vides, fermés, ouverts, disjoints pour % fixe
et satisfaisant aux conditions (1) et (2) du NOI. D’apres (3),
(c) et (f), cet ensemble est done homéomorphe & .

Corollaire. Tout emsemble Gy dense et frontiére dans Vespace &
des mombres réels est homédomorphe & N.

Soient @ I'ensemble Gy considéré et D un sous-ensemble
dénombrable de 6—@, dense et tel gue l’ensemble &—@—D est
dense (un ensemble D de ce genre existe, car l'ensemble &—@
est dense et dense en soi). L’ensemble @ est par conséquent dense
et frontiére dans &—D. De plus, comme ensemble Gy, 6—D est
un espace topologiquement complet de dimension 0 (§29, VII).
Q est donc homéomorphe & N en vertu du théor. 3.

III. Transformations biunivoques. Théoréme. L'intervalle I,
ainst que le cube n-dimensionmel " (n fini ou 8y}, se laissont obtendr
de N par une homdomorphie de classe 0, 1.

Soit N ensemble C de Cantor dépourvu des extrémités gau-
ches des intervalles contigus. La fonction #(z) qui fait correspondre
au nombre

6, G Cm
mz§i+'3,—2 +"'+W+"' (m=0 on 2)
le nombre

¢ [& Cm
t(m)=§%+2—z+...+§m+...

transforme N en J de facon biunivogque et continue (cf. § 24 a, VIa).

La fonction inverse 1 n’admet gu’un ensemble dénombrable
de points de discontinuité (4 savoir, les points qui sont représentés
par des fractions dyadiques finies); elle est donc de I-e classe
(§ 30, VII, cor. 1).

1) Teorja zbioréw G5, Wektor 1918. Cf. dans cet ordre d’idées L. E. J.
Brouwer, On linear inmer limiting sets, Proc. Akad. Amsterdam 20 (1917),
p. 1191, et P. Alexandroff et P. Urysohn, Uber nulldimensionale Mengen,
Math, Ann. 98 (1927), p. 89 (cas de I'ensemble F, homogéne).
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N étant dense et frontiére dans C, les ensembles N et N sont
homéomorphes (théor. 3 du N¢ II); soit s(z) une homéomorphie telle
que s(N) =N. La fonction j(z) =1s(x) satisfait au théoréme pour n=1.

En faisant correspondre & la suite (finie ou infinie), composée
.des nombres irrationnels 2,2s,..., la suite f(2y), f(#5),..., on définit
une transformation continue g de N" en J" (§ 24a, VI, 2).

La transformation inverse f“(yl), f_I(y/z),... fait correspondre
4 tout pomt Y1, Ys,... de Pespace J" un point de N"; la transfor-
‘mation g est donc de I-e classe, puisque 7! est de I-e classe
(§27, VI, 3). N" étant homéomorphe & N (§ 24a, V, remarque),
.désignons par h une homéomorphie telle que (<N) =N". La fonction
superposée gh(x) est bien la fonction demandée.

Remarque. Le théoréme précédent se laisse généraliser en remplagant g»
par un Fgps arbitraire, composé exclusivement de points de condensation (et
situé dans un espace complet séparable)?).

Corollaire®). Tout espace métrique séparable & se laisse obicnir
dun sous-ensemble E de N par une homéomorphie de classe 0, 1.

En outre, si & est complet, E est fermé (donc topologiquement
complet, séparable et O-dimensionnel).

En effet, & peut étre considéré comme un sous-ensemble ¢
de g% (§17, IV).

En outre, si ’'espace & est complet, @ est un Gy (cf. § 31, III).

Or, f étant la fonction considérée dans le théoréme précédent (pour
n=R,), 'ensemble 7 (Q)
4 un sous-ensemble fermé de N :(corollaire du théor. 2, N° II).

IV. Théortmes de décomposition. 1. Tout espace complet, sé-
parable, O-dimensionnel et indénombrable se compose d’un ensemble
-infini dénombrable et d'un ensemble homéomorphe & N.

En effet, d’apres le théoréme de Cantor-Bendixson (§ 18, V),
Pespace se compose d’un ensemble dénombrable et d’un ensemble
P parfait et non vide. Soit D un ensemble dénombrable dense
dans P. T'ensemble P, considéré comme I’espace, est complet, sé-
parable et 0-dimensionnel. En outre, chaque point en est un point

. 1) ¥. Hausdorff, Die schlichien stetigen B:l(ler des Nullraums, Fund. Math. 29
-{1937), p. 163.

2) Dans le § 33 ce corollalre sera étendu sur les ensembles horeliens.

est un G dans 9V; il est donc homéomorphe
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de condensation (§ 30, IV, cor. 3); Pensemble P—D est donc dense
dans P. En tant qu'un G dense et frontiére dans P, ’ensemble P—D
est homéomorphe & N selon le théor. 3 du NO° II.

Remarque. On en conclut que tout ensemble G5 indénombrable
situé dams & devient homéomorphe & N, lorsqu’cn y supprime un €n-
semble dénombrable convenablement choisil). Car en enlevant les
points rationnels, on parvient & un ensemble G5 de dimension 0,
qui devient — comme nous venons de démontrer —homéomorphe
4 9, lorsqu’on le prive d’un ensemble dénombrable.

9. Tout espace complet, séparable et indenombrable se compose
dum ensemble dénombrable et d'un ensemble qui s'obtient de N par
une homéomorphie de classe 0, 1.

Soient, en effet, ¢ Dlespace considéré et & un espace com-
plet, séparable, 0-dimensionnel et tel que SN s’en obtienne par une
homéomorphie f de classe 0,1 (N°IIL, corollaire). D’apres le

_ théoréme précédent, on a F=D-+N, ou D est dénombrable et N

homéomorphe & . La formule ¥ =fD
composition demandée.

Y. Rapports & I’ensemble C de Cantor. Théoréme. Toute trans-
formation continue d'un espace complet séparable & est une homeéo-
morphie sur un ensemble A homéomorphe & Vensemble C de Camtor,
pourvu que cette tramsformation admette une infinité indenombrable
de valeurs diffesentes.

En outre?), tout espace complet, demse en soi et mon vide (qu’il
soit séparable ou non) contient C topologiquement.

Faisons correspondre & chaque valeur y de la fonction f con-
sidérée un point z, tel que y=f(x,). L'espace & étant séparable
et 1’ensemble des x, étant indénombrable, soit .D un sous-ensemble
dense en soi (non vide) de cet ensemble (ef. § 18, V).

Soient p,==p, deux points de I’ensemble D et soient F, et Fy
deux sphéres (fermées) de centre p, et p, telles que:

10 6(Fg) <1, o(Fy)<1, O f(Fo)f(Fy)=0.

L’existence des sphéres F, et F, résulte de la continuité de la
fonetion f: si elles n’existaient pas, on pourrait définir (en consi-
dérant des sphéres de plus en plus petites) deux suites {r,} et {s.}
telles que

)+ f(N) représente la dé-

Lim r,=p,, lim s,=p, - et F(ra)=1(5s);
n=o0 n=oo

1) Théoréme de S. Mazurkiewicsz, 1. cit.

) Cf. W. H. Young, Leipziger Ber. 85 (1903), p. 287.
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mais on aurait alors

lim f(r,) =lm f(s,), d’0oiL f(po)=F(p2) €t Po=1pe,

n=oo n==t

car la fonction f est biunivoque sur D.
L’ensemble D étant dense en soi, il existe &
deux points p, et Py de D et deux sphéres Fy, et Iy, telles que

(Foa)<sy [f(Foo) f(Ho) =

En attribuant un sens analogue aux symboles Fy, et Iy, et en
procédant ainsi de proche en proche, on parvient & un systéme
dyadique d’ensembles fermés non vides {Fy..} qui satisfait aux
conditions (1) et (2) du N°I. On a en outre

(1) f(Fcl...ck) 'f(Fdl...d/z) =0 sl (01"'0]1):':(611--"3]4)7

ce qui implique que Fo . o -Fy..a,=0.
Il en résulte en vertu de N°I, (d) et (e), que I’ensemble

O(F'go) <]z 0 et FHy+FopCF,.

(o]
A=][[ Y F.,. ., ol la sommation s’étend & tous les systémes de
k=1

k chiffres c¢;...c;, est une image biunivoque et continue de C:

=g(C)Y). Selon § 14, VIIT, 6, 4 est donc homéomorphe & C.

Pour prouver que la fonction partielle fl4 est bicontinue, il

suffit de démontrer que cette fonction est biunivoque. Or, étant
donnés deux points z;==x, de 4, il existe deux systémes différents
d’'indices ¢...c; et d,...d, tels que @y € Fopc, ob Ly € By e 11
vient d’aprés ({): f(z)=+f(2,), c. q. 1. d.

" Pour établir la deuxiéme partie du théoréme, il suffit de pbser
dans le raisonnement précédent D= % et f(x)=zw.

Corollaire 1. Toute image continue indénombrable @un espace
complet séparable contient C topologiquement. Elle est done de puis-
sance duw continu.

Corollaire 2. Tout espace complet, séparable et indeénombrable
contient un ensemble G5 (homéomorphe & N) dont chagque espace
complet seéparable est une image continue.

1) La fonction g(c) peut &tre définie directement, en convenant quoe
gle)=Fe, Fee, Fey ... poUr -l-—— -i 55+
Ci. F. Hausdorff, Mengenlehre, p. 134.

]’mtérleur de F,
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C’est une conséquence du corollaire précédent, du théor. 1
(NOIT) et du fait que I’ensemble C dépourvu des extrémltés des
intervalles contigus est homéomorphe & ON.

Corollaire 3. Etamt donnée wune fonction continue f, définie
sur un espace complet séparable, la condition nécessaire et suffisamte
pour que Pensemble des valeurs de cette fonction soit indeénombrable
est qu'il existe un ensemble dense en soi E (situé dams cet espace)
tel que la fonction partielle flB soit biunivoque.

La condition est nécessaire en vertu du théoréme de ce NO.
Elle est suffisante d’apres le corollaire 6 du § 30, IV.

Remarque®). Lie théordme se laisse étendre aux espaces métriques arbi-
traires de la fagon suivante. Convenons de dire qu’une fonction f est Tocalement

constamite aw point z,, 8°il existe un entourage F de x, tel que la fonction partielle f|E
soit une constante. On a alors le théoréme:

Soit f une transformation continue d'un espace métrique &. S'il exisie dans
cet espace un ensemble A tel que lo fonclion partielle f|A ne soit constanie en aucun
point, & contient un ensemble parfait P tel que la fonction f|P est une homéomorphie.

De 14 résulte que:

Toute tramsformation continue d’un espace mélrique séparable, qui admet
une infinité indénombrable de valeurs est une homéomorphie sur un ensemble parfait. .

§ 33. Ensembles boreliens dans les espaces complets
séparables 2).

1. Rapports des ensembles boreliens & ’espace N.

Théoréme 1. Tout ensemble borelien est image continue de
Despace N.
Tout ensemble fermé étant un espace topologiquement complet

. (§ 29, VI), done d’aprés § 32, I1, 1, image continue de &N, il s’agit

de prouver (cf. § 26, I, 1, 3, 3') qu’étant donnée une suite de transfor-
mations continues f,fs... de N en sous-engembles f(N), fol N),...
d’un espace &, les ensembles '

S=F(N)+1(N)+

sont des images continues de .

et P=Ff(N) fo(N)-...

1) W. Hurewicz, Bin Saiz iiber stetige Abbildungen, Fund. Math. 23 (1934),
p. 54.

2) Cf. N. Lusin, Ensembles analyliques, chap. II, ainsi que ma note Sur
une généralisation de la mnotion d’homéomorphie, Fund. Math. 22 (1934), p. 2086.
Voir aussi § 35, NN° IV et V.

C. Kuratowski, Topologie 1. 23
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‘Or, désignons par N, Pensemble des nombres irrationnels de
lintervalle n—1,n et posons f(&) = fo(x—n--1) pour x e Ny,
n=1,2,... La fonction f est donc continue sur N*=N,+ N, ...
et f(N*)=48. En outre, N* est évidemment homéomorphe & N.

Pour prouver que P est une image continue de N, envisageons
dans L’espace N des suites 3=[3%,3%...], ol 3" e N, Pensemble 3
des 3 tels que f(31)=/a(3¥)=-.. et posoms, pour 3¢ 3, *(3)=F(3").
Dlapres § 24a, VIL, 2, 3 est un sous-ensemble fermé de N™, done
une image continue de N. D’aprés le méme théoreme, f* est une
transformation continue de 3 en P.

Théoréme 2. Tout ensemble borelien est image biunivoque et
comtinue @un espace complet, séparable el 0-dimensionmel?).

Tout ensemble ouvert étant un espace topologiguement complet
(§ 29, VI), done satisfaisant & la thése du théoréme (selon § 32, III,
cor.), il s’agit de prouver (cf. § 26, V,3) que, &, s, ... ctant une
suite d’espaces complets, séparables et 0-dimensionnels, et f;, oy e
étant une suite de transformations biunivoques et continues de
ces espaces en sous-ensembles fi(&Fy), fo(Fe);... dun espace &, —

10 Pensemble P=f(%) - fo(&,) ... satisfait & la thése du
théoréme,

90: Pensemble S= fi(F;) + fol Ea) + ... lui satisfait aussi, dans
Phypothése supplémentaire que les ensembles fi(&F1), fo(&Ey)y..
sont deux & deux disjoints.

Pour établir 19, envisageons dans le produit cartésien dé-
nombrable &; X ¥, X ... ensemble 3 des 3=[343%...] tels que
fi(3Y) =fa(3?)=... et posoms, pour 3ze¢3, f*(3)=f(Y). Le produit
F X F, X ... étant complet (§ 29, XII), séparable (§ 14, VI) et 0-di-
mensionnel (§ 24a, V), il en est de méme de 3 (puisque J en est
un sous-ensemble fermé, selon § 24a, VII, 2). De plus, /* est une trans-
formation continue de 3 en P.

Afin d’établir 2°, considérons — conformément & § 32, IT, 2 —
lespace &, comme sous-ensemble fermé de l’ensemble N, (des
nombres irrationnels de lintervalle m—1,n). Les fonctions f,,
n=1,2,... définigsent alors une transformation biunivogque et con-

1) Ajoutons que, si ensemble borelien se compose exclusivement de points
de condensation, il est image hiunivoque et continue de . Voir W. Sierpinski,
_Sur les images biunivogques et continues de I'ensemble de tous les nombres irrationnels,
Mathematica 2 (1924), p. 18.
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tinue de la somme &F;-+ &F,+... en §. Comme fermée dans 'espace
des nombres irrationnels positifs, cette somme constitue un espace
topologiquement complet, séparable et 0-dimensionnel.

Les th. 1 et 2 impliquent (chacun séparément) l'important

Theoréme 3 (& Alexandroff-Hausdorff)). Tout ensemble bo-
relien indenombrable contient topologiquement Vensemble C de Canitor.
Sa puissance est done c.

Ce théoréme résulte du th. 1 rapproché du cor. 1 du § 32, V,
ainsi que du th. 2 rapproché du th. 1 du § 32, IV.

II. Caractérisation de la eclasse borelienne d’un ensemble
a Jaide des homéomorphies généralisées. Le th. 2 du N°TI se laisse
préciser comme suit.

Théoréme 1. A tout ensemble A de classe multiplicative (resp.
ambigue) a-+1>0 situé dans Despace & correspondent un espace
complet séparable G et une homéomorphie de classe 0,a qui transforme G
en & de fagon que Vensemble f(A) soit un Gy (resp. un Fy et Gh).

De plus, 8 a+1>1, T peut éire supposé de dimension 0.

Nous allons établir ce théoréme d’abord pour les classes
ambigiies. ;

Supposons que le théoréme soit vrai pour chague ensemble
ambigu de classe <f (f>1). Nous allons démontrer qu’il en est
encore ainsi, quand 4 est un ensemble ambigu de classe B.

Daprés § 26, IX, 1, I'ensemble A est de la forme:

A=

n

(An-Argse o) =[] (Ant-Apyrt )

1 n=1

bAg

ot A4, est ambigu de classe a, et 0<<a,<<f.

Si p>2, il existe par hypothése un ensemble O, fermé dans N
et une homéomorphie f, de classe 0,a,, définie sur O, et telle que
Fu(Cn)=A,. Si =2, on parvient & la méme conclusion en vertu
du corollaire du § 32, ITL (ol I’espace & peut &tre remplacé par
I’ensemble A, car celui-ci est un Gs).

L’ensemble F—A, étant aussi ambigu de classe a,, il existe
un ensemble D, fermé dans l’ensemble des nombres irrationnels
de lintervalle (1,2) et dont le rapport & F—A4, est identique a

1) P. Alexandroff, C. R. Paris 162 (1916), ». 323. F. Hausdorff,
Math. Ann. 77 (1916), p. 430.
23*
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celui de O, & A,; de sorte qu’en posant &n= Cp-+Dn, la fonetion f,

définie sur lensemble &, tout entier est continue, biunivoque et
remplit les formules f,(Cn)=4n €t fu(Dn)=F—A,. La fonction fat
est de classe an car les fonctions partielles f;llA,, et j;“i](,%—A,,)
sont par hypothése de classe a, et Pensemble 4, est ambigu de
classe a, (cf. § 27, IV, 2). )

~ Remarquons que &, est topologiquement complef, séparable,
0-dimensionnel et que les ensembles C, et D, sont fermés et ouverts
dans cet espace. Soit B= % X&;X... le produit cartésien des
espaces &, c.a d. l'espace des suites 3=[3%3%...] Ol 3"e &En.
Soit T Pensemble des 3 tels que fy(3)=fa(3%)="-. Posons f(3)=7r.(3")
pour 3 e G (cf. § 24a, VII).

T étant fermé dans E et E étant topologiquement complet,
séparable et 0-dimensionnel (§ 29, I1I, § 14, VI, § 244, V), il en est
‘de méme de G.

Dlapres § 24a, VIL, {(G)=& et d’aprés § 27, VI, 3, f -est une
homéomorphie de classe 0, si f est un nombre limite et de classe 0,a
§i f=a41. . ‘

Tensemble {7 (4) est un F, et G5. On a d’abord, en effet,

)= S AT ) 1= T ) 77 (L)

La fonction f étant continue, il suffit donc de démontrer gque
Vensemble f7(4,) est fermé et ouvert dans. ‘G. Or, on a pour e G:

{f3) € Ay} = {fn(an) € An} = {3" € Cn}

et Pensemble O, étant fermé et ouvert dans &,, Uensemble
AN =T E {37 Cn}
3
est fermé et ouvert dans G, puisque

E{a" € n}———- S},’lx e XEpa X Onxéfmq XKoo
3

Le cas d’ensembles ambigus étant établi, nous en déduirons
le théoréme pour le cas des classes multiplicatives.
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A étant de classe a--1 (>0) multiplicative, on a A=A4;-Ap-...

ol 4, est ambigu de classe a+1. Il existe done, d’apres le théoréme

gue nous venons d’établir, un espace ¥, complet séparable, un G's
(méme un F, et G4) C, et une homéomorphie f, de classe 0,a tels
que ~

I F)=F et fr (4a)=Ch

T et f étant définis comme auparavant, il vient

HB) =% Fo(Fo) =, L) = (A F (A oy
f_l(An)=tG'(£1>< e X &g X ORX%',}_H X ear)y

ce qui prouve que F1(4,) est un G5 dans G. Il en est done de méme
de F1(4).

Remarques. 1° La classe de la fonction f’l ne peut pas étre
rédwite. Car f~' étant de classe &, D'ensemble A= 717 4) est ambign
de classe &1, puisque 77'(A) est ambigu de classe 1 (§ 27, IIT, 1).
Par conséquent, si A est de classe a+1 sans &tre de classe- a,
on a f=a

20 Le th. 1 peut étre généralisé en remplacant a1 par at+ B
et G5 (resp. Fy et Gs) par la classe 8 multiplicative (resp. ambigiie)?).

Corollaire 1. Tout ensemble A de classe multiplicative a+1>0
se laisse obtenir d’un espace complet séparable,. convenablement defint,
& Vaide dune homéomorphie de classe 0,a.

Si a+1>1, cet espace peut éire supposé de dimension 0.

Car Pensemble f'(4) du th. 1 est un G, donc un espace topo-
logiquement complet.

Le cor. 1 rapproché du cor. 3 du § 31, VIL, implique le

Oorollaire 8. Powr qu'un ensemble soit de classe a+1>0 multi-
plicative, il faut et il suffit qu'il s’obtienne dun espace complet sépa-
rable & Vaide dune homéomorphie de classe 0,a.

Corollaire 3. Dams tout ensemble borelien indenombrable A
de classe multiplicative o +1>1, il existe un ensemble infing dénom-
brable D tel que Vensemble A—D se laisse obtenir de N & Paide d'une
homéomorphie de classe 0,a. ’

1y Voir ma note précitée de Fund. Math. 22, p. 217.
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Soient, conformément au cor. 1, ‘G un espace complet, sépa-
rable, 0-dimensionnel, et f une homéomorphie de classe 0,a telle
que f(G)=A. E étant un sous-ensemble dénombrable de G tel que
Pensemble G—X est homéomorphe & N (cf. § 32, IV, 1), on pose
D=J(E).

Théoréme 2. Entre tout couple d’ensembles indénombrables A
et B de classes multiplicatives a+1>2 e B41>2 respeclivement,
il existe une homdomorphie de classe a,f.

Soient, conformément au cor. 3, D et E deux ensembles dé-
nombrables infinis et f, et f, deux homéomorphies respectivement
de classes 0,a et 0,8 et telles que f(N)=A—D et f,(N)=B—N.
Posons f(z)=f,f, () pour ze A—D et définissons f(z) pour g e
de maniére que l’ensemble D se trouve transformé en B de facon
biunivogue. ‘

La fonetion f, ainsi définie, est de classe o sur A—D (§ 27, III, 2)
et de classe 1 (§ 27, X, rem. 9), donc de classe a, sur D. Les ensembles
D et A—D étant des ensembles G4, par rapport a 4, done de classe a
additive, la fonection f est de classe a sur 'ensemble A tout entier
(d’aprés § 27, IV, 1).

Par raison de symétrie, ' est de classe g sur B.

Remarques. 19 On voit ainsi que dans le domaine des sous-
ensembles boreliens des espaces complets séparables, I’édquivalence
aw. sens de Lo Théorie des ensembles (identité de la puissance) se laisse
réaliser toujours & Vaide d'ume homéomorphie geéméralisde.

2. Dans le méme ordre d’idées, on montre!) que:

Eme tout couple @espaces complets séparables?) de méme puis-
sance, il existe une homdomorphie de classe 1,1. '

IIT. Déve}qppement des emnsembles ambigus -en séries alter-
né.es. Lof condition nécessaire et suffisamte pour quun ensemble A
soit ambigu de classe a-+1 est quil soit développable en série alternéde

dév_wmbmble (tramsfinie) densembles décroissamts de classe o multi-
plicative: ' .

1) A=B1—By+B3—By+...+Bo—Bop1+...

) Voir ma note de Fund. Math. 22, p. 212,

E3
%) done entre tout ? \ : i ‘
couple d’ensembles Gy.- En ce qui concerne les en-

sembles F ;, cf, la remarque du § 32, III.
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La condition est suffisante d’aprés § 26, VI, 3. Pour prouver
gu'elle est nécessaire, considérons, conformément au théor. 1 du
No II, un espace complet séparable % et une homéomorphie f de
classe 0,a qui transforme G en espace & (qui contient A) de
facon que I'ensemble 7 H(4) soit un F, et G5. En vertu du théoréme
du § 30, VI, Pensemble FYA) est de la forme

U A)=F —Fy +Fs—Fs+ .. +Fo—Fops+-o

oit les ensembles F¢ sont fermés et décroissants.
La fonetion f étant biunivoque, il vient:

A=A =f(F) — [(Fo) + oo +[(Fo) —f(Fogs) + -

et les ensembles décroissants Be=f(F;) sont de classe « multipli-
cative, puisque la fonction flest de classe a.

IV. Petites classes de Borel. Le théoréme précédent conduit
d’une facon naturelle 4 une classification des ensembles ambigus
d’une classe « donnée (ot « n'est pas un nombre limite). A savoir,
1a série (1) étant du type B, nous dirons que A appartient & la petite
dlasse Ff. De fagon analogue, si le complémentaire de A est
développable en une série du type f, 4 est dit de petite classe GE.

On voit ainsi que la classification des ensembles ambigus de
classe « (pour a fixe) en ,petites classes” est tout 3 fait analogue &
celle des ensembles boreliens. en classes Fp (ou Gl).

Ainsi, par exemple, les ensembles de petites classes Fi, i, F...
et G4, Gi, G3,... sont respectivement de la forme:

F, Fl“Fm Fl_F2+F37---
¥—F, $—F,+Fyy F—F,+Fy—Fy,...

Par une méthode analogue & celle qui nous a servi pour deé-
montrer quwh tout « correspond (dans 'espace des nombres irration-
nels) un ensemble borelien qui est de classe « sans &tre de classe <a
(§ 26, XIV), on établit Dexistence des ensembles qui appartiennent
4 une petite classe donnée sans appartenir aux petites classes & in-
dices inférieurs?). :

1) M. Lavrentieff, Sur les sous-classes de lo classification de M. Buaire,
C. R. Paris 1925. Cf. aussi N. Lusin, op. cit. p. 123, et W. Qierpinski, Swur
Texistence de diverses classes d’emnsembles, Fund. Math. 14 (1929), p. 82.


pem


.

360 . Chapitre III. Espaces complets.

Remarque. La définition des classes Gf s’exprime d’une fagon
plus naturelle, lorsqu’on emploie 1a division des ensembles, en posant
par définition X: ¥ =X-4-Y’ (o Y’=cbmp]émenta,ire de ¥). GF est
alors la classe des ensembles qui se laissent développer en un ,produit
alterné” du type 8 d’ensembles croissants de classe a additive:

A=(61:6y) - (G5:6) ... - (Go: Gogq) -... OU GCGHC...CE,C...
En effet, la formule

. A= By— By +... —|—V.B(L,——Bw+1+...
entraine

A= (.Bl—Bz)" e (Bm_Ba)-}-l)" e = (B{.Bz’) faaet (.B(:,'B(T,_H) Saee

§ 34. Ensembles projectifs.
L’espace est supposé complet séparable.

I. Définitions.. On appelle ensembles projectifs de classe 0 les
ensembles boreliens. Les (nsembles projectifs de classe 2n-+1 sont
les images continues des ensembles projectifs de classe 2n (situés
dans le méme espace); les ensembles projectifs de classe 2n sont les
complémentaires des ensembles projectifs de classe 2n—1 1),

En particulier, les ensembles projectifs de classe 1, c. 3 d.
les images continues des ensembles boreliens, sont appelés analy-
tiques ou ensembles A?), leur complémentaires, c. & d. les engembles

projectifs de classe 2, sont nommés complémentaires amalytiques
ou ensembles CA3).

N (=) 0
1) Avec les opérations dénombrables 2 et H , il n’y aurait aucune diffi-
n=1 n=1

culté de prolonger cette classification au transfini (< ®), en imitant la classi-
fication des ensembles boreliens. ‘

%) ou ,ensembles de Souslin® (F. Hausdorff, Mengenlehre, p. 177).

%) La notion d’ensemble analytique a éé introduite par MM. Souslin
et Lusin; voir Sur une définition des ensembles mesurables B sans nombros trans-
finis, C. R. Paris 164 (1917), p. 88 et suiv. La théorie des ensembles analytiques
a été développée surtout par MM. Lusin et Sierpifiski. La notion d’ensemble
projectif est due & M. Lusin; voir Sur les ensembles projectifs de M. Henri Lebosgue,
C. R. Paris 180 (1925), p. 1570. Cf. L. Kantoroviteh et B. Livens on, Memoir

on the analytical operations and projective sets, Fund. Math. 18 (1932), p. 214
et 20 (1938), p. 54.
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v II. Relations entre les eclasses projectives. Désignons, de
facon générale, par OX la famille des complémentaires des ens'embles
appartenant & une famille donnée X et par PX la famille des 1mage's
continues des ensembles appartenant & X. On a les formules évi-
dentes:

1. CCX=X. 2. XCPX=PPX.
3. XCX entraine CXCCY et PXCPY.
En outre, L, désignant la n-iéme classe projective, on a:
4. Lopiy=PlLs,, PLyj1=Loyys.
5. Lop=CLyy 1, CLy,= Ly, 3.
6v. CLy=L, ¢¢ PLy=L,=A.

Nous allons démontrer que

-3

v Loy C Loy €t L2n+1CL2n+g+k pour n=0 et k=1,2,...
Il suffit évidemment de prouver que:
(1) L?n C LZn-{—l ] (11) an L11+2“7 (111) L2n+1 C -L:Zn—!--i .

Trinclusion (i) est une congéquence directe de 2 et 4.

I’inclusion (ii) est satisfaite pour n=0 en vertu de 3 et 6.
Pour n>0 on a soit L,=PCL, 5, soit L,=CPL, » (en] posz.mt
L_y=L,). Si l'on admet (en raisonnant par induction) 1’inc]usmn
L, »,CL,, il vient selon 3: PCL, yCPCL, et CPL, 2CCPL,,
d’ott linclusion (ii).

Enfin, I'inclusion (i) donne CLynii= LontaC Loy, d’0lL selon
3 et 1: Lgn+1= 00L2n+1c 0L2n+3 =L2n+4.

III. Propriétés des ensembles projectifs.

1. P, éiant un ensemble projectif de classe n situ¢ doms wn espace
complet séparable Ky, ot k=1,2,..., le produit cartésien (fini ou in-
fini) PyX Py X... est un ensemble projectif de classe n dans Vespace
X Ey

2. P et Q étant deux cnsembles projectifs de classe n, situés respecti-
vement dans les espaces complets séparables & et Y, et y = f(z)
élant une fonction continue définie sur P, l_‘ffn‘semble 7HQ) est de
classe n.
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En outre, si n est impair, f(P) est de classe m; st n est pair,
f(P) est de classe n-+1.

3Y). La proprieié @'élre un ensemble projectif de classe n est
additive et multiplicative au sens denombrable; awtrement dit, si les
énsembles Py, P,,... sont des ensembles projeciifs de classe n, les en-
sembles Py P,--... et Py-P,-... lo sont dgalement.

Nous établirons ces propriétés par I’induction finie.

Pour n =0 (cas des ensembles boreliens), les propriétés 1, 3
et la premiére partie de 2 sont satisfaites (§ 26, III). La deuxiéme
partie de 2 Dlest également. Car % étant supposé indénombrable
(ce qui est légitime, puisque autrement f(P) serait dénombrable,
donc de classe 1), il existe un sous-ensemble borelien N de Y
dont P est une image continue: P=g¢g(N) (cf. §32,V, cor. 2 et
§ 33, I, th. 1). L’ensemble f(P)=7Fg(N) est donc de classe 1.

Admettons que n>0 et que les trois propriétés soient réali-
sées pour n—1 (nous les désignerons par 1, i, 2p—1, Sp—).

a) Cas de n impair. Posons P,=pu(R;), Pensemble R, étant
un sous-ensemble de &, de classe n—1 et p; étant une fonction
continue définie sur R,.

ad 1). En faisant correspondre au point (ay,#,,..) de len-
semble Ry X R, X... le point [p,(#),ps(2s),...] de D’ensemble
Py xPyX..., le premier ensemble se trouve transformé de facon

continue en le deuxiéme (voir § 24a, VI, 1). Le premier étant de
classe n —1 (paire) en vertu de 1,;, le deuxieme est done de classe n.

ad 2).. Soit, comme auparavant, P=p(R) oh RCH&. Soit
en outre, @ =¢(T), Pensemble T étant un sous-ensemble de ¥ de
classe n—1 et ¢ étant une fonction continue définie sur 7.

On a les équivalences évidentes (oit 2 ¢ &, #* ¢ & et y e Y):
(o e Q) = {f(x) ¢ Q} =3 {lo=p(@*)]-[fp(+*) € Q1) =
—Z’{Ew =p(@)]- [fpla*) = q(y)1},
d’olt
EZ{[O«" -p(@*)] - [fp(e*) = q(y)]} -

1) Cf. W. Sierpifiski, Sur les familles inductives et projectives d’ensembles,
Fund. Math. 13 (1929), pp. 228—239.

icm

[§ 34, IIT] Ensembles projectifs. 363

L’ensemble (Q) est par conséquent une projection (§2,V,3),
done mne image continue, de ’ensemble M des points {z, a*, )
qui satisfont & la condition entre crochets { }. Les fonctions p, fp
et ¢ étant continues, et les deux premiéres ay,mt R et la troisitme T
pour l’ensemble des argnments, Pensemble M est fermé dans le
produit & x Rx T. Celui-ci étant selon 1, de classe n—1, M est

la partie commune d’un ensemble fermé (donc de classe n—1) et

d’un ensemble de classe n—1. Selon 3, 5, M est par conséquent
de classe n—1 dans EXEXY et F7(Q), en tant qu’image con-
tinue de M, est de classe n d’aprés la derniere partie de 2,.

En outre, l’identité f{P)=jfp(R) implique selon 2, que
Pensemble f(P) est de classe n dans ¥, comme image continue de E.

ad 3). Soit, & présent, Pr=pxR;) et R,CE. On a
{x e Pry={necXpuRe)y={xe pk(Rk)} = Y Y {v=pxa*)} =
F=1 =1 % % .
= 3 S {z=pxr*)}. Done 3 Py=F 3 J{w = psz*)}.
x* R k=1 x x* k
Cela prouve que Y P; est la projection de
b k=1 .

M=F 5 {z=pa*)}=3 E {o=psa*)}.
xx* k k=1 xx*
Or, la fonction p,, définie sur Ry, étant continue, I’ensemble
M= E{w =p(x*)} est fermé dans le produit & X Ry, qui est de

classe n~—1 selon 1,_y; done, comme partie commune d’un ensemble
fermé et d’un ensemble de classe n—1, Pensemble M, est de classe
7 —1 en raison de 3,—q; en vertu de la méme proposition, ’ensemble

M= E‘Mk est de classe n—1 et, d'aprés 2,1, _)ijk est de classe »
en tant quimage continue (pro_]ectlon) de M.
D’autre part, la condition % e HPk veut dire qu’il existe une

suite de points @y, y,... telle que w pk(xk) En désignant, comme
d’habitude, par 3=[3' ,3 ,...] une variable qui parcourt 35"" on &

(e[ P} =3 [1{o=pss"}
k=1 3 k
ﬁ P, est par conséquent la projection de 1’ensemble

E Tl {o=p3"} =] E{o=p439}.
x3 k k=1 x3
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II suffit donc (en raison de 3,—;) de démontrer que Pengemble
F {z=px3"} est de classe n—1 (dans I'espace & XF¥). Or, cela
3

résulte, comme auparavant, du fait que la fonction px(3%), con-
sidérée comme fonction de 3, est continue (puisque 3* est une
fonction continue de 3 pour % fixe; cf. § 24 a I) et définie sur len-
semble '

F{p e Ry =X . XEXBe XEXE XK.,y
3

qui est de classe n—1 d’aprés 1,.

b) Cas de n>0 pair. L’ensemble P étant de clagse n, l'en-
semble P’ (le complémentaire de P) ext de classe »—1 Impaire.

La proposition 3 résulte directement de 3,y et des formules
de de Morgan:

(O P)=[1Pi et ([1P)'=XPi.

En vertu de Uidentité (cf. § 2, IL, 3): PX Y=F X Y—(P' X Y)
et de 1, I’ensemble P XY est de classe n, et il en est encore de
méme de lensemble &y X...X FraXPprXEppuX... On en dé-
duit Ja proposition 1,, en tenant compte de 3, et de lidentité
(cf. § 2, II, 6a):

Py X Py Xu=(PyX Ey X Fy X o) - (Fy X Py X Fg X o) « o

Enfin, passons & la proposition 2. D’aprés le théoréme sur
le prolongement des fonctions continues (§ 31, I, 1), il existe un
ensemble P* qui est un G4 contenant P et une fonction continue f,
définie sur.P* et identique & f aux points de P; ceci peut étre
exprimé par D'égalité f=f,|P. Il vient (cf. § 3, IT, 14):

U@ =P- Q) et Q=T (Y—@) =P*— £7%Q").

) D’apres 2n—17 fI‘ (@) est de classe n—1; selon 3,, ensemble
THQ) =P*.[F--f7(Q")] est donc de classe n. En multipliant cet
ensemble par P et en appliquant 3,, on en conclut que FQ) est
un ensemble projectif de classe n.

En outre, N désignant (comme dans le cas de n= 0) un sous-

ensemble borelien de % dont & est une image continue: F= g(N),
Pensemble ¢g—1(P) est de classe » dans Y et par conséquent l’en-

semble f(P)=fglg~(P)] y est de classe n 1.
Les propositions' 1—3 se trouvent établies complétement.
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4. f diant une fonction mesurable B définie sur un ensemble P
de classe n, Uensemble I = E {y=7F(x)} est de classe n.

En effet, I est borehen relativement au produit cartésien
PxY (§ 27, VII, 1). Comme partie commune d’un ensemble borelien
et de ’ensemble P X ¥, qui est de classe n (selon 1), I est donc de
classe n (d’aprés 3).

5. La proposition.2 reste vraie, lorsgw’on admet que | est une
fonction mesurable B arbitraire.

En -effet, il existe d’aprés §31, VI, une fonction f; mesu-
rable B, définie sur lespace & tout entier et telle que f=f,|P.
Il vient (§ 3, IL, 14): F%Q)=P-f7(Q). Xl suffit donc de démon-
trer que f;(Q) est de classe . Or, il en est ainsi, si # est impair,
car en posant J= F'{y=f(x)}, I'ensemble f14Q) est la projection

xy

de J - (F xQ) sur I'axe &F. Si n est pair, il en est de méme en vertu
de Iidentité fi(Y— @) =F—1T'(Q-

En outre, f(P) est la projection de l’ensemble F {y=f(z)}
sur axe . i

Remarque. On voit ainsi qu’on n’altére pas la notion de classe
projective, en admettant dans sa définition gqu’un ensemble P situé
dans Despace & est de clagse 2n-+1 lorsqu’il existe (dans & ou
dans un autre espace complet séparable) un ensemble R de
clagse 2n et une fonction f définie sur R, mesurable B et telle
que P=f(R). .

Concernant la relativisation des emsembles projectifs, on
a énoncé suivant:

6. Soit B un G situé dams Vespace ¥. Pour qu'un ensemble
ACFE soit projectif de classe n 'relati'uement & B, 4l faut et il suffit qu'il

soit de classe n (relativement & ).

Procédons par induction. Pour n=0 le théoréme est éwdent
pour que 4 soit borelien relativement & F (qui est borelien), il faut
et il suffit que A soit borelien.

Admettons que % >0 et que le théoréme soit vrai pour n—1.

Soit n impair. En supposant que 4 est de classe n relative-
ment 4 K, A est une image continue d'un sous-ensemble de E de
classe n—1. D’aprés 2, A est donc de classe # rel. & &. De fagon
analogue, ’hypothése que A est de classe n implique que A est
de ciasse n rel. & E.
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Soit n pair. 4 étant supposé de classe nrel. & B, ona A=F—RB
ou B est de classe n—1 rel. & E, donc rel. 4 &. L’ensemble ¥—B
étant de classe m, on conclut de 3 que l'ensemble A=K -(¥—B)
Pest également.

Réciproquement, en supposant que 4 est de classe n, on a
A=% —B ou B est de classe n—1. Donc EB l'est également et par
conséquent EB est de classe n—1 rel. & E. Comme ACH, il vieut
A=FE—B=F—EB, ce qui prouve que 4 est de classe n rel. 4 H.

IV. Projections. Les ensembles projectifs de classe n impaire
situés dans Despace F coincident avec les projections des ensembles
de classe n—1 situés dans le produit ¥ X E?).

En effet, d'une part, les projections des ensembles de clagse
n-—1 sont de classe n (d’aprés 2). D’autre part, tout ensemble P de
classe » est une image continue d’un ensemble R de classe n-—.L:
f(R)y=P ot RC¥. P est donc une projection de I’ensemble
F {z*= f(z)}, qui est, d’aprés 4, de clagse n—1 (dans & X &F).

xx"‘

La proposition qui vient d’6tre démontrée reste vraie
lorsquw’on remplace Vespace F x F par F x N.
~ En effet, d’aprés le th. 1 du §32, IL, Pespace & est une image
continue de N; c. 4. d. F=fHN). P étant de classe n (paire ou
impaire), ’ensemble P,=7"(P) l’eqt également (selon IIIL, 2). Par
conséquent, P est une image continue d’'un ensemble de classe n
situé dans N, et celui-ci est — pour # impair — une image continue
d’'un sous-ensemble de N de classe n—1. Par conséquent P est
la projection sur axe & d’un ensemble de clagse n—1 gitué dans
le produit & X N.

En particulier, les ensembles amalytiques coineident avec les
projections (sur Vaxe &) des ensembles fermes situés dans F x N 2).

En effef, d’aprés le th. 1 du § 33, I, tout ensemble borelien
est image continue de 9Y; il en est donc de méme de tout en-
semble analytique. Par conséquent, A étant un ensemble anaiy-
tique, il existe une fonction continue f définie sur N et telle que 4

1) Cette proposition justifie emploi du terme ,ensemble projectif®.
%) Cf. la note de M. Szpilrajn-Marezewski et de moi-mdmoe Sur les
oribles fermés et leurs applications, Fund. Math. 18 (1931), p. 160.
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est Ia projection sur 'axe & de Pensemble fermé F {z=f(3)} situé
*3

dans l'espace & X &Y (la variable 3 parcourant 'ensemble ).

Réciproquement, Ia projection d’un ensemble fermé est un en-
semble analytique (d’aprés N° IIT, 2).

Y. Fonctions universelles. Conformément & la définition du
§ 26, XIII, une fonction L,(3) qui fait correspondre &4 tout nombre
irrationnel 3 un ensemble projectif de classe n (situé dans un
espace &) est dite universelle relativement & la classe L,, lors-
que Ly coincide avec la famille des valeurs de la fonction Ii(3)
Nous allons prouver que:

A tout n>0 correspond une fonction universelle Ln(3) telle que
Vensemble E{m e L,(3)} est de classe n ).

Soit, conformément 4 1'énoncé final du NO XIIT du § 26, F(3) une
fonction wuniverselle relativement & la famille des sous-ensernbles
fermés de lespace E X N et telle que ’ensemble L‘{ma e F(3)}

soit fermé dans Despace X Nx N (3 et 3* pareourant N).

Tout sous-ensemble analytique de & étant une projection
d’un ensemble fermé situé dans &K x %, on obtient une fonction
IL,(3) universelle relativement & L,(=.4) lorsqu’on fait correspondre
a 3 la projection de F(3) sur &. En symbole:

{# € Ln(3)} = 3 {(x3*) « F(3)} .
3*
L’ensemble

F{weLy(3)} = 3 {(@3*) < F(3))

est analytique, comme projection de I’ensemble fermé E {(z3*) € F(3)}.

Procédons par induction. Posons pour # pair L,(3 ) =&—Ln4(3).
La fonction L,(3) est universelle relativement & L, et 1’ensemble

E @ Tnla = {onon-< Los(a)} =EX N o e Loi(3)}

est de classe n.

1) Cf. N. Lusin, Bnsembles analytiques, p. 290,


pem


363 Chapitre ITI. Espaces complets.

Pour n>1 impair, désignons par L}, (3) une fonection univer-
selle relativement & Ia famille des ensembles de classe »—1 situéds
dans EX N et telle que l’ensemble L‘ {(23*) e L3 4(3)} soit de

classe n—1 (dans XN xHXN). En ralsonnant comme pour n=1,
on prouve que la fonction L,(3), définie par Péquivalence

{ e Ln(3)} = 3 {(@3*) € Ln1(3)} 5
3

est bien la fonction demandée.

VI. Théordme d’existence?). L'espace N des nombres irra-
tionmels de Vintervalle 01 contient, pour touwl n>0, wn ensemble
projectif de classe n et qui n'est pas de classe <m.

N contient aussi des emsembles non projectifs.

Considérons la fonction universelle L,(3) du N°V (en y po-
sant = K). L’indice n>1 étant impair, soient

EB,= E{3 eLn(a)} et En-i—1= w""'En = E{a non-€ Ln(3)} .
3 3

Comme projection de Pensemble Ef{rel,(3)} F (x=3), qui est
x3 . x

de classe n, E, est aussi de clagse n. Donce E,.1 est de classe n+1.
D’autre part, d’aprés le théoréme de la diagonale (§ 26, XIV),
Ent1 n’est pas de classe n ni— 4 plus forte raison — de clagse <n
(puisque # est impair). Il en résulte que Z, n’est pas de classe <M,
car, dans le cas contraire, E,y, serait de classe <n 1.
Imaginons & présent chacun des ensembles E, placé dans
Iintervalle (n—1, n). L’ensemble By =F, + H, -+ ... est non projectif.

. Remarques. 1° Le procédé employé dans les NNOV et VI
permet de définir effectivement (cf. § 18, VIII) les ensembles E,
et B. . »

L’existence des ensembles non projectifs peut d’ailleurs étre
établie (non effectivement) d’une facon plus simple. En effet, la
famille des ensembles boreliens étant de puissance du continu
et la famille de toutes les images continues d’un ensemble étant
également de cette puissance (§ 19, VI), on voit aussitot que, quel
que so0it n, la classe L, est de puissance ¢. I1 en est done de méme

1) Ibidem.
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de la somme IL,+1L,-.. La famille de tous les sous-ensembles
d’un espace complet séparable et indénombrable ayant la puissance
2¢>¢, 'existence des ensembles non-projectifs en résulte directement.

29 On peut démontrer?) qu’il existe dans espace I7 (des
fonctions continues) un ensemble linéaire de classe 27 gui n’est
pas de classe inférieure (un ensemble est dit linéaire, s’il contient,
avec f et g, toute fonction de la forme Af(z)-+ ug(x)).

3% Dans le cas de ’espace des nombres réels, le probldme de
la mesurabilité lebesguierine de Pensemble E, s’impose. Notons que
cet ensemble est nommé explicitement 2).

VII. Invariance. P diant un ensemble projeciif de classe n,
tout ensemble homeéomorphe & P (situé dans le méme espace ou dans
un autre espace complet séparable) Pest également.

Le théoreme est évident dans le cas oir n esb impair, car
toute image continue de P est alors de classe n. Dans le cas
oit =0 (cas des ensembles boreliens), le théoréme est vrai d’aprés
le cor. 1 du §31, IV. Si »>0 est pair, la propriété L, ; satisfait
aux hypothéses du théoréme du §31,IV; c. & d. quelle est wn
invariant de ’homéomorphie et qu’en outre: 1) tout G, relatif & un
ensemble de classe #n—1 est de classe n—-1, 2) la somme d’un ensemble
de classe n—1 et d’un F, est de classe n—1. On en conclut que la
propriété d’étre le complémentaire d’un ensemble de classe n—1,
¢. & d. d’étre de classe n, est un invariant intrinséque 2).

VIII. Fonetions propositionnelles projectives ). Une fone-
tion propositionnelle @(z) est dite fonction de classe L, lorsque
Pensemble Ego(:v ) est de classe L,. Nous établirons les régles sui-

vantes du ,,calcu] projectif”:

1. 8% ¢(x) est de classe L, sa Mga,tion ¢’ (x) est de classe OL,.
Car Fo'(z)=[F o).
X X

1) Voir la note de S. Banach et de moi-méme Sur la structure des ensembles
linéaires, Studia Math. 4 (1933), p. 95.

%) Voir & ce sujet ma note Sur le probléme de lo mesurabilité des ensembles
définissables, Congr. Int. Math. Zirich 1932, vol. II, p. 117. Cf. aussi § 35, I, 2.

8) Pour 'invariance de la classe OA, voir P, Alexandroff, Swrles ensembles
complémentaires aum ensembles (4), Fund. Math. 5 (1924), pp. 160~—165.

4) Cf. §§1, 2, et 26, XI. Voir les notes sur ce sujet de M. Tarski et de
moi-méme dans Fund. Math. 17 (1931), pp. 241—272.

C. Kuratowski, Topologie I 24
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9. 8i (x) est de classe L, dans Vespace &, @(x) est ae classe L,
dans Vespace & X y o
Car (N°IIT, 1

3. pu(@), @o(®); -
de classe L, (n f@me)
de classe L.

(est une conséquence directe de I’énoneé NOIIL, 3.

4. y(z,y) éamt de classe L, (dans wxy), la fonction pro-
positionnelle Z‘q; z,y) est de classe PL, ¢t H w(x,y) est de classe

CPCL, (dans ). ‘
Car Pensemble F Sv(z,y) est la projection (cf. p. 15,7V, 3) de

b
il est donc de classe PL, (NOIV).

E ol@) =LE ¢(@)] X Y.
éta/nt une suite finie ow infinie de fonctions
), les fomctions 3 pu(w) €t H{pk - sont aussi
k 3

l’ensemble F v(a,¥); Iin outre:
xy

I v(z,y) = [JZw’(m,y)]’
y I

5. w(xy) dant de classe Ly, il en est de méme de lo fonclion
p(z)=vy(z,1,) pour y, fize, ainsi que de la fonction x(z)=yp(=,z).

En effet, les fonctions (z,y) (y=1y,) et (x,y) (w=y) étant
de classe Ly, l’en'semble Ew x,y) (=1, est de classe L, relatif

vement & [ (y=1y,) et l’ensemb]e Ew,u xz,y) (x=1y) est de classe L,

xy

relativement 4 la diagonale E = y) (cf. III, 6).
(§ 24, IIT et XII), les ensembles E w(w,y,) et E (e,
(dzms %);

Les régles précédentes montrent que les opérations logiques:
"+, -, 2,1, effectudes sur des fonctions propositionnelles projectives,
x X

conduisent toujours & des fonctioms propositionnelles projectives.
Rapprochées des rigles du § 26, XI, elles permettent, en méme
temps, d’évaluer la classe borelienne ou projective dune fonction
propositionnelle, done de ’ensemble qu’elle définit.

Ces régles mettent bien en évidence qu’en se servant de la no-
tation logique, on est conduit d’une facon trés naturelle & la 1101,1011
d’ensemble pmJeetlf

Par conséquent
) sont de classe L,

d’ott la conclusion demdndée.

1) On pourrait se débarrasser de cette Lypotheése, en prolongeant les clas~
ses L, au-dela des indices finis (¢f. N° I, renvoi).
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Remarques. Etant donnée une fonction propositionnelle de deux
variables ¢(z,y), on peut se servir pour évaluer la classe de 21/) ,Y)y

tantét de la régle 4, d’aprés laquelle I’ensemble EZ’(/J m,y ) est la
projection de Ez,u Z,y), tantdt de la régle 1 du §.J, V d’apres 1&-

quelle E Vw(x,o/) est la somme " Ew x,y). La deuxiéme rdgle—
y

ou vy est considéré comme mdwe—est plus avantageuse dans le
cas olt ¥ parcourt un ensemble dénombrable, ainsi que dans le cas
particulier ot 'ensemble E Y(z,y) est ouvert (pour y fixe), puisque

Ja somme d’une famill e (de puissance arbitraire) d’ensembles ouverts
est ouverte (cf. § 24, X).

Des remarques analogues concernent Iopérateur I7. Clest
ainsi, par exemple, que dans § 30, VIIL (2), A est considéré comme
indice et non comme point d’un espace.

Application. Accessibilité rectilinéaire. Le point x est dit recti-
linéairement accessible par rapport & M, en symbole z ¢ M,, lorsqu’il
existe dans Pespace & un segment rectiligne azy qui n’a avec M
que le point z en commun (et qui ne se réduit pas & ce point).
La condition pour que le point 2 appartienne au segment xy s’expri-
mant par Pégalité |r—z|+|e—y|=[r—y|, on en conclut que (les
variables x,y,2 parcourant l’espace &F):

{weM}=
=(reM)- %’{(y#m g[ Im—z]—}-[z—y]:]m—-y!) “(e=km) > (2 e M)'T}

= (v ¢ M) -%’ =) - [1[(|z—e|+ |z—y|F]|z—y|)+ (2=2)+ (2 ¢ M)']}.
La fonction propositionnelle ¢(x)={r e M,} s’obtient ainsi
2 l'aide des opérations logiques effectudes sur les fonctions:

Blz)={x e M}, y(w,y)s{wzy}, 6(‘”79.:3)5{[“'”2[—% lz—"yl:[m‘*yl}

La deuxiéme et troisiéme sont évidemment de classe F. Quant

2 la premiére, elle dépend des hypothéses faites sur I’ensemble M.
Si M est un F,, on voit aussitdt, en appliquant les régles du § 26, XI,
que la fonction entre crochets [ ] est de classe Gs. Silespace est
compact, l'opération I7 effectuée sur cette fonction donne encore
z . B

24%
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wne fonction de classe Gy (d’aprés 5); en multipliant la dernidre
par la fonction (y=x), qui est de classe G, on n’altére pas sa classe;
puis, en appliquant Popération X, on parvient & une fonction de

clagse A (régle 4); en la mu]tip]ieymt par 1a fonction (% ¢ M), qui est:
de classe F,, on obtient finalement la fonction @(z), qui est done
de clagsse 4.

Autrement dit: M diant un ensemble Fy situé dams un espace
compact, Vensemble de ses points rectilinéairement accessibles est ana-
Wytique ).

gitué dans un espace complet, M, est de classe Lo,ys.

Remarque. La classe de ’ensemble M, ne peut étre réduite.
Il existe en effet (dans &%) un ensemble fermé M pour lequel M,
est non borelien 2). :

- IX. Invariance des classes projectives par rapport & lopéra-
tion du erible et & Vopération (A).
Rappelons (cf. § 1, VII) que 1’on appelle crible toute fonction W,
gui fait correspondre un ensemble & chaque fraction binaire finie 7 ¢ R
(c. & d. que 0<r<1). L’ensemble A des x tels qu’il existe une suite
infinie 7,<r,<... satisfaisant & la condition @z e W, -Wy-..., est
dit eriblé par le crible congidéré.

En symboles logiques: en désignant par 3 une variable par-
courant l’espace J*, on 3 ‘

(1) . ged= < ghH) (2 € W)

> 11
k
[TH3< 3 S (r =3 (@< W],

d

wMo.

Dans la suite, nous allons supposer que les W, sont des sous-
ensembles ‘d’un espace complet séparable &¥.

Le résultat principal concernant les cribles est que la classe
projeciive Ly, est un invariant de Vopération du crible pour Os=n==2
(théoréres 1 et 5).

1) Théoréme de Nikodym-Urysohu.

2) Voir: 0. Nikodym, Fund. Math. 7 (1925), p. 250 et 11 (1928), ainsi
que Ann. Soc. Pol. Math. 7 (1929), p. 79, P. Urysohn, Proe. Acad, Amsterdam
28 (1925), p. 984 et N. Lusin, Fund. Math. 12 (1928), p. 158.

De fagon générale, M étant un ensemble de classe Lo,y
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1. Theoréme. 8itous les ensembles formant le erible {W,} sont de
classe n impaire, Pensemble A criblé par ce crible est aussi de classe .
C’est une conséquence facile de la formule (1). En effet, la
sommation X étant dénombrable, la fonction propositionnelle entre

crochets [ ], des variables » et 3, est de classe L,. L’engemble A
est done de classe PL,=1T,.

Nous allons appliquer ce théoréme & un ecas particulier impor-
tant, & savoir, o C; est le crible défini au §1, VIIL L’ensemble criblé
par ce crible est alors le complémentaire de ’ensemble L= F (< Q)

t

{pour les notations, voir § 1, VILI). Les ensembles C, étant analy-
tigues (méme: fermés-ouverts), on parvient & I’énoncé suivant:

2. Corollaire). L'ensemble L=J (}< ) est de classe CA.
t

- De fagon plus directe:

2) [ze(C—L)]= yg[(ak<bk4pl)2(r ) (@ =2)1.
3 {
Envisageons, &4 présent, deux cribles {W,} et {Z;} situés dans

les espaces & et U respectivement et posons
(3) My=F(xeW,) et Ny=F(yeZp.

Nous allons établir I’énoncé suivant:

3. Lemme?). 8t les ensembles W, sont de classe 2n et les en-
sembles Z. sont de classe 2n—1, Pensemble P composé des couples wy tels
que M, est semblable & un sous-ensemble de N, est de classe 2n—1
(dans Vespace X X Y ).

Remarquons au préalable que, M et N étant deux sous-ensembles
de R, la condition pour que M soit semblable & un sous-ensemble
de N, équivaut i lexistence de deux suites de nombres réels (de
I'intervalle J) 3=[3%3%...] et p=[v,p%...] telles que:
contient tous les éléments de M,
est entidrement contenue dans N,

10 la suite g%,3%...
20 la suite p',p? ...
30 Tinégalité 3'> 3/ entraine pi> yl.

1) Voir N. Lusin et W. Sierpifski, Journ. de Math. 1923, p. 53.

2) Cf. le ,deuxiéme principe” de N. Lusin, Hnsembles analytiques, p. 210,
ainsi que ma note Sur la gloméirisation des types d’ordre dénombrable, Tund.
Math. 28 (1937), p. 167 ss.
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En symboles logiques:
SUTIe < 0~ (=371 - ] (5 ¢ ) - [] 16> ) ("> ).

; Substituons M, & M et N, & N et remarquons que (d’aprés
les définitions de M, et N,) on a les équivalences:

(reMy)=(zeW,) et (gteNy)=(y e Zy) E.}J[(?‘=D") (¥ € Z,)].

En remplagant (a—f) par (a'+p), il vient en définitive:

[(zy) € P] Eg)] Tl « W) + 37 r=3"] [T 2=y (y e 2]
!,7 [(3'<3) + (p'> )]}

Les ensembles: W3 et Z, étant de classe 2n—1 et les opérations

I, Z, IT, X et IT étant dénombrables, on en conclut aisément que
r n k r ij

1a fonetion propositionnelle (des variables , v, 3 eb ) entre crochets
{ } est de classe 2n—1. L’ensemble P est donc de classe PLy, 1 =1Iy,_,.

Le lemme étant établi, appliquons-le d’abord au cas particulier
ou les cribles {W,} et {Z,} coincident avec le crible {C,} du § 1, VIIL.

7 et ¢ désignant deux types d’ordre, convenons d’écrire
(4) ' <0
lorsque I’ensemble 7' de type 7 est semblable i\ un sous-ensemble
de I’ensemble § de type o (dans le cas particulier ob = et ¢ sont des

types du bon ordre, la relation <3¢ coincide évidemment avee
7<0). Le lemme implique le corollaire suivant:

4. Corollaire. L’ensemble F (3-2%) est analytique.
tu

Car, dans le cas o W,=0,, ¥ est par définition (§ 1, VILL)
le type d’ordre de I'ensemble M,, défini par 1’égalité (3).

5. Théorémet). 8i tous les emsembles formant le crible {W}
sont de classe paire n>4, Pensemble cribld A est aussi de classe n.
. Appliquons le lemme au cas ot Z,= 0, (cf. § 1, VIIT) et dé-
signons, pour abréger, par u(x) le type d’ordre de I’engsemble M,.
L’ensemble P= ﬁ; [u(z) <7] est done de classe n—1.
. Xi

1) Pourles théor. 5 et 6, voir ma note Les ensembles projectifs et Vopération (A),
C.R. Paris 203 (1936), p. 211.
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_D’autre part, # parcourant tous les types ordinaux a dénom-
brables (§ 1, VIII), il vient, d’aprés la définition du crible

[ e (F—A)] =[ulz) <Q]= 3 [u(z) < a< Q]
5?[#($)<¥<Q]Et2'[(w,t) e P] (i< Q).

L’ensemble [ (#<Q2) étant, d’aprés 2, de classe 2, done de classe -
t
n—1 (ef. IL, 7), ensemble [F'[(x,t) ¢ P] (<< Q) est aussi de classe
xt

n—1. Comme ensemble de classe PL, y=I, 4, Pensemble & —A
est de classe n—1. Donec 4 est de classe n (selon II, 5).

6. Théoréme. Les classes projectives L,, pour 0==n==2, sont
des invariants de Uopdration (HA).
Soit A='[[ Ay, 4m. Le systéme {4, ..} peut étre supposé
m

3
régulier (cf. § 1, VI), car on peut le ,régulariser” en le remplacant par
A—;l,,,bm =A31 : A3132 Teee Abi 32,30

sans affecter la classe projective des ensembles qui le composent.

D’apres le théoreme du § 1, VIL, ’ensemble A est alors criblé
par un crible formé d’ensembles appartenant au systéme {4, gty
donc d’ensembles de classe n. En vertu des th. 1 et 5, A est done
‘de classe L,.

Remargue. Dans le cas de n impair, le th. 6 se laisse établir

d’une facon plus directe. On a, en effet,
(wed)y=3[](xe Aai---B’")'
a m

Done, pour démontrer que la fonction propositionnelle est de
classe %, il suffit de prouver que la fonction z e Ay m est, pour m
fixe, de classe n (dans Pespace & X ). Or, cela résulte directement
de Péquivalence:

(m € Aal,.,am) = 2 2 (31=k1) (3m,= Iuﬂm) (m € Akl...}cm)'
ky km
Le théoréme 6 impligue aussitdt le corollaire suivant:
7. Corollaire. L'opdration (A) et la soustraction, effectudes sur

les ensembles qui sont simuliondment de classe PCA et CPCA, ne
conduisent pas en dehors de cette famille densembles.
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En conséquence, la plus petite famille d’cnsembles qui contient
tous les ensembles fermés et qui est close par rapport & Uopération "(3()
et & la soustraction est contenue dans les classes. PCA et CPCAY).

Le lemme 3 concernait 1a relation << o; le lemme suivant con-
cerne 1’dgalité r=o. :

8. Lemme. Si les ensembles W, et Z, sont simullanément de
classe 20 et de classe 2n—1, Uensemble T compose des couples wy tels
que M, est semblable & N, est de classe 2n—1. '

La démonstration est tout & fait analogue & celle du lemme 3.

En effet, la condition que 'engemble M soit semblable & N s’exprime
“comme Suit:

g{gw € M)—+5j(1"=3")] : y [(reX) —>,E (r=ym] -
: g(an e M) (yre N>~g[(3f> 3) = (y'>9)1}.

Il en résulte que:

[(wy) € T] Ea: Il e W)+ X (r=3"] [1[(@ € Z;) + X (r=1")]-

: gg[(?%a”) (ze W) (s=97) (4 € Z,)]-
JIE<E) + (0> 9]}
Un caleul facile montre que Vensemble T est de clagse 2n—1.

9. Corollaire. L'emsemble [ (i=7u) est analytique.
tu

Pour s'én convaincre, on substitue aux cribles {W,} et {Z.}
le crible {C,} du § 1, VIIL

10. Corollwire. L’ensemble L,=[ (i=1) est analytique, quel que
I3

soit le type d’ordre (dénombrable) z.

1) I’étude de cette famille d’ensembles, qui présentent une généralisation
trés naturelle des ensembles 4 et €4, a été proposée par M. Lusin (voir Fund.
Math. § (1924), p. 165, renvoi 3. Cf. 0. Nikodym, Fund. Math. 14 (1929), p. 145.

Le corollaire 7 a été signalé par MM. Kantoroviteh et Livonsohn
dans les C. R. Paris 180 (1980), p. 1115 ot dans Fund. Math. 18 (1932), p.'21’7.
Cf. aussi les indications de M. Lugin dans son »COompte rendw sur la théorie de-
seriptive des fonctions présenté & ' Académie des Seiences & URSSS, 1935, p. GL.
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Pour v fixe, 50it u, un élément de € tel que #%,=1. La fonction
propositionnelle de deux variables =% étant de classe 4, il en est
de méme de la fonection propositionnelle de la seule variable i:
f=, (cf. VIIL, 5). Dol la conclusion demandée. '

Remarque. Le probléme s’impose: les ensembles L, sont-ils boreliens ??)
D’aprés § 26, XII, 1, il en est ainsi pour z < @, c. & d. pour les nombres ordinaux.,

X. Induction transfinie. Nous allons démontrer qu’a c6té des
opérations déjd considérées, l'induction transfinie ne conduit non-
plus — dans ‘des hypothéses tres générales — en dehors des ensembles

projectifs 2).

Remarquons d’abord que toute opération F(X) qui fait cor-
respondre & chaque famille X d’ensembles (extraits d’'un espace &)
un sous-ensemble de &, détermine une suite transfinie d’ensembles
Ag, 4y, Ag,... définie comme suit:

A,=F(0) et 4d,=F(X,) pour a>0,

X, désignant la famille d’ensembles {4} avee &<Ca.
Le probleme g'impose de reconnaitre dans quelles conditions
Iensemble F(x e A7) (<) est projectif.
xt :

Désignons par des majuscules gothiques les sous-ensembles
du produit cartésien Cx &. Posons?):

(1) 3'=Flte)e3] on teC,
et comme d’habitude: '
(2) L= E (T< ).

1. Soit R{B) une opération qui fait correspondre & tout teli
et & tout BC F(B<i) X & un ensemble R{B)C&E.

11 existe alors um et un seul ensemble 3 C LX & tel que

(3) F'=RJ{3- zé’('u<i)]‘, quel que soit 1<<Q.

1) Voir, dans cet ordre d’idées, 8. Hartman, Zur Geometrisierung der
abzillbaren’ Ordnungstypen, Fund. Math. 28 (1987), p. 210. o
2) Voir ma note Les ensembles projectifs et Vinduction transfinie, Tund.

Math. 27 (1936), p. 269.
8) Il ne faut pas confondre cette notation avee celle du § 24, IIT.
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Envisageons, en effet, la suite transfinie  d’ensembles
Wos Wsyeovy Wy ooe (2R, situds dans I X & et définis par induction
comme §uit:

(4) : U= F(1=0) [ Ry(0)],

(5) pIs =ﬂ<2a g+ Ky OU Ka= g’(i: a) [x e R[{(}%Q[ﬂ)].
On prouve facilement par induction que

(6) : %Cé?(ﬂga)x&'.

En outre, A, CU C... CAYCooe
Posons =W+ W+ ... + W+
En vertu de (6), on &

(1) A =9 pour ¥ <a,

(8) f=0 pour les autres ?.
11 vient

9) 3%£%=%=&g%»

&’ott 1a formule (3), puisque SUW=3 F(u<i).
p<t ux

Llunicité de ensemble 3 se démontre facillement par induction,

. .E.n mémes notations, on a Iénoncé suivant (qui présente une
définition explicite de Pengsemble 3, défini implicitement par la
condition (3)):

2. Etant donnée une fonction ®(2), ze C, qui admet parms ses
valeurs tous les ensembles Wo, a<< 2, on a les deus équivalences suivantes
(o1 t,v,2¢C, zeX): ’

{(n,2) e 3} =
=(<9)- 3 [[{E<) ~[6'(0)=R{(6() - [ (<)} {x « 6"(=)}

Il

®<) - [ <) ~>[6'e) =R G(z) - E (@<)] =L ¢ 6")]}-
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Remarquons d’abord que Pensemble 2, peut étre défini par
les conditions:
A =R[W, - F(a<i)] pour i<a et AL=0 pour les autres ¢.
" ux
Car en vertu de (5):
U [a<d=3%,
ux <l

d’ont la conclusion demandée en raison de (7) et (9).

Par conséguent, 3, comme somme des U, est I’ensemble
des points v,z tels que 7<<Q et pour lesquels il existe un 2¢ C
tel que:

10 pour ¥ <7, on a G(2) =R[6(e) F (u<i)]
20 e G(2) '
(bien entendu, G(z)=Ua).

Traduite en symboles logiques, cette condition donne la pre-
miére équivalence.

T’ensemble U, étant défini par les conditions (7) et (8) d’une
facon univoque, la condition pour que (v, ) appartienne & 3 (oi
7< Q) peut &tre énoncée aussi de cette facon: quel que soit # satis-
faisant & 1°, la condition 2° se trouve remplie. Cela conduit & la
deuxiéme équivalence.

3. Soit ®(z), z¢ C, une fonction universelle por rappori aus
ensembles projectifs de classe L, (nz=1) situds dams CX & et telle
que les ensembles

Elta) e G(2)] et z%‘{m e R[G(z) g (@<}

ztx

sont projectifs de classe Ln. Densemble 3 considéré aw th. 1 est alors
projectif (de classes Lnts 66 CLnys).

D’abord, la fonction O(z) satisfait & Phypothése du th. 2;

c. 3 d. les ensembles 2, définis par les formules (4) et (5) sont de

classe I,. Bn effet, en raisonnant par induction, on n’a qu’h prouver

que Pensemble K. est de classe Ly,, en supposant qu'il en est aingi

de g pour f<a. Orﬂgj %A, étant de classe Ly, il existe un 2, tel que
(44

G(2o) =3 Wy et comme I W C F (U< ), il vient
<l X ux

(I=a)[ze Rzﬁ(}%’l%)] =(i=a) {v ¢ B:[Gleo) - F (@<®)]}-
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La fonction propositionnelle entre crochets { } étant de classe I,

par hypothése (cf. VIIL, 5) et 'ensemble [/ (#=a) étant borelien
t

(§ 26, XIT), I’ensemble K. est de classe L.
Ceci établi, on conclut de I'identité

(100 {A=B}=[][( ¢ 4) (® ¢ B)-+(wnon-e 4) (v non-< B)]

que ’ensemble

E16' () =R(G(2) - F (<)l

zluox ux .
est projectif (de classe n-+2 ou n-+3 suivant que » est pair ou
impair). En remplacant <% par 1<% (cf. IX (4)), et Pensemble
E(i%@) gtant projectif (méme analytique, ¢f. IX, 4) et [ (5<Q)
dtant un €4 (IX, 2), on déduit de 2 que 3 est projectif ((173 clagses
L,_,+4 et CL,,+4).

Applications. 1) L'ensemble de Lebesgue, universel par rapport
aux fonetions représentables amalytiguement, est projectif *).
On définit cet ensemble comme suit. Pogons, pour ¢ = %2—]. t_:;f F ey
(1:21) t(3'2") t(ﬁ-Z")
loy=—g= T g~ T 57 T

Soit A un ensemble borelien plan CCx& contenant parmi
ses sections verticales tous les ensembles fermés et tous les engembles
ouverts. Congidérons, dans l'espace CxC X &, l'ensemble 3 défini
par les conditions:

30=4, 3= Limsup 3’["]’ Yo pour 0<i<Q ot ye C?),

n=o0Q

3'=0 pour tous les autres .

Dans ce cas, la fonction R{B) se laisse définir comme suit:
B étant un sous-ensemble de ' (w<#) X Cx &, L(B) est lo sous-en-

gemble plan de CX & défini ;)eur les conditions:
Ry(0)=4, R{B)= & <Limsup B Y] pour == 0.

yz

(11)

1) Pour la définition de cet ensemble, voir le mémoire de Lebesgue dans
le Journal de Math., 1905, Chap. VIII. Le probléme de la projectivité de cet
ensemble a été posé par M. Lusin. Je lai resolu dans la note Sur un probléme
concernant Vinduction transfinie, C. R. Paris 202 (1936), p. 1239,

%) Pour la définition de la fonction #), voir § 26, XII. Conformément & (1),

o o0 %
85Y désigne lensemble [ [(t,y, ») € §]. Par détinition: Lim sup A= [| Y Antk.
X - <(

n==0o n=l) =
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Soit G(z), # ¢ C, une fonction universelle par rapport & tous
les sous-ensembles analytiques de Cx Cx & et telle que l'en-

semble F'[(t, v, ) € B(z)] est analytique (cf. N°V). Reste & prou-

2iyx
ver que l'ensemble F'[(y,#) e R(G(z)- F (u<%)] est analytique. Or
zigx v
on a (pour t==0): i Y *
(y,2) e R{G(2) - F( <)) =
uyx
= 3 ¢ Lim sup G170 () =[] T o ¢ 6" et ()
n=00 n k

Il

!;1 kZ’ [(t["+k]7 Yt z) € 6(2)].

~ Les fonctions i est Yy étant, pour n fixe, continues (cf. § 26,
XII), la conclusion demandée en résulte.

2) Modifions, & présent, la définition de la fonction R{(B)
de la facon suivante: posons &= C, Ry(0)=A= ensemble ouvert
tel que AY est une fonction universelle par rapport aux ensembles

ouverts (cf. § 26, XIII, renvoi 2),

RiB)=F {we Y B0} ou Floe ﬁl g 1y
gx n==1 yx o

suivant que i est pair ou impair (dans le sens de § 26, XTI, 4).

IL’ensemble 3 dont la définition se déduit de celle de R(%B)
est un sous-ensemble de l’espace C® tel que, pour chaque I<Q,
3' est un ensemble borelien de classe G et que la fonction 37
(fonction de l’argument y) est universelle par rapport i la famille
des sous-ensembles de C de classe G7. La projectivité de 3 résulte,
comme dans ’exemple préecédent, de la définition dela fonetion Ry(B).
La seule prémisse supplémentaire est que P’ensemble des i pour
lesquels # est un type ordinal pair est borelien; nous Pavons dé-
montré au § 26, XIL 4.

3) Soit t* le point de C tel que Pensemble E (#*"=2) s’obtienne
'de E (t"=2)') en supprimant le dernier élémeﬁt (5"l existe, sinon
T

nousnposons {*==1). On voit facilement que t* est une fonetion me-
gurable B de t (cf. § 35, V, 2).

1) DMS lo NO VIII du § 1, cet ensemble a été désigné par le symbole F,.
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3 est défini par les conditions:

[>=]
BO:A, 31: y — Z 3[[17];!}" Ol == 6 *8“"”
1

suivant que # est pair ou impair.

L’opération R,(g) correspondante est définie comme dang
Pex. 2 en remplacant IT 23‘["]’1’(::) par E—BMm
ravant 3 est projectif.

Dans les exemples 1)—3), Pensemble 3’ ne dépend que de
{et non de t). De sorte que, en posant A“z(—}‘ olt £ est un nombre
quelconque tel que i=a, on définit une suite transfinie d’ensembles
boreliens (précisément de classe o dans les ex. 2 et 3). Dans Pexemple
qui suit, 3° dépend de #:

1) Soit: =4, 3" =[] 3™ pour § impair,
n=1

co

Comme aupa-

@ e 3= 3 (F gy <) (w € Fent00C0) pour 0<F pair <.

n=1

Ici Vopération Rf(B) peut étre définie comme guit:

{(y,3) € R{B)} = {(t=0)((y, x) ¢ 4)+ (Fimpair) [] (« ¢ B"¥m) 4+

n

+ (>0 pair) § (y<2"+n+ 1<) (2 & BlEntD Ven)),
n

e On constate, comme auparavant, que l'ensemble 3 est pro-
jectif 1),

XI. Opérations de Hausdorff. Itant donnés une suite d’en-
sem.b‘les Ay 4,,... et un ensemble B des suites infinies d’entiers
positifs (congu comme sous-ensemble de ’espace SN), on dit que
Uensemble H s’obtient de la suite {4} & Vaide de Vopération de Hous-
dorff de base B 2), lorsque

) @eH)= 3{(3¢B)[] (x e 4;}.
. 6 n

1) Cet ensemble inﬁervient dans ma note Sur I'ex i
e ) avistence effective des fonctions
rep;e;s;mables analytiquement de toute classe de Baire, (1. R. Paris 176f (1923)
p. . ,

%) F. Hausdorff, Mengenlehre, 1 <

» Mengenlehre, p. 87. A. Kolmogorofl, Opdrations sur
dEes Ie‘q.zsembles],1 Rec. Mat]lx. Moscou 25, p. 418. Voir aussi I.. Kantoroviteh et
- Lavensohn, Memoir on the Analytical Operations and Projective Sets (I),

Fund. Math. > .
phiques.a 18 (1932), p. 214, o on trouve de nombreux renvois bibliogra-
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Aingi, par exemple, ’opération

Limsup Ap =[] 3 A
k=0

n==00 n=0 k==
est une opération de Hausdorff. Sa base se compose des suites
3=[3%3%...] contenant une infinité de termes différents deux & deux.
Les opérations X et I7 sont aussi des opérations de Hausdorff.

n n
Plus généralement, on peut ramener Popération (HA) & une opération
de Hausdorff1).

1. 8i les ensembles A, ainsi que la base B, sont projectifs de
classe k& impaire, Vensemble H TUest dgalement.
On a, en effet:

(2 e Agp) =[] [(m=3") >(@ € 4n)],
done en vertu de (1):

(@ e H) =3 {(3 ¢B) - [[[(m=3")—(@ ¢ 4n)]}.
3

mn
On en déduit que H est de classe PLy= L.

Revenons i présent i l'évaluation de la classe projective de
Pensemble 3 défini par 'induction transfinie (voir N°X). Lorsque
cette définition s’obtient moyennant une opération de Hausdorif,
il est souvent plus avantageux de se servir d’une méthode différente
de celle exposée dans le N° X. La méthode suivante, due &
M. J. v. Neumann 2), permet de démontrer qu'en particulier I’en-
semble 3 considéré dans les exemples 1), 2) et 4) du N° X, est la
différence de deux ensembles analytiques.

Pour simplifier les notations, nous allons nous borner 4 formu-
ler un théoréme qui embrasse le cas de lensemble de Lebesgue
(ex. 1); une généralisation de ce théoréme donne 1’évaluation

~ demandée pour les ex. 2 et 4.

Nous allons nous servir des notations suivantes. En désignant
par r un systéme fini variable d’entiers positifs k..., kn (0 =>0),
considérons les fonctions p(r) qui font correspondre a chaque r un -

1) ¢f. P. Hausdorff, op. cit., p. 93.
%) Voir la note de M. J. v. Neumann et de moi-méme On some analytic
sets defined by transfinite induction, Aunals of] Mathematies 38 (1937), pp. 521-—625.
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entier >0; » peut étre concu comme fraction binaire finie¢ 0 ]r<l,
4 savoir (cf. § 1, VII):

1 1 1
1 =2—ki + W -[-... -I—- ém}‘l’l'""’f‘kn .

Soit I' "ensemble des fonctions y. On attribue & cet ensemble
le caractére d’un espace topologique en admettant que la suite
Y ¥q ... CODVErge vers y lorsque limy (r) =y(r) quel que soit

. n==00
Lespace I' est complet séparable; il est en effet homéomorphe & I’espace
des nombres irrationnels. Pour s’en convaincre, on range les nombres ¢

en une suite infinie ry,7,,... et on fait correspondre & 1’élément y de I
Pélément 3=={p(n,), p(r5),...} de N.

Désignons par Dr(y)zl)kbm, kn'(y) la suite infinie
YyyneyBony 1)y p(Toagnny lony 2),...
En particulier D,(¥)={p(1), »(2),...}.

Enfin, posons y, r={y(ky), ..., y(kyy..., kn)}. Donc 7,0=0 (Ven-
semble vide). :

On constate aussitét que, pour r fixe, les fonctions p(r) et
9,(y), considérées comme fonctions de y variable, sont continues.

Les symboles 1™ et #,, ayant (pour t ¢ C) le méme sens que
dans le N°X (ex.1), définissons les symboles i et 2, par
Pinduction finie en convenant que: t[°]=tmt(o) et

[&1yes By kb, ] kyses b k
#H nfpptd (t[ 1 n])[ n+1]? t(klw--kmkn-}-l) — (t(lzl,...,k")) (1)

On démontre facilement que les fonctions 17 et 57 sont,
pour r fixe, des fonctions continues de # et v et que
[EANL gy ko sy i ) i
(t 1])[ 2 n]= t[ 11 kg ul (t(kl))(l‘?’""kﬂ) = t(]11,k2,...,kn) .
12

2. Théoréme. Soient ACCXE et BCN deuw ensembles ama-
lytiques. L'ensemble 3CCX CX & défini par les conditions:

0 ; [37] N .
3=4, =T33 ot 0<i<®, yeC, 3¢B,
a n
3'=0 pour tous les autres t,

est difference de deun cnsembles analytiques.

[§ 34, XI] Ensembles projectifs. . 385

Plus précisément, on a Uéquivalence:

[(tyz) « 3] = N
(E<Q) - SH(0) +0) [T[((r) £0) ("= 0) > (y o, @) € 4] -

7 r

L(p(r) #0) (177 £0) 1 (y) € BI}.

Deés que cette équivalence sera établie, on en conclura: que 3
est le produit d'un ensemble €4 et d’un ensemble analytigue; car,
d’une part, 'ensemble f(#<Q) est un €4 (Qapreés IX, 2) et, d’autre

t
part, la fonction propositionnelle entre crochets { } est analytique,
puisque la multiplication IT est dénombrable et les fonctions (1),

t“'"'], Yo et 1)1,(7/)“ sout continues (pour 7 fixe).

Pagsons & la démonstration de cette équivalence.

1) Soit (tyx) € 3. Nous allons démontrer par induction trans-
finie qu'il existe une fonection y ¢ I' satisfaisant 4 Ja condition entre
crochets, et—de’ plus — admettant pour #==0 une valeur p==0
donnée en avaunce. ‘

Soit d’abord #==0, ¢. & d. t=0. Done (yx) ¢ A. Soit y la fonction
définie’comme suit: »(0)=p et p(r)=0 pour 7==0. La condition entre
crochets est évidemment satisfaite.

Admettons & présent que a>0 et que notre hypothése soit
satisfaite pour chaque ¢ tel que f<a.

Soit f=a. La formule (tyz)e3 implique Dexistence d’une
suite infinie 3==(3, 3%...) appartenant & B et telle que I’on ait pour
tout n: : o

ze 390G, cond (197, g, ) € 3.

Comme 3« Z, & tout n correspond par hypothése une fonction
y, €I telle que:

10 ,(0) = 31,

20 51 p, ()0 et ¥17T= 0, on a (yugm,0) €4,

30 §i p (1) 0 et B0 on a ,(y,) € B.

C. Kuratowski, Topologie I. 25
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(m=£0), 7’(7‘71,---970111)=9’;,l(k27-~-:70m)- Il vient

m: Py (Boyy ver s Fom) == {y(ky)y y(ky,y Kog)ye ooy V(Joyy Togyers s lom)} =2
= {3k, vi(Fa)y oy Vi (Kgy ooy )} = {34, Yhy Kogyorr s fom}

1),.(’}’)::{'}’(7‘717 vy Toamy 1)y Y(Bogy ey imy 2)5 00} 5=
= {Vkl(kz"" s Bomy 1), 9’1;1(7“27 oy By 2)y 00} = 191«2...1:,,,(7’;41)'

On en déduit facilement que la condition entre crochets { }

est vérifide.

2) Admettons, d’autre part, gue yp satisfait & la condition
entre crochets. Il s’agit de prouver que (lyz)e.3.

Soit d’abord t==0. Comme p(0)=0 et "% !¢ il vient
(Yopr @) 4. Mals yeog=yy=y. Donc (y,5)ed- 3% e
(tyx) € 3. ‘ '

Admettons 4 présent que a>0 et gue notre hypothése goit
satisfaite pour chague t tel que I<a.

Soit F=a. Pogons 3=1,(y)={¥(1),7(2),...}. Comme y(0)=0
et 1#9=1-0, il vient y,(y) e B, c.2d. que 3<B. Reste & dé-
montrer que l'on a pour tout n:

{37] N
23 gm, covd ({1, ygm, ) € 3.

Or, posons v, (Kgy ..., km) = (I, gy ey km)y =0, On vérifie faci-
lement que les conditions 10—3° sont satisfaites pour tout n. Comme
%1 <q, on en déduit par hypothése que (t‘ﬁ"],y(a,,),w) €3.

§ 35. Ensembles analytiques.

L’espace est supposé complet séparable.

I. Généralités. Rappelons d’abord quelques propriétés des
ensembles analytiques établies au § 34. Par définition, les ensembles
analytiques coincident avec les images continues des ensembles
boreliens (§ 34, I). Tout ensemble borelien étant image continue
de l'ensemble SN des nombres irrationnels, on peut définir les en-

sembles analytiques comme les images continues de Vensemble N
(§ 34, IV).

[§ 35,17 Ensembles analytiques. 387

La propriété d’étre un ensemble analytique est invariante
par rapport aux opérations dénombrables: d’addition, de multi-
plication et de multiplication cartésienne, de méme que par rap-
port & l'opération (EA) et par rapport aux transformations me-
surables B (de cet ensemble en sous-ensemble du méme espace
ou d'un autre).

Draprés le corollaive 1 du § 32, V, tout ensemble analytique in-
dénombrable contient un ensemble parfait?). Les ensembles analy-
tiques ,réalisent” donc I’hypothése du continu: lewr puissance est
soit finie, soit Ry, soit ¢.

Comme on verra (ef. N°II), tout ensemble analytique (done
augsi tout ensemble CA) jouit de la propriété de Baire au sens
restreint et est mesurable au sens de Lebesgue (sl est contenu
dans Pespace des nombres réels).

Remarques. 1° Les propriétés précitées montrent que les en-
sembles analytiques jouissent d’une certaine ,régularité”, qui dé-
termine leurs applications. Parmi les applications de la théorie des
ensembles analytiques, citons Pimportant théoréme sur ’inversion
des fonctions continues (N°V, th. 3), que I'on ne sait pas établir
gans Lemploi de cette théorie. '

Comme on verra, il y a de nombreux problémes d’un ca-
ractére élémentaire qui conduisent aux ensembles analytiques ou
aux engsembles CA. Il y a aussi des exemples importants et trés
gimples d’ensembles qui sont projectifs sans é&tre boreliens; ainsi,
dang l’espace 27 (des sous-ensembles fermés de l’intervalle), 1’en-
gsemble des ensembles fermés indénombrables est analytique et non
borelien 2); les fonctions différentiables constituent dans Pespace &7
un engemble C4 ndn borelien %); dans l'espace 679, les fonctions
F(z,y) pour lesquelles il existe un y tel que la dérivée partielle fi(a,¥)
exigte pour tout x e J — constituent un ensemble PCA qui n’est
pas de clagse inférieure4).

1) Voir M. Souslin, C. R. Paris 164 (1917).

%) 'W. Hurewicz, Zur Theorie der analytischen Mengen, Fund. Math. 15
(1980), p. 4—11.

3) 8, Mazurkiowicz, Uber die Menge der differenzierbaren Funltionen,
Fund. Math, 27 (1986), p. 244.

8 8, Mazwrkiewioz, Wine projelitive Menge der Klasse POA im Funktional-
rauwm, Fund, Math, 28 (1937), p. 7.

26%
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920 11 est essentiel de remarquer que la régularité” dout jouissent
les ensembles analytiques n’appartient pas, en général, aux ensembley
projectifs de classe plus dlévée. M. Gaidel?) a signalé en effet que
I'hypothése de Pewistence (dans Vespace des nombres réels) @ ensembles
non mesurables de classe PCA et CPCA ext compatible avee.le
systéme d’axiomes de la Théorie des ensemblex.

Il en est de méme de Vewistence des emsembles CA  inddnom.-
brables dépourvus de sous-ensembles parfaits.

30 Comme I’a démontré M. Hurewicz?), le vésulbat de Popé-
ration A effectuée sur des sous-ensembles fermés d'un espace mé-
trique séparable (complet ou non) contient uu ensemble parfait
(pourvu qu’il soit indénombrable).

Vu que tout ensemble analytique est le résultat de DPopéra-
tion A effectude sur des engembles fermés (NOII), le théoréme
préeité est une généralisation du théoréme d’aprés lequel tout en-
gemble analytique indénombrable contient un ensemble partait.

Pour une autre généralisation, voir NO II, corollaire 3.

Nous allonsg établir & présent le théoréme suivant:

A damt un ensemble amalytique indénombrable, tout ensemble
analytique A* en obtient par ume transformation de I-e dlasse %).

Il suffit évidemment de démontrer gqu’il en est ainsi pour
A*=2N. '

Oz, en tant qu’ensemble analytique et indénombrable, 4 con-
tient un ensemble homéomorphe & C; donc un ensemble N homéo-
morphe a, N. Posons f(#)=w pour » e N. L’ensemble N étant un G
dans l'espace & (qui contient 4, cf. § 31, IIT), done un espace topo-
logiquement complet, il existe une fonction f*-de I-e classe définie
sur lespace & tout entier, dont les valeurs appartiennent & N et
qui coincide sur N avec f (§31, VI, corollaire). Par conséquent
f¥(4)=N, c. q. f. d.

') The consistency of the awiom of choice and of the generalized continuwuwm-
hypothesis, Proc. Nat. Acad. Sc. 24 (1938), p. 556,

%) Relativ perfelite Teile von Punktmengen und Mengen A), g bl -
(1928). 5 1oy " gen ( Fund. Math. 12

) W. S1erpmskx, Sur les images de Baire des ensemblos [ ?
ath. 15 (longy e les mémres, Tund.
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v Dans le méme ordre d’idées, citons les théorémes suivants:

1. lvtomf donnés  deuw ensembles analytiques indenombrables
dc dimension 0, Vun @euw est une wnage continue de Dautre?).

2. Tout ensemble analytique est image biunivoque et continue
@un ensemble CA %),

Plus précisément, o =f(3) dant une fonction continue, définie
sur un sous-cnsemble fermé B de N, Pensemble F contient un complé-
mentwire analytiqgue O tel que f(0)=H{F) et que la fonction partielle
|0 est biunivogue 3).

Afin ’établir ce dernier énoncé, rangeons d’abord les nombres
irrationnels 3--{3*3%...] dans Yordre lexicographique; en symbole:

1) [3<pl=(3 1)1 l] [(3"< +V(3'<1)]

On voit aussitdt que Ta fonction propositionnelle [3-<Zy] est
de classe I7. En outre, il existe dans tout ensemble fermé X(=0)
le premier élément. est en effet le point p(X)=X,-X,-..., ob X,
est Pensemble des 3 e X pour lesquels 3! admet la valeur minimum
et o X,, avec > 1, est Pensemble des 3 e X,y pour lesquels 3
admet la valewr minimum. En vertu du th. de Cantor (§ 30,IT) le
produit des ensembles X, se rédnit & un seul point.

Ceci établi, soit- ¢ Vensemble des pmnt% p[]‘_1
P’engemble f(F); en symbole:

2 Betl=[3el[[{UG)

)] ot z parcourt

[(9)]—[3<vl}.

. Llensemble € est un €4, car la fonction propositionne]]e entre
crochets { } est borelienne. En outre, la fonction partielle f|C' est
biunivoqué, car les conditions 3¢ C, peC et f(3) = f(1)) entrainent

3<p<33 d’olt 3=1. On a enfin f(C)=f(F¥), car p[]“ x)] peut &tre
substitué i 3 dans le membre gauche de 'équivalence (2).

1) Pour la démonstration, voir W. Sierpinski, Sur les dmages continues
ddd ‘eiisembles analytiques lindaires ponctiformes, Fund. Math. 14 (1929), p. 345.
Voooe) o Mazurkiewics, Swrwne propriéld des ensembles 0(4), Fund. Math. 10
(1927), p. 172.

3 Pour une géndralisation de cet énonced, yoir NV, 5.
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II. Ensembles analytiques comme résultats de 'opération (A).

L’ensemble .., des nombres irrationnels 3= 1] Red SR
tels que: 3'=myy...,3=m (cf. §32,1), vérifie - comme on voit
facilement — les propositions suivantes:

(1) N ’-—'—nan Wnl...nk zn-—-fi qu o npn

(2) Wnl gy ' wmi.,.mkz O poulr (nl AR In’k) # ("n‘l . "/"‘I/Il)

3) 3 =ﬁ gval... i

k=1

4) N= BZ’kL]lﬂvaimak =kl=]1%' &thm 3k

La formule (4) montre que Pensemble &Y est le résultat de
lopération (A) effectuée sur le systétme des cnsembles Ny .n,.

(8) Hm d(SHy,. 40 =0.
(6) f étant une fonction continue définie sur N, on «

f3) = L ANy = AN

1
ar
©0

#3) = 1T Ny, 9y C [T C [T Vg
k=1 kel

k=1

d’apres (3), et Pensemble kl:{ AN 44 se réduit & un seul point,

puisque la continuité de la fonction f implique en vertu de (B) que

v B sl

i SLA(Hyt,.. 0] =0, Aot lin S[fiNy, )] =0 et o([T AN ) =0.

.The’t?rém(.;. Pour qu'un ensemble soit analytique, il fout et il
suffit quil soit le résultat de Vopération (FA) effectude sur um systéme
régulier d’ensembles fermés.

En veffet, A étant analytique, il existe une fonction continue
f telle que A= f(). L’ensemble A4 est le résultat de Iopération (H)

effectuée sur les ensembles f(ﬂvnl,,_,,k), car on a d’apréy (6):

A=f(N)= X 3) = J TN, _».
3 3 k==l

icm
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Inversement, 'opération () effectuée sur des ensembles fermés
(méme sur des ensembles analytiques) conduit toujours & des en-
sembles analytiques (§ 34, IX, 6).

Qorollaire 1. Les ensembles analytiques jouissent de la proprieté
de Baire au sens restreint.

Car cette propriété appartient % tout ensemble fermé et est
un invariant de Vopération (HA) d’aprés le corollaire du § 11, VIL
Pour la méme raison, les ensembles amalytiques sont mesurables

aw sens de Lebesgue (dans le cas de l'espace des nombres réels,
complexes etc.).

La propriété de Baire, ainsi que la mesurabilité, appartenant
au complémentaire de tout ensemble gui la posséde, il en résulte
que les ensembles CA en jouissent également. Il en est encore
de méme des ensembles qui s’obtiennent & partir des ensembles
fermés 2 Daide de la soustraction et de ’opération (A).

Remarque. D’aprés le corollaire 1, I'ensemble B, du § 34, VI,
qui est analytique et non borelien, répond au probleéme de H. Le-
besgue (Journ. de Math. 1905, p. 188) sur existence des ensembles
non boreliens i propriété de Baire au sens restreint!).

Corollaire 2. Tout ensemble analytique A est criblé par un erible
composé @ensembles fermés. '

Tn d'autres termes: il existe une famille @ensembles fermés W,
ol 7 € R, telle que la condition © e A équivaut & Vewistence d’une suite
infimie de nombres ry<ry<<... satisfaisant & la formule x e W Wry oo

(Pest une conséquence immédiate du théoréme, en raison du
théoréme du § 1, VIL

Corollaire 3. Tout ensemble projectif B de classe PCA est somme
de R, ensembles boreliens.

En conséquence, si B est de puissance > %y, B contient un ensemble
parfait (non vide). :

Admettons d’abord que Pensemble B soit analytique. 11 est
done le résultat de Dopération (A) effectuée sur un gystéme d'en-
gembles fermés. En notations du §1, VI, 6, on a alors

1 Voir N. Liusin et W. Sierpinski, Sur wn ensemble non meswrable B,
Journ. de Math, 1923, p. 53.


pem


392 L‘hapitré IIT. Espaces complets, .
{7) []Eu—-zjhu
a\ £ .

et on constate facilement par Pinduction transfinie que les ensembles
B, et K, sont boreliens. La premiére partie du corvollaire se trouve
ainsi établie pour le cas ol B est un ensemble A ou €4 1),

Dans le cas général, ot B est un PCA, posons E = f((), ol ¢
est un C4 et ol Ia fonction f est continue. I vient

0:%‘230‘, done B = f(G) ,Z(/‘)f(ﬂa)

B, étant borelien, f(B.) est analytique; il est done une somme
de N, ensembles boreliens. Par conséquent E I'est également.

La deuxiéme pm‘me du corollaire découle de la premidre. Car,
en supposant que B>, Iun au moins parmi les 8, sommandes
en lesquels X se décompose, est indénombrable; conmune ensemble
borelien indénombrable, il contient un sous-evsemble parfait non
vide (§ 33, I, 3).

ERemarque. On voit ainsi que parmi les ensembles PCA indé-
nombrables il n’y a que deux puissances qui peuvent se présenter:
& savoir 8, et ¢. Dailleurs, on ne sait pas $'il existe des engenibles
PCA ou, plus généralement, des ensembles yprojectifs de puis-
sance & . ~

Quant aux ensembles CPCA,
analogue.

ol ne conualt pas dénoneéd

Corollaire 4. Tout espace & complet, séparable et indénombrable
se laisse décomposer en X, emsembles boreliens, (Zivjm'n'{s*‘ et non vides.

Soit, en effet, B un sous-ensemble ang llvhquv non borelien
de & (l’emstence d’un ensemble de ce genre résnlte u § 34, VI).
En appliquant la formule (7) et en posant

Ag=FK,— ZIQ, il vient B=D'4d,.

w8

- De fagon analogue, en posant

Lo=%—H, et B,=1I, 21;5, om a F—F= D L= B,.

@ e L2

v - 1) Nous reviendrons au N°IX sur

Ies dédeompositions does 4
‘ ; s st & ensembles €
en N; ensembles horeliens. k “
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Par conséquent,
(8 K= A,+)
) (2 u<.

Les ensembles 4, et B, sont boreliens. Tous les. sommandes
de la décomposition (8) sont disjoints deux & deux. Il v a une infinité
indénombrable d’indices « tels que 4,==0, car en supposant le con-
traire, Pensemble K serait borelien (comme somme dénombrable den-
gembles boreliens).

Remarque. On est conduit aussi ) une décomposition d’un
espace & complet, séparable et indénombrable en &, ensembles bore-
liens, disjoints et nen vides, en se basant sur le théoréme suivant
de ¥. Hausdorff): i existe dans Vespace E une suite tramsfinie
G CHCLCH O (< Q) Densembles Gy distinets et tels que 6= VGa.

En posant B, = (m———;\ G, i1 vient &F = 'V(F o les Fa sont

(3
des ensemrbles s, leJOl]).TS ot non vides, =

Cette décomposition a 1’av¢mtage vis-a-vis 1a décomposition (8)
davoir les sommandes de classe Ky, tandis que les sommandes
de la décomposition (8) sont de classes non bornées. D’autre part,
la décomposition (8) est effective (Vensemble E, ainsi que ses somman-
deg, peuvent otre nomméﬁ), tandis que D'existence de la suite {Go}
n’est établic (ue d'une facon non effective.

Ajoutons que le probléme de décomposer Pespace en X, en-
gemhles Gy disgjoints et non vides reste ouvert 2),

III. Premier théortme de séparation. 4 et B dlant deus
ensembles analyliques disjoints, il existe un ensemble borelien E tel que

ACE e E-B=03),

'

SSUS—

1 Swmanen von Rx, Mengen, Fund, Math. 26 (1936), p. 248.
. 2) (L W, Sicrpinski, Sur deva con.sequmws dun Ih('oreme de Hausdorff,
Fuand. Math. 88 (1045), p. 272,

3) Théordme de. N, Lusin, Sur les ensembles analytigues, Fund. Math.
10 (1027), p. 52, I importe de remarquer qu'nn théoréme analogue pour les en-
gerables A um'nt et défaut, Voir un simple excmple de M. Sierpinski, Sur
dewr convplémentaires (mah/llqu(' now sdparables B, Tund. Math. 17 (1931),
. 208, de méme que N, Lusin, Brgembles analytiques, p. 220, 260, 263 ¢t P. No-
vikoft, Pord, Math. 17, p. 26,
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Lemme). Nommons ,,séparable B tout couple densembles A, B sa-
tisfaisamt & la thése du théoréme. Les emsembles Fex Pyt Py ..,
Q= Q.+ Qo+ ... étant non séparables B, il ewiste un couple Py Q@ non
séparable B.

Supposons, en effet, que Zn, s0it un engemble borelien tel
que :
P,C anCQ,m (:: F— Qm)-

Il vient

P,.cnz,.mchm» (Zczm)

"l=

donce

P~~ZP cZ II/,,,,,CQ,

n=1 1 m=

ce qui prouve que l'ensemble borelien 2, ] ] Zpm sbpare les on-
==l
gembles P et Q.

Le lemme établi, supposons par impossible que les ensembles
analytiques disjoints A et B ne soient pas séparables B. Soient
f et g deux fonctions continues qui transforment ¥ en A et en B:
A=f(N), B=g(N). 1l vient (cf. I, 1):

A={N)+[(No)+... et B=g(N)+ g(No)+

11 existe done, d’aprés le lemme précédent, deux ensembles
F(Nny) et g(Nm,) non séparables B. Comme on a, en outre, daprés
II (1):

f(wlll...nk

my ...m km) y

) ::nél‘l f(wnl...nkn) e/t g(gNmI...mk 2.! J

on en déduit par induction Pexistence de deux suites infinies

Ty Mgy oo €6 MyyMs,... telles que les ensembles f(Nay..u,) 06 (PN, ...m,)
sont non sépa-mbleq , quel que soit .

1]

[ 4. et 1):xﬂ+—l-l+.”

Posons 3 = —— + T, T
1 2

1) Sierpifiski, Zarys teoris mmnogobei 11, p. 180,
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Comme f(3)e 4, g(y)eB et AB=0, il vient |f(3)—g(y)|>0.
Les fonctions f et ¢ étant continues, on a (cf. II, 3) pour % suffi-
gamment grand:

OLf(N. ny...np) +5[Q(Wm1 mk)]<[f )l

et comme (cf. IT, 3):

13) € {(HNuyomy) €6 9(9) € J(Nmy..mp)s
il vient:

’f(wﬂl "‘"13 *

Cettie derniére formule montre, en raison de Pinclusion
f(WHl...nk)Cf(WIll..‘nk)7 qu@ 1@5 en'selnbles f(wnl'""ll) et g(wm1...m,,)
gsont séparables B, contrairement & ’hypothése.

Corollaire 17%),
A est borelien.

jar, en posant B=F—A dans le théoréme précédent, il
vient E==A.

Le corollaire 1 nnphque que la }‘amzlle des ensembles qui soni
simultanément A et CA coincide avee celle des ensembles boreliens.

Q(anl...mk) =0.

Si les ensembles A et E—A sont analytiques,

Corollaire 2 (séparation simultande). Etamt donnde une swite
densembles amalytiques disjoints Ay, As,..., il eviste une suite d'en-
sembles boreliens disjoints By, B,,... tels que AnCB,.

Daprds le théordme de séparation, il existe, en effet, un sy-

stéme d’ensembles boreliens En, tels que
%

AnCBum b Epm+ Am=0 (pour u==m).

Posons:

Bl == ” -Elm et B"“-—: n ~Enm"“

m==2 m=n

(By+ ...+ Bnu).
Line hmon By C Bun entraine 4, - BnC Ay, » Bpn =0 pour m<n.-
Done 4,CB,.

Pour une autre généralisation du th. de séparation, voir N°¢X.

1) M. Souslin, 1, cit.
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IV. Applications aux ensembles boreliens. Z'hcoréme ). Toute
image biunsvoque et continue d'un engemble borclien est un ensemble
borelien.

Tout ensemble borelien étant conmiposé (un ensemble  16-
nombrable et dune image biunivoque et continue de Pensemble N
(§ 33, IL, cor. 3), il suffit de démontrer que f étant une fonction
biunivoque et continue, définie sur &, Pensemble f(N) est borelien,

La fonction f ¢tant biunivoque, on conclut de T (2) fue,
pour % fixe, les ensembles dw systéme {f(Nn,..n,)} sont disjoints,
Daprés le cor. 2 du NO I1I, il existe pour tout & un systéme d’en-
sembles horeliens disjoints By,.n, tels ‘(Lm* ]’(9\'"1...,,,,) Chyy

Posons Bl B, [(Ny) et, de fagon générale,

sl r

] _ T ‘ L a
ﬁl...n,f"' ]’)::1...1:,‘,' /’(gvnl...n/,) ) 1’):)1 Rt
On a Pinelusion’

(1) HHNngoon) C By CH( RNy

e I’lk)

En effet, cette formnle étant évidente pour k=
la pour 7u—~1, d’apres TX(1):

f(WHJ .«"},) -

d’olt la formule (1).

1, adnettong-

f( WH’ e ”k"“l) C'B;;

e 0

La formule (1) implique en vertu de 11 (6) fue

i = [T = TR0 wore gy 3 1] 1y
k=1 k=1 3 b=y

car f Z”f 31 Lapres 1T (6).

En outre, le systéme {Bhi..m} Ctant Te{,,nlwr e dd, quc

.B"1 13 C Buymy; €6 composé, 1)0111' k fixe, ensembles disjoints,
il vient (cf. §1, VI, 5):'

2”3‘51 ”2]&*1 e
3 k=1 k=1 3

1y 7 Q ol . - ' . . !
) M. Souslin, L eit. Powr des généralisations de co théortme, voir NOV
et NO VIII.
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" . . . « . N
La sommation X By g étant étendue (pour k fixe) & un sy-

stéme dénombrable d’ensembles boveliens, 'ensemble Z Bj1 e est

borelien, I enge mble F(N) Pest done également, c. q. f. d

In rapprochant le théoréme précédent du corollaire 1 du
§ 33, II, on voit que les sous-emsembles boreliens des espaces complets
séparables coineident avee les images biumivoques et contimues des
espaces complets séparables 0-dimensionnels.

Remarque. B étant un ensemble borelien et g étant une trans-
formation biunivoque et continue, l'espace Y qui contient g(B)
peut étre supposé métrique arbitraire (complet séparable ou non). En
effet, en tant qwimage continue dun ensemble séparable, g(B) est
géparable. Complétons Lensemble ¢(B), qui est lui aussi séparable,

A w espace g(B) (voir § 20, VII). Daprés le théoréme qui vient

d’stre démontrd, g(B) est horelien dang g(B), done dans g(B), ¢. & d.
que ¢(B) est la partic commune de g(B) et d’un ensemble borelien
dany Y. Liensemble ¢g(B) est done borelien dans .

D’autre part, les hypotheses que Pespace & (contenant B)
50it complet et séparable sont essentielles. Admettons, en effet, que B
goit un ensemble non borelien situé dans Pintervalle T=% et que

B (cas ol & est non complet)

20 F s compose de points de Pintervalle I, la distance entre
tout couple de points étant définie comme égale 4 Punité (cas ot F
est non séparable).

Dans les deux cas lengemble B (borelien dans &) se trans-
forme par lidentité en un ensemble non borelien (dans ¥).

V. Applications aux fonetions mesurables B. 1. f dtamt une
fonction biundvoque et mesurable B, définie sur un ensemble bo-
relien, I, Uensemble f(B) est borelien.

B effet, la 'f;(m.(i:tio:n f étant biunivoque, on transforme len-
gemble [ - ]« {u (x)} en f(B) de fagon biunivoque et continue,

en le pr UJomnh sur Paxe 9. L’ensemble I étant borvelien d’aprés
§ 34, LIL, 4, f(B) Vest dgalement en vertu du théoréme du N° IV.
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9. Toute fonction f définie sur un cnsemble andalylique 4 et

telle que Densemble I= L‘{y f(@)} est analytique, est mesurable B,

Par conséquent ( cf §34, 11X, 4), i A est borclien, Vhypothése
que Vensemble I soit analylique 'wnplffqua quiil est borelien.

11 s’agit de prouver que Pengemble /“1(7*’) est borelien dang A,
quel que soit ensemble fermé F'C Y. Or, en hmt (que projection de
l’ensemble analytique I-(& xI'), ]’( nsemble j LK) et analytique.
Pour la méme raison Pensemble §(Y—F)-- — ) est analyti-
que. D’aprés le théoréme de séparation (N° lll) il exisgte un engemble
borelien E tel que f"l( YCE et EA-— Y = 0, doi fUER) - BA.
Ceci prouve que f(F) est borelien dans 4.

3. y=f(w) dtant wne fonction biunivogque ¢t mesurable B, dé-
finie sur um emsemble analytigue A, la fonclion inverse - )
est mesurable B sur Vemsemble f(A); c. i d. que la fonection f est une
homéomorphie généralisde (dans le sens du § 27, I)1).

C’est une conséquence de l'énoned précédent (en y rempla-

¢ant @ par y, y par et A par f(4)) en rairon de DVidentité -

E o=/} = [ {y=1@)} =1

xy
et ‘de Vanalycité des ensembles I et f(A) (cf. § 34, I1I, 4 et b).

4. f élant une fonction biunivoque et mesurable B, définie sur
un ensemble borelien B, si P est un sous-ensemble projectif de B
de classe Ln(n=0), l’msemblc f(P) est aussi de classe Ly,

Car, la fonction z= ' y) étant selon 3 et 1 mesurable B

sur f(H), Pensemble f(P)= /"‘l)_l(P) est de classe T, d’aprés § 84,
117, 5.

5. f étant ume fonction continue sur un ensemble borelien E,
il ewiste un sous-ensemble O de B de classe CA, tel que §(0)==f(E)
et que la fonction partielle f|C est biunivoque.

Comme ensemble borelien, B est image biunivogue et con-
tinue d'un ensemble fermé FCN (voir § 33, IL, cor. 1): B==g(F).
Posons h(3)=fg(3) o 3eF. Selon I, 2, F contient un ensemble H

1) Ce théoréme remonte (pour le cas ol A est wn intervalle) & Lebosgue
(Journ. de Math, 1905, op. cit.). I’analyse de la démonstration de Lebesguo,
qui n’était pas exacte, a suggéré & Souslin Pintroduction des ensembles ana-
lytiques. La démonstration correcte est due b Lusin et Souslin,
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de classe CA_, tel que h(H)= I(F) et que la fonction h|H est biu-
nivoque. La fonction ¢(3) étant biunivoque et continue, 1’ensemble
(= y(H) est un C4 d’aprés {. En outre,

J(C) == fg(H) = h(H) = WF) = fg(F) — {(B).
Enfin, si x<=a', e C et 2 ¢ ¢, il vient

e=g(3), '=y(3'), 353, 3¢H et 3' e H.
Ilinégalité 33" entraine

J(®) = h(3) = M3') == fla"),
de sorte gue la fonetion f|¢' est biunivoque.

Remarques. 1°. Pour tout o, il existe une fonction f continue,
binnivogue et telle que la fonction inverse 7™ n'est pas de classe o
(voir § 27, 1, )1,

29, L’hypothége que Vespace & (de la proposition 3) est complet
séparable est essentielle.-Soient, en effet, Z un ensemble non borelien
gitué dans lintervalle J=0,1, Z* son complémentaire placé dans
Pintervalle 1,2, =7 + 7%, Y=J, f(x) =2 pour reZ et f(z)=2—1
pour e Z*. La fonction f! est non mesurable B (elle est méme
dépourvue de la propriété de Baire, si Z en est dépourvu).

La séparabilité est essentielle d’aprés 'exemple 20 du NO IV
(remarque).

3% 11 serait intéressant, d’autre part, de reconnaitre, si 1’on
peut omettre dang D’énoncé 1 lhypothése de la séparabilité de-
Vespace Y (cf. la remarque du NOIV). Cette question est lie au
probleme de 1invariance de la séparabilité par rapport aux transfor-
mations mesurables B, qui se résoub (cf. § 27, X, 7) par affirmative.
si IPon admet I’hypothese du continn.

40, Application aux groupes méiriques. Soient & et ¥ deux
espaces complets qui constituent des groupes topologigues (cf.
§13 XII). Soit f une fonction additive (c. 4 d. que flw+a')=

= f(@) +f(2')) qui transforme l'espace & en . On prouve que,
#i la fonction f 10ult de la propriété de Baire (en particulier, si elle.

1y Cf. W. Sierpinski, Sur Pinversion des jomctions reprégentables ana--
ytiquement, Fund, Math, 8 (1922), p. 26.
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est mesuraple B), elle est continue?). Il en résulte que si les groupes
X et Y sont complets séparables, toute fonction f additive, continue,
biunivoque et telle que f(%)=Y est bicontinue?). Car y . f(m) étant
une fonection additive, la fonction inverse o= f‘"(g/) oyt égﬂlmnent;
comme la fonction f‘1 est, en outre, mesurable B d’apris 3, elle
est continue.

VI. Deuxidme théordme de séparation?). A et B ctant deus
ensembles analytiques, il ewiste deun ensembles CA: D et H tels que

(1) A—BCD, B—ACH ¢ DH=0.
Les ensembles W, étant les mémes que dans le corvollaire 2

r
r>s. On a done ’équivalence suivante:
{we A}={lensemble M,==[(xve W,) n'est pag bien ordonné},

De facon analogue, il exigte une famille d’ensembles fermés Z,
avec 7 e R, telle que on a:
{# € B}={l’ensemble N.= (¢ € Z,) n’est pas bien ordonné}.

r

Pogons M,<<N, lorsque Vensemble M, est semblable i une
partie de N,. Soient:

D=B[F(M3NY of Hed' [[(Ne M,

X' désignant, comme toujours, le complémentaire de X"

La formule (1) est vérifiée. Bn effet, si v e A—B, M, n'est
pas un ensemble bien ordonné, tandis que N, en est un; on ne peut
donc avoir M,<N,. Par conséquent,

&Le [g(Mx'<Nx)]l

et comme xeB’, il vient x e D.
Done 4—BCD et par raison de symétrie, B-—AC H,

') 8. Banach, Théorie des opérations linduires, Mon. Mat. t. I (1982), p. 23.

®) 8. Banach, Uber metrische Gruppen, Studia Math. 3 (1981), p. 111.
Pour les nombreuses applications de ce théordme & PAnalyse (on particulier aux
équations différentielles), on consultera le livre préeité do Banaol, chap. III.
Cf. du méme auteur, Sur les fonotionmelles linduires LI, Studia Math, 1 (1929),
p-238et J. Schauder, Uber die Umkehrung linoarer, statiger Lunktionaloperationen,
Studia Math. 2 (1930), p. 1. .

3) Yoir N. Lusin, Ensembles analytiques, p. 210 (,douxidme principe™).
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D’autre part, si @ e B’ A’, les deux ensembles M, et N, sont
bien ordonnés. Ils sont donc comparables, c. & d. que Pon a soit
M. <Ny, #0it N,<M,. Par conséquent on ne peut avoir
ve[F (M NL)Y - [g(Nx<Mx)]’- 11 en résulte que DH=O0.

- Pour prouver que D et H sont des ensembles CA4, il suffit
de démontrer que I'ensemble F(M.<3N.) est analytique. Or, c’est

un cas particulier de § 34, IX,% (pour n=1).
Corollaire 1 (séparation simuliamée). Eiamt donmée ume suite

d’ensembles analytiques A, A,,..., il existe une suite densembles CA
disjoints Cyy Cy,... tels que

—A-n""‘ (Al‘l“ oo +An-1 + An-l-l -+ ---) CCh.
Soit, en effet, conformément au théoréme précédent:
A=Y A3C Dy, k%'Ak——A,,CH,,, Dp Hn=0.
=[sIL

Yo
Posons: On=D,- [[ H:. Les ensembles €, sont donc des en-
kkn
sembles CA disjoints. En outre:

Ai— 3 AyCApn—A44C Y Ay— AxCHy,
k==n nk

quel que soit k==n. Done A,— Y 4,C[] H;, doir Pinclusion de-
kn kn '
mandée,

Corollwire 2. Etamt donné un systéme d’ensembles amalytiques
Ary.ny tels que

-Anl...nk = An1...nk1 +An1.,.nk2 + ey

il ewiste un systéme régulier {Cy,..n,} @ensembles CA, disjoints pour k
fize et tels que

(i) ‘A‘"i'""k—-Z,Ami-“mkco”l“-"k’
la sommation X' s'dtendant aux systémes (my... mg) == (Ny... Wp).

Conformément au corollaire 1, soit, pour % fixe, {Da,..n} un
systéme d’ensembles €A disjoints et tels que

4 .
An1 oy T 2 Ami.,.kaDnl.,.nk .
Pogong

Onim -D1|1 ot 0111...nk=~" —Dni...nk‘ 0"1~--"1:~—1 pour k>1.
C. Kuratowski, Topologie I. 26
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11 s’agit de prouver que
An1...nk'—'Z’Aml...mkconlmnk_l-
Or cela résulte de Vinclusion (i) admise pour k—1 et des for-
mules suivantes admises par hypothese:

‘A"l "IzC ’Ani 1
’
-Am1 Jmp_ 1-—~Am1 mk_11+Am1 1111,_12"'{ CZ -Am1 g e

~ Pour d’autres généralisations du II théoréme de sépamtlon,
voir N° X.
Le N° suivant contient des applications de ce théordme.

VIL Ordre de valeur d’une fonction mesurable B.

Le point 4 est dit valeur d'ordre 1 de la fonction f, en sym-
bole: ¥ e Z;, lorsqu'il existe un et un seul @ tel que y==f(v). Le
théoréme suivant présente une généralisation de celui du NOIV.

Théoréme 1%). Les valeurs dordre 1 d'une fonction f mesurable B
définie sur un ensemble borelien constituent un ensemble CA.,

Le théoreme gera établi d’abord pour le cas de fonction con-
tinue. Tout ensemble borelien (indénombrable) dépourvu d'un.
ensemble 'dénombrable convenablement choisi étant image biu-
nivoque et continue de l'ensemble N (§ 33, IL, cor. 3), il suffit
de démontrer que, f étant une fonction continue définie sur N,
I’ensemble Z de ses valeurs d’ordre 1 est un CA.

On a par définition
Z=Z [13)
D’aplés IT et § 30, III on a
o= II g ot FLIT Ny k]zklj:f(ﬂVi

Il en régulte que

19— 1 —3) = [T (...
=;¢I=]1[f(9v51"'3k)

—(N—3)].

[ké‘ QV——*QVB )]
”‘f(SV"" Nyt 491

1) N. Lusin, op. cit., p. 257.
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¢

Posons
Anyng=(Noy..ng) 66 Buy...ny= f(SV Nry...np)-

Done Z == %’kgl (Aai~-~a""“3a‘-ua”)'

Dapres II (1) et (2), on & Bpy,.ny=3"Am,..my, la sommation
' g'tendant aunx systémes (my...ms)==(nq...nz). D’autre part,

Any.ompyy = Angomt + A o |
gelon. IT (1). Le cor. 2 du N°VI est donc applicable. Posons
 Omy=Onpom Argoony— By

Oy ...y, Byant Jo méme sens que dans le cor. 2. On a par conséquent
(1) Ang..ony—Bry .oy C Oy oy C Ay ...ny— By ..ony

ot les engembles Of, ..., sont des O4 disjoints pour % fixe. En
outre, le systéme {(J,,1 .y} @8t régulier, car {On,..n,} est régulier et
Yinclusion HNp,.. e Noy...my—y (cf. IL (1)) donne:

Apgoong=FH( HNogm) CHHNogoomp_y) = Aoy Cng omyg
Bug...ny= [N — Ny ony) DHN — Nnyc.mp_y) = By oompy5
d’oll on déduit la, formule '
| O ony = Ongong* Ang..ny— By C
COny.ngy® Z"l"-"k——l —Brg.mp g = Onyongyg -

La double inclusion (1) implique que

) 2C 3 I1 0, pC3 [T A, i—Bg... -
3 k=1 i 3 =L
Daprds IL (6) et § 1, V, il vient
kg1 (21'315.“1&-— ) 1:511 k1=_IiBai.". =

"“,t,’;flf(wa‘n k) HBx 'ah,—..k];‘{ Aain_ak—Bai;__bk),
ol .
2 I[ Ay la-——-B 1 )= J] (4, p—Bg.. ) =2 e
a Jr=m, a a k=1 ) .
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Par conséquent, les trois membres de la double inclusion (2)
sont identiques. Le systéme {C% ...} 6tant régulier et disjoint
pour % fixe, la formule §1, VI, 5 implique donc que I'ensemble

Z = bzk[:]i Os.q=11 32 O =l 30

: k= ny..np L
est un CA,

_Passons & présent au cas olt g est une fonction mesurable B
définie sur un ensemble borelien F. Les ensembles X et g(H) étant
sitnés dans les espaces (complets séparables) & et Y, ’ensemble

I=F{y=g(x)} est borelien dans l'espace F X Y. Hvidemment

l’enggmble des valeurs d’ordre 1 de la fonction g coincide avee celui
des valeurs d’ordre 1 de la projection sur laxe ¥ (considérée
comme fonction continue définie sur lensemble I) et ce dernier
est— comme nous venons de démontrer— un engemble CA.

Remargues. 1° La formule
v < 2= Zly =1} [[{ly = f(o) = {(0")] > (o =0")}

conduirait, dans le cas considéré ici, & un résultat moing précis.
Cependant on en déduit-que, si f est définie sur un F, d'un espace
compact, Z, est différence de deux ¥, (ce résultat est précis).

20 Théoréme réciproque. C étant un CA conteny dans &, il ewiste
une fonction continue f définie sur un sous-ensemble fermd de N et
telle que C=Z;.

Soient, en effet, F' un sous-ensemble fermé de N contenu
dans Vintervalle 0,Y/, et f(3), 3 ¢ F, une fonction biunivoque, continue
et telle que f(F)= & (cf. § 32, III, corollaire). I1 suffit de définir la
fonction f(3) pour Y/,<3<1 de fagon que la partie commune de N
et de l'intervalle /,,1 soit transformée en' F— 0.

La valeur y de la fonction f est dite d’ordre indénombrable
lorsque I’ensemble f~'(y) est indénombrable. En symbole:

(y € 4p) =" () > R]-

Théoréme 21). Les valeurs @ordre inddnombrdblle dune fonction f

mesurable B, définie sur un emsemble analytique, constituent un en-
semble analytique.

1).Cf.: 8. Mazurkiewicz et W. Sierpifski, Sur un probléme concernant
les fonctions continues, Fund. Math. g (1924), p. 161, ma note de Fund. Math. 17,
P. 261 et 8. Saks, Fund. Math. 19 (1932), p. 218.

icm

1§ 35, VII] Ensembles analytiques. 405

Posons, en effet, I= f[y=f»)]. L'ensemble I étant ana-
xy .
ytique (§ 34, III, 4), tout revient 3 -établir 'énoncé suivant:

Théoréme 3. Htamt donné, dams le produit E x Y de deuw espaces
complets séparables, un ensemble analytique I, Pensemble A des y tels
que Vensemble [7 [(wy) e I] est indénombrable est amalytique.

Or, en tant gqu’ensemble analytique, I admet une représentation
paramétrique sur l'ensemble’ N des nombres irrationmels, c. & d.
quil existe deux fonctions continues ¢ et % définies sur IV et telles
qu'ay tout point @y de I correspond un 3 remplissant les égalités
w=¢(3) et y=h(3). La condition pour que ensemble F [(zy) e I] soit
indénombrable équivaut done (§ 32, V, cor. 8) & Pexistence dans N
d’une suite dense en goi sur laquelle:

19 la fonction h(3) est identiquement égale & ,

20 la fonction g(3) est biunivogue.

En symbole:

{y e Ay = 2Tty =nem1- [T Tg(en) +9(emT},

ol & parcourt ’ensemble des suites denses en soi extraites de IN.
Cet engemble de suites est topologiquement complet, en tant qu’un G4
dans Despace complet Y™ (§ 26, X1II, 6). Il en résulte que I'ensemble

I IT {ty=higm1 - T Toten) +g(em}

est un G5. Comme projection de ce dernier, .4 est analytique.

Remarques. 1) Réciproquement, a& tout ensemble analytique A cor-
respond une fonction continue f(3), 3 € N, telle que A=A4;.

}?osohs, en effet, |
Al 3l 1l ,.)z}_l 1], 1}
g(l S RN PR A E A FRAF
Par congéquent g(N)=N, et ’ensemble g—(3) est indénombrable
pour chague 3. Soit » une fonetion continue qui transforme HNen 4.
I1 suffit de poser f(3)==hg(3).

2) L’ensemble 4 du th. 3 peut ne pas 8tre borelien méme
dang le cas ol la fonction f est continue et ot E=FY=J.
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3) Saks (loco cit.) a déduit du th. 3 lintéressante application
suivante. Soient: =g, Y =§E7, I="ensemble des ,points” my du
produit & X Y tels que la dérivée droite de la fonction y est égale

oo au point 4. L’ensemble I est analytique (il est un F), car

(o en= I3 J] {5

)
m o<h<-
Le th. 3 implique donc que Pensemble des fonclions continues
qui possédent la dérivée droite infinie dams ume infinitd indénombrable
de points est analytique (dans lespace ¥).

En outre, cet ensemble n’est en aucun point de I-e catégorie
(ibid. p. 215), donc— en vertu de la propriété de Baire (cf. § 11, IV,
cor. 2) — son complémentaire est de I-¢ catégorie (et non vide d’aprég
un théoréme de M. Besicovitch, ibid. p. 212). On I'anpprocherw
cet énoncé de § 30, VIIL.

Désignons respectivement par Iy, D; et C;les ensembles des 4 ¥
tels que:

10 (y) contient un point isolé,

20 f~ (y) est dénombrable (fini ou infini) et non vide,

30 (y) contient un point qui n’en est pas un pomb de conden:
sation.

Les corollaires qui suivent présentent des généralisations du
théoréme du N° IV.

COorollaires 1—37%). Si la fonction | définie sur um ensemble
borelien est mesurable B, les ensembles Iy, Dy et Oy sont des CA.

ad 1. Soit Ry, Ry,... la base de lespace &, Désignons par f,
la fonction partielle f|R,. Il vient

=23+ 2y~ ...

ad 2. La démonstration se raméne, comme celle du th. 1,
au cas ol f est une fonction continue définie sur Pespace . Les
ensembles dénombrables et non vides (situés dans Pespace Y complet)
sont caractérisés parmi les ensembles fermés I par les deux
conditions suivantes: 1° F contient un point isolé, 20 I n’est pas
indénombrable. II vient

Dy=I—A4;.

1) 8. Braun, Quelques théorémes ‘sur les oribles borelie

(1933), p. 168173, ng, Fund. Math. 20
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ad 3. La fonction f, étant la méme que dans 1, on a

Cr=D;+ D+ ...

Oorollaire 4*). 8i la fonction f est mesurable B et Vensemble B
est borelien, tandis que Vinsemble f(E) ne Vest pas, Uensemble f(E—0Cr
ne Pest non plus.

Car dans le cas contraire 1’ensemble f(B) =07 +[f(E)—Cf]
gerait un C4 d’apres le cor. 3. Comme ensemble analythue (V,1),
f(B) serait donc (NOIIL, cor. 1) borelien. :

Le corollaire suivant résulte directement du cor. 2:

Corollaire B. f ¢diant une fonction continue sur un espace &
complet séparable et telle que {{(E)=D; (c. & d. telle que toutes les
valeurs de [ sont dordre dénombrable), Pensemble f(F) est borelien.

Plug encore, E est somme dune série densembles boreliens:
F =B+ Byt+..., tels que les fonctions partielles f|B, somt bicon-
tinues ). ’ _

VIIL. Constituantes des emsembles Cd4. Soit A un ensemble
analytigue et — conformément au corollaire 2 du NO IT— soit {W,}
un crible composé d’ensembles fermés (ou, plus généralement: bo-
reliens) par lequel A est criblé. Posons, comme d’habitude:

1) My= [ (weW,), (2) ple)=le type d’ordre de M,,

(3) A, =E [u(z) ="].
I’ensemble A étant criblé par le crible {W,}, on a done
: —A=) A..
(4) | F—A4 a%;

Les engembles 4, avee a< Q2 sont appelés constituantes de Ven-
semble E—A. détermindes par e erible {Wr}®).

Rangeons les fractions binaires 7 e R en une suite inﬁ.ni.e
T4y TgyeeesPy e, CONSidérée désormais comme fixe. Rappelonsles défini-
tions du o:mble {C,} et des constituantes L, envisagées au § 1, VIIL.
Lensemble C,, est défini par Iéquivalence

) (te 0,) = (1 =2),

71.
1) Ibid. l;‘l ausei N, Tousin, loco eit. p. 1

%) Pour la démonstration voir N. Lusin, loco cit.p. 237 et H. Hahn, Reelle
Funktionen, p. 381 (42.5.8).

8 Clelio notion est due & M. Lusin, ingembles analytiques (1930), p. 188.
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ol t=[t0,i®,...,1m,..
On pose, en outre,

6) Ri=F(te0), (7) #=le type d’ordre de R,

(8) L= E(i:r) et L= E(Z<Q) =«ZJL.>,.

I’équivalence (5) signifie que la fonction oamotémstzque de la
suite Or, Op,y... 65t Videntite.

1. Soit f la fonction caractéristique de la suite Wi, W,
¢ & d. que f(x) est un point de Vensemble C de Oamior tel que

9) [®(2) =2] = (€ € Wy,).
On a alors les formules:

(10) Me=Rpe, @b (1)  plw)=f(o),

(12) A= L) o (13) F—dA=fYI)
On a, en effet, selon (1), (9), (5) et (6):
(Tn € M) = (v € W) = [{"(2) =2] = [f(2) € Op] = [1,, € Bpy],

d’olr 1a formule (1
Lidentité (1

[#ef (L
Enfin (1

0) et, en vertu de (2) et (7), la formule (11).
2) se déduit de (8), (11) et (3):

o] =[f(®) e L] = [{(@) =] = [u(w) =] = (2 ¢ 4.).

3) résulte de (4), (12) et (8): '

F—4= %Aa.; S NIy = f"1 21:,,, =fYL).

Nous déduirons de I’énoncé 1 les deux théorémes suivants:
2. Théoréme de Lusin- -Sierpinskit), Lensemble L= F (<)
nlest pas a,nalytzque (il est un €4 d’apras le corollaire 2 du § 34 IX).

En effet, il existe dans l’espace N des nombres irrationnels
un engemble analquue 4 dont le complémentaire n'est pas analy-
tique (§ 34, VI). Soit {W,} un crible composé d’engembles fermés
par lequel A est criblé. L’ensemble W, étant fermé, sa fonction
caraetérlsthue (done la fonction f déﬁme par la formule (9)

1) Journ. de Math. 1923, p. 53. La démonstration du texte se trouve dans
ma note Sur les suites analytiques d'ensembles, Fund. Math. 29 (1937), p. 817,

.] est un point de l'ensemble C de Cantor.

neay
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est de I-e classe (§ 27, I, 1); il en est done de méme de la fonction
caractéristique f de la suibe Wi, Wy,... (§ 27, VL, 1'). En supposant
que lensemble L goit am]ythue, on en déduirait (§ 34, ITI, 5)
que f(L) 'est également. Mais ('aprés (13)): (L) =HN—A4, tandis
que Vensemble &N—A est non analytique par hypothese.

3. Les constituantes Ao sont des ensembles boreliens.

De fagon générale, les ensembles A, sont amalytiques.

Bn effot, tout Ly étant borelien pour o< Q (d’aprés § 26, X1IT, 1)
ot la fonction f étant de I-e classe, ensemble A, est borelien en
vertu de (12) (ef. § 27, II1, 1).

Chaque L, étant emalyiaque (§ 34, IX, 10), il en est de méme
de 7L (ct. § 34, XTI, B).

4. Lemme. Les ensembles E [#< ulx)
sont analytiques.

Celemme go déduit directement des lemmes 3 et 8 du § 34, IX,
3 et 8.

B. Thdoréme de recouvrement),
digjoint de 4, c. & d.

o)}, E lut@) 31 ¢ F li=p(o)]

Soit B un ensemble analytique

{13) | ~ BEC¥—A4 —.%Aa.
Il ewiste un indice ag<<f tel que
(14) ECW%;A‘,.

Supposons, par contre, qu’il existe pour tout a<Q un £>a
tel que Hdg=0; cela veut dire qu'il existe un @ e E tel que u(x) .—_.—§,
done que w(w)>>a. I’inégalité I<Q équivaut, par conséquent, & P'exi-
stence d'un e B tel que w(w)>1, dond que #<5u(x) (puisque, pour
@ e, u(x) est un nombre ordinal). Bn symbole:

(<) =3 (2eB) <u(@)]

Les fonctions propositionnelles weX et i<u(z) étant de
classe A (la premidre par hypothdse et la deuxitme d’aprés 4), il
en est de méme de la fonction propositionnelle i< Q; mais cela con-
tredit le th. 2, d’'aprds lequel ensemble L=F L’ (F< Q) n'est pas ana-
Iytique.

1) Théordme df & M. Lusin, CL. Hnsembles analytiques, - 183.
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Remarque. Le th. 5 conduit & une démonstration du corollaire 1
du NOIII qui ne fait pas intervenir le I théoréme séparation,
En effet, les ensembles A et & —A étant supposds analytiques,
on a d’apres 5: ’
F—ACY 4, done E—A=) 4.
a<ay <oy
Chacun des ensembles 4, étant borelien (th. 3), il en est de
méme de Vensemble ) A,=% —A.

ala,
Rapproché du th. 3, le th. 5 implique aussitét le corollaire
suivant:

6. Pour que Vensemble F—A= ZS; Ao soit analytique (ou, ce
a< )

qui revient aw méme, borelien ), il fout et il suffit que la fonction u(w)
wadmette quun ensemble ddnombrable de nombres ordinaur comme
valeurs; ¢. & d. que Von ait Ax=0 pour a suffisamment grand.

7. I1 emiste un ag<<Q tel que Z’ensembleg%j Ay est de I-e catdgorie.

)

En effet, comme ensemble Od, 'ensemble & —A jouit de la
propriété de Baire (II, 1). I contient done un ensemble borelien B
(un Gy) tel que  —A4—F est de I-e catégorie (§ 11, IV, 2). Con-
formément a (14), il vient

g}ZAé:%-Am— > AuC E—A—F,

<,
d’ou la conclusion demandée.

8. Tout ensemble Z qui se laisse ranger en une suite du type Q:
Loy Py veny Py ooe belle que u(g)< (@) < ..o wa)< ... L2, est de I-¢ ca-
tégorie sur tout ensemble parfaitl).

Le raisonnement précédent se relativise en effet par rapport
& tout ensemble parfait P donné en avance. De sorte que, pour P
fixe, il existe un o, tel que ensemble des z; avec > a0y (qui appar-
tiennent & P) est de I-e catégorie sur P. L’ensemble des @ avec o< oty
étant dénombrable, donc de I-e catégorie sur P (vu que P est par-
fait), on en conclut que ZP est de I-e catégorie sur P.

‘ *) Pour ume autre construction d’ensembles do I-e catdgorie sur tout
ensemble parfait, voir § 19, I, 5.
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9. Les censembles Ly (a<Q) somt de classes boreliennes nom
borndes, ¢. & d. & lout B<<Q corvespond un L, qui nlest pas de
classe p. ‘
Pour s’en convainere, il suffit — en vertu de (12) — d’établir
Texistence d'un ensemble C4 dont les constituantes sont de classes

~ non bornées. Or, nous allons démontrer que:

101, 1(3), 3 € N, ddsignant une fonction wniverselle par rapport

& la famille des sous-ensembles analytiques de Despace N et telle que

Vensemble A = gg[t) e F(3)] est amalytique (cf. § 34, V) ot {W,} désignamt
un orible (composé d’ensembles fermds) par lequel A est criblé, — les

‘constituantes Ao qui correspondent & ce erible sont de classes boreliennes
non borndes. '

Supposons, par impossible, que toutes ces constitnantes soient
de clagse borelienne f. Soit B un ensemble borelien (CH) qui n’est
pas de classe f--1. Il existe un 3, tel que F(3,)=N—B. Posons

V=3, XN (la ,verticale” d’abscisse 3,) et D=3, B.

11 vient
D=3y X [N—F(3))]=V—VA=V—A.

I’ensemble D étant borelien, il existe d’aprés 5 un a, tel que
DCY Ay, Lot V—ACD VA, done V—A=)VA,,

<ty (24 <, .
puisque (ef. (13)) V.A,CV—A4. Or, les ensembles A, étant par hypo-
thése de classe f, on en conclut que ensemble V—A4 (. 4 d. l'en-
gemble D, done Pensemble N-—1(3,)) est de classe f1. Mais alors
lensemble B serait de classe f+1, contrairement & I’hypothése.

v IX. Notion de projectivité des fonetions propositionnelles
comprenant des types ordinaux variables ®). Soit T une variable
parcourant lensemble G des types d’ordre dénombrables; ¢ étant
un élément de Uensemble C de Cantor, i -désigne son type d’ordre
conformément au § 1, VILL \

Dd/z‘omion 1. Une fonotion propositionnelle de n variables
@(T1yeeeyTa) €8t dite de classe projective Ly lorsque la fondtion proposi-
tionnelle @iy, ...,5,) est de cdlasse Ly, o. & &. que Pensemble F ¢(ty..itn)
est do olasse Ly. et

1)\/011 N. Tousin ot W, Sierpifski, C. R. Paris 189 (1929), p. 794.
%) Voir mos notos: Sur la gloméirisation des types dordre dénombrable et
Lea suilos tramsfinies d'ensembles of los ensembles projectifs, Fund. Math. 28 (1937).
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Exemples. Les fonctions propositionnelles: ,v est un type
limite”, ,v est un type pair”, ,z est un type impair”, ,v=a"
oiL a est un nombre fixe <2, sont boreliennes, car les ensembles
correspondants sont boreliens (d'aprés § 26, XIT, 3,4 et 1). De
facon analogue, les relations (fonctions propositionnelles de deux
variables) ,73¢” et ,v=0¢" sont analytiques (d’aprés § 34, IX, 4
et 9). La fonction propositionnelle ,v<2” est de classe Cd4 (non
analytique, cf. VIII, 2).

Dans le méme ordre d’idées, nous allons établir les deux énoncés

suivants:

1. L'addition v=o--o, considérée comme fonclion proposition-
qelle de trois variables, est une opération analytique.

Soient, en effet, T, § et R trois sous-ensembles de I'ensemble
des fractions binaires R=(y,,...), ayant respectivement les types
d’ordre 7, o et g. Désignons par R* l'engemble qui s’obtient de R
en ajoutant 2 & chaque élément de R; les ensembles § ot R* étant
digjoints, o+ o est donc le type d’ordre de lensemble S+ E* La
condition pour que l'ensemble T soit semblable & S--RB* peub
s'exprimer comme suit: il existe deux suites de momabres réels
3=[343%...] et y=[y,9%...] telles que:

1° tout élément de 3 appartient & T' et tout élément de y
appartient & S+ R*,

_ 20 tout élément de T est un terme de la suite 3 et tout élément
de S+ R* est un terme de 1), '

30 les conditions z'<3/ et yi<y! sont éguivalentes.

En symbole:

| (=0t =3 [1{(3"« T) [(9" ¢ 8)+((v/—2) € |1} -
JI{xe T) > 2 re=g] Lrue 8)—>F (=91 {r4 e Bj>-2lre=y"—2)]}
| g {3'<3) = (y'<p))}. "
¢ étant le type d’ordre de R, (cf. § 1, VILI), égalité Z=5+F

équivaut & Pexpression qui s’obtient de 1’équivalence précédente

en remplagant T par R;, § par R, et R par E. En tenant compte
de P'équivalence

(3" e Bi) = 3 (ra=3")(ra ¢ i) = %} (ra=3") (10 = 2)

ot des équivalenges analogues concernant (y" e R,) et [(yn—2) ¢ Ry],
on constate facilement que la fonction propositionnelle (des va~
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riables 3, 9, ¥, ¢ et #) qui suit Popérateur 3 est borelienne. La fonction
propositionnu]].e 1=3--F est done anal;s?%ique.

2. La mulliplication v==o0g est une opdration analytique.

Bn notations de la démonstration précédente, on a

(v=09p) mw}; g[(a"e T) (9" € S) (w" € R)]-
{] [(rre ) “"'%1 (re=3"1[(rre8) "‘*.?.3 (re=9")][(r ¢ B) =} (rz=10")]~
~L”I [(3*< 3) = (i< w?) -+ (' =w/) (yi< y/)].

Un raisonnement tout i fait analogue au précédent prouve
que la fonction. propositionnelle $=3-7 est analytique.

Lo définition 1 peut btre étendue de fagon & embrasser les fone-
tiong propositionnelles qui~— b c0té des types ordinaux varia-
bles — contiennent des variables parcourant un ou plusieurs espaces.
complets séparables.

Définition 2. Une fonction propogitionnelle @(Ty,...;Tny®yeres Tn)
est dite de classe Ly lorsque la fonction propositionnelle ¢(t, ... fnyyye . En}
ost de classe L. ‘

Ainsi, par exemple, en notations du N° VIII, les fonctions
propositionnelles v<u(w) et t=u(w) sont analytiques (VIIL, 4)5
il en est done de méme de la fonction propositionnelle z € 4., c. & d..
de Pensemble J (z e Ap).

Pour ca,lc'tffler la clagse projective d’une fonction propesition-
nelle comprenant des types ordinaux variables, on se gert des regles
suivantes, qui se déduisent facilement des régles 1—5 du § 34, VIII:

10 8i @(z,w) est de classe Ly, sa négation ¢'(7,2) 6st de dlasse CLy.

20 i o(r,w) est de classe Ly dans G X &, ¢(t,) est de classe Ly
dans G X &, ainsi que dams T XEXY. : :

30 y(7, @), Pylv,@),... dhamt une suile finie ou infinie de fonctions
de classe L, (n fiwe), les fonctions 3 ¢,(7,) et [] 4v)%) le sont éga-
lement. k k
40 g(v,0,m,y) dant de classe Ly, les fonctions Y @(7,0,2,9)

¢
e Y'g(vy0,0,y) sont de classo PIL, et les fonctions []e(v,0,m,y) €
nqg(r,a,w,y) gont de classe OPOLy. .

5O g(7y0,m,y) dant de classe Ly, il on st de méme des fonctions:
(v, 00y 0y Y), P(T,0,8,0); PLTTHOY) 6 (7, 0,0,).
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Complétons cette liste par les deux. régles suivantes:
60 o(o,x) étant de classe Ly, les fonctions

p(7,2) = Z(P(Gym) et ylr,2) = [To(o,x)
o<t oy
le sont dgalement.

11 suffit évidemment d’établir ce théoréme pour la fonction ¢(s),
qui ne dépend pas de ». Or, nous avons défini au § 26, XII, 1 une
suite de fonctions continues {4} tele que la suite ,¢2,... pax-
court tous les nombres ordinaux <f (& condition que ¢==0). Par
conséquent, l'existence d'un o<<? (ol ¢4=0) tel que ¢(0), équivaut
& Péxistence d'un & tel que ¢@(i). Autrement dit: em posant r=%,
.on &

() = p(l) = (t=+ ‘”é"’(m"

La fonction ¢¥ étant continue, on conclut de larégle 3° que y est
de clagse L,. Par 'application de la régle de de Morgan, on en déduit
que la fonction y est également de classe Ly.

Etant .do'nnée une forction wu(£) dont l'argument parcourt
Pespace & ou l'ensemble T et dont les valeurs appartiennent 3 G
nous dirons que cette fonction est de classe .L, lorsque la fonction
propositionnelle ¢=u(£) est de classe L,. Avec cetite définition,
on a la régle suivante:

7° O diant un ensemble de classe L, (n'>0) de types ordinauwm
et p une fonction amalytique, Vensemble

w (D) =.§J [14(8) € D]

¢st de classe Ly.

\ En conséquence, p(7,x) dant de classe L, (n>0), la fonction
propositionnelle g[u(£),x] est aussi de classe IL,.
 On a, en effet,

[u(£) e D] = %’ [o=u(é)] (v € D).

Il en Tésulte, dans le cas ol & est do clagse L, impaire, que
l?er.lsemble-p—l(@) est de classe PL,=L,. Si ® est de clagse L,
paire (>0), son complémentaire @’ est de classe L,y impaire,

done p~Y(®’) est de classe L,—s; Pensemblo WD) = [~ (D")]" esb
donc de classe CL,.y=L,. ' ‘
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Pour établir la deuxidme partie de la rdgle 7°, on peut se borner
au cas olt ¢ est une fonction de la variable v seule. Or, remarquons
quen vertu de Videntité ¢(o) = [o e [7 ¢(v)], on a

(3

olu(E)] = [ulé) € Eo(x)].
Posons P==J p(r). L’ensemble Eqa(r) étant de classe L, par

hypothdse, la fonction propositionnelle u(£) e P est — comme nous
venons de prouver—de classe L,. Tl en est de méme de ¢[u(&)].

80 La superposition de deuw fonctions analytiques est une fonction
analytique. |

Tin effet, w, 6tant une fonetion analytique, la fonction pro-
positionnelle o==y(7) osb analytique. Par conséquent, en supposant
1a fonetion uy analytique, la fonction propositionnelle o= u[us(é)]
est analytique d’aprds 70 (I-me partie). Cela veut dire que la fone-
tion superposée uue(£) est analytique.

Jwemple. L fonetion (7:24-1)2" est analytique (pour « fixe),
comme superposition. des fonctions analytiques -2, v+1 et 72"
Nous allons appliquer cette fonction dans le N° X.

Remarque. On. constate facilement que, dans les rt.égles 1080,
leg variables 7 ot » peuvent &tre remplacées par des variables »OOM-
plewes” (parcourant un produit cartésien). On peut admettre aussi
que les valours de la fonction u sont complexes.

Dansg étude des fonctions propositionnelles ayant pour argu-
ments des mombres ordinaus, il est utile dintroduire comme suib
la notion de fonction propositionnelle relativement 'analqu.ue: une
fonction propositionnelle ¢p(a) définie pour a2 egt (?11:@ «relatwe\m:ent
analytique lorsqu’il existe une fonction - propositionnelle- @*(z),
définie pour tout v e G, analytique et telle que

@¥() (r< Q) = g(7).
De fagon plus générale, une fonction g(ay...,an) 686 relativexpent
analytique lorgqu’elle est de la forme
‘7’(711"':";'11) = ‘77‘*("717"~7Tn)(71<9)---(7n<9)
ol @* est analytique.

: io; i ' U < Dy ey 0l 2y
Les fonctions propositionnelles qo(al,...,a,,),. ol oy :
qui sont simultanément: de classe 04 et relativement analytiques
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sont nommées dlémentaires. Cette dénomination tient au fait que

-les fonctions propositionnelles habituellement considérées dans la

théorie des nombres ordinaux sont élémentaires.
Telles sont, par exemple, les relations a=4p, a<<f, a<p,
a=p+7y, a=py?).

Ainsi, pour démontrer que l'égalité =g est 6élémentaire, remarquons

. que, pour a,f <&, on a l'équivalence

(a=g)=(a non < g) (g non < a).

La relation zg¢ étant analytique ef la relation r< @ étant de classe (4,

il en résulte que la relation. _

(znon < ¢) (¢ non < 7) (r,0<2),
donc la relation a=g, est de classe C4. En outre, la relation e=pg estrelativement
analytique, puisque la relation r=o (dans le domaine des types ordinaux tout
entier) est analytique.

L’app]icatfon de Pinduction transfinie ne conduit pas, en gé-
néral, en dehors des fonctions élémentaires. Cela tient au théordéme.
suivant 2):

Soient a un nombre donné <Q et x(&) une fonction qui fait cor-

" respondre & tout E<Q un nombre ordinal <Q. Admettons que la fon-

ction x soit élémentaire (c. & d. que la relation A= w(E) soit dlémentaire).
Dans cette hypothése, la fonction u(§), < Q, définie par les conditions
suivantes est élémentaire:
1) w(0)y=a, 2) u(é+1)=#p(&)], 3) M(€)=E£ w(n)
st £ est un mombre limite (==0).
- On en conelut que par ex. la relation a=/4" est élémentaire.

X. Théordmes de réduction®). 1. Etant donnde une suite in-
finie d’ensembles U, UY,... de classe OA, il ewiste une suite 4’ ensembles

disjoints V1, V2,... de classe CA tels que

@) VaCU et Y Vrn=) Un

. n=1 n==1

Par conséquent, si ¥ =TU -+ U..., les ensembles V* sont
boreliens.

) Pour les démonstrations et pour plus de détails, on pourra consulter
ma note préeitée de Fund. Math. 28, pp. 179—185,

%) Ibidem, p. 181.

%) Voir ma note Sur les théorémes de séparation dans la Théovie des ensembles,
Pund. Math. 26 (1936), pp. 183—191.
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Al Tt v oan "
Boit U= “Aa un développement en constituantes (corres-

1259

ponds.mt & un urip]e composé d’ensembles fermés). Conformément
4 VIII (3) et & 4, il existe une fonction #a(®) qui fait correspondre
b toub @ ¢ & un type d’ordre dénombrable de facon que

10 A% = ij [#ta() =] pour a< 8,

i 20 la fonatinu, pn() esb analytigue dans le sens du NOIX
¢. & 4. Pengemble ];,‘ Lun(w) =1] est analytique. ’
X

Posong:
(2) Vn(®) =[pun(z)-241]-2n
et
(3) Vo0 kﬂ E [¥4@) mon < y ()],

la relation =mon < o signifiant que ensemble ayant le type d’ordre +
n’est sermblable & aucun sous-ensemble d*un ensemble ayant le type

dordre o (cf. § 34, IX (4)).

Comme superposition de fonetions analytiques, la fonction y,(2)
est analytique (voir IX, 80, exemple). La relation T30 étant analy-
tique (LX, exemples, déf. 1), il en est done de méme de la Telation
74@) <y, (@) pour k et n fixes (d’aprés IX, 79). I’ensemble V' esh
done de classe CA.

On a V#.Vkz=0 pour nsk. Car en supposant que eVn.Vk
on gurait

V@)L )<y (@) non <Ly (@) non < y,(w).

Or, la relation a~3f signifiant pour les nombres ordinaux que
a<< By il vient () =1y (x), D’autre part, dans le domaine des nombres
ordinaux, ’égalité ‘

(a2 +1)2n = (p2-+1)2

entrafne n==>Fk (ot a=p)").
La formule @ ¢ V2Vt ne peut done se présenter ‘que pour
n=F. Autrement dit, les ensembles V%, V2 ... sont disjoints. ‘
Rewte & prouver Pinclugion

(3a) UnC ) vm,

s,

Y Yoir p. ex. W, 8ierpinekid, Teoria Mnogobei t. I, p. 215, Warszawa 1928.
G, Kuralowsk!, "Lopologle I, 27
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Soit done zedm, ¢ & d. pa(® p)=a<, dol y,(z)<Q.
Soit m, indice m du plus pemt nombre ym(®)<£. On a done pour
tout k=Rm,:

7y(@) n0n 3 7, (a), Qo we]l [lyy(o) non Sy, (@)

Enfin o ¢ U™, c. b d. que um,(v)<f. Car, en supposant que z
ne 80it pas un nombre ordinal, (r241)2" ne le serait non plus. I.’iné-
galité pum,(w)<Q est donc une conséquence de Vinégalité ym, () <.

Tl est ainsi établi que & e Vm; d’oh Pinclusion (3a).

Afin d’établir la deuxiéme partie du théoréme, remarquons
que, les ensembles V1, V%,... étant disjoints, I’égalité E="T;+Vo+...
entraine

¥ —Vn= Z v,
' kekn

Comme somme d’une série d’ensembles C4, I'ensemble F—Vn
est un 4. Done 77, en tant qu'un ensemble A et C4, est borelien.

Remarques.. 1) La fonction g(a,m)=(a2-1)27 range tous les
couples (a,m) en une suite tramsfinie du type @ de facon biu-
nivoque. La définition de l’ensemble ¥ peut donc étre exprimée
comme suit: le point @ appartient ‘4 Pr lorsqu’il appartient & une
constituante A% telle que le ,,rang” o(a,m) du couple (a,n) est infé-
rieur au rang de tout autre couple (8,%) pour lequel G.A.p

2) En analysant la démonstration du th. 1, il importe de re-
marquer le réle essentiel de Vanalycité de Ia rel&tion ey, e hd
de I’ensemble Et' (€ A).

Le théoréme de réduction entraine les deux théorémes suivants,

qui généralisent les théordmes de séparation des NNO IIL et VI et

dont la démonstration est identique & celle de §21 IT, th, ITT et
cor. 4.

2. Premier théoréme de séparation gé'némlisé Yy, Hiamt donnée
ume suite densembles amalytiques Ay A,,... tels que [] An=0, il
=l

emiste une swite densembles boreliens By, By, ... tels que
(4) AnCB, et ]I 11 B,=0.
n=

1) Théoréme de P. Novikoff, C. R. Acad. Se. URSS, 2 (1934), p. 165,
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3. Dewwidme thoréme de séparation géfnemhsé EBtant donnée
ame suite densembles amalyliques Ay, A,, ..., il ewiste une suite den-
sembles By, By, ... de classe CA tels que

'(5) I!"""][ AmC-B et ﬁan

me=] n==1

Lo théordme de réduction est aussi valable dans le domaine des ensem-
bles PCA:

4. Hlant donnde une suite infinie densembles U2, T2, ...
existe une suile d’ensembles disjoinis V1, Ve, ...
condilions (1)1),

Jomme dans lo cas des ensombles €4, le théoréme de réduction pour les
engembles P04 entraine les deux théordmes de séparation généralisés?):

B. Hant donmdo une suile d'ensembles Ay, 4,,.

de classe PCA, il
de classe PCA satisfaisant aux

. de classe CPOA et tels que

-]
[ ] Anz== 0, il owislo wne swite &'ensombles By, By, ... apparienant simultanément aus

claﬁaaa PCA ot CPC4. el salisfaisant aux conditions (4).

0. Iitamt domnde une suile @'ensembles Ay, A,,... de classe CPCA, il eviste
vvde classe PCA qui satisfont auz conditions (5).
Les th. 2 et 5 entrainent le suivant:

79). Blant donnde une suite d'ensembles Ay, 4,,... analytiques (resp. de classe
OPCA4) ot tols que Lim sup An=0, il existe une suite &’ ensembles D;,D,, ... boreliens
(resp. simultanément de classe PCA ¢t CPCA) et tels que

(8) An CDp e Limsup Dp=0.

Posons, on effot, A%=4n-dup1+ ...

HA

(vesp. B) est a.pjplicayble. I1 vient

On a par hypothése

GODO

Z k= Lim gup Ap=0.

k=0

Le th., 2

(=]
ANC B, ot HIB,,=0.
Posons: "
() Dy=B,
On a

ot, en général, Dp=Dp—1*Ba.

An CA: CBn et A: CA:——I-

1) Pour la démonstration, voir ma pote précitée de Fund. Math. 26, ainsi
que Tund, Math. 28 (1937), p. 136.
1) Théordmes de L. Novikolt, Sur la séparabilité des ensembles progemfs
de secondo classe, Trund, Math, 26 (1085), th. VI, p. 466 et th. VII, p. 466.
8) Titabli pour le cas dos ensembles analytiques par M. Liapounoff, C. R.
Acad. Be. URSH, 2 (1034), p. 276,
27
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L’inclusion. (8) #’établit par induetion: d’abord
A, CAY CBi=Dy;

puis, en supposant que An._1 CD,,_1, il vient A} nCDn—y of en multipliant cette
jnclusion par linclusion AX CBn, on a

A¥CDpt*Ba=Dyn, Lot AnCA%CDn.

En outre, comme Dp(CDp—-1, o0 a
) (o] o0 o0 oo
Limsup Dp=]] 3 Dnta=[] Da C[] Ba=0.
n=1 k=0 n==1 ne==1

Enfin, les ensemhles By étant boreliens (resp. de classe PCA et CPCA),
il en est de méme de D, en vertu de (9).

XL Fonctions 4 et C4. Appelons une fonction f & valours réelles fone-
tion A (fonction OA), lorsque Pensemble E [f(@) > o] est un ensemble A (en-
semble C4), quel que soit ¢%).

On voit aussitét que les fonctions 4 et les fonctions C4 sont mesurables
au sens de Lebesgue (lorsque @ est véel) et jouissent de la propriété de Baire aw
sens restreint. Les fonctions qui sont simultandment A ef CA coincident avee
les fonctions mesurables B. La, fonction caractéristigue d’un ensemble A (ou CA)
est une fonction 4 (ou CA).

La Uimite d'une suite convergente de fonctions A (ou CA) est une fonction A
(ouw C4).

Car la condition f(x)=1im fp(x) entrafne I'éguivalence

n==cQ

@) > o= 3 [T Ui@) > o+l
d’olt '
5 {f(2) > o) =§? g lx? [fnt-r(@) > 6--4/n].

f étamt une fonction 4 ou CA, Vensemble E [y=1{(=)] est diffdrence de deuar
ensembles analytiques.

Car {rn} désignant la suite des nombres rationnels, on a Péquivalence
[y + fle)] = X {ly <rn< f(@)] + (@) <ra<y]}-

f(2,) fftcmt une fonction (bornée) mesurable B, la fonction g(w)==max f(x,t)
est une fonction A et la fonction hw)=min f(z,t) est une fonction CdA?). !
gt

1 Cf.. L. Kantoroviteh, Sur les fonctions du type (U), . R. Paris 192,
P. }267. Bien entendu, on peut définir les fonetions d'une classe projective
arbitraire.

%) F. Hausdorff, _Mengénlehve, Pp. 274.
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. En offet, I'équivalence

[1‘nta,x ) < 6] = IJ [f(h) < el

-entraine

[{/(w)@oJE{I U t) <6, e dd [g(2)>cl= D [f@,8) > el
. F3

co qui prouve que lensemble [ [g(x)>c] est analytique en tant que projection
x

de T'engemble borelien ]tf: [f(2,8)>¢]. De fagon analogue, ’équivalence
X
() >e] = ;,‘ [f(@,1) <]

-entraine

[h(er) o]—-n (@) < e+ nl=]] ;rf(w,t)<c+i/n],

ol on conclut que ensemble [ [h(x) < o] est a,nalytique.
x
Dang les mémoes hypotheses, lo fonction lim sup f(z,1) est une fonction A
.6t la fonction ].im in,f f(x,t) est une fonction C4. =°
Car on a lutn gup f(t)-—hm Mp Ol Mmp=max f(#) pour 0<|a—1|</n. Par
congéquent lim sup f(w, 1) est une fonetion 4 comme limite d'une suite de

fonctions 4.

Ewemple. Les dérivdes partielles supdrieures (ou inférieures) de Dini dume
fonetion gw,y) mesurable B sont des fonctions 4 (ou C4) (qui peuvent d’ailleurs
admettre des valeurs infinies)l). Car en posant

y @+ by) — glay)
f(m:?/’t) =
on a
lim sup MM%:Z( v) =lim sup (@,y,1)
tmet-0 =0

o f(x,y,1) est une fonction mesurable B (on admet que 1>0).

$ 36. Espaces totalement imparfaits et autres espaces
singuliers.

Tes espaces considérés dans ce § sont supposés métriques séparables.

1. Espaces totalement imparfaits. Un espace qui ne contient
sucun ensemble homéomorphe & lensemble parfait C de Cantor
est dit totalement imparfait.

Dang un eypace complet séparable, I'hypothése qu'un en-
gomble I est totalement imparfait signifie que B me contient aucun
ensemble parfait non vide ou, ce qui revient au méme, aucun en-

‘‘‘‘‘‘ 1 M)WMMA.Neulmn, wex, Uber die parbicllen Derivierten unstotiger Funktionen,
Mon. £. Math. u. Phys. 88 (1931), p. 139.
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semble analytique indénombrable, car tout ensemble analytique
indénombrable contient C topologiquement (§ 35, I).

1. Théoréme ‘de F. Bernstein®). Il ewiste dans tout espace
 complet séparable et indénombrable un ensemble Z qui — de méme
que son complémentaire — est totalement imporfait et. de puissance
du continu. :

Ce théoréme résulte directement du lemme suivant, qui appar-
tient & la Théorie générale des ensembles:

Soient R un ensemble de puissance ¢, Mune famille de puissance <c
de sous-ensembles de R dont chacun est de puissance ¢. B renferme
alors un ensemble Z qui, de méme que R— Z, est de puissamce ¢ ¢t contient
au moins un élément de tout ensemble appartenamt & la famille M.

Nous appuyons la démonstration de ce lemme sur le théoréme
du ,bon ordre®: Q. désignant le plus petit nombre ordinal de puis-
sance ¢, nous imaginons les engembles-éléments de M rangés en une
suite transfinie du type £.:

(1) ‘ My, Myyoey Moy Moty o

& termes différents ou non.
Soit, de fagon analogue:
(2) Dyy Doy eeeyBoo y Loy oov
une suite du type 2., & termes distincts, composée de tous les €lé-
ments de E. ‘
On définit par linduction transfinie deux suites {p.} et {¢u.}
(a<Q,), en admettant que:
10: p, est le premier terme de la suite (2) contenu dans M,
et ¢ est le premier terme de la suite (2) tel que pi==¢y et gy e My,
20: 8, désignant pour «>1 l’ensemble de tous les pg et ge
avec £<<a, p. est le premier terme de la suite (2) contenu dans’
M.—8, (un terme de ce genre existe, puisque ’ensemble §, est de
puissance <c) et, de facon analogue, ¢, est le premier terme de la
suite (2) contenu dans My,—Sz—Pe. ‘
Z est Dengemble de tous les points p. avee a<<f.

1) Leipz. Ber. 60 (1908), p. 329. Cf. P. Mahlo, ibid. 83 (1911), p. 346 et

A. Schonflies, BEntwickelung der Mengenlehre I, Leipzig 1913, p. 361, Pour la
démonstration, cf. la note de M. Sierpifiski et de moi-méme, Fund. Math. 8
(1926), p. 193: ‘ !
' Le probléme de I'existence des espaces séparables totalement imparfaits.
remonte & L. Scheeffer, Acta Math. § (1884), p. 287.

icm

[ 36, 111 Espaces totalement imparfaits, espaces singuliers, 423

Remarques. 1) Dans le cas ol Pespace R est un intervalle, Pen-
semble Z est mon mesurable aw sens de Lebesgue. Car Z, ainsi que le
complémentaire de Z, sont de mesure intérieure nulle, comme en-
sembles totalement imparfaits. ‘

2) La démonstration, qui vient d’stre exposée, de l'existence
des ensembles indénombrables totalement imparfaits n’est pas effec-
tive, ¢. & d. que Vexistence en a ét6 démontrée sans mommer aucun
ensemble Z individuel (on remarquera que les suites (1) et (2) n’ont
pas été définies). On n'en connalt ancune démonstration effective
(méme dans le cas de espace des nombres réels). Cest 14 un des
problemes fondamentaux liés avec la notion d’effectivité?).

3) Il ewiste dams Vintervalle un ensemble indénombrable (iota-
lement imparfait) dont toute image comtinue (située dams I™°) est
wn ensemble lotalement imparfait.

I effet, si’on suppose que ¢ >, tout ensemble de puissance §;
jouit de ladite propriété. Si l'on admet I'hypothese du continu, il
guffit de substituer, dans le th. 7 du § 31, I, la famille des sous-en-

gembles parfaits (==0) de I*4 F, pour en déduire la conclusion

demandée.

3. Z dtant totalement imparfait dans un espace & complet,
sdparable et dense en sot, —Z n'est de I-¢ catégorie en aucun poini.

Supposons, en effet, que & soit un ensemble ouvert non vide
tel que G—Z est de I-e catégorie. Soit B un F; de I-e catégorie
tel que ¢—ZCRB. L’ensemble G—B est donc dense dans & (§ 30, IV),
done dense en soi (§9,V, 3). Comme ensemble G5 dense en soi,
G—B egt indénombrable (§30, V, 3) et contient par conséquent
un. engemble parfait non vide (§32,V). Mais alors ’ensemble
Z, qui contient G—B, n’est pas totalement . imparfait.

4. Damns un espace & complet séparable et demse en soi, tout
ensemble totalement imparfait & propriéié de Baire est de I-¢ catégorie.

Par conséquent, si les ensembles Z ¢t X—Z sont totalement
imparfaits, ils sont dépourvus de la propriété de Buaire.

(Yest une conséquence directe de 3 et de § 11, IV, cor. 2.

II. Espaces toujours do I-e catégorle. Nous appellerons ainsi
chaque egpace dont tout sous-ensemble dense en soi est de I-e caté-
gorie sur lui-méme.

1) Cf. & ce propos les remarques de M. Bernstein, loco cit.
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1. Dans un espace complet séparable les quatre propricids sui-
vamtes sont équivalentes:

(i) étre un ensemble B, (c. & d. un ensemble & propridté de Baire
aw sens resireint) totalement imparfait,

(ii) étre un ensemble de I-¢ catégorie sur tout ensemble parfait,

(iii) étre un emsemble toujours de I-e catégorie,

(iv) étre un ensemble dont tout sous-ensemble est un B

Démonstrations: (i)—(ii). C’est une conséguence de I, 4.

(ii)—(iii). Si E jouit de la propriété (ii) et si X est un sous-
ensemble dense en soi de H, I'ensemble B-X est de I-e catégorie
sur X. L'ensemble X =EX est donc (§ 10, IV, 2) de I-e catégorie
gur lui-méme.

(iii)—(iv). Car la propriété (iii) implique évidemment la pro-
prié¢té B, et appartient & chaque sous-ensemble d'un engemble
qui la posséde.

(iv)~~(i). Car d’aprés I, 1 et 4, tout ensemble parfait non vide
contient un ensemble dépourvu de la propriété de Baire.

L’existence des engsembles indénombrables toujours de I-e ca-
tégorie a été signalée au § 19, I, 5 et au § 35, VIII, 8. Nous 1’éta-
blirons de fagon plug directe au N° III.

2. La propriété d'étre toujours de I-¢ catégorie esi dénombrable-
ment additive.

Soit & un espace métrique séparable tel que &K =H,+ By ...
oL B, est toujours de I-e catégorie. Soit ¥* wun espace complet
séparable contenant &. P étant un sous-ensemble parfait de F*,
les ensembles PE, sont, conformément & (ii), de I-e catégorie sur .P;
leur somme &P 'est done également. :

III. Espaces raréfiés (ou espaces 1)'). Nous appelons ainsi un
espace dont tout sous-ensemble denombrable est un Gi.

1. Tout espace raréfié est toujours de I-e catégorie.

~Soient, en effet, W un ensemble dense en soi et D un ensemble
dénombrable dense dans W, ¢.4d. DCWCD. En tant quun F,
frontiére dans W, l'ensemble W—D est de I-e catégorie sur W. I
en est done de méme de la somme W =W—D-D. L’ensemble W
est par conséquent de I-e catégorie sur lui-méme (§ 10, IV, 2).

') Voir ma note Sur une famille &'ensembles singuliers, Fund. Math. 21
(1933), p. 127.
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Remarquo, Lo théordme inverse est en défaut. Cf. NN° V, p. 430 et VIII, 6.
9. Toul espace complet séparable et indénombrable contient un

~ ensemble rardfié indénombrable, done une infinité de puissamce 2

densembles de ce genre (puisque tout sous-engemble d’un ensemble
raréfié ont raréfié).

T suffit d’établir cet énoncé pour l'espace N, puisque tout
espace complet géparable et indénombrable contient N topolo-
giquement.

Or, nous allons démontrer d’abord que Vespace N contient
une suile tramsfinie indénombrable d’ensembles G5 croissamts (et
distincis):

(1) QoCQ:C--CQuCQupC o).

Hoit, en effet, Qy=0. Pour a>0, supposons que tous les en-
gomblos Qp avee é< a soient des Gy de mesure (lebesguienne) nulle.
Done 3, Qs est encore de megure nulle et comme (d’aprés un théoréme

%

<
de la théorie de la mesure) tout ensemble de mesure nulle est contenu
dans un G4 de mesure nulle; il existe un ensemble Q. qui est un Gs
tel que ‘
QDX Qr et Qa2 Q.
i< i<a

On peut évidemment supposer que les ensembles Q. sont

contenus dans N. —
Trexistence de la suite (1) se trouve ainsi établie. L’ensemble B

des POINtS PyyPgyeres Porkts Doty ee 018 QUE Pats € Qui1—Qe est un
espace rarélié. Soit, en effet, D un sous-ensemble dénom.bxjable de E.
Posons D::(pei,pﬁz,...,pg ,..). Soit a un nombre transfini supérieur
n
& tous les indices &, Par conséquent
DCQu-E, don D=Qqu B-D=E[Qa—(Qo-E—D)]

et, Pensemble Q- & étant dénombrable (car, pour f>a, P, n’a,ppar-
tient pas & Qu); Qa—(Qu-H—D) est un Gy, Cela prouve que D est
un G relativement & B ?).

1) Cette proposition est due 4 7. Zalewasser. Pour une démonstgati:)ln
qui n'utilive pas la théorie de la mesure, voir W. Sierpifski, C. R.dSo;[. t]? 2;
Varsovie, 1934, CL. gussi I, H ausdortt, Summen von R, Mengen, Fund. Math.

1986), p. 248, . L
( );)D ‘o raisonnoment ost df & M, Bierpifski, Sur un ensemble lindaire non

dénombrable qui est do promiére catdgorie sur tout ensemble parfait, C. R. Boe. Se.
do Varsovie, 1088, p. 102.
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Remarque. On est conduit aux espaces raréfids dans 'étude
deVordre de croissamce des suites d’entiers positifs. En effet, 3=[3',32,...]
et p=[1',1%...] étant deux nombres irrationnels ou, ce qui revient.
au méme, deux suites d’entiers positifs, posons 3-<<1) lorsqu’on g
3i<p! & partir d’un indice i:

(52} = [T frHt <yb.

Tout ensemble © de swites (considéré comme sous-ensemble:
de ), bien ordonné selon la relavion 3-<1) en type 2%) est raréfid.

Soit, en effet, © un sous-ensemble dénombrable de E:
€=[30)31s-++s 301 Jokty -]y :Dz[35113§2’-"’55,17“'1

Soient ¢ un nombre supérieur & tous les &, et §H lensemble
(30:319 -5 3)- L'ensemble § contenant D et la différence H—D btant
dénombrable, il suffit de démontrer que § est un G4 dans E, ou
encore, que €—$ est un ¥, dans @

On a les équivalences évidentes:

(3¢ (C—9)}={(3¢C)(3,<3)} et {gu-{a}'g ,2 11:1 {auth < grtiy,
d’olt '
G—5=6 I [] [ (rr <y,

L’ensemble E {m<3}=F {m+ 13" étant fermé (pour i et m-
3 . '
fixes), il en est de méme de Pensemble [ {3ntr<czn+4}, Cela impli-
]
que aussitot que €—$ est un F, dans €?2). ,

IV. Transformations. 1. Les propridids: étre un ensemble totale-
ment imparfait et étre un espace raréfié sont des invariamts de toule
transformation biunivogue y=f(z) dont la tramsformation inverse
w=f"Yy) est continue.

En effet, si 'espace Y = f(Qf) renferme un engemble ¢ homé-
omorphe & C, Iespace & contient 1’ensemble 1~'((), qui contient C'
topologiquement (§ 32, V). ‘

1) L'existence d'une dohelle de ce genre résulle facilement du théordme
de Zermelo.

%) ("est au fond la marche du raisonnement qui a servi & M. Lusin pour
Stablir lexistence des ensembles indénombrables & propriété (ii). Voir Sur Iewi-
stence d’un ensemble mon dénombrable qui est do premidre catégorie sur tout ensemble
parfait, Fund. Math, 2 (1921), p. 185—157.
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D’autre part, si & est raréfié et P est un sous-ensemble dé-
nombrable de 9, Pensemble f~(P), comme dénombrable, est un Gs
dans & et 'ensemble P=ff"'(P) est un G, car la fonction [~ est
continue. ¥ est donc raréfié.
© 2. y=F(x) dlant une fonction arbitraire définie sur un espace E
qui est soit totalement imparfadt, soit raréfié, Pensemble I=J {y=7F(x)}
Vest dgalement. xy

Car la projection parallele & l’axe ¥ transforme I en & de
facon biunivogue et continue.

3. Tout ensemble Z de puissance 8, situé dans un espace complet.
séparable Y est image biunivoque et continue d’un espace raréfié con-
tenu dans N x Y, done, dun ensemble jouissant de la propriéié de
Baire aw sens restreint.

En effet, conformément & III, 2, Pespace N contient un
ensemble raréfié B de puissance ¥,. Soit y=7(x) une transformation
biunivoque de X en Z. L’ensemble I = {y ={(x)} est raréfié (d’apxés 2).
et Z en est une image biunivoqueregycontinue.

4. Une fonction arbitraire y=f(x), définie sur un espace
toujours de I-e catégorie posséde la propriéié de Baire au sens restreint.

Plus encore: A élant un ensemble arbitraire, Vensemble D des
points de discontinuité de la fonction particlle f|A est de I-e catégorie
sur A1),

En effet, il existe dans A un ensemble dénombrable E tel que-
A—TF est dense en soi (§18,V). Comme, en outre, D ne contient
aucun point isolé de 4 (§ 13, ITI), il vient DC(A—E)+E-4" L'en-
semble B-4', comme formé d’une suite de points d’accumulation,
est de I-e catégorie dans A; l'ensemble A—F D'étant également
par hypothése, il en est de méme de D. ‘

Tn admettant Phypothése du continu, on a l'énoncé suivant:

B. Il ewiste des espaces raréfiés de toute dimension finie 0w
infinie 2). e
En effet, d’aprés §24a, VIa, 1b, & chaque espace raréfié &
de puissance ¢ correspond un espace ¥* de dimension donnée’
3 Pavance et dont & est image biunivoque et continue. D’aprés 1,
&* et raréfié.

”w”n’)“”'ii{'"m remarque 3 du § 27, X. ]

%) Voir 8. Mazurkiewicz et E. Szpilrajn-Marezewski, Sur lo dimension.

de certaing ensembles singuliers, Fund. Math. 28 (1937), p. 306.
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Remarques. 1° L'ensemble 1= {y={f(x)} peut jouir de la pro-
xy

pridié de Baire au sens restreint sams que la fonction f en jouissé, méme
ay sens largel).

Cela résulte de 2 en vertu de ’hypothése du continu. Soient,
en effet, 4 un engemble dépourvu de la propriété de Baire dang
Vintervalle J, E un espace raréfié indénombrable, F' un sous-ensemble
fermé de F et tel que les ensembles F' et H—F sont indénombrables
et enfin y=f(z) une fonction biunivoque telle que fI)=F et
f(4)=F. |

20 Ni la propridté de Baire aw sens restreint, mi celle @étre

raréfié m’est invariante par rapport auw tramsformations biunivoques
el continues.

Cela résulte de 3 en vertu de Phypothése du continu. Car 4
étant un ensemble dépourvu de la propriété de Baire (au sens large,

cf'. §11, IVa), il existe un ensemble raréfié dont. .4 est image
biunivoque et continue.

V. P.ropriété A'. Définition®). Un sous-ensemble E de I'espace & joudt
de la propridté }‘u’ loxsque, quel que soit I'ensemble dénombrable X (C#, 1’ensemble
B+X est raréfié. Autrement dit: loxsque tout ensemble dénombrable X*CE+X
est un G4 relativement 4 F-1-X.

1. Le th. 111, 2 reste vrai en remplagant le terme ,rardfié” par A’

En .ef'fet, les ensembles @, dans la formule IIT (1) peuvent dtre assujottis
4 la condition supplémentaire (cf. § 35, IT, cor. 4, Temarque):

Wj%’g@u-

L’ensemble correspondant F posséde alors la propriété 1’s).

En effet, I'ensemble X*(CE-+X étant dénombrable, il exigh
, existe w
tel que X*CQq. On a done X*(C Qg (F+X), d'od hoe<s

X*=Qo* (B+X) X*=(B+X) {Qu—[Qu" (B+X) —X*]).

Qo' B étant dénombrable, de méme que Qe (E+X), l'ensemble entre
crochets { } esb un @¢. L’ensemble X* est done un G relativement & B4 X,

1) Cf. § 28, III, p. 310, remarque 1. Voir W, Si i i

i > L, 3 . V. Sierpiftski, L ]

de Ba:;'e véessfonctwns et de leurs images, Fund. Math. 11 %)1928) P gog roprids
) W. Sierpifiski, Sur une propriété additive d’ensembles ,C 'CR .

Yarsovxe 30 (1937), p. 257. On y trouvera les th. 6 et 7. » O B Soc. Be.

3) W. Sierpitski, Sur deuz consé . ‘
Tund. Math. 33 (st . en quences d'un thdoréme de Flausdorff,
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2. 'Pow qu'un sous-ensemble B de Vespace & jouisse de la propriété A, il faut
et il suffit Q’Il:’(‘l; ohaque ensemble dénombrable D C & corresponde un ensemble @ qui
ost un Gy lel que QECD CQ. :

Tn effet, si B jouit de la propriété A/, B D est raréfié, done D=Q(E- D)
ot @ est un G4 convenablement choisi. Par suite QECD CQ-

Réeiproquement, soient D et X deux ensembles dénombrables et @ um
G tels que
(05)] DCE+X et QECDCQ.

Posons

Q*=@—X)+D=Q—(X—D).

L’ensemble @* est donc un G et il vient
Q¥ (B+X)=(@—X) (B+X)+D(E+X)=D,
@—X)(BE+X)CQECD et D(E+X)=D
gelon. (1), Légalité De==@Q*. (B4 X) prouve que E-+X est raréfid, donc que
ext tn A’

3. La propridld A’ est dénombrablement addilive.

Soit Ty, Hy,... une suite (finie ou infinie) de sous-ensembles de & 4 pro-
priété A/, Soit D un sous-ensemble dénombrable de &. Il s’agit de définir un
engemble @ qui soit un Gy tel que QB+ Fy+..)CDCE-

Or, il existe par hypothdise une suite Q;,Q,,... V’ensembles G tels que
Qn*EyC D CQn. En posant @=¢,Q,..., il vient

QB+ By +-...) CQl'E1+Q2‘E2+ ..CD c9.

Remarques. La propriété: dtre un ensemble raréfié, n’est pas additive?).
Plus encore: un ensemble raréfid augmenté d'un ensemble dénombrable peut cesser
d'élre raréfid.

Pour s’en convainere, on définit I'ensemble € (N° III, remarque) comme
guit. S0it gDy eees Pys ooe (a<y) une guite transfinie formée de tous les nombres
irrationnels (considérés comme suites d’entiers positifs), y désignant le plus
petit type do bon ordre correspondant & la puissance c¢. Posons 3o=1,. Soit a> 05
les 3, avee § <e supposds définis, soit 3, le premier terme de la suite {yg}, 8<7
satistaisant & Vinégalité 3,3, pour tout £<a, & condition quun terme de ce
genre existe; dans le cas ol il n’en existe aucun, 'ensemble € est du type e.

On démontre?) que 'ensemble & ainsi défini est raréfié, tan disque € augmenté
de T'ensemble R, des nombres rationnels ne Test pas.

L’ensemble G présente donc en méme temps un exemple d'un ensemble ra-
réfid qui m'est pas un A'. L'existence des exemples de ce genre résulte aussi de
Iinvariance topologique de la propriété d’dtre raréfié, puisqu’il ewiste des ensembles
homdomorphes & des ensembles A’ qui me sont pas des A'8).

1) Of. F. Rothberger, Sur un ensemble toujours de premiére calégorie
qui est dépourvu de la propridté 2, Tund. Math. 32 (1939), p. 204.

3y W. Sierpinski, Sur un ensemble & propriété A, Fund. Math. 32 (1939),

p. 806. ‘ o
4) W. Sierpinski, Sur la non-invariance topologique de la propriéié ',

Tund. Math. 33 (1945), p. 264
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Ajoutons enfin qu’en vertu de II, 2, Pensemble @R, est toujours de I-¢ cq-
tégorie sams éire raréfiél). .

4. Si tout sous-ensemble indénombrable de Vensemble B & est de dimension
infinie?), B jouit de la propriéid A’ 3).

En effet, .D étant un engemble dénombrable arbitraire, il est contenu dans
un G de dimension 0, soit @. Posons '

Q*=Q—(QE—D). ‘

Comme dim @E =0, on a par hypothése ﬁgno. I’ensemble @* est done
un G§. '

Comme .D C@, il vient

 Q*=@Q—H)+@D=(Q—E)+DDD ot Q*E=@*DCD.
I1 en résulte d’aprés 2 que B jouit de la propriété A’.

VI. Espaces o. Nous appelons ainsi tout espace domnt chaque
sous-ensemble F, est en méme temps un Gs*).

L’existence des espaces o indénombrables (contenus dans )
résulte de Phypothése du continu. La démonstration en est tout & fait
analogue & celle de l'existence des espaces raréfids (N© III,2). On
imagine d’abord, en vertu de I'hypothése du continu, la famille de
tous les ensembles G5 de mesure nulle rangée en une suite trans-
finie du type Q:

1) ’ -KorKlr"':Kme-H""

Parmi les différences K,,,—g,' K il y a une infinité indénom-

bl‘?:ble de différences non vides. En effet, dans le cas contraire, il
existerait un indice a & partir duquel on aurait

2Ee=Ke=3 Ke=...
i<a ¢ E<§H ¢ £<§+-z d

Of)mme chaque ensemble G composé d’un point individuel
appartient & la suite (1), on obtiendrait ) K;=N, ce qui est impos-
§<e

sible, la somme g§ K, étant de mesure nulle.
—_— o

1) L’existence d’ensembles jouissant de cette propriété a été Stablie d’a,bofd
bar M. Lusin & l'aide de I'hypothése du continu, voir Sur les ensembles toujours
de premiére catégorie, Fund. Math. 21 (1933) p. 119; puis par M. Rothberger dans
#8a Note précitée. :

2) Quiamt 4 I'existence d’ensembles B de ce genve, voir § 28, IV, remarque 2°.

%) V01.r Mazurkiewicz et Szpilrajn-Marczewski, loco cit. p. 307.

%) Voir W. Sierpinski, Sur Vhypothése du continu, Fund. Math. § (1924),

D. 184 ot E. Szpilrajn-Marczewski, Sur un probléme de M i
Meth 15 (1530} 0 oo P me de M. Banach, Fund.
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Tout ensemble E qui contient un seul point de chaque ensemble

Ko—2 K¢ non vide est un ensemble o indénombrable.
g<u

Nous allons prouver d’abord que tout ensemble H contenu dans B
et mesurable au scns de Lebesque est denombrable. ‘

En effet, 'ensemble BK, étant dénombrable quel que soit a,
il n’existe aucun G5 indénombrable de mesure nulle qui soit contenu
dans FE. L’ensemble E est donc de mesure intérieure nulle et par
guite H est de mesure nulle. Il existe par conséquent un K, tel que
HCK,, dott HCEK,. L’ensemble EK, étant dénombrable, il en
egt de méme de H.

Ceci établi, soit B un ensemble F, arbitraire contenu dans
Tintervalle I=01. 11 s’agit de prouver que BE est un G relative-
ment & K. Posony J—B=U-+V, ol U est un F, et V est de mesure
nulle. Il vient B—B= UE+VE. Comme ensemble de mesure nulle,
VE est dénombrable, par conséquent E—B est un K, dans E et BE
y est un Gy, c. q. L. d.

1. Dans un espace o, tout ensemble borelien est un Fy et G

Tl s’agit de prouver que dans un espace o, la somme et le produit
d’une suite infinie d’ensembles ambigus de classe 1 sont ambigus
de clagse 1. Or, X;, X,,... étant des F, et G, la somme X+ Xp+-...
est un F,, donc—l’espace étant un espace o—'elle est un Gs; le
produit est un G, ¢. a d. un complémentaire d’un F, done d'un
Gs; il est done un Fo.

2. Tout espace o de dimension finie est 0-dimensionnel.

& étant supposé un espace o de dimension #>0, soit 8 un F;
tel que (cf. § 22,1, 4):

dim §<n—1 et dim (£—8)=0.

En tant quun G, Pensemble £—8 est d’aprés 1 un F, et
par conséquent & se trouve décomposé en deux ensembles Fi: .
S ot F—8 de dimensions <n—1. Il en résulte en vertu du § 22, I, 1,
que dim F<n—1, d’'o la contradiction demandée.

Rapproché du th. IV, 5, le théoréme 2 implique que

3. Il ewiste des espaces raréfiés qui me sont pas des espaces a.

Evidemment, tout espace o est raréfié.

Tl résulte aussitét de 1 que

4. Toute fonction mesurable B définie sur un espace o est de

I-¢ classe.
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Remarque. I’ensemble B qui nous a servi pour démontrer
I’existence des espaces ¢ indénombrables est évidemment non mesu-
rable au sens de Lebesgue. IT existe donc des ensembles non mesurables
qui jowissent de la propridté de Baire au sens restreint (puisque cetite
propriété appartient & chaque egpaceraréfié, done & chaque espace o).

De fagon générale, tout ensemble dont chague sous-ensemble
mesurable au sens de Lebesgue est dénombrable, jouit de la pro-
priété de Baire au sens restreint ).

Ajoutons que le probléme inverse, & savoir, celui de Iexistence
" d'un ensemble mesurable (de mesure 0) dépourvu de la propriété
de Baire (méme au sens large) se résout facilement sans I’hypothése
du continu.

VIL. Espaces », espaces concentrés, propriété C.

Nous appelons espace » tout espace dont chagque sous-cnsemble
non-dense est dénombrable 2).

L’existence des espaces » indénombrables (contenus dans &)
résulte de I'hypothése du continu. Nous allong établir d’abord l’exi-
gtence d’un ensemble ECN jouissant de la propriété suivante
(appelée propridteé L):

Quel que soit le sous-ensemble non-dense N de Vintervalle I,
on a NE<K,.

Dans ce butf, imaginons les sons-ensembles fermés non-denses
de J rangés en une suite transfinie du type Q: ‘

FO,F17 .-.,Fm,Fm-{.], veo

En tant qu’espace complet, l'intervalle I n’est pas de I-e ca-
tégorie. Il en résulte (comme dans la démonstration du N VI)
Pexigtence d’une infinité indénombrable de différences Fo— D Fs
non vides. ; f<a

Soit F, un ensemble qui contient un seul point de chacune
de ces différences. Posons E=H, . On a donc ﬁ>xo.

En outre, N étant un sous-ensemble non-dense de J, il existe
un indice o tel que Fo=N. Comme B F.<x, ¢t NECE,F,, on a
NE< N,

.1) Voir 8. Saks, Sur un ensemble mon mesurable jouissant do la propridé
de Baire, Fund. Math. 11 (1928), p. 277. Cf. N, Lusin, Sur wne question comeers
nant la propriéié de Baire, Fund. Math. 8 (1927), p. 117,

%) N. Lusin, C. R. Paris 158 (1914), .p. 1259,

icm

[§ 36, VII] Erpaces totalement imparfaits, espaces singuliers. 433

Ceci établi, on en déduit que F est un espace indénombrable
A propriété », puisque la propriété » résulte évidemment de la
propriété L.

Iimplication inverse n’a pus lieu (comme on le voit en considérant un
wous-ensemble de C & propri¢té »). On prouve cependantl) que tout espace
(mdirique séparable) & propriéié v est homéomorphe & un ensemble & propriété L.

1. Tout espace » est totalement imparfait.

Car Pensemble C de Cantor contient un sous-ensemble parfait
non-dense dans C.

2. Tout sous-cnsemble & propriété de Baire d'un espace v est
somme d’un cnseinble Gy et dun ensemble denombrable,

Car il est somme d'un ensemble G5 et d’un ensemble de I-e
eatégorie (§ 11, IV, 2) et celui-ci est dénombrable par hypothése.

I en résulte que

3. Toute fonetion jouissent de la propridté de Baire €t définie sur
wn espace v est de deuwicme classe®).

Définition. Un espace & est dit concentré autour @un ensemble
A lorsque, quel que soit Pentourage G de A4, 1’ensemble £—G esb
dénombrable 3). ~

4. Pour que & soit un espace v, il faut et il suffit qu'il soit
concentrd autour de chagque ensemble dense dams lui; ou encore: quw’il
soit eoncentrd autour de chagque ensemble dense dénombrable*).

Soit, en effet, & un espace ». Soient A =& et E un entourage
de A. Done, ¢ désignant lintérieur de E, on a ACE, d'oh G=&,
ce qui prouve que -4 est non-dense, done dénombrable. Comme
F—ECF-—G, Pensemble E—F est dénombrable.

Lo condition est done nécessaire. Pour prouver qu’elle est
suffisante, admettons que N soit non-dense et que A Soit un sous-
ensemble  dénombrable de F—N, dense dans &—N. Done

1) Voir la note de M. Sierpinski et de moi-méme Sur les ensembles qui
ne conliennent aucun sous-ensemble inddnombrable non-dense, Fund. Math. 26

(1036), p. 137. .
2) (¢, Poprougénko, Surun probléme de M. Mazurkiewice, Fund. Math. 15

(1930), p. 280,

3 Diapros M. 8. Besicoviteh (Acta Math. 62 (1934), p. 289), un sous-
ensomble B 'un espaee & est concentré par rapport A un ensemble AC & lorsque,
quel quo soit Pentourage ¢ de 4, I'ensemble E—@ est dénombrable. On montre
facilemont que, i B est concentrd par rapport & A, E44 Vest également,

4 I, Szpilraj n-Marezewslki, Fund, Math. 31 (19838), p. 218.

C. Kuratowski, Topologio I 28
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A=F—N=%. L'ensemble ¥—N étant un entourage de 4, son
complémentaire, ¢. & d. 'ensemble N, est dénombrable par hypothose.
Done N est dénombrable.

5. Tout espace E concentré autour d'un ensemble denombrable A,
done tout espace v, jouit de la propridté suivante, nommée propriéié 0'':

Si. & tout meE correspond une swite d&’ensembles ouverts
Geny 0% n=1,2,..., ¢t 0% @ € Gy, Gl existe une suite infinie a,aw,,...
telle que

(1) F =G+ Gt ... ).

Posons, en effet, A4 =[w,,x;x5,...]. I’ensemble G, i+ Gyg--...
étant un entourage de A et espace & étant concentré autour de A,
Densemble &—(G+ 1+ Gxs+...) est dénombrable. Rangeons-le en
une suite @y, ... (il est légitime d’admettre que cet ensemble,
ainsi que lensemble 4, est non vide). La suite ay, o2y, ... st la
suite demandée. ' ‘

6. La propridté C'' est invariante par rapport aux lransforma-
tions continues. ’ .

Soient, en effet, & un espace & propriété ¢, f une transforma-
tion continue de & en Y et H,, un systéme d’ensembles ouverts
dans Y tel que yeHy,. Il s'agit de définir une suite de points

Y1, Yy ... Telle que Y H, 4+ H ot
=Lyl Y2 AL

Or, la fonction f étant continue, les ensembles f~(H,) sont
ouverts. Posons Gy,n=1"(Hjy,n). Comme f(z) € Hypyny ON 2 & € Giyy.
Il existe donc une suite @y,x,,... vérifiant 1’égalité (1); d’on

?
Y =Hpzpa+ Hppat -
7. La propriété 0" implique la propridté ¢ swivanie?):

1) F. Rothberger, Eine Verschirfung der Bigenschaft C, Fund. Math, 80
(1938), p. 50.

?) Le probléme de l'existence d’ensembles indénombrables & propriété ¢
provient de M. Borel. Ces ensembles coincident avec ceux que M. Borel appelle
nensembles qui ont une mesure asymptotique inférieure & toute série donnde
& Vavance” (Sur lo classification des ensembles de mesure nulle, Bull. Soc. Math.
de France 47, 1919, p. 123). On ne sait pas établiv Pexistence densembles (indé-
nowmbrables) & propriété O sans I'hypothdse du continu, On trouvera doe nontbrewy
renvois bibliographiques concernant la propriété ¢ dans la note de M. Hior-

pifiski, Sur le rapport de la propriété (0) & la théorie générale des ensembles, Tunil.
Math. 29 (1937), p. 91. ‘
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A toute suite {An} de mombres positifs correspond une suite d’en-
sembles {An} telle que

(2) F=A;+A+... e §(An<in.

Iin conséquence, fout ensemble & propricté C'" situé sur la ligne
droite est de mesure lebesguienne nulle; il en est done de méme de toude
image continue (CE) dun ensemble & propridié » (A’aprés 5 et 6)1).

Soit, en effet, G, une sphére ouvertie de centre # et de dia-
metre <<A,. Il existe par hypothése une suite xy,®,,... vérifiant 'éga-
lité (1). En posant A,=Gy,n o0 a 6(4,) <in, d’ol la conclusion
demandée.

Remarque. La derniére partie du th. 7 reste valable en rempla-
cant les transformations continues par les transformations & pro-
pridté de Baire.

Car f étant une fonction & propriété de Baire, il existe un en-
semble A tel que F—A4A est de I-e catégorie, donc dénombrable,
ot que la fonction partielle fl4 est continue; de sorte que, 4-jouissant
e la propriété », f(4) est de mesure nulle. Donc f(&) V'est éga-
lement.

Cet énoncé se déduit facilement aussi par lapplication du
th. V du § 28.

8. Tout espace ¥ & propridié C, dome toute image contimue
dun espace v, est de dimension 0 %),

Soit @, un point fixe de &. Posons f(z)=|o—a,|. Nous allons
démontrer d’abord que l'ensemble f(&) jouit de la propriété C.
Soit, en effet, {1,} une suite donnée et soit {A,} une suite vérifiant
les conditions (2). IL vient

f(E) =f(Ax)+f(Ae)+ .. €6 Sf(An)]<O(4n),

(@) —F(@")| =|la—ao| —lo'—20]| < lo—a'l

1y Of. W. Sierpifski, Sur wn ensemble non dénombrable dont toute image
continue est de mesure nulle, Pund, Math. 11 (1928), p. 304. Des extensmn‘s de. ce
théoréme aux mesures abstraites sont dues & MM. Poprougénko et Szpilrajn-
Marczewski. Voir, du dernier auteur Remarques sur los fonotions complétement
alditives, Tund. Math. 22 (1934), p. 311. Voir aussi le NoIX.

3) 1, Szpilrajn-Marczewski, La dimension et la mesure, Fund. Math. 28

(1937), p. 82,

28
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Comme ensemble & propriété O, f(&) est un ensemble frontidre

dans & (méme de mesure 0). Il existe done un nombre >0 aussi
- petit que Pon veut et qui n’est pas une valeur de la fonction f;
e. & d. quil n’existe aucun z tel qu’on ait |z-—ury|=7n. L’ensemble
El|lz—m<n] est done fermé-ouvert, contient x, ot est de dia-
matre <27. Cela prouve que dim,, &=0.

9. Tout espace & & propriété C, done toute image continue @ un
espace v, est totalement imparfaitt).

Supposons, en effet, que Vespace & contienne uun ensemble P
homéomorphe & 'ensemble € de Cantor. Soit f une transformation
continue de P en un ensemble de mesure positive, en lintervalle F
par exemple (cf. § 24a, VIa, théoréme). On peut done admettre
que
(3) mes [f(P)]=1.

La fonction f étant uniformément continue, & tout # corvespond
un 4,>0 tel que la condition |z—a'|<<, entraine Pinégalité
]f(sc)—f(m’)]<1/2"+1. L’ensemble P jouissant de la propriété ¢
(comme sous-ensemble de &), on a
P=A1+A2+'“7 An’*’—-’fi—n; (5(4‘1,,){/1",

H(P)=f(AD) +f(dy)+ .y mes [f(An)]< O[f(A)] =1 j2mt1,

et il vient

d’on

mes [/(P)] <+ +..=1,
contrairement & (3).

VIII. Rapports & la propriété de Baire au sems restreint.

1. Un ensemble E & propricté », situé dans un cspace compld
séparable, ne jouit de la proprieté de Baire aw sens vestreind que &'l
est denombrable.

En effet, en supposant que K jouisse de la propriété de Baire
relativement éL_‘E, B est somme d'un Gy et d'un ensemble de I-e ca-
tégorie dans F (§ 11, IV, 2), done dans ¥ (§10, IV, 2), done d’un
ensemble dénombrable. L’ensemble B étant, (Papros V IT, 1, tota-
lement imparfait, ensemble G4 est dénombrable. Comie sommie

de deux ensembles dénombrables, ensemble K est done dénon-
brable. '

L E. Szpilmjn-1\Iawzmwski, Sur wne hypothése do M. Bope N
Math, 15 (1050 5 o0 ypathdse do M. Borel, Fund,

*
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2. Il ewiste unme fonclion biunivoque et comtinue y=f(z), oi
w,y € N, qui transforme tout ensemble & propriété L en un ensemble
toujours de I-¢ catégorict).

Soit, conformément & § 32, I (i) et (j), / une fonction biuni-
voque et continue définie sur &, & valeurs appartenant & N et
trangformant tout ensemble ouvert (dans &N) en un ensemble de
I-e catégorie sur soi-méme. Soient F un sous-ensemble & pro-
prié¢té L de N et P un sous-ensemble parfait de . Conformément
4 II (ii), il s’agit de prouver que I’ensemble P-f(E) est de I-e caté-
gorvie sur P. ’ :

Posons f(P)=@Q. 11 vient (cf. § 3, IT, 13)

P f(B)=flE - (P)]=1(EQ).

Soit Int (Q)=G. La fonction f étant continue, @ est fermé
et par conséguent @—G est non-dense, done

BQ—G< s, dot fEQ—E) <

I'ensemble f(EQ—G) est done de I-e catégorie sur P. Il en est de
méme de f(G), car G étant ouvert, f(G) est de L-e catégorie sur lui-
méme, done sur P, qui en est un gur-ensemble en vertu de la.. formule
I CHQ)=P. On en conclut que H(EG) est de I-e catégorie sur P
ot il en est encore de méme de 'ensemble :

P {(B)={(EQ)={{EG)+ HEQ—E).

Lo théortme 2 entraine les corollaires remarquables suivants?)
(en vertu de Ihypothése du continu, qui implique Pexistence d’en-
sembles indénombrables & propriété L):

3. La propridié de Baire au sens restreint m'est pas mvariante
par rapport & la multiplication cartésienne par un aze. .

A savoir: B élamt un ensemble indénombrable & zwogmété L
¢t f la fonction considéred au th. 2, Vensemble N X f(E) ne joust pas de
la propridté de Baire au sens restreint.

0

1y Voir N. Lusin, Sur les ensembles toujours de premitre catégorie, .Fund.

adlh. 1983), p. 114. ' ]
ol "?1Vé. Si(:rlj])i.fxski, Sur un probléme de M. Euratowsks concernant la pro

priété de Baire dos ensembles, Fund. Math. 22 (1934), p. 54
3f, la remarque, § 28, IV.
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En effet, d’aprés 1, Pensemble F ne jouit pas de la propriété
de Baire au sens restreint. Il en est donc de méme (cf. § 31, IV, 2)

de ’ensemble
Z= 5 [(y=7(x))
qui lui est homéomorphe (cf. § 24, XI, 2). Or I’équivalence
{ly=f@)] 1y« (B} = {ly={(=)] (@ < B)}
Z=J§[y=f(m)] [N XA(B)].

(@ e B)),

implique que

‘L’ensemble F'[y=7f(x)] étant fermé et Z ne jouissant pas de
xy

la propriété de Baire au sens restreint, lensemble N X f(E) n’en
jouit non plus.

4. I ewiste ume fonction définie sur N, & propriété de Baire
au sens restreint et dont Pimage ne joutt pas de cette proprietd.

En notations précédentes, posons K=7FF) et

gly) =1 f~1(:‘/) pour y e K
» —1  pour y e N—K.

L’ensemble K étant de premiére catégorie sur tout ensemble
parfait, la fonection g est continue sur tout ensemble parfait lors-
qu’on néglige les ensembles de premiére catégorie sur cet ensemble
c. & d. que g jouit de la propriété de Baire au gens restreint.

On a d’autre part

Z=§[w=y( y)l—W ou W“E[ 1) (y e N—K)].

L’ensemble W jouit de la propriété de Baire au sens re-

- streint, en tant qu’homéomorphe & N—K (puisque K, donc N—K

la posséde) Comme Z ne la posséde pas, E[w g(y)] ne la posséde
non plus.

5. Il existe une fonction h(y), d’une variable, jouissant de la pro-
priété de Baire au sens restreint et telle qu'en posamt g(@,y)=h(y),

la fonction g(x,y), considérée comme fonction de deux variables, ne
joust pas de cette propridié.

Car h désignant la fonction caractéristique de ’ensemble X,
g est la fonction caractéristique de I’ensemble N XK.
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6. Il existe un ensemble toujours de premiére catégorie qui n’est
pas raréfié.

Tel est 'ensemble K. Car en supposant qu'il soit raréfié, B le
gerait aussi (en vertu de IV, 1). Mais alors F jouirait s1mu1tanement
de la propriété » et de la propriété d’8tre raréfié, donc de la propriété
de Baire au seng restreint (d’aprés IIY, 1), ce qui est incompatible
avee le théoréme 1.

IX. Rapports des espaces i propriété » & la Théorie générale
des Ensembles. 1. Soient & un espace & propriété v et m(X) une fonc-,
tion (une ,mesure”) qui fait correspondre & tout ensemble borelien
XCE un nombre m(X)>=0 de fagon que '

(i) m(X)=0 si X se compose dun seul élément,

(i) m( Xy X+ ... =m(Xy)+ m(Xy)+ ... 8¢ Xy X;=0 pour i=Fj
(additivitd dénombrable).

Dams ces conditions, on a m(&E)=01).

Nous allong démontrer d’abord (sans faire intervenir la pro-

" priété ») guh tout point correspond un entourage ouvert de mesure

aussi petite que ’on veut. Soient, en effet, z, ¢ & et ¢>0; désignouns
par S, une sphére ouverte de centre z, et de rayon 1/n; soit 8,=&.
Posons Dy=8p—Spps. Il vient

Sp=2+ Dp+ Dnt1t+ ...,
Done m(8y) =m(Dy)+m(Dpt1)+ ... En particulier
| (&) =m{ D)+ m(Dy) =+ .-,
d’olt P’on conclut gqu’il existe un n tel que
i Dp) 4+ M Do) + .. <8, ¢ ado que m(Sp) < &

Ceci établi, soit py,p,,... une suite dense dans F. Soit 4; m
entourage ouvert de p, tel que m(Ax) )< g/2%, Soit

A=A+ Ayt o= A+ (Ay—Ay) [ A (A +4y)] -
m(A)=m(As)+ m(dz—A,)+m[Ag— (A +A5)]+ ...
< m(Ay) -+ m(dy)+m(dg)+ ... <&
I'engemble —A étant non dense, donc dénombrable, on a
m(F—A)=0, d'ob m(E)=m(4), done m(&) < e.
Le nombre & étant arbitraire, il vient finalement m(&)=0.

1) Voir B, 8zpilrajn-Marezewski, 1. ¢. Fund. Math, 22, p. 307. L'hypo-
chdse, que m(X)3=0, n'est pas essentielle,

Dy-Dp=0 pour n=m.
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Le théoréme précédent, rapproché du théoréme de exigtence
d’espaces » de puissance du continu, entraine la solution ndgative
du probléme géncralisé de la mesure, & savoir, qu’il n’ewiste, en dehors
de la fonction identiquement nulle, aucune fonction mon-néyative qui
satisfasse auw conditions (i) et (ii) et qui soit définie pour chagque sous-
ensemble de Vintervalle J1).

Car, d'une part, ce dernier énoncé, comme théoréme de la
Théorie générale des ensembles, est réalisé sur chaque espace de
puissance du continu deés qwil est réalisé sur un seul; d’autre part,
il existe des espaces de puissance ¢ sur lesquels il est réalisé (3 savoir,
des espaces ). ‘

Il est essentiel de remarquer que le raisonnement qui précéde
permet de déduire du fait topologique (existence d’un espace » de
puissance ¢) un théoréme de la Théorie générale des ensemblos.
Inversement, on démontre (sans emploi de I’hypothése du continu)
que Pexistence des espaces » de puissance ¢ équivaut i un théordme
de la Théorie générale des ensembles ?).

Dans un ordre d’idées analogue, on déduit de Dexistence d’en-
sembles indénombrables & propriété » les deux théorémes remar-
quables suivants?®): ' .

I1 ewiste ume fonction continue | défimie sur un ensemble de puis-
samce ¢, qui m'est uniformément continue sur aucun ensemble indd-
nombrable. :

1T cxiste une swite convergente de fonctions Tisfos oo définies sur &
qui m’est uniformément convergente sur aucun ensemble indenombrable.

') Théoréme de S. Banach et de moi-méme, Sur une généralisation du pro-
biéme de la mesure, Fund. Math. 14 (1930), p. 127. Lo fait, que Pexislence des
espaces » indénombrables implique la solution du probléme géndéralisé e la mesure
a 6té ohservé par M. Szpilrajn-Marczewski dans sa note citée de Fund.
Math, 22, p. 304.

%) ‘Voir ma note Sur le rapport des ensembles de M. Lusin & la Théorie géné-
rale des Ensembles, Fund. Math. 99 (1934), p. 315.

3) Voir W. Sierpinski, Hypothése du continu, p. 52. Ces deux théorémes
ne se laissent établir quen appliquant Ihypotheése du continu; ils sont d’ailleurs
équivalents. Ajoutons que le deuxidme a été suggéré par le théordme de X govott,
d’aprés lequel toute suite convergente de fonctions mesurables est uniformément

convergente en négligeant un ensemble de mesure (extérieure) aussi petite qu’on
le veut, : '
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