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5. A4 et B dtant deux sous-ensembles fermds et disjoints dum.

espace metrique &, on a Vhoméomorphie
(2A+B)L Top (2A)L X (QB)J,'

Faisons correspondre 4 tout couple d’ensembles fermés X, 7,
ou XCA et YCB, leur somme F(X,Y)=X-+Y. On constate
aussitot que la fonction F transforme de facon biunivoque ’espace
(24); X (25), en (24+E) .

La continuité de la fonction F est une conséquence directe
de la formule VI, 3.

_ Reste & démontrer que la fonction ' est bicontinue, c.ad. que
Lim (X, 4 ¥,)=X4 Y entraine Lim X,=X et Lim Y,=%,
D’aprés IV, 3 il vient ;
Ls X, +1Ls Yp=1L8 (X,+ ¥,)=Lim (X, -+ Y,)=X+%,

d’ot on conclut que Ls X,I:X et Ls Y,=Y, puisque

XC4, X,C4, dob Ls X,C4; YCB, ¥,CB, dov Ls Y,CRB
et AB=0.
Comme ILs X, -Ls Y,=0, il vient d’aprés V, 4:

Li X, +1i Yp=Li (X, 4 ¥,) = Lim (X,+ ¥,) = X + ¥,

d’oli, comme auparavant, Li X, =X et Ii Y.=7Y.
On a done Lim X,=X et Lim ¥,=Y.

E. Ensembles boreliens. Fonctions mesurables B (§§ 26—28).
L’espace considéré dans les §§ 26—28 est supposé métrigne,

§ 26. Ensembles boreliens.

It;lquéivalences. Nous avons défini au § 5, VI la famille des
ensembles boreliens com: 1 ille iotti
conditions: me la plus petite famille & assujettl(ﬂ aux

1. tout ensemble ferme appartient & F,
2. 81 XeF, on a (1—X) ¢ F, '
3. 80 X,eP, on a (X Xy-.) e F,
la condition 3 ge laissant remplacer par la suivante:

3. st XpeF, on a (L +X+.)eF
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Nous avons démontré, d’autre part, que dans chaque espace
métrigue tout ensemble fermé est un G, et que, par conséquent,
tout ensemble ouvert est un F, (§ 15, IV). En g'appuyant sur ces.
faits, nous établirons & présent le théordme: suivantl): '

La famille des ensembles boreliens est la plus petite famille assujettie
aux conditions 1, 3 et 38'. .

Dégignons cette derniére famille par F*. Il g’agit de prouver
que F=TF*

Comme nous venons d’observer, la famille I satisfait aux
conditions 1, 3 et 3‘, de sorte que F*CH.

Afin @’établir Pinclugion inverse, désignons par F° la famille
des ensembles complémentaires aux engembles appartenant & F*.
La famille I satisfait & la condition 1, car le complémentaire d’un
ensemble fermé est, en tant qu’ensemble ouvert, somme d’une
suite d’ensembles fermés; il appartient done 4 F* En outre, em
appliqguant les formules de de Morgan, on voit aussitét que F®
satisfait aubsi anx conditions 3 et 3’. Done F*CF?, ce qui veut.
dire que tout ensemble appartenant & F* est le complémentaire
d’un engsemble qui appartient aussi & F*. Il en résulte que la fa-

- mille F* gatisfait & la condition 2. Done FCIF*.

II. Classification des ensembles boreliens. On prouve par
un simple raisonnement de la Théorie des ensembles ?) que la famille
des ensembles boreliens (donc la plus petite famille F satisfaisant.
aux conditions 1, .3 et 3') est la somme d’une suite transfinie (du
type £2) des familles:

F=Fy+ L +...+Fp+...
telles que:

10 F, est la famille des ensembles fermés,

20 les ensembles de la famille ¥, sont des produits ou des
sommes de suites dénombrables d’ensembles appartenant & Fg
avec £<a, suivant que o est pair ou impair (les nombres limites
étant considérés comme pairs). ’

1) Of. W. Sierpifiski, Sur les définitions amiomatiques des ensembles mesu~
rables (B), Bull. Acad. Cracovie 1918, p. 29. Pour une généralisation appartenant
4 la Théorie générale des ensembles, voir du méme auteur Les ensembles boreliens
abstraits, Ann. Soc. Polonaise de Math. 6 (1927), p. 51.

%) (f, T, Hausdorff, Mengenlehre, p. 85. Voir aussi W. H. Young, Proc..
London Math. Soc, (2) 12 (1913), p. 260.


pem


252 Chapitre II. Espaces métrisables et séparables.

En remplacant dans la condition I, 1 le terme ,fermé” par
wouvert” (cf. § 5, VI), on parvient & la classification suivante:

i F=G+ G+ ...+ G+ ...
ol :
1° G, est la famille des ensembles ouverts,

20 Jeg ensembles de la famille G, sont des sommes ou des
produits de suites dénombrables d’ensembles znppartenzunt & G

avec &< a, suivant que a est pair ou impair.

1II. Propriétés des classes I, et G. Les familles F, avec
indice pair, aingi que les familles @, avec indice impair, sont mul-
tiplicatives an sens dénombrable, c. & d. qu’étant donnée une suite
d’ensembles appartenant & une telle famille, leur preduit appar-
tient encore % la méme famille. Les engsembles appartenant & une
famille de ce genre seront dits de classe a mulliplicative. De
facon analogue, les familles ¥, munies d’indice impair, aingi que
les familles G, munies d’indice pair, sont additives et constituent
la classe o additive. On voit donc que la classe o multiplicative
{additive) est constituée par les produits (sommes) d’ensembles des
clagses <al).

Les classes d’indices ﬁnis sont désignées comme guit:

FH,FGB:FGM; eeey Ga, GdﬁGdud;

Les propriétés suivantes des emsembles ¥, et G5 (cf. §5,V)
®’étendent par induction aux classes d’indice arbitraire. :
Le complémentaire d'un ensemble de classe ¥, est de classe G.
La somme et le produit d’un nombre fini d’ensembles appartenant
4 une méme classe appartient 3 cette classe. Tout ensemble de classe o
additive est somme d’une suite croissante d’ensembles d’indices
£<a; tout ensemble de classe o multiplicative est produit d’une
suite déeroissante. d’ensembles d’indices &< a. Pour qu'un ensemble
soit de classe F, (de classe @) relativement & un ensemble B, i
faut et il suffit qu’il constitue la partie commune de E et d’un en-
semble de classe F, (de classe G,). Btant donnée une fonction con-
tinue f déﬁme sur un espace &, si Y est de classe F,, (de classe GY),
Densemble 7(¥) Dest également (cf. § 13, IV (3)—(5)).

1) Pour ¢ fini, les ensembles de classe o multiplicative (additive) coin-
cident avec les ensembles ¥ (ensembles O) de classe « au sens de Lebesgue.
Cf. aussi W. Sierpifiski, Sur les rapports entre les classifications des ensembles
de MAM.F. Hausdorff et Ch. de la Vallés Poussin, Fund. Math. 19 (1932), p. 257,
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Ajoutons gue tout ensemble borelien de classe o est un en-
gemble de toute classe (I et &) 4 indice supériewr. Cela résulte
par induction du fait que chagque ensemble ouvert est un ¥, et
que chaque engsemble fermé est un Gy.

. Le produit cartésien de deux engembles de classe F, (de
clagse Gy) est de la méme clagse. Caril en est ainsi dans le cas des.
ensembles ouverts et des ensembles fermés et on a (§ 2, IT, 1a et 2a):

(ZA,JX(LB) 2(AnXBy) eb (I]An) (HB,,I) I

En particulier, on n’altére pas la classe d'un ensemble en le »
multipliont (au sens cartésien) par un awe. De 14, en vertu de la-
formule (§ 2, II, 64a):

PA;= [](%x ve X Epg X A; X ﬁﬂ'H_i Koty
)

IIX'BHI

on conclut quun produit cartdsien dénombrable d’ensembles de classe a:
multiplicative est encore de classe o multiplicative (cependant le
théoréme analogue concernant les classes additives ne serait pas.
vrai, méme pour la classe des ensembles ouverts; cf. §24a, I1I).

En général, le produit cartésien dénombrable d’ensembles.
boreliens est borelien.

Si Vensemble Z situé dans le produit E X Y est de classe Fy (de
alasse. Gy), les ensembles

(1) 4,=Flwy) 2] & El2)e2)

le sont également (la deuxiéme conclusion concerne le cas ot F= y)k
Car, Z- E y=1y,) et Z- E r=y) étant de classe Fa(G«“) rela—

tivement & L’( Y=1), respectlvement & E x=y), il en est de méme

des ensembles (1), d’aprés § 24, III et XT1I (enposant (p(w,y) (@,y) e Z)..

Dans un espace séparable, la famille des ensembles ouverts.
(ainsi que celle des ensembles fermés) est de puissance <c (§19, I)-
Le méme énoncé est donce vrai pour toute classe borelienne. L.
famille des ensembles Dboreliens étant partagée en &, classes, on
en conclut que cette famille est de puissance <c¢-# == Par con-
séquent, dams tout espace sépm able de puissance du continu, il ewiste:

des ensembles mon boreliens.
Le probléme de nommer effectivement un ensemble non bo-~

relien dans I’espace des nombres réels sera traité au § 34, VL.
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Celui de démontrer (sans ’hypothése du continu) D'existence
.d'un engemble non borelien dans tout espace séparable indénom-
brable — reste ouvert.

IV. Ensembles boreliens ambigus. Un ensemble est dit ambigu
de classe o lorsqu’il est & la fois un F, et un G4. Ainsi par exemple,
un ensemble est ambign de classe 0 lorsqu’il est & la fois fermé et
ouvert; il est ambigu de classe 1 lorsqu’il est un I} et un 6.

Tout ensemble borelien de classe « est ambigu de classe a--1.

Evidemment, le complémentaire d'un ensemble ambigu ecst
~.ambigu (de la méme classe). Il en résulte que les ensembles ambigus

-d'une classe « constituent un corps, c. a d. que la somme, le pro-
<duit et la différence de deux ensembles ambigus de classe o est
un ensemble ambigu‘de classe a.

V. Décomposition d’ensembles boreliens en ensembles disjoints.

1. Tout ensemble de classe a >0 additive est somme d’ume série
-densembles disjoints ambigus de classe a.

En effet, étant donné 4 =4,4+4,+...4+4,+..., il vient

{9 A=A, +[A,—AT+... +[4dp— (A + .. A pg) ] ..

et, tout 4, étant supposé de classe <o multiplicative, done amhigu
-de classe o, les termes de la série (°) sont des ensembles disjoints

-ambigus de classe a.
L]

2. Tout ensemble de classe a>1 additive est somme d’une série
-densembles disjoints de classes <<a multiplicatives ).

Considérons la décomposition (°). Tout ensemble A, détant
-supposé de classe multiplicative <a, il en est encore de méme
de la somme A,-..44, 3. Cela veubt dire que IP’ensemble
1—(4;+...+4,4) est de classe additive < a. Cet ensemble est

-done en vertu de 1 de la forme 3 B ou les B} sont des ensem-
. . . i=1
-bles disjoints ambigus de classes <o (car a>1). La formule
n=1 =1

représente la décomposition demandée. pui ot
' 1ée, puisque 4, -B" est de
<classe <<a multiplicative. 1 P By est de

N - . :
) Théoréme de N. Lusin; voir W. Sierpinski, Sw

~des ensembles mesurables (B), Fund. Math. 10 (1027), p. 3247' une . classification

.
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3. La famille des ensembles boreliens est la plus petile famille
qui contient:

(i) tous les ensembles ouverts,

(il) Tes produits de ses éléments,

(iii) les sommes disjointes de ses élgments.

Soit M une famille satisfaisant aux conditions (i)—(iii). Nous
allons montrer par induction que tout ensemble borelien appar-
tient & JH. Or en vertu de (i) et (ii) tout Gy et, A’aprés 2, tout Gys
appartient & H. Donc tout F, appartient a H.

Soit & présent a>1 et admettons que tout ensemble de classe
<a appartienne & H. Done, conformément & (ii), les ensembles de
clagse a multiplicative appartiennent & H et, en raison de 2 et (iii),
il en est encore de méme de tout ensemble de clasge a additive.
Par conséquent, tous les ensembles boreliens de classe a appartien-
nent & M, ¢ q.f. d. X

Remarques. Si Vespace est séparable de dimension 0, I'énoncé 1
est vrai aussi pour a=0, c. & d. qu'un ensemble ouvert est alors
somme d’une série d’ensembles disjoints qui sont & la fois fermés
et ouverts (§ 21, I, cor. 1). Il en résulte que 1énoncé 2 est valable
pour a=1, c. & d. que dans un espace 0-dimensionnel tout F, est
somme d’une gérie d’ensembles fermés disjoints.

Te dernier énoncé n’est pas valable dans les espaces de dimen-
gion >0: par exemple, lintervalle ouvert ne se laisse pas décomposer
en une suite d’ensembles fermés et disjoints.

VL. Séries alternées d’ensembles boreliens. 1. Soit

A]_D _14.23 u-DAg:J A§+1D .--D.A.y

une suite transfinie dénombrable d’ensembles ambigus de classe a
et telle que

A,=[] A¢ si A est un nombre limite ou bien si A=y.
ELA

Dans ces conditions, Pensemble
S=A,—A4,+4y—As+ ... +Aopr—Aorat e
st ambigu de classe a.
On a, en effet (§ 12, I (4)):
1—8=1—A, +Ay—As+ ... +Ao—Adop1t o +4y.
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Or, toute différence As—Ag; étant un ensemble ambigir

de classe a, donc de classe a additive, les ensembles § et 18, en

tant que sommes dénombrables d’ensembles de ce genre, sont éga-

lement de classe a additive. Donc 8§ est ambigu de classe a.

2. Etami donnée une suite A,DA,D... densembles ambigus de

classe o tels que H A,=0, Vensemble D) (A2n—y—As,) est ambigu de
n=1 . n=:1

classe a.
(’est un cas particulier de 1’énoneé 1.

3. La somme @ume série alternde (dénombrable) densembles
boreliens décroissants de classe a multiplicative

B=B,—B;+B;—Bs+ ...+ Bot1—Borat...
ost un ensemble ambigu de classe a-+11).
Car en posant B;,::gg B pour 2 limite et en tenant compte

du .fa,it que le produit dénombrable des Bg est de classe a multipli-
cative, donc ambigu de classe a+1, on conclut de 1’énoncé 1 que B
est un ensemble ambigu de classe a-+1.

VIL. Théorémes de réduction et de séparation.

1. Théoréme de réduction. A toute suite (finie ou infinie) Gy, G, ...
d’ensembles de classe a>0 additive, correspond une suite Hy,H,,...
d’ensembles disjoints de classe a>0 additive et tels que

HiCG:1 ét H1+H2'*._"‘=G1+G2+"'

Par conséquent, si 1=G;+G,+..., les ensembles H; sont ambigus
de classe a.

k) 3 h
Pour g'en convaincre, on n’a qu’s poser conformément i V, 1z
Gi=Fy+Fip+...

ol F, . est ambigu de classe a, et de répéter la démonstration duw
théoréme de réduction établi au § 21, II.

1) Le théoréme réciproque est vrai dans les espaces complets (voir § 33)..
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De fagon analogue, on déduit du th. 1 les énoncés suivants:
2. Théoréme de séparationt). Etamt donnée une suite d’emsembles
Fy,Fy,... de classe a>0 mulliplicative et tels que F,-Fye...=0, il existe
une swite d'ensembles By, By,... ambigus de classe a et tels que

.FiCEg et E’l-Ez‘...=0.

En particulier: A et B étant disjoints et de classe a>0 mulii-
plicative, il existe un ensemble B ambigu de classe o tel que

(1) ACE ¢ EB=O0.

En d’autres termes: élant donnés deux ensembles ACC de classe
a>0 dont le premier est de classe multiplicative el le” deuxiéme de
dlasse additive, il existe un ensemble B ambigu de classe a tel que

(2) ACECC.

3. Etant donnde une suite d’ensembles Fy,F,,... de classe a>0
multiplicative, il ewiste une suite d'emnsembles By, B,,... de classe a
additive tels que

Fr——”]f'mCBi et HlBi=0.
m=1 i=

4. Etant donné un systéme fini A,,...,Ax densembles disjoints
de dlasse a >0 multiplicative, il ewiste un systéme I, vy B densembles
ambigus de classe a, disjoints et tels que

AiCF, et 1=F1+...+Fk.

VIIL. Ensembles relativement ambigus. 1. 4 diant un en-
semble de classe a>0 multiplicative ¢ B un ensemble ambigu de
classe o relativement & A, Pensemble B est de la forme B=A0 o C
est ambigu de classe o (relativement & Vespace tout entier).

En effet, ’hypothése que B est ambigu de classe o par Tap-
port & A veut dire que B et A—B sont de classe a m1111:;1p1.10€i:1.31V8
par rapport &4 4. Or, A étant lui-méme de classe a multiplicative,
B et A—B sont deux ensembles de classe a multiplicative (d:ems
Pegpace). D’apres le théoréme de géparation (VIL, 2 (1)), il existe
un ensemble ¢ ambigu de classe a tel que

BCC e O-(4—B)=0,

1y Voir 'W. Sierpinski, Sur la éa’pambilité multiple des efnsembées mgsu-
iculier, voir du méme

bles B, Fund. Math. 28 (1934), p. 295. Pour le cas particulier,

o l wsembles ambigus, Fund. Math. 6 (1924), p. 1. On y

auteur Sur wne propridid des or L th. 6
trouve plusicurs applications 4 la Théorie générale des fonctions.

C. Ruratowski, Topologie L.

17
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d’oi o
B=ABCAC et CACB, donc B=AC.
En vue des applications ultérieures, nous allons démontrer que:

2. Hitant donnés un ensemble A et un systéme d’ensembles
{By...,} ambigus de classe a par rapport & A et tels que

Byy..ty Bjp.jy=0 dés que (3y...14) &= (jpouf) et k< m,

il existe un systéme d’ensembles {Cy...,} ambigus de classe o par
rapport & la somme

(0> . n"‘Z 0[1

(ot la sommation s etend o tous les systémes de n indices ) et tels que:

(1) A, est ambigu de classe a1,

(2) ACy..;,=By..ip, (3) Cyoig* Ciy.y =0,

(4) ‘ 011...1n=0 81 Bill..1n=0-

De plus, si 4 est de classe a>0 multiplicative et si Pon o

A=2'B ; pour tout 7,

Ap coincide avec Vespace tout entier.

Il existe par hypothése un systéme d’ensembles {Dy...,} de
classe o additive (méme ambigus de classe a, lorsque 4 est de
-classe a>0 multiplicative), tels que

ADy ;=B ; et que Dyp.ty=0 i By,..;,=0.

Des1gnons par V, la somme de tous leg produits de la forme
Dy, *Dy,..;, et posons
011..1 =-Di1...inhvn'

L’ensemble 4,=)' D, . 4;—Vn st ambigu de classe a1 comme
différence de deux ensembles de classe a additive. L’égalité -

4 "Dil 4, =D11 i Vn’*ozl...iu

1mp11que que Gy ; est de classe a additive bar rapport & 4,, d’ou
Pon conclut, en vertu de l’égahté "

011...1" * Ojl...jn =—Di1...in N -Djl...jn'—‘vn = O,

que Cj ;. est ambign de clagse bar rapport & A,.

1§ 26, VIII] Ensembles boreliens. 259

On a enfin
ACy..;,=ADy, ,—AV,=B, , ,
car 1'égalité
-ADil...ln'Djl...jszil...in‘le...jkr"o
donne AV,=0. "
- Si l'on suppose que A*Z By,..4,, il vient

By,.., ——Z Byy..i0 C ZDil...ink

et il existe (cf. VIL, 2 ( 2) un ensemble K, ; ambigu de classe a
tel que
By,..., C By..i, C%Dil...ink-

On définit les ensembles Cy..,
convenant gue

1) O est legpace tout entier et B=A4,

2) 4y...9, étant un systéme donné et I étant le plus petit indice
tel que By, ;34 0, on a

Cipovtt = Oyt Diy + Oyt —Eiy s

(ol n2>0) par induction, en

3) pour k>1
Ot = Oty Dyt — Oty + oo+ Oy gye)-

Remarque. Les énoncés 1 et 2 sont valables aussi pour a=0
dans Pespace séparable de dimension 0.

Le th. 1 se laisse préciser de la fagon suivante?):

3. Ftant donnée ume swite densembles BL,B?,... ambigus de
dlasse a relativement & un ensemble A, il ewiste un ensemble Y de classe
a+1 multiplicative et wune suite C,C%... d’ensembles ambigus de
classe o relativement & Y, tels que Br=AC" et que les suites

(5) - B, A—B, B}, A—B*...
et B
(6) ¢, Y—-04, % Y—C3...

soient semblables (danms le sens du § 16, II).

1) Voir la note de T. Posament et moi-mdme Sur lisomorphie algébro-
logique et los ensembles relativement boreliens, Fund. Math. 22 (1934), p. 285.
‘ ' 17*
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De plus, si A est de classe a>0 multiplicative, Y coincide avec
Pespace tout entier.

Faisons correspondre 2 tout systéme Gyy.eyin cOMPOSE de
nombres 0 et 1, un ensemble Bi,..i, €0 convenant que

(7) By =By ...-B], et Bi=B", Bl=A—B"

Les hypothéses du th. 2 étant réalisées?), envisageons les
ensembles Cy ; et A, de sa thése et posons
(8) : Y=4,-4,-..,
(9) C=YC, C*=Y(Ch+Cy)y-rry =Y -3 Ciptr s0;--

I vient A=B,+B;, et — de facon générale — comme les
ensembles Bj . sont les constituants de A relatifs aux ensembles

B,...,Bn (cf. § 23, VI, rem. 2°), leur somme est égale & A (pour » fixe);
on a done (cf. (0) et (2)):

(10) A=) B;,..i,C > Cipotg=4n,
d’oir selon (8):
(11) ACAl'Az"":Y

Done d’apres (9), (2) et (7):

AGH:AY-Z(Jq dp 10=2A011 e U
—ZBq «in IO“ZB e ZI_II -B"=B"

Les ensembles 4, étant de classe a1 multiplicative, leur
produit ¥ Dest également. Cy...;, étant ambigu de classe o par rap-
port & A4,, YCy. ;, Uest par rapport & ¥ (puisque YC 4,) et il en
est de méme de C".

Afin de démontrer la similitude des suites (5) et (6), remar-
quons d’abord que, les ensembles By, ; étant (pour » fixe) les con-
stituants de lensemble A, tout produit d*un nombre fini de termes
de la suite (5) est somme d’un certain nombre de ces engembles;
& savoir, on a pour [, <... <1,

I l} \ . . . .
(12) Bg}l-...-Bi;’nzz.Bj]jz.__”n on ?11::?'117 ey =

.
n

1) On peut évidemment admettre dans le th. 2 que les indices L T
prennent que deux valeurs 0 et 1. :

§-
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Une propriété analogue appartient & la suite (6). Les formules:
(9), (10), (8) et (3) impliquent que o

Ok=Y'ZOi1 /k—lo'zafi X/ =Y'20j1 “Jn?

la dernidre sommation étant étendue & tous les systémes 7. 7,,
tels que jr=0. Car

Yojl...jn':-YAijl.:.jn:YZ Ctlt..tk'011...jk...ju=Y0,1 qy Ojl...jk...jn-

Pareillement, d’apres (9), (11) et (0):

Y— Ot =Y 44 —X )y 0=Y 50y s,

)
d’ot1, comme auparavint, ¥Y-—Ck=¥%)} Cjy.jp O f=1.
On en conclut, en posant Oh=0C* et Cf=Y—C* que

Cf = YZ Cji...jn

ou jk=’b
et que (cf. (4)) pour L,<...<1l,:

(13) Ot o O =T X Oy’ OR iy =tyeeyft, =
Les égalités Bil,,.inzo‘ et Y0y, =0 sont équivalentes, car
la premiére entraine la deuxiéme d’aprés (4), et selon (2) et (11):

T

Bil...l'"‘”—" A-Cll.».d'n C Yail...!n'

La similitude des suites (5) et (6) en découle immédiatement
en vertu de (12) et (13).

Admettons & présent que 4 soit de classe >0 multiplicative.
D’aprés la premiére égalité (10) et la deuxiéme partie du th. 2,
Tengemble A,, done (cf. (11)) ¥, coincide avec l’espa,vce»tout entier.

Le théoréme établi, il est & remarquer que la correspondance

‘entre les termes des suites (B) et (6) (que l'on obtient en attachant

au n-éme terme de la suite (5) le n-éme terme de la suite (6)) se
laisse étendre sur les plus petits corps contenant respectivement
les ensembles des suites (5) et (6); & savoir, en attachant & la
somme (produit, différence) de deux ensembles la somme (prodmt‘

différence) des ensembles correspondants. On définit ainsi une
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isomorphie algébro-logique) entre les deux corps; de sorte que toute
relation exprimee en termes de U Algébre de la Logique qui o lieu entre
ensembles du premier corps a liew aussi dans le deuwiéme corps.

IX. Ensemble limite d’emsembles ambigus. 1. A dlant un

ensemble ambigu de classe a>1, il existe une suite d’ensembles A,
ambigus de classes < a tels que ’

A'—’-;ISO(AH'A,,+1- ) =n]jo(An'|‘An+l+ '-')7

¢. ad. que A=DLimes 4, au sens de la Théorie générale des en-
sembles (cf. § 13, VI, 8). n

Dans les espaces O-dimensionnels séparables, le théoréme est
valable aussi pour a=1. '
On a par hypothése:
-A-:ZKM 1—4 =2Lm
n=0 n=0
Kn CK,,_H (d’Ofl _Kn —_.:'IYQKH-H)’
LpClLapy (@00 1—Ly=Y (1—Lpis),
n=0

les ensembles K, et 1},, étant de classes < a multiplicatives.

D’aprés le théoréme de séparation (VII, 2 (2)) il exigte une suite

d’ensembles A, ambigus de classes < et tels que
K,C4,C1—L,.
La double égalité & démontrer résulte de la formule (cf. § 2, IV):

-A*‘:;lgoKn‘-"- 2 ‘nKn-HGZ H Anti CH ZAmHC

n=0 i=0 n=0 j=0 i=0 n=0
C 1—Lp )= —L)=1—T,=
iggo( ) g(l Ly)=1 iz_ZO’Ll A.

Le th. 1 résulte aussi du lemme suivant, qui appartient i la

Théorie des ensembles et qui permet de le préciser dans le cas ot o
est un nombre limite:

1) Pour cette notion, voir op. cit. p. 281.
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Lemme?). Les conditions

M8

(1) A=

n

[

an,my (2) A= 5 On,m;

m=1 m=1 n=1

(3) n‘;; C{n,m+1 CZ/_‘lcn,m
impliquent que

n
A=Times 4, o A,,::lgl(Bk,,-...-Bk,,,)-(OLn'—...—i—O,,,k).

I1 s’agit de démontrer que

10 ACYAndppgre et 2 A CY A Ay

La condition 1° signifie que, étant donné un p e 4, il existe
un indice n, tel que, pour n=ng on a p e A,.
Or il exigte d’aprés (1) un % tel que

pe Bk,l'Bk,2"~-
D’aprés 2, il existe une suite d’indices 4y,4,,... tels que
P e Gihl-(},-z,z-...

Dégignons par n, le plus grand des nombres k et 4z. Il vient
pour % =n,: :
Cir C Crpt o+ Cnge
Par conséquent '

P € (Brir oo Bin) Oy xC(Bry oo Bpa)  (Cppt- oo+ Cnp) C Ay
Soit, d’autre part, p e A’. Il §’agit de prouver qu’il existe
un m, tel que, pour m=my, on a ped’, ou
A= 1Byt ..+ Bim+ O oee Om)-
Par hypothéese
() A=[13Bom, A'=3 11 Comy [ ConCIl Comis.

n m

1) W. Sierpitiski, Sur les rapporis entre les classifications des ensembles
de MM. F. Hausdorff ¢t Oh. de la Vallée Poussin, Fund. Math. 19 (1932), p. 260,
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La deuxiéme de ces formules implique quw’il existe un % tel

que «
pel]l Crgy done p e[l Crpys, e[l Crpgasn.
n . n n

La premiére implique l'existence d’une suites d’indices 4;,%,,...
tels que
peBiy, B, . 4
Soit m, le plus grand des nombres 4,...,4%. Soit m=m,. Il
vient: ' '
p € B, CBj;+.. —|~B’,m pour I<k,

pe(0ip...oChp) pour 1>=k.
On a donc pour tout I(<m):
p €(Biy+..+Bim+ 0. Omy)y €2 dl

Le lemme implique auss1t0t I’énoncé suivant qui complete
le th. 1:

2. A dtant un ensemble ambigu de classe 1--1, ol A est un nombre
limite, il ewiste une suite d’ensembles A, ambigus de classes <1 tels
que A =Limes 4,.

ped.

X. Ensembles localement boreliens. Opération M de Montgo-
mery. D’aprés la définition générale de la localisation des propriétés
(§ 7, IV), un ensemble A est dit de classe a au point p lorsqu’il
existe un entourage E de p tel que AF est un ensemble borelien

de classe a. Le terme ,entourage” peut étre remplacé par ,.entourage,

ouvert”, excepté dans le cas ot il s’agit de la classe 0 multiplicative
(cas d’ensemble localement fermé, voir § 12, IX), car 4K étant
de classe a et ¢ étant Iintérieur de B, Pensemble 4G est encore de
classe a (sauf dans le cas exceptionnel indiqué). On peut enfin rempla-
cer dans le cas de l'espace séparable les entourages ouverts par
les ensembles ouverts appartenant & la base R,,R,,... de Pespace.

1. L’ensemble B des points de A o A est localement de classe o

additive (ou bien de classe multiplicative >0) est encore de la méme
classe.

En particulier: si, dans un espace sepamble &, A est en chacun
de ses points de classe o additive (ou bien de classe multiplicative
>0), A est un ensemble de la méme classe.
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Envisageons d’abord le cas de Pespace séparablel), ol la dé-
monstration est bien plus simple.
Soit Ry Rpy... la suite de tous les ensembles (appartenant;
a la base) tels que AR, est de classe a additive. L’ensemble

B=) AR,
k

est done de clagse a additive.
Supposons a présent que AR, soit de classe a>0 multi-
plicative et posons en vertu de lidentité X ¥ =X—(X—Y):

B= ;‘ AR, =A- ;‘ Ry= %j Ry~ ; Ry—A]= kz R,,— kz [R,,[—AR,,II].

L’ensemble R, — AR, étant de classe o additive, il en est
de méme de 2 [Rn,—AR,,], d’0u la conclusion demandée

Le th. 1 se trouve ainsi établi pour 1’espaee séparable.

Sa démonstration pour lespace métrique arbitraire sera basée
sur une méthode générale, que nous allons appliquer aussi & d’autres
problémes 2).

Soit Gy, Gy,...,Ge ... une famille bien ordonnée d’ensembles
(1) ‘ Ke= Gg——z G,.

n<g

Faisons correspondre i toute suite transfinie X, X;,...,Xg...
la somme

(2) | §=3 LK,

nommée résultat de Dopération M effectude sur la suite {X¢}.
2. L'opéeration M est additive, multiplicative et, dans le cas o%

(i) ‘ g=K1+K2+---+K§‘|“---:

elle est soustractive.

1) Of. K. Zarankiewicz, O szbiorach lokalwie mierzalnych (B), Wiado-
mokci Matematyczne 30 (1928), p. 115.

2) Cette méthode et ses applications sont dues & M. D. Montgomery.
Voir Non-separable metric spaces, Fund. Math. 25 (1935), p. 527. Ct. au.ssi. ma
note Quelques problémes concernant les espages méiriques non-séparables, ibid.
p. 536.
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L’additivité de D’opération Ji est immédiate: elle signifie que
Dégalité X;=)'X; (ol « parcourt un ensemble arbitraire d’indices)
12
entraine

(3) §X§K§=§ (‘2 X;) K§=$ (%] XH)E:.

Pour démontrer que lopération M est multiplicative, po-
sons Xy=][] X; et remarquons qu’on a en vertu de (1):

(4) K- K,=0 pour £.
De 1a on conclut que
(5) §X§K§=§HX2K§=H§2X§K5,

en tenant compte de la régle générale suivante: si quels que soient
¢, f et n=k& on a A A,=0, alors %’ﬂAgaz:HgZAga.
« o

Enfin, en posant X;=%— X}, il vient
(6) §X5K§= g] (Ke—Xp) = %'Kg—%‘lfgxé;
car, d’'une part, .
K=K X;+K:X;, d'ou §K§:§K§X§+ gZKng,
et d’autre part, d’aprés (4):
(K Xe) (K, X;)=0, d’on (§2K§X§)-(§ZK§X3)=0.

Les formules (i), (5) et (6) impliquent la soustractivité de
Topération H:

,52 (Xe—Ye) Ke= 52&11}'; YiKe= ;Xg Ké—%' YK,

ERemarque. Si 'on supprime I’hypothése (i), on a, & la place
de la soustractivité, la formule suivante

(7) §X§K§=§G§*§ K, X¢.
En effet, (7) résulte de (6) en vertu de I*identité évidente

ZK5=§G§.

£
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3. Pour a>0, les dlasses Fy et Go sont des invariants de Tope-
ration M.
Convenons que p(X,0)=1 et posons

L, 1
® X=Xy 1y J [olo £~ 2.
L’ensemble G étant ouvert, il vient d’aprés (1):

Xy K= 3 Xi, don S=) 3 Xt
n=1

& n=1
d’aprés (2); done, en posant
(9) Su= 2 X,
on a
(10) : 8='8,.

n=1
En outre o ) .

(11) o X5, XY > pour naké.

‘Soit, en effet, wy e Xy, 2z ¢ X7 et n<<& D’aprés (8) et (1):

Q(wm '%'——G’?) = % et zge K C $—~Gm

done |wy—we| ==, dolt la formule (11).

S|

L’inégalité (11) implique que les ensembles X} sont fermés-
1
ouverts dans S, Comme Fr(Ge) - F [g(w, F—G) ’>/ﬁ]=0’ on &
X
d’aprés (8) et (1):

X?=X§'[§g— Z G”] . E [Q(EU,%—-G;) 2%}5
< x ’
ce qui prouve que, si X; est fermé, Xi Vest dgalement. 11 en résulte
que 8, est fermé, car en supposant que p € S;— Sy, il existerait deux
points x, e Xy et x; e X7 tels que |o,—p|<1/2m, |z—p|<l/2n et
n=+§ Mais on aurait alors |w,—u<1/n, contrairement a (11).
Il est ainsi établi, en tenant compte de (10), que, st X; est
fermé, S est un F,. Il en résulte, en raison de (3), que si X est un Fy,
8 Vest dgalement. On déduit de 14, en vertu de (7), que, s1 X; est
un Gy, 8 Vest dgalement.
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En tenant compte des formules (3) et (5), on parvient- 2 la
conclusion demandée: si Xg est un F, (un Go), 8 Vest dgalement.

Nous en déduirons i présent le théoréme suivant, dont le th. 1
n’est qu'un cas particulier (en vertu de 3):

4. Soit P une propriéié invariante par rapport & Vopération M.
A dtant un ensemble donné, désignons par S Vensemble des points x
de A pour lesquels il existe un ensemble ouvert @ tel que © € G ¢t que GA
jouit de la propricté P. L'ensemble 8 jouit alors aussi de cette pro-
- prieté. ‘ ‘

Rangeons, en effet, les ensembles ouverts G tels que GA pos-
séde la propriété P en une suite transfinie Gy, Gy, ..., Gy ... €t posons
Xe¢=AG;. On a alors D'égalité (2), car

S=§ AG§=§AK§=§X§K§.

L’ensemble X jouissant de la propriété P, linvariance de
cette propriété par rapport & lopération M implique que Den-
semble S en jouit également.

Remarquet). En suivant la voie de la démonstration du th. 1
dans le cas d’espace séparable, on constate aussitoét que, si un en-
gemble situé dans un espace séparable est localement borelien en
chacun des ses points, il est un ensemble borelien.

Cependant, on peut définir un espace metrique non séparable
contenvat un ensemble non borelien qui est en chacun de ses points
Tocalement borelien (de classe non bornée).

Considérons, en effet, 'espace formé de tous les points (z,aq),
oll 0<{e<<1 et 0<Ca< R, la distance des points (x,a) et (2',a’) étant
définie comme égale & |v—a'| pour a=oa’ et & 1 pour az=a’ (ainsi
l’espace est le produit cartésien de Dintervalle et de 1’ensemble
des nombres transfinis <Q). Soit I,, ,Yintervalle” (z,q) ot 0<Lo<1],
et B, un ensemble borelien CI,, qui n’est pas de classe a. L’ensemble

8= Zé B, est localement borelien, puisque les intervalles I, sont
a<l ’ '

ouverts dans I'espace, mais il n’est pas borelien, puisque s’il était
de classe «, ensemble 8-I,=B, le serait également.

1) Cette remarque est due & M. Szpilrajn-Marczewski, Fund. Math. 21
(1933), p. 112.
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Le th. 1 permet d’établir dans les espaces métriques les plus
généraux le th. suivant, que nous avons démontré pour les espaces
géparables au § 19, IIT, 1:

5. Tout ensemble developpable est un F, et Gy.

Soit, en effet,

E=§‘<§;(F§—H5) ot F;DH;DF; pour é<¢

et ol Fg=UF; Hy=H; En admettant que le théoréme est vrai
pour chaque a'<<a, il s’agit de le prouver pour a; 0u encore — en
raison du th. 1 — que E est localement un F, et @4 en chaque point,

Or, soit p e E. Il existe done un a'<a tel que p ¢ Fp—Ha,
Posons G=&—Hu. Donc pe@, G est ouvert et on a pour ¢>a’

FeCHy, d’ot F¢-G=0, donc @ 3 (F;—H)=0.
t>af

Il vient - 3
GE - Gé.éz”(.lng-—ﬂg) + (GFM"'H&')-

L’ensemble sE (Fe—Hy) étant un F, et G4 (par hypothése),
<o

il en est de méme de Pengemble GE; E est done localement un F,
et G au point p.

XI. Evaluation des classes & aide des symboles logiques ).

Nous dirons qu’une fonction propositionnelle p(x) est de classe F,
(de classe G4) lorsque Densemble F g(x) est de classe F, (de

classe G). En tenant compte des foxrmules établies dans 1’Intro-
duction (§ 1, IV et § 2, V—VI), on démontre les propositions sui-
vantes:
1. g(x) et y{z) dlant deus fonctions propositionnelles de classe F,
(de classe Go), les fonctions p(x)+y(x) et p(x)-w(@) le sont dgalement.
Car on a
g [o(@) +v(@)]=F ¢(@)+ F v(@)
X X
et
Elo@) p@)]=F¢@)-E v
x . X X

et la classe borelienne est invariante relativement & la multiplica-

tion et & Laddition des ensembles.

1) Voir la note de M. Tarski et de moi-méme Les opérations logiques et les
ensembles projectifs et ma note Hvaluation de la classe borelienne ou projective
& Vaide des symboles logiques, Pund. Math, 17 (1981), pp. 240—272.
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De facon plus générale:

Lo, Soit @ (&g, ey n) =P (Lryy oy Tr) + % (@yy ooy @), les
indices Ty, ..., ko €8 by, ..., lm dlant supposés <m (par cxemple
o(@,9,2) = (@, y)+ x(y,2)). Si les fonctions y et y sont de clqsse F,
. (de classe G.y), @ Vest également (et il en est de méme du produit y-y).

En effet

E ‘P(m17"‘7mn) =E W(mkiy'-‘ymkj) + E Z(mlp--'ywlm)
xi...xn

X{ . Xp Xp e Xp

et DPensemble [ (..., %x) étant de classe F,, l’ensemble
*p

Xpyeon
E w(mkl,...,a}kj)l Pest également, car il s’en obtient en le multi-
X{ e Xp
pliant par des axes (voir NO III).

On voit ainsi que: en effectuant un nombre fini d’additions
et de multiplications logiques avec des fonctions propositionnelles de
classe F, (de classe G,), on parvient toujours & wne fonciion pro-
positionnelle de classe F, (de classe G, ). '

2. 8i la fonction propositionnelle g(x) est de classe Fy, sa né-
gation est de classe G.

Car l'ensemble F'¢'(z) est le complémentaire de F o(x).
X x

3. 8i les fonctions propositionnelles ¢ (x), o n=1,2,..., sont des
classes <a, la fonction > ¢ (2) est de classe o additive et la fonction
n

Hzpn(m) est de classe a multiplicative.
n

Car

EY ¢n(m)=n2§'¢,,(m et F g, () =IHI @wn(w),

X n X n

les opérateurs X et /T étant entendus au sens logique dans les
membres gauches et au sens mathématique dansg les membres droits
de ces égalités (cf. §2,V, 1 et 2). '

En particulier, si toutes les fonctions @, (@) sont d’une classe
F. avec a pair, la fonction 2, @,(@) est de la classe Fu, et la fon-

ctica [T, (2) est de la classe F,. De fagcon analogue, si les fonctions
n
@, (%) sont d’une classe F,, la fonction I3 ?.m(®) est de la
m n

classe Fygs, ete.
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4 On vo}it ainsi que les régles 1 — 3 permetient d’évaluer la classe
borelienne dun emsemble st Von sait définir cet emsemble & Paide
dune fonction propositionnelle qui s’obtient & partir @un systéme de
fonetions propositionnelles dont les classes sont connues en effectuant
les opérations logiques: ~+, «,', 3 T, un nombre fint de fois.
n n

Les régles suivantes interviennent souvent dans les appli-

cations:

4. i qo(w)' est une fonction propositionnelle de classe F, (de
¢Zas§e Go) et si w=f(1) est une fonetion continue, la fonction pro-
positionnelle [f(t)] est aussi de classe Fo (de classe G).

Posons, en effet, A=F p(x). I1 vient (voir § 3, I):

»

J?q‘ljf(t)]zltf«;’ {f(0) € Egla)y= Eft) e Ay=f1(4)

et, lensemble 4 étant de classe F, (de classe Go), il en est de
méme (voir N IIY) de Pensemble f71(4).

5. p(w,y) étamt de classe F, (de classe G.), il en est de méme

de la fonction (p(m)=1/)(w?y0) pour Yy, fize, ainsi que de la fonction

1(@) =y(@,2).
Pour g’en convaincre, on substituera dans N IIT (1):
((2,9) € Z] =y(z,y).

6. y(x) dlant de classe B, (de classe G), il en est de méme de
la fonction @(x,y) = y(x).

Car [ 9(@9) = E p(o) x¥.

XTI Applications. 1. Hvaluation de la classe borelienne des
ensembles So=[ (F<a), ot a<® (cf. § 1, VIII).
i

Faisons correspondre & chaque ¢ e C et chaque entier positif »,
un % e C défini comme suit: si ¢"=0, posons u=0; si i"=2, on a
w*=2 dans le cas ol t*=2 et Ta<l?p; ut=0 dans le cas contraire.
En désignant u par le symbole ™, il vient:

(1) (w=t") = [T {(u"=2) = (=2 =1")(r,< r2)}.
' k
En notations du § 1, VIII, on a done

Rjnm= Ry E (ra<<?) i t"=2.
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11 en résulte que, si § est un nombre ordinal, la suite t[_”, t[z_],
parcourt tous les nombres ordinauw <t :
Les ensembles F (H=2), ot j=1,2,.., étant fermés-ouverts

t
dans G,il en est de méme de Pensemble des couples %, t satisfaisant & la
condition entre crochets { }. Par conséquent, I'ensemble [ (u=1"),
. ut

¢. & d. Pimage de la fonection " est fermé. C étant compact, on
en conclut que la fonction " est continue (cf. § 24, XI, 4).
Théorémel). Pour o<, les ensembles S.=F (f<<a) et, par
t .

conséquent, les constituants Le=F (b=a), sont boreliens.
t

A savoir, S, est de classe Ga.
Notons d’abord les deux équivalences évidentes:

@ (G<arl=[0"<a, @) E<H=ZE<d),
2 étant un nombre limife.

Procédons par induction. Les cas ot a=0 et on a=1 étant
évidents, admettons que la fonction propositionnelle <& soit de
classe G pour tout &< f. Par conséquent, gi f=a+1, la fonction
propositionnelle f<a est de classe G,. La fonction " étant con-
tinue, en en conclut (en vertu de XI, 4) que la. fonction proposi-
tionnelle {™ < ¢ est aussi de classe G. De 14 on déduit, en raigon
de (2) et de XI, 3, que la fonction propositionnelle #<a+1, ¢. & d.
i<B, est de classe Gj.

D’autre part, si f est un nombre limite, on parvient a la méme
conclusion en tenant compte de (3) et de XI, 3.

Remarque. L'évaluation de la classe des ensembles 8, pourrait
étre rendue plus précise. Ainsi, on constate facilement gue les en-
sembles S,, pour » fini, sont fermés, S, est un Fy, Soz €8t un Foso ete.

Il est cependant & remarquer (voir § 35, VILI) que les en-
sembles &, sont de classes non-bornées, ¢. & d. qu’a tout f<Q cor-
respond un S, qui n’est pas de classe f.

1) Voir H. Lebesgue, op. cit. p. 213, N. Lusin et W. Sierpinski,
C. R. Paris 175 (1922), p. 357. ‘
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2. Faisong correspondre 3 tout nombre irrati
‘ e irrationnel 3 de l’in-
foervalll‘e 01 l’exxsemb.le Z, composé des nombres r,:,rag,...?)(a étant
1dent1ﬁ’é avec la suite gl,8%..., cf. §14,V, 3). Désignons par 3 le
type d’ordre de Pensemble Z,. Pogons T',= BG<a)
Un raisonnement complétement ana;log?ue au précédent per-
met de prouver que T, est de classe G.. .

3. Appelons un type d’ordre 7 ¢ i Ble
7 type limite lorsque P’ensemble

ord(.)nné T ayant le type d’ordre v n’admet pas de dernier élément.
Désignons par 4 Pensemble des ¢ ¢ C tels que # est un type limite
En termes logiques (cf. les notations du § 1, VIII)

(ted)= ]]%’[(Tn € By) = (1y € Ry) (rx<tp)]

= [1 gt(t"———z) — (th=2) (1 <7,)].

.

L’ensemble ]'r](t"::Z) étant fermé-ouvert (damns ), la fonetion

propositionnelle entre parentheéses [ ] est de classe G,. L'ensemble A
est done de classe Gy. ' '

4. Oonvenor{s d’appeler un type d’ordre pm‘r lorsqu’il est dé
la forme A+-2n ol A est un type limite et # un entier >0. De fagon
analogue,. nous appellerons impaires les sommes 1+ 2n-11),

- Désignons par P Densemble des ¢ tels que # est un type pair.
1l vient P=P,+ P+ ..., olt P,, désigne I'ensemble des ¢ tels que #
est de la forme A4 2.
Ecrivons en symboles logiques la définition de P,:

(tePy) = 51{(7”1;"? € Ry) (ri<ry)-

Lo T ((5Fnd) (€ BTty <rm) 3 try<ru<ra) (1 € B}y

'(t‘e P,) = g {(t'=2=t)) (ry<m))-
| : y((i#n#i) (tn=2) > [(ry<Tx) 3 (ry<ra<ra) (tr=2)1)}.

. On congtate aussitét que l’ensemble P, est un Gy;. Une défi-
nition analogue de P,,Pg,... montre que tous ces ensembles sont
des G'g,. Par conséquent P est un Gy,

Pareillement, I’ensemble des ¢ tels que # est impair est un G,

< ) D’habitude, on ne considére ces notions que pour les types du bon ordre.
ous cette restriction on parviendrait & des ensembles non boreliens.
C. Kuratowski, Topologie I, 18
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5. Considérons la famille & de toutes les suites extradtes d'un
espace métrique E qui satisfont & la condition de convergence de Cauchy
(on dit quune suite &,&,... satisfait & la condition de Cauchy,
si 4 tout >0 correspond un indice m tel que [§m+i— —&m L, quel
que soit ¢). Nous allons prouver que lo famille @ constitue un Fop
dans Vespace F.

On a par définition:

1

Eeny= I3 lemti—tni <5

Or, la fonction propositionnelle

PrmilE) = {[§m+n e %}

est de classe F, (pour k, m et ¢ fixes). En effet, la distance [z—y|
étant une fonction continue de deux variables et & étant une fon-
ction continue de & (cf. § 24a, I), ensemble :

B {emri—em <)

¢

est fermé. - o
- En appliquant 1a régle 3, on en conclut que lafonction [T, (&)
14

est également de classe K, que }' H‘Pk,m,i(é) est de classe I, et
’ m i
finalement que []J¥ [[®, .. (&) est de classe Ko, Cela veut dire
kE m i

que I’ensemble @ est un Fi, c. q. L. d.
11 en résulte en vertu de la régle 4 que:

{fn} dtamt une suite de fonctions continues (définies sur un
espace T ), Vensemble C des-points t pour lesquels la condmo'n de Cauchy
est réalisée est un Fysl). ,

Car, en désignant par &(f) la suite [fl(t),fg(t),..
I3 11 #4m (0]
k m i

], on obtient

{teC}=

t

1) CL§2, VI, 2. Si & est complet O est l'ensemble des pomﬁs de con-
vergence de la suite {f }. .

S
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6. La famille 9 des swites denses en soi constitue um Gs dans
Pespace EX.

Car la suite E [£,£,...] est dite dense en soi, lorsqu’il existe,
pour tout n un’ {m==£n aussi prés que 'on veut de 73 en gymboles,

[£ed]= []2{0<[£ﬂ g < } o
nk m
La fonction propositionnelle entre crochets { } étant évidem-
ment de classe Gy (pour n, m et % fixes), on n’altére pas sa clagse
en ajoutant opérateur 2 La fonction [£ € 9] est done de classe Gy.

XIII. Fonctions universelles!). Etant donnée une famille F
d’engembles, on appelle fonction universelle relativement & F toute
fonction F(f) qui fait correspondre au parametre t (parcourant un
espace T) un ensemble de la famille F de fagon que cbaque en-
semble-élément de F corresponde au moins & une valeur de ¢.

Fn gymbole:
{XeF}= g? [X=F()].

Dans la suite, nous allons supposer que lespace & (dont les
éléments de F sont des sous-ensembles) est métrique séparable.
Posons T =5V (I’ensemble des nombres irrationnels de intervalle 01)2).
Si F est de puissance <(c, il existe évidemment une fonction uni-
verselle relative & F' (puisque L'ensemble SN est de puissance c).
On peut donc substituer 4 F la classe borelienne F, ou G.. Or,
nous allong démontrer le théordme suivant:

Théoréme. A tout o correspond une fonction Gy (3) universelle
relativement & la classe G, et telle que Vensemble E [ € Ga(3)], situé

dans le produit cartésien & X N, est un Go?).

1) Notion étudiée surtout par M. Lusin. Voir W. Sierpinski, Fund.
Math. 14 (1929), p. 82.

) Au lieu d’admettre que le pa.ramétre t pamcourt T'intervalle 01 tout entier
(comme on ladmet souvent), nous en avons restreint les valeurs aux nombres
irrationnels pour éviter certains jnconvénients liés 3 1a discontinuité de la fonction
»n-éme chiffre du développement dyadique de #«; si I'on considére le nombre
irrationnel 3 comme une suite de nombres naturels, le n-dme terme de cette
suite est une fonetion cout‘mue de 3 (cf. §24a, I).

On pourrait se servir aussi bien de I’ensemble non-dense C de Cantor, qu1
est également une N-dme Puissance d’un ensemble, .

8) Le raisonnement c\uu va smvm est dﬁ an fond 4 Lebesgue, op. cit.,
. 209.

18%
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Nous nous servirons des notations suivantes. Comme d’habi-
tude, nous allons considérer le nombre irrationnel 3 comme une suite
de nombres naturels 3®,3®,... (donnée par ex. par le développement
de 3 en fraction continue). L’espace &N étant homéomorphe "4 N*
(§ 24a, V, rem.), on peut faire correspondre & tout 3 une suite de
nombreg irrationnels Bty By -+ de fagon que, pour » fixe, 3w 80it une
fonction continue de 3 et gqu’en oufre chagque suite de nombres
irrationnels corresponde & une valeur de 3; on peut poger, par ex.

‘ 3 (n)—_-—[a(znﬁl),...,3(2"_1+71-2")7...]. :
Faisons correspondre & tout nombre transfini limite A<

tine suite A< ,<... convergente vers 1 (Vexistenee d’une-telle- suite
résulte de l'axiome du choix). ‘ . v
Désignons enfin par R,,R,,... 1a base de lespace (contenant
Perisemble vide). ‘ _
Fonction @.(3). Nous posons: -
1) G0(3) = ;Ram . ‘ ’
2) Gar1(3)=11Gulz,) ou X Gal3yy) suivant que o est pair
ou impair, S '
3) G.(3) =D G4,(3) 51 2 est un nombre limite. .
I g’agit de montrer que: ‘
(i) Pensemble Gf3) est de classe. G, ‘
(i) 8i X est de classe G, il existe un 3¢ IV tel que X =G, (3).
(iii) Yensemble F'[z € G.(3)] est de classe Gl.

K

3 . : .
ad (i). La propriété (i) est une conséquence directe de (1di)

(cf. NO IIT (1)). .

. ad (i). Soit d’abord X un ensemble de classe @, ec. 3 d.
un ensemble ouvert. D’aprés la définition de la base, X est de la
forme X =)'R,, .Soit 3 un nombre irrationnel tel que 3t =%, 32=Ky,...
11 vient

63)=3 Byn=3 Ry, = X.

La condition (ii) est done réalisée pour a=0.
En supposant qu’elle soit réalisée pour a, nous D’établirons
pour a+1. Soit done X un ensemble de clagse Gotyi. On a

X=J]X, ou X=J2X,
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(suivant que o est pair ou impair), ot X, est de clagge G,. Par
hypothése, il existe une suite de nombres irrationnels {3n} tels que
Xn=G4(3). D’aprés la définition de la fonction 3y il existe une

valeur de 3 telle que 8. =3 quel que soit n. Il vient, suivant
que a est pair ou impair,

Ga+1(3)=£] ¢, (3;) =X ou bien G“+1(3)=§Ga(3(n))=X'

Supposons enfin que A=lim 1, et que pour tout 2, la pro-
position (ii) soit vraie. X étant un ensemble de classe Gy, on a
X=}'X, ott X, est d’une clagse G, avec o, <A La suite {1,}

étant convergente vers 1, il existe pour tout n un %, tel que «, gy, ‘
Par congéquent X, est de clagse G, . Il existe done un nombre
I

irrationnel 3, tel que X,=@, (3,)- Si i est un indice différent
n n
de tous les k,, soit 3, un nombre irrationnel tel que G4,(3)=0.
Ainsi X=)] G2,(3,)- Soit, comme auparavant, 3 un nombre irra-
n

tionnel tel que 3 = 3 Ll vient
X= 2 G,zn(?)(")) =G;L(3) '

ad (iii). Remarquons d’abord que lensemble E(xeR,) est

ouvert dans le produit cartésien de & et de l’ensemble, des nombi'es
naturels. Autrement dit, la fonction propositionnelle (de deux va-
riables) @ € R, est de classe G,. La fonction 3» étant continue pour

~ fixe, on en conclut en vertu de N° XI, 4, que la fonction propo-

sitionnelle z € B, est aussi de classe G. Il en est encore de méme

de la fonction propositionnelle HZ (# e Ryn), qm éguix’raut 4 we %'Ra,t

(voir §1,V). La fonction propositionnelle 2 € Gy(3) est par con-

séquent de classe G, et lensemble F [#eGy(3)] est ouvert. De
*3

fagon analogue, si la fonction propositionnelle ze@(3) est de
classe a, il en est de méme de z e Ga(g(n)) pour # fix_e, puisque 3
est une fonection continue de 3. La fonetion propositionnelle
]n] [ € ¢, (3.,)] est done (pour a pair) de classe Gayy, et comme

g [2 € &, (3] ={z e l}’ Gol3)} = {2 € 6,1 3},
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‘on en conclut que la condition (iii) est vérifiée pour a--1. Enfin,
si pour tout n la fonction propositionnelle z @, (3) est de classe Gy,
la fonction Z[m e, (3(n)] est de clagse Gy. On en conclut comme

auparavant que E‘ [ € Gi(3)] est de classe G;.

Remarque. Un théoreme analogue concerne les classes Fy:

il existe pour tout a une fonction universelle F,(3) telle que 1’en-

semble F [z eF,(3)] est de classe F,. A savoir: Fo(3)=%F—G(3).
3

XTV. Existence d’ensembles de elasse G. qui ne sont pas

de classe F,. Nous en établirons I’existence dans Pespace N des

nombres irrationnels de l'intervalle 011). Posons & =N et consi-

dérons Pensemble
Za=§[3 € Go(3)];

qui est la projection sur laxe N de la partie de Iensemble
E [3 € Ga(3")] situde sur la diagonale de Vespace N x N, c. & d. sur

l’ensemble E 3=3") (cf. § 24, XIT). L’ensemble E [3€Ga(3)] étant

de clagse Ga, Pensemble Z, 'est également (cf. NO III (1)).

Reste & prouver que Z, n’est pas de classe F,. Si 'on suppose
le contraire, ’ensemble N—2Z, est un Ga, de sorte que, la fonction
G.(3) étant universelle, il existerait un 3, tel que N—Z,=G.(3)-
Mais cela implique une contradiction, car on a d’aprés la définition

de Z, Véguivalence
{30 € Gul30)} = {30 € Za},
tandis qu’on a d’aprés la définition de 3,

{30 € Ga(Bo)}E{ﬁq e (N—Z,)}.
Remarque. La deuxiéme partie de ce raisonnement est, en

réalité, une démonstration du théoréme suivant de la Théorie gé-
nérale des ensembles:

Théoréme de la diagonale?). Etant donnée une fonction F(t)
qui fait correspondre & tout élément d’un ensemble T un sous-

ensemble de T, 'ensemble E[t e I'—F(t)] n’est pas une valeur de
cette fonetion. ’

) Pour ¢<3 on peut I'dtablir d’une fagon plus directe: voir R. Baire,
Sur la représentation des fonctions discontinues, Acta Math. 30 (1905) et 32 (1909),
ainsi que N. Lusin Ensembles analytiques, Paris 1930, p. 97, exemple dd a
M-Jle Keldych.

%) Ce théoréme remonte 4 G. Cantor; ¢f. sa démonstration de Vinéga-
lité 2m~-m.
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XV. Probléeme d’effectivité 1). La démonstration que nous
avons donnée au N° XJV de Pexistence dun ensemble de classe G,
qui n’est pas de classe F, n’est pas effective, c. & d. que nous n’avons
pas défini de fonction qui fasse correspondre 4 tout « un ensemble
jouissant de la propriété en question. En analysant le raisonnement
du NOXIIT, on voit que I’absence de D'effectivité provient du fait que
nous n’avons pas défini de fonction qui fasse correspondre & tout
nombre limite 2 une suite convergente de nombres <2; nous n’en
avons, en effet, qu’affirmé PVexistence, sans déterminer aucune suite in-
dividuelle de ce genre. Une telle définition n’est pas d’ailleurs connue,

On voit ainsi que pour résoudre effectivement le probléme
de Pexistence d’ensembles qui sont des G, sans étre des F,, on
aura 4 modifier la condition 3) de la définition de @,(3). Nous nous
servirons & ce but de la fonction 3, définie au N0 XII, 2.

Posons 7(3)=3 si 3<Q et 7(3)=—1 dans le cas contraire; la
fonetion #(3) jouit de deux propriétés importantes:

1° elle fait correspondre a tout nombre 3 un nombre transfini
(ou—1) de fagon & épuiser tous les nombres a< R,

20 la fonction proposmonnelle P, (3)={0<1(3)<a} est de
classe Gg.

Or, admettons que la fonction G.(3) soit définie par les con-
ditions 1), 2) et la suivante, qui remplacera la condition 3):

3) {# «6&,(3)} &'25%’[0 <7 (n) =¢1 [ € Gy (3npy)]

Il g’agit d’établir les conditions (ii)—(iii) du N XIII pour a=2,
ces conditiong étant supposées vérifiées pour &< 1 (la condition (i)
est une congéquence de (iii)).

ad (ii). Tout ensemble X de classe & est de la forme X = Z' Xy

ol X, est de classe G, et 0<&,<<A. A tout &, correspond un nombre
irrationnel 1, tel que 7(y,)=§&,. En outre, la fonction G (3) étant
universelle, il existe un w, tel que X,=G¢ (w,). Or, il existe d’aprés
la détinition de la fonction 3, une valeur de 3 telle que

et 3y =W, quel que soit 7,

3(271):1)"

1) Voir ma note Sur Vewistence effective des fonctions représentables ana-

Tytiquement de toute classe de Baire, C. R. Paris 176 (1923), p. 229. Cf. aussi

W. Slerpmskl, Un exemple effectif d’un ensemble mesurable (B) de classe o, Fund.
Math. 6 (1924), p. 39.
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Il vient ainsi ' ,
X = G§H(3(2n+1)) et 0<v(3y,)=£, doi X=@G(3).

ad (iii). Il s’agit de prouver que la fonction propositionnelle
de deux variables 2 € G4(3) est de classe G4, L'équivalence

[0<z(3)=¢] E?’;(ﬁ) : ¢P§+1(3)

montre que la fonction propositionnelle [0<<z(3)=¢£] est de classe
Giyq; il en est de méme de [0<C 7(3any) = €] puisque 3en €St une
fonetion continue de 3 (cf. la régle 4 du N° XI). La fonction propo-
sitionnelle 2 e Gg(‘o,(Zn +1)) est pour la méme raison de classe G
si £<; par conséquent, le produit logique de ces deux fonctions,
¢. 4 d. la fonetion

[0< 7(3(2,,)) = ‘S] (e G§(3(2n+1))]’

est de classe G¢yq. La fonction z € G(3), s'obtenant de celle-la par
Paddition dénombrable 2%{ est donc de classe G.
n g

Ainsi le probléme de Pexistence, pour chaque «, d’une fonction
universelle relativement 4 Ia classe @, se trouve résolu d'une fagon
effective. La définition de 'ensemble Z,, telle qu’elle a été énoncée
au N° XTIV, donne done une solution effective du probleme de Iexi-
stence dans Pespace des nombres irrationnels d'un engemble qui
est un G, sans &tre un F,.

§ 27. Fonctions mesurables B.

I. Classification. Une fonction f qui transforme un espace
métriqgue & en sous-ensemble d’un espace métrique Y est dite
fonction mesurable B de classe o (ou, simplement, fonetion de classe a),
lorsque, quel que soit ’ensemble fermé FC Y, Densemble f(#)
est borelien de classe o multiplicative 1). \

Les ensembles fermés étant de classe 0 multiplicative, les
fonetions continues coincident, conformément 3 cette définition,
avec les fonctiong de classe 0.

Une transformation biunivoque y=f(x) est dite homéomorphie
(généralisée) de classe a, f, lorsque la fonction f(x) est de classe o
et la fonction inverse z=7""(y) est de classe f 2).

D) Vo@r H. Lebesgue, op. cit., Journ. de math. 1905, p. 168.
. %) Voir ma note Sur le prolongement de Vhoméomorphie, C. R. Paris 197
(1938), p. 1090. Cf. aussi W. Sierpiniski, Fund. Math. 21 (1983), p. 66.

icm

{§ 27, 1 Fonetions mesurables B. i 281
Evidemment les homéomorphies de classe 0,0 coincident aveo
les homéomorphies au sens habituel du moét.

1. Pour que la fonction caractéristique d’un ensemble A soit de
classe a, G0 faut et il suffit que A soit un ensemble ambigu de classe a.

En effet, la fonction caractéristique n’admettant que deux
valeurs 0 et I, considérons comme D’espace % I’ensemble composé
de ces deux éléments. Chacun d’eux forme un ensemble fermé.
Si P'on suppose que la fonction caractéristique f soit de classe a,
les engembles A=;f'1(1) et F—A=7F"(0) sont de classe o mul-
tiplicative; A est donc un ensemble ambigu de classe o.

Inversement, 'ensemble A étant ambigu de classe o, on vérifie
facilement que lensemble 7~'(F) est de classe o multiplicative,
quel que soit Pensemble fermé ¥ (Pespace Y mne contient en effet
que 4 ensembles fermés).

On en conclut en vertu de § 26, XIV et III, que:

2. Il ewiste, dans toute classe «, des fonctions réelles de variable
réelle qui n'appartiennent pas aux classes inférieures.

3. Il existe des fonclions non mesurables B.

La derniére conclusion résulte aussi de Pénoncé suivant:

4. Y dtamt séparable, la famille des fonctions mesurables B est
de puissance <c.

BEn effet, la suite R, R,,... étant la base de lespace ¥/, toute
fonction f qui transforme & en un sous-ensemble de Y est compleé-
tement caractérisée par la suite des ensembles FHR,), 2 (Ry),...
Car, tout point y de ¥ étant de la forme y=R, Ry ..., on a

y=f@}={ref y)}={z el]f““l(R;;n)}-

Or la fonetion f étant supposée mesurable B, les ensembles
(R, sont boreliens et, la famille de ces derniers étant de puis-
sance < ¢, la puissance de la famille des fonetions mesurables B
est < Mo=c.

8. A tout couple de nombres a, § (inférieurs & 2) corvespond une tramsfor-
mation f de Vensemble N en lui-méme: N=f(N), qui est une homéomorphie préci-
sément de classe o, § (. & d. que ni la fonction f w’est de clusse <a, ni la fonction f~
n'est de olasse <p)l).

1) Pour la démonstration, voir ma note Sur une génédralisation de lo notion
&’ homéomorphie, Fund. Math. 22 (1934), p. 219.
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II. Equivalences. En tenant compte de I'identité (cf. § 3, IT, 8)
FAY—Y)=F—f(Y), on peut définir les fonctions de classe o
comme fonctions pour lesquelles ’ensemble @) est de classe
additive, quel que soit V’ensemble owvert G. De plus:

1. 8i Vespace Y est séparable et si la suite By R,,... forme sa
base, il suffit pour que la fonction f soit de classe a, que chacun des
ensembles (R, soit de classe a additive.

Car G=Ry+ By +..., d’o

U =F T (Re) -+ (Ba) + ...

11 en résulte aussi que si les ensembles 1 (Ry), n=1,2,..., sont
boreliens, la fonction f est mesurable B; & savoir de classe a, oll a>a,
et oit {7 (R,) est de classe ay.

Dans le cas particulier oit & est I'ensemble des nombres réels,
les fonctions de classe o peuvent étre définies par la condition que
les ensembles F {a<Cf(x)<<D} soient de classe a additive, quels que

soient a et b (fl’a,ﬂleurs on peut les supposer rationnels).

2. 81 Pespace Y est isolé et la fonction f est de classe a, Iensemble
FNY) est ambigu de classe a, quel que soit YC¥.
Car tout Y est fermé-ouvert dans .

31). L'espace Y etamt séparable, la condition mécessaire et suffi-
sante pour que la fonction f soit de classe a est qu’il existe pour tout >0
une suite d’ensembles Z,Z,,... de classe o additive tels que

E=Z1+Zy+... d O[f(Za)]l<e pour n=1,2,...

En effet, Pespace Y étant séparable, il existe (voir § 17 , II) une
suite 83, 8,,... de sphéres ouvertes telles que

y:81+S2+..-
11 suffit donc de poser Z,=f"1(9,).

et §(8,)<e.

) ') Voir H. Lebesgue, op. cit., p. 172 (domaine réel). Pour le cas général,
voir B. Gagaeff, Sur les suites comvergentes de fonctions mesurables B, Fund.
Math. 18 (1932), p. 183; cof. aussi P. Veress, Usber kompakte Tunktionenmengen

und Bairesche Klassen, Fund. Math. 7 (1925), p. 244, ol lon trouve plusieurs
applications du théoréme considéré.
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Supposons d’autre part que la condition du théordme soit
vérifiée. Il vient

K=Zi+2Z+... et S[f(Zn]<x.

ol Z% est de classe o additive. Il s’agit de prouver que, G étant
un ensemble ouvert (dans %), f‘i(G) est de classe o additive. Nous
allons démontrer, en effet, que f"l(G) est la somme des ensembles zk
tels que 7(Z%) CG. ,

Or, d’une part, les conditions weZt et f(Z%CE entrainent
f(m) e @, Qon zefH(G). Dautre part, la condition f(x)e@, qui
équivaut a x ¢/ 7(@), implique que, pour % suffisamment grand,
linégalité |y—j(x)|<!/x entraine y ¢ ¢ (puisque @ est ouvert). Soit
un indice tel que x e Z%. 11 vésulte done de Pinégalité o[f(Z2)]1</x

que f(Zn)CG-

1II. Superposition des fouctions. 1. f étant une fonction de
classe o et Y dlant un ensemble de classe f, Vensemble FHY) est de
dasse a-+p (multiplicative ou additive suivant la classe de Y ).

Cela résulte par l'induction transfinie (par rapport & f) des
identites:

. f_i(;' Yn) =§f~1(Y,,), f—1(g Yn) zgf—l(yn)

et de Pimplication: f,<f entraine a-f,<<a-+p.

En particulier, si f est une fonction continue, Pensemble f~ YY)
est de classe f. . ‘

2. §i la fonction y=f(x) est de classe o et la fonction z2=g(y)
est de classe B, la fonction h(z)=gf(x) est de classe a+ .

On a en effet:

(W) e F} = {glf(#)] e F} = {f(z) e g~ 1(F)},
d’olt
) = Elf@) e g (B)]=1""lg" (D).

Lengemble F étant fermé, g—1(F) est de classe § multiplicative,
de sorte que f[¢g 7 (F)] est de classe a+p d’aprés 1.

En particulier, si la fonction g est continue, les fonctions gf(x)
et fg(x) sont de classe a.
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IV. Fonctions partielles. 1. Etant donnée une swite d’ensembles
{B,} de classe a additive tels que F =B+ Ey+ ... et que, f, désignant

la fonction particlle f|Bn, f. est de classe o sur B, la fonction f est

de classe a (sur Vespace tout entier).

* Soit, en effet, ¢ un ensemble ouvert CY. Il vient (§ 3, IX, 15):
FHEH=F(G)+17" (@) +... et, chacun des ensembles fr*(G) étant
par hypothese de classe a additive relativement & Pensemble E,,
qui est lui-méme de classe a additive, ’ensemble (&) est encore
de classe a additive en tant que somme d’ensembles de cetbe classe.

2. M et N dtant deux ensembles de classe o multiplicative tels
que E=DM+N et que les fonctions partielles f|M et f|N sont de
dlasse a, la fonction f est encore de classe a. ‘

La démonstration est tout & fait analogue ) la précédente:
on n’a qu’a remplacer ’ensemble ouvert ¢ par un ensemble fermé 7
et la somme infinie par une somme de deux termes.

3. [ dlant de classe a, f|E Vest également, quel que soit E.

C’est une conséquence immédiate de § 3, IT, 14.

4. A tout systéme fini F,...,Fy densembles disjoints de classe
a>0 multiplicative et & tout systéme de valeurs yi,...,yx, correspond
une fonction f de classe a, définie sur Vespace % tout entier, qui 0’ admet
que les wvaleurs Ypreosly €6 que @)=y, pour z ;.

. En effet, d’aprés le th. 4 du § 26, VII, il existe un systéme
d’ensembles disjoints, ambigus de classe a: Agy., 4y tels que

g‘::Al—}* +Ak, .F1CA.,'.

. ‘Posons f(z)=y, pour wed,, ot i=1,...,k D’aprés 1, la fone-
tion. f est de classe a. '

‘ V: Fonetions de plusieurs variables. Dans le cas oi la va-
riable indépendante parcourt le produit cartésien de deux espaces
E XY, la fonction f(z,y) est dite fonction de deux variables.
Evidemment toute fonction f(zx)
toujours considérée comme une fonct
“en. posant g(x,y)=f(x).
1. 8% f(z) est de classe o et g
por rapport & la variable (z,y)

d’une seule variable peut étre
lon g(z,y) de deux variables,

(@, y)=f(®), g(z,y) est de classe
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En effet, # congidéré comme fonction (1’abscisse) du point
(,y), en est une fonction continue (cf. § 14, V). D’aprés le théoréme
sur la superposition des fonctions (N0 IIT, 2), f(#) en est une fon-
ction de classe a.

2. 8i la fonction f(x,y) est continue relativement & la variable o
et de classe o relativement & la variable y, elle est de classe a-+1 rela-
tivement & la variable (z,y)1).

En particulier, si la fonction f(z,y) est continue par rapport
& chacune des variables séparément, elle est une fonction de I-e classe.

Par conséquent, toute fonction de m variables qui est continue
par rapport & chacune d'elleg est de classe n—1.

La démongtration du théoréme 2 dans le cas ot ¥ est sépa-
rable étant plus simple, enyisageons d’abord ce cas particulier.
Nous allons montrer au préalable que: '

Pyytay.r. Ctamt ume swite de points dense dams & et g diamt une
fonction continue, la condition nécessaire et suffisante pour que le point
g(x) appartienne & Vensemble fermé F, est qu’a-tout n ecorresponde
un k tel que |w—1ry|</n €t g(rx) € Sny 00 8, est la sphére ouverte géné-
ralisée de centre F et de rayon 1/,.

En gymbole: ‘

() {y(@) e Fy=]] %’ [l—ra] </al-[9(r5) € 8x)-
n
En effet, 74,7,... étant une suite convergente vers z, on a
lim g(ry, ) =g(x), donc pour m suffisamment grand: |re, —o|</n

et |g(ry,)—g(®)|<*/n. Or, si I'on suppose que g(x) e F, il en résulte
que g(ry,) € S, et le membre droit de ’équivalence (i) est réalisé.
Réciproquement, si on suppose qu’a tout n correspond un k, tel
que |g—1r4,|<ln €t que g(ry) e Sn, d’od olg(re), F1<1/[n, il vient
Lim 7y, =, d’oit lim g(ry,)=9¢(x), et comme n'h;m_wjg[g(nn),ﬁ’].—.o, i

n=00 n==o

en résulte que g[g(x),Fl=0, c. & d. que glx) e F.

1) ¢f. H. Lebesgue, 1. c., p. 201 et ma note Sur la théorie des fonctions
dams les espaces métriques, Fund. Math. 17 (1931), p. 278. Des exemple's élémt?n.
taires montrent qu'une fonction de deux variables peut &tre d?'sco'ntmue, bien
qu'elle soit continue relativement & chacune des deux variables prises séparément.
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Ceci établi, substituons dans la formule (i) la fonction f(m,y)

3 g(x). Il en ressort:

{f(m:y) GF} = g;[[m—rk]<l/n]‘[f(7kay) € n]:

v

d’omr

(i) @)= [T U lomral <) X Y1TE X E flriyy) 8,1},
n x Yy
Or, la fonction f(rsy) étant de classe a par rapport & la va-
riable y, U'ensemble [ [f(74,9) € Sa] est de classe o additive (pour %

. y
et n fixes). L'ensemble [ [|o—ry<<1/,] est évidemment une sphére

ouverte. Il en résulte, par la méthode d’évaluation de la classe
d'une fonction propositionnelle (§ 26, XI), que la fonction propo-
sitionnelle de deux variables {f(z,y) eF} et Iensemble .f~(F) sont
de classe a1 multiplicative.

Le th. 2 établi dans le cas d’espace séparable, passons au cas
général 1),

8i a=0, on peut se servir de l’équlvalence suivante au lieu

de (i):

- (i) {g(@) e F} = HZ[lw—ml<1/n] [y

que Pon déduit d’une fagon tout & fait analogue.
On a alors 4 remplacer dans la formule {fii): X par Y et rg
&

s
x!

)€ Sn]a

par &', Or, Pensemble entre crochets { } étant ouvert (puisque a=0
par hypothése), la sommation (indénombrable) ) 2 conduit encore
x/ .

4 un ensemble ouvert et, finalement, f"l( est un Gy,

Le th. 2 se trouve ainsi établi pour a——O Admettons & présent
que a>0. i

Considérons au préalable un ensemble fermé F et une suite
de points tels que lim y =y. Soit 8, la sphére ouverte de centre FF
et de rayon 1/, (voir § 15, IV). Nous allons démontrer que pom'
que y e, 4l faut et il suffit quwa tout n corresponde un k tel qu’on
azt Yutn € On; €0 symboles logiques:

(lv) {JEF}“'H (n-HzGS)

1) Cf. D. Montgomery, op. cit., Fund Math. 25, ainsi que ma note du
méme volume.
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En effet, d’une part, si y ¢ F, tous les points y,, & indice suffi-
gamment grand satisfont & l’mégah‘oé |Ym—Yy| <%/, done & la formule
Ym € Sp; on peut par congéquent admettre comme % un indice
arbitraire suffisamment grand. D’autre part, si ynon-eF, il existe
en vertu de la formule F=]]S, un m tel que y non-e 8. L'éga-
lité y=1im y, implique alors qu’a partir d'un indice n>m tous
les points Yn4x sont situés en dehors de 8y, donc en de}}o.rf?' de Sqy
ce qui prouve gue le membre droit de (iv) n’est pas vérifié. )

La formule (iv) établie, nous allons démontrer un théoréme
auxiliaire sur Popération M (voir § 26, X, dont nous empruntons
les notations).

Théoréme auxiliaive. Soit P une propriéié d’ensemblgs ?'n-
variante por rapport & Vopération M, ainsi qu'd la multiplication ’
cartésienne par E. Soit E=pgDyy.-sDe>- .. (un bon ordre de Vespace &).
Soit Go,Gyy..., G, ... une suite tmnsﬂme d’msembles ouverts telle que
F=)Gs. En désignant par &(z) Vindice minimum tel que & ¢ Geyy
posoﬁ,s WD) =Py Soit @(x,y) wne fonction propositionnelle de deuwx
variables powcom"mzt Vespace & et telle que Pensemble Eqa(m,y) jousit
de la propriété P, quel que soit .

Dans ces hypothéses, l’msemble F olw(z)
la propriété P. v

D’a,prés la déflmtlon de w(z) on a 1’équivalence |

1) {py=w(@)} = {z G 2 @}
Par conséquent
plw(x) ,y]EZQ‘O pg”’/ [pg—w

),y] jouit ‘également de

= e(@,—3 G
1= Jolp0) [0 € (6;~ 5,6,

On a done
E(p[w(m),g/}z EZ"P(PEJ). [z e (G —2 G )1
xy xy &
ZZ{E(p(pg’?/)Ex € G ZG )}
E xy n<é

=.§{E¢(p§,y) E(weG )—3 F (eG)}

n<§ xy
Posons xEy’tp(pé,@/):XE et g (z @) =@ Il vient
(2) E(I’[w w):y]=2 (Xé‘GZ—Z G‘):
ce qui prouve que 1’ensemb1e E(p[w ) y] dénve des ensembles {Xg}

pm’ Papplication de 1’opérat10n M.
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Comme X=& X F ¢(p,,y), X¢ jouit de la propriété P. Comme

GF¥=G: x &, G} est un ‘ensemble ouvert. La propriété P étant inva-
riante par rapport & Popération M, on déduit de (2) la conclusion
demandée,

Le th. auxiliaire établi, soit f(x,y) une fonction continue par
rapport & o et de classe a>0 par rapport & y. Il s’agit de prouver
que Vensemble F'[f(z,y) eF] est de classe a+1 multiplicative,

Y

quel que soit F=F. _ \

Pour n fixe, substituons & G¢ la sphére (ouverte) de centre p
et de rayon 1/n. Désignons par w,(z) la fonction w(x) définie par
I’équivalence (1). Comme z e Gy et W, (%) =P,y € Gy, OD @

(3) [wn(m)—a| <1/n, d’olt 3}}2 Wy (2) = .
| En vertu de la continuité de la fonction j par rapport i i,
lféga,lité (3) donne
JHm flwn(@),y)=F{[H00 wa(e)],y}=f(,y),
d'out en raison de (iv): ' -
@ Yew eBy =1 3 flwnalo)s] e 8.

Substituons, dans le th. auxiliaire, la propriété d’stre de classe a
additive & P et posons:

97,,(5”7" )= {f(m, Y) e n}-

La classe additive a >0 étant un invariant de Popération K
(ef. § 26, X, 3) et de la multiplication cartésienne par & (cf. § 26, TII)
on en conclut que 'ensemble

Ew,[w,(@),y]= F {flw,(@),y] € 8}
ot xy

b

est de classe a additive, quels que soieﬁ‘p' m et n. Done F est de
© classe a1 multiplicative d’aprés (4).

Remarque. Une fonction f(x,y) de I-e classe relativement & chacune

des variables peut étre non mesurable B (méme non mesurable au sens
de Lebesgue) ). ' :

L4

1) W. Bierpifiski, Sur un probléme concernami les ensembles mesurables

superficiellement, Fund. Math. 1 (1920), P. 114 et Funkcje przedstawialne ana-
lityeenie, Liwéw 1925, p. 68. '
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Soit, en effet, sur le plan euclidien ¥ x %, 4 un ensemble
non borelien situé sur une circonférence (ou encore: un ensemble
non mesurable superficiellement au sens de Lebesgue gqui n’a que
tout au plus deux points communsg avee toute droite paralléle 4 I'un
des axes). La fonction caractéristique de A est non mesurable B
(voir N®I), tandis que par rapport & chacune des variables elle
est de I-e classe; elle s'annule en effet partout, sauf en deux points
(au plus).

VI. Fonctions ecomplexes. Tout couple de fonctions z={(t),
y=g¢(t) définit une fonction ,complexe” z=h(t), ol z désigne le
point (2,y) du produit XY et ¢ parcourt un espace 7.

1. Les espaces & et Y diant séparables 1), la condition nécessaire
et suffisamie pour que la fonction z=Hh(t) soit de classe o est que les
fonetions f(t) et g(t) (les ,.coordonnées” du point z) soient de classe a.

La condition est nécessaire. @ étant un sous-ensemble ouvert
de &, @ x Y est ouvert et, la fonction h étant de classe a, I'engemble
Eh(t) e G X Y] est de classe o additive; comme il coincide avec
t

4@ en vertu de 'équivalence {f({) € ¢} ={h(l) e #x Y}, la fon-
ction f est de classe a.

La condition est suffisante. Soient R,,R,,... 1a base de & et
83, 8,,... celle de Y. La double suite R, X 8, constitue alors la base
de XY (cf. §24,1IV). Il suffit donc (ef. NOIIL, 1) de montrer
que Pensemble K™ (R, x 8,) est de classe a additive. Or, 1'équiva-
lence évidente : '

{h(t) e R, % S,,} = {f(t) € R,,,}-{g(‘t) € Sn}
imp_lique. que
B (B X Sn) =[ {ft) « Bn}{g00) € Sa}=

=F{f(t) ¢ Bu}- E{9() < 82} =" (Bm) g (80)

et, leg fonétions f et g étant par hypothese de classe g, le‘ss ensembles
URR) et g (8,) sont de classe o additive; leur partie commune

B (B X 8) Vest done également.

Y Il gerait inbéressant de savoir si Ihypothése de la séparabilité de
Pespace pout &tre supprimée. . o
C. Kuratowski, Topologie 1.
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Les considérations précédentes s'étendent au produtt dénom-
brable: .

1. RSoient %y, Esy... une suite d’espaces séparables et 3(t) une
fonction dont les valeurs appartiennent au produit  dénombrable
Ky X Ea X ooy € 6 do que la fonction 3(t) représente une swite de fon-
ctions 3,(8),3a(8),... Pour que la fonction 3(%) soit de classe a, il fout
et il suffit que chacune des fonctions 3,(t) le soit.

On démontre comme auparavant que cette condition est né-
cessaire, car on a l’équivalence

{3at) € @ = {3(0) € (G X X X &y X o)

Pour prouver gqu'elle est suffisante, désignons par RL, ol
m=1,2,.-, la base de lespace &;. Les engembles de la forme
R}quizx...XRﬁnx&',,+1x5£’,,+2x ... constituent alors labase deI’espace
F, X FX oon (§ 248, V). T1 vient: 37(Riy X ... X By X Enpa X Ensa X o) =
=E{[31(t) € R}q]"" [3"(“ € R;zl,,] ’ [3n+1(t) € f%‘n-}-l] ) [311-1*2“) € %u+2] : }:'-

=37 (Rhy) B (RR) - T-T-.. ,

Les n premiers facteurs du dernier produit étant des ensembles
de clagse o additive, ensemble total Pest aussi, c. q. f. d.

En rapprochant les théorémes précédents du théoréme sur
la superposition des fonctions (N° IIT,2), on parvient & l'énoncé
guivant sur les fonetions composées:

2. 8 chacune des fonctions y;=f;(z) est de classe a et la fonction
2=g(Y1,Ys,-...) €st de classe B, la fomction ¢[f;(1),fo(s),...] est de
classe a-+p (les espaces ¥, étant supposés séparables).

Si Vespace séparable Y, s'obtient de Vespace &; par une irans-
formation de dlasse o, Vespace Yy X Y,y X s'obtient. de Fy X Fy X ...
également par une transformation de classe a.

A savoir, si fi(z) est 1la fonction de clagse a transformant S
en ?/_f et 3=[31,%%...] est un point variable de F; X F,X..., la
fonction y(3)=[fi(z"),/2(3?),...] est la fonetion demandée.

. Car }es fonctions 3! étant continues, les coordonnées f;(3%) du
point vajna,ble 1(3) sont des fonctions de 3 de classe a et, d’aprés 1,
la fonetion y(3) lest aussi. En outre, g[y(3)] est de classe a+ 8.

3. 8i fy, t=1,2,..., est une transformation de classe o de Ues-
pace &; en sous-ensemble de Uespace séparable Yy, Vensemble

3=Elh@) =h)=-1 o 3e(ExFux..),
est. de classe a multiplicative dans %y X Fy X ...
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De plus, la fonction f* définie par la condition

@) =hEY pour 33

ost ume tramsformation de classe o de 3' en X 3)=f(F1) fo(E2) .

Enfin, st les fonctions f; sont des homéomorphies de classe a, B,
la fonction f* Vest également. S

La démonstration est complétement analogue & celle des th. 2
et 3 du § 24a, VII.

4. Pour que la fonction caracteristique de la suite d’ensembles
Ay, Ayy... soit de classe a, il faut et il suffit que chacun de ces ensembles
soit ambigu de classe a. ‘ ‘

C’est une conséquence directe de 17 et I, 1.

Ewemples. 1° Y étant séparable et les fonctions fy(2,) et fa(2s)
Stant de classe a, la fonction h(wmy,x,)=|f,(;)—Tx(2,)] est de classe a.

On n’a qud poser dans 2: g(yy,¥s) =|91—7Ys|, la distance étant
une fonction continue. ‘

20 f,(2,) et fo(ws) étant des fonctions de classe a & valeurs réelles,
135 fonctions fy(@y) =k folea); fu(®@y) - fal@a)y fole1) :fal@y), le sont également.

VII. Image de 1’équation y=f(z). Soit I= Ely={(=)].
xy

1. 8i f est de classe o, I est de classe a multiplicative.
Dans le cas ol Y est séparable, le théoréme est un cas par-

ticulier du th. VI, 3 ot ¥, =Y, E,=%, f,=Videntité, fy=F (i=1,2).

Pour une démonstration plus directe et hasée sur une idée différente, con-
sidérons la fonction h(m,y)=|y—f(x)|. On a évidemment

I=F [h@,y)=01=1"(0)
xy

(ot 0 dégigne le nombre zéro). La fonetion b étant de classe e (cf. VI, ex. 1%),
Tengemble h—1(0) est de classe o multiplicative?).

1) F. Hausdorff, Mengenlehre, p. 269. Pour le cas d'une fonetion réelle,
voir 'W. Sierpifski, Sur les images des fonclions représentables analytiquement,
TFund. Math. 2 (1921), p. 78. Pour le cas général, j’ai donné (dans ma note citée
de Fund, Math. 17, p. 277) une autre démonstration basée sur la formule suivante
»de la séparation des variables™ '

Wky)=3 (y e Y—En) (¥ € Bn),
n

oit By, R,,... est 1a base de l'espace.
19%*
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Dans le cas ot Y est un espa,ée métrique arbitraire, nous
basons la démonstration sur le th. auxiliaire du N° V1). Substituons

dans ce théoréme & G la sphere ouverte de centre P, et de rayon 1
n
(pour » fixe). Désignons — comme dans la démonstration du th.V, 2

(p. 288) —par w,(z) la fonction w(z) définie par I’équivalence V- (1).
Lfinéga;lité V (3) entraine l'équivalence

. 1
[a=b]= [[lwa(a)—b| <,

d’onr ‘
=t = [ jaly)—flo) <5 -

et par conséquent,

M 1= w=ten= [| [t —foi <3}
oy

n=1 xy

Posons dang le th. auxiliaire
@) | =y~ <;
gla,y) = |ly—f(@)| < |

n

Lensemble F g(z,y) étant, pour tout y, de classe « m;ultip]i-
X

cative (puisque f est de classe a) et la classe multiplicative a>0
étant un invariant de 'opération I (d’aprés § 26, X, 3) et de la
multiplication cartésienne par &, on en conclut que l'ensemble
é‘qa[m,w,,(y)] est de classe o multiplicative. Il en est de méme de I

d’aprés (1) et (2). . :
Bien entendu, si a=0, c. & d. si la fonction® est continue,

I est fermé (d’apres § 24, X1, 2). Si a=1, I est un G4. Cependant
les énoncés réciproques sont en défaut. ‘

. 2. 8if est de classe a et A de classe p dams E X Y, la pro-
jection P de 1A sur Paxe & est de classe a—+f, multiplicative ow ad-
ditive swivant la classe de A (& et Y dtant supposds séparables).
En effet, la fonction h(z)=[=,f(z)] étant de classe a (d’aprés
VI, 1), Pensemble P=h""(4) est de classe a-+p (d’aprés LIL, 1).

1) Voir D. Montgomery, op. cit. p. 532.
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VIIL Limite de fonetions?®). 1. La limite d'une suite conver-
gente de fonctions de classe a est de classe a--1.

Posons f(x)=Lm f,(#). Il vient d’apreés V (iv):

n=od

{f(x) e F} = g kZ {frsr(®) € Sn},
d’on

FHE) =[ [f@) e F1=[1 3 E Unsa() € Sa=11 %‘fﬁk(&)-

Or, les fonctions f,(z) étant supposées de classe a, Pensemble
j;ik(sn) est de classe a additive et, par conséquent, I'ensemble D)
est de classe a-+-1 multiplicative, c. g. . d.

~ Ainsi, en particulier, la limite d’une suite de fonctions conti-
nues est de I-e classe. La limite d'une suite de fonctions de classes
finies est de classe w-+1.

9. La limite dune swite uniformément convergente de fon-
dtions de classe o est de dlasse a. _

En effet, la convergence étant uniforme, il existe une suite
d’entiers (croissants) m, telle que 'on a |f(a?:)—fmn+k(w)|<1/,, pour
tout x et tout %>>0. Nous en déduirons I’équivalence

{f(:r:) GF} = IJII,] {fmn""k(w) € Sn}.

Posons, pour .abréger, y=F(z) et yn="ra(®). Or, si lon sup-
pose que Y €F, 008 Ym,+k 8, pour tout n et &, puisque |y —Ym,q+x </n-
Inversement, si I'on suppose que le membre droit de 1’éguivalence
soit satisfait, on & Ym, € 8, pour tout n, d’ol 0Ymy )< €8, 0(y, F)
étant une fonction continue de largument y (§ 15, IV, (b)), l'éga-
lité y=1im y,, implique que o(y,F)=0, donc que y € F.

n=oo

Ceci établi, il vient
£ = [T [T fae (52

et, P’ensemble f;;i_,_k(S,,) étant de classe a multiplicative, il en est
de méme de P’ensemble f~Y(®). La fonction f est donc de classe a.
En particulier, la limite d’une suite uniformément convergente
de fonctions continues est continue (cf. § 15, VIIL, 2). La limite
d'une suite uniformément convergente de fonctions de classes finies
(croizsantes) est de classe w. '

1) Cf. F. Hausdorif, Mengenlehre, p. 267,
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Remarque. La convergence uniforme n’est nullenmient une con-
dition nécessaire pour que la fonetion f(z)=lim fn(®) soit de
n==co

classe a. Bn voici une condition nécessaire et suffisante (Les-
pace Y étant supposé séparable): pour tout &> 0, il existe un indice n
aussi grand quon le veut et tel que Uensemble F {f(@)—Fn(x)| <&}
est de classe o additive?). *

Cette condition est nécessaire, car la fonetion

@, (@) =f(@)—1, ()|

est de classe o d’aprés VI, exemple 1°

Elle est aussi suffisante. En effet, elle implique (pour & fixe)
Pexistence d’une suite d’entiers croissants ky<<lk,<<... tels .que les
ensembles B,=F {|f(®)—fx,(%)] <&} sont de classe o additive. Or,

la suite {f,(#)} étant convergente, il vient & =E; +Ey-f... et, cha-
cune des fonctions f,, étant de classe o, il existe d’aprés II, 3,
une double suite d’engembles Z7 de classe o additive bels que:

&”=ZI'Z?= 21 B Z7 et fn,(Zi)] <e
i= n,i=
Les ensembles H,-Z7 étant de classe « additive, il suffit (en
vertu du méme théoréme 3 du N° II) de montrer que 8[f(H,- Z])]< 3a.
Soient done #, et z, deux points de B, Z;. Il vient

) —fry @) <o [flma)—fr (@) <e et |fy (2)—Fx, (@) <e

d’ol |f(zy)—F(w,)] <3e, c. q. £ d.

3. Y étamt séparable, toute fohctz'o'n f de classe a>0 est limite
dune suite unmiformément convergente de fonctions f, de classe o telles
que tous les ensembles f,() sont isolés 2),

1) Cette condition est due & M. Szpilrajn-Marczewski (cf. B. Gagaeif,
1., cit., p.- 187).s Pour d’autres conditions néeessaires et suffisantes, voir ibid. et
H. Hahn, Reelle Funktionen, p. 309.

%) Pour le cas des fonctions réelles, of. Ch. de la Vallée-Poussin, Inté-
g?:ale de Lebesque ..., p. 118, 8. Kempisty, Fund. Math. 2 (1921), p. 135, W. Sier-
pifski, Fund. Math. 6 (1924), p. 4 et pour le cas général, 8. Banach, Lfber ana-

lytisch darstellbare Operationen in absirakten Réiumen, Fund. Math. 17 (1931),
. 287.

icm

I§ 27, VIII] Fonctions mesurables B. 295

De plus, les ensembles f,(F) peuvent éire supposés finis si Y
est totalement borné.

Lrespace Y étant séparable (respectivement totalement borné),
il existe pour tout £>0 un ensemble is0lé (respectivement fini)
I tel que tout point de cet espace est situé & une distance <e d’un
point de I (voir § 15, IX, 1 et remarque 1°). Rangeons I en une
guite (finie ou infinie) d’éléments distincts: yy,¥s,... Posons

4= E{f@—y)<eh By=E{lf2)—y,| >2¢}-

Les engembles A, et B, étant disjoints et de classe e« multi-
plicative, il existe d’aprés le théoréme de séparation (§ 26, VII, 2) ~
un ensemble ¥ ambigu de classe a et tel que A,CF; et Fy By=0.
D’apreés la définition de I, on a

F=4,+4,+..., d’olt =8 +F, +..

La fonction g définie par les conditions suivantes est de classe a:

|y, pour x e Fy, |
glx)= { Y, pour & e Fy—(Fy+ ...+ Frs).

Car Vensemble g—(y,), comme identique & Fy—(Py+eee +Fp1)s
est de classe a additive (il est méme ambigu de classe a) et, les
valeurs de la fonction g formant un ensemble dénombrable, Ten-
semble ¢—1(G) est de classe o additive, quel que soit G.

" De plug, on a |f(@)—g(x)| < 2 pour tout =, car Pégalité g(z)=y,
entraine z ¢ ¥, C¥—B;. "

Ceci établi, on définit la fonction f, comme égale & ¢, le
nombre & étant supposé égal & /..

Les deux lemmes qui suivent nous serviront pour établir le
th. 6 (dont le premier lemme est un eas particulier) *).

4. Toute fonction | de classe a>1 qui n'admet qu'un nombre
fini de valeurs est limite @une suite de fonctions f, de classes <a
qui wadmetient que les valeurs de la fonction 1. .

De plus, si a=A-+1 ol A est un nombre limite, les fonctions fn
sont de classes <.

1) Pour les énoncés du NO VIIT qui guivent, c¢f. 8. Banach, op. cit.,
p. 283.
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Soient, en effet, y,,...,y, les valeurs de la fonetion f. I’en-
semble 4,=f""(y;) est done ambigu de classe a. D’aprés § 26, IX, 1 et 2:
(v . A; = Limes 4, :

n=oo
ol A;, est ambigu de classe <a, respectivement de classe < 1. Posons
-FlnzAlny F2n=-A2n*A1n’ weey Flm:-Akn““(Am +"'+A1t-1,n)-

Ces ensembles étant, pour » fixe, disjoints et de clagses multi-
plicatives <a (resp. <C4), il existe, selon IV, 4, une fonction Tns
définie sur &, de classe <a (resp. <), qui n’admet que les valeurs
Yisee ¥y, o6 telle que f,(2)=vy; pour z eIy, ‘

On a f(x)=lim f,(»). Soit, en effet, z, un point fixe. Comme

n==00

E=A4,4...4+4,, posons zye Ay, c.ad. f(zy)=y;. Comme x, non-e 4,
pour Is=4, on conclut de (1) que, pour # suffisamment grand, on a
Toe Ay et xynon-e Ay,

done
Zg € Fypy d'ol fa(@o) =yi=f(a,).
5. Etamt données deux swites de fonctions {f.} et {ga} de classes
<a, chacune n'admettant qu'un nombre fini de valeurs et telles que

@ lmfu(e)=fle) @ lim ga(z)=g(a),

il ewiste une swite de fonctions {h,} de classes < a, chacune w’admettant
qu'un mombre fini de valeurs et telles que

3) lim (2)=g(a) et [hala)—fa(2)] <c,

¢ vérifiant Pinégalite if(@)—g(z)| < ¢ quel que soit .
La fonction |9n(2)—fn(x)| étant de classe <a (NOVI, ex. 19
et n’admettant, pour » fixe, qu'un nombre fini de valeurg, Pen-

semble A, des x tels que |gn(@)—Fn(z) |< ¢ est ambigu de classe <a
(cf. II, 2). Posons

gn(x) pour x e 4,
hn(2) =
(@) {fn(m) pour z e ¥—A4,,.
La fonction %, est donc de classe <a (dapres IV, 1).
D’aprés la définition de h,, Pinégalité (3) est satisfaite.
L’égalité (3) l'est aussi. Soit, en effet, z, un point fixe.
D’aprés (2), on a pour » suffisamment grand
[9n($o)“fn($o)]<ff d'ot zyed, et ha(20) = gn ().
Done lim ky,(z,) =lim In(2g) = g(xy).
n==00 n==co
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6. Y ctant séparable, toute fonctz‘on f de classe a>1 est limite
d'une suite de fonctions de classes <. _

De plus, si a=24-+1 ot 1 est un nombre limite, ces fonctions
sont de classes <.

Y étant métrique séparable, il est légitime d’admettre que Y
est totalement borné (cf. § 15, XTI, corollaire).

On a donc, ’aprés 3

@) =1im ,,(a),

les fonctions fy,fy,... étant de classe o et n’admettant qu’un nombre
fini de valeurs et la convergence étant uniforme. I est légitime
d’admettre que V
(4) Ifm-{—l (J})*—fm(.l)l <1/gm,

en remplacant au besoin la suite {f,} par une suite partielle.
On a d’aprés 4, '
.:fm(x):hmfmn(m);

ol fmn est de classe <<a (resp. <) et ne posséde qu'un nombre fini
de valeurs. Nous allons définir par induction (relativement & m)
une double suite de fonctions hn, de classes <a (resp. <4), dont
chacune n’admet gu'un nombre fini de valeurs et telles que
(5) lim h/mn(.T)—_-'—fm(Jb') et lhm+1'n(.’r)—~hmn(£)]gl/gm.
n==co

Posons  hyp(¥)=fin(x). La suite Rpy,hpe,... supposée définie,
Pexistence d’une suite hpyq1,hmpre, - sa,tisfa,isa.nt aux conditions
demandées résulte du lemme 5 en y remplacant f par fm, fn DAL hmn,

g par jm-l—l: gn Dar fm+1,n et ¢ par 1/2”’-
Nous allong montrer que

(6) Um R () = f(2),

n==00

ce qui achevera la démonstration du th. 6.

Soient &, un point donné et £>0. Soit m un entier tel que
Ugm—1 < e et que
(7 |m(20)—f{o)| <.

Soit enfin ny>m un entier tel que l'on ait pour n >n,

(8) ihmn(wo)~fm(~’¢'o)l:< LS
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1 vient, pour n>n,,
]hnn(mo)"f(xon < {|hnn(w0)“hn—l,n(mo)l +... ’I"h'm+1,n(mo)_‘hmn (mo)]}’!'
. 1
| hmn (o) —Fm(@) |+ | fm (@) —F(2,) ] < (‘E,%L:i +.. TZI—") +e-F e<3e,

d’aprés (B), (8) et (7);-d’on égalité (6).

Remarque. Le th. 6 n’est pas en général vrai pour a=1. Aingi,
par exemple, & désignant L’espace composé de deux éléments 0
et 1, la fonetion caractéristique d’un seul point de l’espace & des
- nombres réels est de classe 1, bien gu’aucune suite de fonctions con-
tinues (dont les valeurs appartiennent & ) ne converge vers elle.

Cependant, le méme théoréme reste valable pour a=1 dans
deux cas particuliers importants:

19 lorsque l’espaee (séparable) & est de dimension 0,

20 lorsque Y =9 ou &, ou plus généralement, Y =I™ (m<y,).

En effet, dans le cas on dim &=0, I’énoncé 3 est vrai pour
a=0 et Pénoncé 4 lest pour a=1. En ce qui concerne le cas 29,
on & le théoréme suivant:

7. 8i Y=UVintervalle 01 (ou plus généralement IT™, m <g,),
toute fonction de I-¢ classe est limite d’une suite de fonctions continues.

Il suffit (en vertu de § 14, IV, 1) de se borner au cas ot Y
est un intervalle. Dans cette hypothése, considérons d’abord le cas
ot la fonetion f n’admet qu’un nombre fini de valeurs: YpyoesYpe
L’ensemble f~'(y;) étant un F,, posons:

(9) Ai=fy)=Fy+Fu+.., FiuCFint1y Fip=1In.

D’apres le th. de Tietze (§15,X1I, 3), il existe, pour chaque n,
une fonction continue f, définie sur & et telle que f.(@)=y, pour
% el o0 1<k, et qu'en outre, les valeurs des fonctions f, ne
débordent pas les bornes inférieure et supérieure de la fonction f.

On- a f(x) =3i£ fn(2). Soit, en effet, #, un point fixe. Comme

E=A;+...+4s, posons x, € 4;. D’aprés (9), on a, pour n suffisam-
ment grand, #, e Fy,, d'ou f (o) =y,, ¢. & d. falx,) =F(,).

. Ceci établi, passons au cas général. Soit, conformément 3 3,
{fm} une suite uniformément convergente vers 7 de fonctions de
classe 1 et dont chacune n’admet qu’un nombre fini de valeurs.
Il est légitime d’admettre que Dinégalité (4) soit réalisée et que
folx) =0.
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La différence fp,(#)—fn_1(x) étant une fonction de classe 1
(ef. VI, ex. 29), il existe, comme nous venons de prouver, une double
suite de fonctions continues g, telles que

}1:2 Imn (@) = [ (%) —fm—1() et [gmn(w)l L gm—1.

PosONS hipn (@) = g1, () + ... 4 Gyl ).
Les formules (5) étant vérifides, on démontre 1'égalité (6)
comme dans le cas du th. 6.

IX. Représentation analytique. La famille des fonctions repre-
sentables analytiquement est, par définition 1), la plus petite famille
de fonctions qui contient:

1) toutes les fonctions continues,

2) les limites des suites convergentes des fonctions qui lni
appartiennent.

Ces fonctions sont rangées en classes @, ol a<<Q, de la
facon suivante:

10: la classe @, se compose des fonctions continues,

- 20: 1a classe @, (a>0) se compose des fonctions-limites des
suites convergentes des fonctions de classes @; avee £<a.

Théoréme de Lebesgue-Hausdorff?). Y désignamt Vintervalle T
(ou plus géndralement, T™ ot m<yy), la classe D, coincide avec la
famille des fonctions mesurables B de classe a, respectivement de classe
a+1, suivant que a est fini ou infini®).

Procédons par induction. La thése du théoréme étant évidente
pour a=0, admettons gu’elle soit vraie pour tout {<a.

D’aprés VIIL, 7 et 1, @, coincide avec la famille des fonctions
de I-e classe. D’aprés VIII, 6 et 1, la famille des fonctions de classe
n-1 (finie) coincide avec la famille des limites des suites conver-
gentes des fonctions de classe n, donc (en posant a=n-1) de classe Pp;.
cette famille coincide done avee P,y (selon 29).

Le théoréme étant établi pour a<ew, admettons que a=Ai-+n
ot A est un nombre limite et » un entier >=0. '

Toute fonction fe ®; est de la forme

fle)=Um fn(x) Ol [fnePg et En<i

. oo
1) Voir R. Baire, Thése, Ann. di Mat. (3) 3 (1899), p. 68.
%) H. Lebesgue, op. cit. p. 168 et F. Hausdorti, Mengenlehre, Chap. 9.
. 8) Inversement, la classe « des fonctions mesurables B coincide avec Pu—1
lorsque ¢ o8t infini et n’est pas un nombre limite. Pour le cas ol o est un nombre
limite, ef. F. Mausdorif, 1. cit.
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Par hypothése, f, est donc mesurable B de classe &,-- 1,
done de classe 4, d’on en vertu du th. VIIL, 1, f est de classe 24-1.
Réciproquement, si f est de classe A+1, ona d’aprés VIII, 6,

fl@)=lm fn(x) ol [, est de classe &,< 1,

done fm e ®g,, ce qui entraine f e ®;.

L’identité de la classe @, et de la famille des fonctions mesu-
rables B de classe 241 est aingi établie. Par I’induction finie, on en
déduit, comme auparavant, 'identité de la clagse D10 avec la famille
des fonctions mesurables B de classe A-+n--1.

Dans les espaces (métriques séparables) Y arbitraires, il est
préférable de prendre comme point de départ pour la définition des
fonctions représentables analytiquement les fonctions de premicre
classe au lieu des fonections continues. On. parvient aingi & une suite
transfinie ¢1,84,...,0%,... (a<Q), ol &} est la famille des fonctions
mesurables B de classe 1 et ol ®¥ pour a>1 est défini, comme
auparavant, par la condition 29.

Une démonstration tout i fait analogue & celle du théoréme
précédent permet d’établir le '

Théoréme de Bamacht). Pour tout espace Y séparable, la classe B,

0 1<a<Q, coincide avee la famille des fonctions mesurables B de
classe a, respectivement de classe a-+1, suivant que a est fini ou infini.

X. Théortmes de Baire sur les fonctions de I-e classe 2).
. Rappelons d’abord que y= f(») étant une fonction arbitraire,
Pensemble D de ses points de discontinuité vérifie la formule

(1) D=2 {(@—Tut [F(&)]) =2 {7 @)=}

ot @ parcourt la famille des ensembles ouverts et I' celle des en-
sembles fermés de l'espace Y (ef. § 13, IIX (3)).

Si espace Y est séparable, la formule (1) peut étre remplacée
par une formule qui ne comporte que la sommation dénombrable:

@ D=3 R)—Int [ (R =3 7 (8 —F (S0}

ot S,=%Y—R, et la suite Ry, R,,... forme la base de Pespace ¥,
1) 8. Banach, op. cit., p. 285.
%) Voir la Thése de R. Baire. Les fonctions de I-e classe jouent un grand
role dans les applications; telles sont p- ex. les fonctions semi-continues, mo-

notones (plus généralement: & variation bornée), les fonctions dérivées. Elles
seront appliquées aussi- dans I'étude des espaces compacts.
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Soit, en effet,

G=2Ry, et wef (G)—Int [/

Donc f(z) e G, d’ot f(2) € Rp,C@, pour un certain indice n.
‘ela implique que

F7H(Ra,) CFH(@), @olt Int [f7(R, )1C Int [1(G)].

Aingi @ € f~1(Rp,)—Int [f~1(R;)]. De 13 résulte la premidre
partie de la formule (2). La deuxiéme s’en déduit en vertu des
égalités: ; B
[ (Ry)=F—f"(8,) et Int(¥—2)=%—7Z,

qui impliquent que Int[f ™ (R.)]=%—f"(8).

.Ceci établi, passons & la démonstration des théorémes.

Théoréme 1. L'ensemble des points de discontinuité d’ume fon-
ction ‘mesurable B de I-e classe est de I-¢ catégorie (Vespace Y étant
supposé séparable). . o

En effet, I’ensemble S, de la formule (2) étant fermé, len-
gsemble f"l(S,,).est par hypothése un G4. Par conséquent,.l’ensemble
FH(8a)—F(8,) est un F,; comme ensemble de la forme X—X,
il est un ensemble frontiere (§ 8, IV), done un ensemble de I-e ca-
tégorie (§ 10, IT). En tant gque somme d’une série d.’ensembles de
L-e catégorie, 'ensemble D est encore de I-e catégorie.

Corollaire. | étant une fonction de I-e classe et A étant un sous-
ensemble arbitraire de Vespace &, Venmsemble des points de discon-
tinwité de la fonction partielle f| A est de I-e catégorie relativement ¢ A
(Vespace Y étant supposé séparable). -

Théoréme 2. Une fonction ponctuellement discontinue sur tout
ensemble fermd est mesurable B de I-e classe.

Soit, en effet, F un sous-ensemble arbitraire fermé de_ Tespace Y.
Il g’agit de prouver gue l'ensemble FHF) est un Gy.

Posons

Y—F=F,+Fy+... o F,=F,.

Nous allons appliquer au couple d’ensembles FUE) et f Y(F)
(pour = fixe) le théoréme § 12, ITL, 1°, d’a;g_?is lequel, E et H étant
deux ensembles tels que léquation X=XFE-XH mne posséd? que
la racine X =0, il existe un ensemble D dével_oppable, done (d apr%s
le th. 5 du § 26, X) un Gy, assujetti aux conditions ECD et HD=0.


pem


302 / Chapitre II. Espaces métrisables ot séparables.

Admettons & ce but que X=X {7 (F)-X -f ' (F.). Supposons,
par impossible, que X=0. L’ensemble X étant fermé, il existe par
hypothése un point de continuité p de la fonction partielle g=f|X,
On a (cf. § 3, IL, 14): .

peXCX-f Y (F)=g '(F), Lot g(p)egy (F)

en vertu de la continuité de la fonction g.
Done f(p) ¢ F puisque

gp)=f(p) et gy~ (F)CF=F.

De fagon analogue, linclusion XCX.f *(#,) implique que
f(p) e Fn. Mais cela est impossible, car F-F,=0.
"~ Aingi X=0. Il existe donc pour tout #» un ensemble D, qui
egt un Gy tel que
[HEF)CDRC E—F 7 (F).
Il vient ,

PO CI DACITTE— (F)=E— 2 (Fa)=
=F—" (X F)=F—f(Y—F)=F—[X—/(F)l=/"D),

d’olt f{(F)=[] D, et, chacun des ensembles D, étant un G, len-
semble 7'(F) Vest également. |

Remarques. 1) La discontinuité ponctuelle de la fonction f
sur tout ensemble fermé équivaut & Pewistence d'un point de conti-
nuité de la fonction partielle flA sur tout ensemble A fermé et non vide.

Ce n'est en effet que la derniére condition qui intervient dans
la démonstration du théoréme 2. '

2) Le terme fermé peut étre remplacé dans le th. 2 par parfait.

Car chaque point isolé est un point de continuité.

Il en résulte aussitot (cf. § 9, VI, 5) que si ’ensemble des points
de discontinuité d’une fonction est clairsemé (done, en particulier,
§’il est fini), la fonction est de I-e classe.

3) Pour les espaces complets (cf. § 30, VII),la these du corollaire
du théor. 1 équivaut & ’hypothése du théor. 2, de sorte que chacune
d’elles caractérise les fonctions de I-e clagse. Cependant dans les
espaces non complets la premiére n’est pas suffisante (si lon
admet Phypothése du continu: zy=c) et la deuxidme n’est pas
nécesaaire pour qu’une fonction soit de T-e classe.
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En effet, il existe d'une part (voir § 36, IV) un espace sépa-
rable F de puissance x; tel que chaque fonction définie sur ¥
satisfait & la thése du corollaire. Or, la famille des fonetions réelles
définies sur E étant de puissance ¢ et la famille des fonctions
mesurables B étant de puissance ¢ (ef. N0 I), l'inégalité ¢ <<% (qui
régulte de ’hypothése du continu) entraine ’existence des fonctions
mesurables B qui satisfont &4 la thése du corollaire,

D’autre part, la fonction caractéristique d’un ensemble qui
est un F, et un G mais qui n’est pas développable en une série
alternée d’ensembles fermés décroissants (tel est p. ex. un ensemble
dense et frontire dans 'espace des nombres rationnels, cf. § 19, IIT,
remarque 29 est une fonction de I-e classe (N I) mais ne satisfait
pas & U’hypothése du théoréme 2 (cf. § 13, VI).

4) Toute fonction f de I-e classe est effectivement de I-e classe
(dans le gens admis au §18, VIII). La démonstration du théoréme 2
permet, en effet, de définir pour tout ensemble fermé FCY une
suite d’ensembles ouverts &,C¥ de facon que f(F)=G Gy ...
(car tout ensemble développable D est un G effectif, voir § 19, IIL,
rem. 19). Cela permet aussi, dans le cas ol les valeurs de f sont
réelles, de définir une suite de fonections continues qui converge
vers f (de sorte que f est effectivement une fonction représentable
analytiguement de I-e classe)?).

5) Dans le th. 1, le terme ,.fonction mesurable B” peut étre remplacé
par ,fonction représentable analytiquement”; on peut alors ometire
Vhypothése que Vespace Y soit separable®).

Le th. 1 ainsi modifié est plus général que celui du texte, puis-
que, pour les espaces % séparables, toute fonction mesurable B
de I-e classe devient représentable analytiquement de I-e classe
en plongeant % dans lespace de Hilbert.

Pour démontrer le th. 1 ainsi modifié, posons

(3) f(z)=Lm f,(x)

n=co

1) en se servant par ex. du procédé déerit par F. Hausdorff, Mengen-
lehre, Chap. 9, Cf. Ch. de la Vallée-Poussin, Intégrales de Lebesgue..., p. 107
(,Probléme de Baire“) et ma note de Fund. Math. 3-(1922), p. 100, ol je donne,
a Paide de la méthode générale de I’élimination des nombres transfinis, une so-
lution de ce probléme sans I'emploi des nombres transfinis.

2) Voir ma note Swr les fonctions représentables analytiquement et les ensembles
de premiére oatégorie, Fund. Math. 5 (1923), p. 75.
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ol f, est continue, Désignons par D I’ensemble des points de discon-
tinuité de Ia fonction f et par w(x) 'oscillation de f au point z. Soit He)
Pensemble des z tels que w(2)>e. Comme

D=E1)+EC],) + B+ ...,

il suffit de montrer que K(e) est de I-e catégorie pour tout &> 0.
¢ étant fixe, posons E = E(e). Soit A, ensemble des z tels que

(4) [fm()—fu(@)] <e/4 pour tout m>Fk.

Les fonctions f,f,,..., étant continues, on a A;=A4,. L'en-
semble Fr (4} est donc non-dense. ‘
D’autre part, la suite f,,f,,... étant convergente, on a

F=A4,44,+..., Qo E=EA,+EA4,+..
Reste donc & montrer que
EA4;CFr(4;), c.ad. que E-Int(d4;)=0.

- B0it x € Int (Ak). La fonction f, étant continue, il existe un
ensemble ouvert G tel que

(5) 2e@CAy et O[fa(Q)]<e/d.
Soient z',2''¢ G. I vient d’aprés (3)—(5):
@) —h(@)|<elt, [fa")—fal@")|<eldy |fal@')—fala”)| < e/4,

d’ott |f(z")—f(z")|<3e/4, done O[f(G)]<e dott w(z)<e done
z non-¢ E.

6) & et Y étant deux espaces assujettis aux ax. I—III, f une
fonction ponctuellement discontinue swr tout ensemble fermé?1) et F un
ensemble fermé-ouvert dams Y, Pensemble f—(F) est developpable.

Conformément & §12,V,1° il §’agit de prouver que, pour
tout X fermé, 'égalité X=X f'(F).- X—f*(F) entraine X=0. La,
démonstration est tout & fait analogue & celle du th. 2 en ce qui
concerne I'égalité X =0 (en remplacant F, par Y—F).

1) Pour & complet, ces transformations coincident avec les transforma~
tions de I-e classe (voir § 30, VII).
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7) La séparabilité de Vespace est invariante par rapport aux
transformations f ponctuellement discontinues sur tout emsemble Gs.
Supposons, en effet, que l'espace Y =f(¥) ne soib pas sépa-
rable. Il contient alors (d’aprés § 15, IX, remargue 1% un ensemble
de puissance &, fermé et isolé:

y*=(y1,yz, sy Ygsen) O E<TO,

Posons g{'*zfvl(Y*) et F§=(?/173/27--':3/§)-

La fonction f étant, d’aprés le th. 2, de I-e classe, Pensemble F*
estun 5. Par hypothése, la fonction partielle g= f|E* est ponctuelle-
ment discontinue sur tout ensemble fermé (méme sur tout ensemble
Gis) dans &*. TL'ensemble F; étant fermé-ouvert dans Y*, on conclut
de la remarque 6 que l’ensemble Ag=g—1(F:) est développable en
ensembles fermés dans &*. En faisant varicr lindice & on par-
vient ainsi & une famille bien ordonnée indénombrable d’ensembles
A, <, développables et croissants. Conformément au th. 2 du
§ 19, ITI, &* est donc non-séparable et il en est de méme de &.

8) En admettant I’hypothése du continu, on a le théoréme
plus général suivant:

La séparabilité de Vespace est invariante par rapport auz trans-
formations mesurables B. -

En supposant, en effet, que 'espace Y =f(&F) soit non-sépa-
rable, considérons Pensemble isolé Y* de la démonstration pré-
cédente et faisons correspondre & tout & un x; tel que f(wg)z—.yg_
L’ensemble A =(z;,2,,...,2...) étant indénombrable, sa puissance
est done ¢ en vertu de I'hypothése du continu. & étant supposé
séparable, on en conclut que A contient un ensemble E non-bo-
relien dans 4 (voir § 26, III). Posons

E= (mgl,mgz, @y s w.) et F= (ygi;ygz, ...,ygy, o)

La fonction g=f|4 étant mesurable B et 'ensemble F étant
fermé dans Y™ (puisque ce dernier est isolé), Pensemble E=g—!(F)
est borelien. On parvient ainsi & la contradiction demandée.

9) Toute fonction définie sur un espace denombrable est de
I-¢ classe.

Car tout sous-ensemble de cet espace est un F,.

C. Kuratowski, Topologie I. 20
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§ 28. Fonctions jouissant de la propriété de Baire.

I. Définition. Soit f une fonction qui transforme l'espace &
en sous-ensemble de Lespace Y. La fonction f jouit de la propricie
de Baire, lorsque, quel que soit Vensemble fermé F (contenu dans I ),
Pensemble f(F) jouit de la propridté de Baire.

En tenant compte du fait que le complémentaire d’un en-
semble 4 propriété de Baire jouit également de cette propriété, on
peut remplacer dans cette définition le terme fermé par ouvert.

D’autre part, la somme et le produit d’une suite infinie d’en-
sembles & propriété de Baire étant des ensembles ayant aussi cette
propriété (§ 11, III), on en conclut que si f est une fonction & pro-
priété de Baire et si X est un ensemble borelien, 1~ (X) est un ensemble
& propriétd de Buaire.

Tout ensemble borelien jouissant de la propriété de Baire,
on déduit directement de la définition que toute fonction mesurable B
jouit de la propridté de Baire. C'est une des propriétés les plus impor-
tantes, communes & toutes les fonctions mesurables B, done & toutes
les fonctions représentables analytiquement (voir augsi N IT).

Remarque. L'ensemble f(X) o X jowit de la propricié de Baire
peut &tre dépourvu de la propriété de Baire, méme lorsque la fon-
ction f est continue et X est non-dense. Tel est I’exemple suivant:
E=C, Y=9, flw)=v et X est un ensemble situé dans & et dé-
pourvu de la propriété de Baire par rapport & &F.

ILI. Equivalences?'). La condition mndcessaire et suffisante pour
quune fonction f jowisse de la propriété de Baire est Demistence d'un
ensemble P de I-e catégorie (dans &) tel que la fonction particlle f|(E—P)
s0it continue (on dit alors que la fonction f est continue en négligeant
les ensembles de I-¢ catégorie). L'espace Y est supposé séparable.

La condition est nécessaire. Il s’agit de définir un ensemble P
de I-e catégorie tel que la fonetion g=f|(F—P) soit continue,
¢. 2 d. que, H étant un ensemble ouvert arbitraire (dans %), Ven-
semble g—1(H) soit ouvert relativement & ¥ —P

') Voir ma note La propriété de Baire dans les espaces mériques, Fund.

Math. 16 (1930), p. 391. CL. O. Nikodym, Sur lu oondztzon de Baire, Bull. Acad.
Pol. 1929, p. 595.
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Soit 8y, 8y,... 1a base de 'espace Y. On a done H= a8+ ...

“Parhypothese, f1(§,) est un ensemble & propriété de Baire; il vient,
\d’apres la définition de cette propriété (§ 11, I):

f—l( n)'_ T n.+-Rn

ol @, est ouvert et P, et R, sont de I-e catégorie. Posons

P=(P,+R)+ (Py+Ry)+...
La formule ¢~ (H)=f""(H)—P (§3, II, 14) donne
T(H)= 20 Su)1—P= I [(64,—Pa,+ Bs)—P]

et comme Pkn+RknCP, on a

(Gkn_'-Pkn"l’“Rlzn)“‘—P:Gk,,_-P- :
Done g—(H)=(} G4 )—P et, 3 G, €tant ouvert, g—1(H) est

ouvert dans —P

La condition est suffisante. Soit P un ensemble de I-e caté-

.gorie tel que la fonction g=j7|(F—P) soit continue. H étant mn

ensemble ouvert zurbltmlre, la continuité de g signifie (§13, IV (3))
H)—P est ouvert dans éE’~P c. & d.

)=1"(H)—P+f(H) P=G—P+f'(H)-P
Or, ’ensemble P et par conséquent {(H)-P, étant de I-e caté-

_gorie, la décomposition (1) montre que ’ensemble FUH) jouit de
‘la propriété de Baire, c. q. f. d.

En rapprochant ce théoréme des conclusions du N° I, on
voit que toute fonciion mesurable B et, i plus forte raison, toute fon-

~ction représentable analytiquement est continue lorsqu’on néglige les
-ensembles de I-¢ catégoriel).

Il en résulte aussi que, étant donné un ensemble arbitraire,
la propriéié de Baire de cet ensemble et de sa fonction caractéristique

.sont dquivalentes 2).

1y Cet énonceé provient de R. Baire, C. R. Paris 129 (1899), p. 1010.

“CL. ma note Sur les fonctions représentables analytiquement et les ensembles de pre~
~midre catégorie, Fund. Math. 5 (1924), p. 82.

%) Cet énoneé est dt & M. Lusin.
20%
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II1. Opérations sur les fonctions jouissant de la propriété de-
Baire.
1. Superposition des fonctions. Si la fonction y=f{x) jouit de
la propriété de Baire et la fonction z=g(y) est mesurable B, la fonction.
Mx)=gf(®) jouit de la proprieté de Baire.

Car B Y (F)=f""[¢ " (F)} et g~2(F) étant mesurable B, l'en-.

§emble f'[g ' (#)] posséde la propriété de Baire.

Remarque. Dans le cas inverse, ol f est mesurable B, tandis
que g posséde la propriété de Baire, la fonction gf peut étre dé-
pourvue de cette propriété. Considérons en effet 'exemple du N° L.
et désignons par g la fonction caractéristique de X (regardé comme
un sous-ensemble de Pespace ¥).

2. La limite d'une suite convergente de fonctions @ pmprie’ta’
de Baire jouit encore de cetle propridie.

C’est une conséquence directe de la formule (cf. §27, VIIT, 1):
iE)= mx [frte (S,

ol §, désigne la sphére de rayon 1/, ayant pour centre I’ensemble
fermé F. En effet, fris(S,) ayant la propriété de Baire, il en est.
de méme de tout ensemble qui s’en obtient par des additions et des.
multiplications dénombrables.

Remarque. Y étant séparable, on peut démontrer comme suit
que la limite d’une suite de fonctions ,continues en négligeant les
ensembles de I-e catégorie” est une fonction du méme genre. Soit
P, unensemble de I-e catégorie tel que la fonction partielle f,|(F—P,)
est continue. Posons P=P, -+ P,-... Done f,|(¥—P) est continue,
quel que soit #; f étant la limite de f,, on en conclut que f|(F—P)
est de I-e classe (sur &—P). Or, les points de discontinuité d’une
fonction de I-e classe formant un ensemble de I-e catégorie (§ 27, X,
corollaire), ’ensemble R des points de «discontinuité de la fonction
flI(&—P) est de I-e catégorie dans F—P, donc dans lespace F
tout entier. Ainsi, la fonction f|(¥—P-—R) est continue et l'en-
semble P+ R est de I-e catégorie.

3. Fo:nctions de plusieurs variables. S8i la fonction f(x) jouit
(fle Z_a propriété de Baire et si Von pose g(x,y)={(z), la fonction g(z,y)
joutt de la propriéié de Baire relativement aw produit S X Y.

Car g‘lgG)zzi"l(G) XY et la propriété de Baire est invariante
par rapport & la multiplication par un axe (§ 24, VIIT).
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En tenant compte de cette invariance, on déduit de la for-
mule (ii) du § 27, V, dans le cas ot & est séparable, que:
Si la fonction f(x,y) est continue relativement & la variable et

jouit de la proprieté de Baire relativement & la variable y, elle jouit
de cette propridié relativement &

la variable (z,y).

Sans Phypothése de la séparabilité, on parvient & la méme
conclusion en g’appuyant —comme dans le §21 V —sur linva-
riance de la propriété de Baire par rapport & lopération S (dé-
finie au § 26, X).

Pour éta,bhr cette invariance, nous allons démontrer d’abord
celle de la notion d’ensemble de premitre catégorie.

En notation du § 26, X, admettons que les ensembles X; sont
de premiere catégorie et conudérons les engembles X; définis par la
formule § 26, X (8). XF étant ouvert dans la somme S, =2, X% (ib. (11)),

S, est de premiére catégorie (d’aprés § 10, ILY). I1 erf est done de
méme de S=48;+8,+..., ce qui signifie I'invariance de la notion
de premiére catégorie par rapport & opération M.

Cette invariance, rapprochée de linvariance de la propriété
d’etre un G (§26,X,3) et de 'additivité de P’opération M (§ 26,

2), implique aussﬂsot Pinvariance de la propriété de Baire (puisque
cette propriété signifie que Pensemble considéré est somme d’un Gs
et d’un ensemble de I-e catégorie).

4. Le cas des fonctions complezes peut étre traité d’une fagon
tout & fait analogue & celle du § 27, VL. On parvient & la conclu-
sion que

f(t) étant une fonction dont les valeurs appartiennent & un produit
(fini ou infini) FyXE,X... despaces séparables, lo condition né-
cessaire et suffisamte pour que cette fonction jouisse de la propriété
de Baire est que chacune des coordonnées du point f(t) en jouisse.

5. Fonctions composées. En combinant les énoncés 1, 3 et 4,
on en conclut que

Si chacune des fonctions yy=f{x;) jowit de la propriété de Baire
et la fonction z=g(yy,Ys,...) €st mesurable B, la fonction composée
2=g[f1(@),fa(®s),-..1 en jouit également. Les espaces %Y, sont sup-
posés séparables.

6. Image de Uéquation y=f(x). En suivant 'idée du raisonnement .
du § 27, VIL, on montre que:

Lensemble I= E[]g/ —f(@)|=0] jouit de la propriéié de Baire.
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Remarques. 1) Le théoréme inverse n’est pas vrai: limage-

de 1’équation y=/f(x) peut jouir de la propriété de Baire, sans que

la fonction f en jouisse. Nous reviendrons sur cette guestion au.

§ 36, IV.

2) D'aprés §24, XTI, 1a, si Y est séparable et dense en soz‘,:,

Pensemble I est de I-e catégorie.

IvV. Fonctions a propriété de Baire au sens restreint. On appelle

ainsi toute fonction f, lorsque, quel que soit I’ensemble fermé 7,

Vensemble ' (F) jouit de la propriété de Baire au -sens restreint.

Cela revient & dire que, quel que soit Uensemble E, la fonction.

partielle f|B jouit de la propriété de Baire relativement & B, ou encore
(en raison du théor. du N IT) que cetie fonction partielle est continue
lorsqu'on néglige les ensembles de I-¢ catégorie relativement & E Lles-
pace Y est supposé séparable.

En effet, 1a condition considérée est nécessa,lre, car en posant.
g=flE, il v1ent (§3,1L,14): ¢ '(F)=F E-f'(F) et, comme par hypo-
thése Pensemble /' (F) jouit de la propriété de Baire au sens restreint,,
Pensemble g—1(F) jouit de la propriété de Baire relativement & F;
cela veut dire que la fonction ¢ jouit de la propriété de Baire (rela-
tivement & E). Inversement, si I'on suppose que, quel que soit E,
Pensemble ¢g—*(F) jouit de la propriété de Baire relativement & E,.
Pensemble f(F) posséde la propriété de Baire au sens restreint;
done, ’ensemble fermé F étant arbitraire, f la posséde également‘

Le domaine de variabilité de I’ensemble E peut étre réduit,
bien entendu, aux ensembles parfaits ou aux ensembles fermés.
(cf. §11, VI).

Tout ensemble borelien jouissant de la propriété de Baire au
sens restreint (§ 11, VI), toute fonction mesurable B en jouit cgalement.
Cependant il existe des fonctions & propriété de Baire au sens
restreint qui ne sont pas mesurables B (voir § 35, II).

Les énoncés 1, 2 et 4 du NOIIL se laissent démontrer d’une
:fagon tout & fait analogue pour la propriété de Baire au sens restreint.

Ajoutons que la propriété de Baire au sens restreint d’un
ensemble et celle de sa fonction caractéristique sont équivalentes.

Remarque. L’hypothése du continu implique que les énon-

" eés 3, 5 et 6, appliqués & la propriété de Baire au sens restreint,
sont en defaut (voir § 36, VIII).
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V. Rapports & la mesure lebesguienne). f dlant une fonction
& valeurs réelles, définie sur un espace separable & et jouissamt de
la propri€lé de Baire, il existe un ensemble Z tel que ¥—Z est de I-e ca-
tégorie et que f(Z) est de mesure nulle: mf(Z)=0.

Considérons d’abord le cas ol f est une fonction continue.

S0it R=1y,7,... un engemble dénombrable dense dans .
f ¢tant continue, il existe, pour chaque & et n, une sphére S, , telle que

1
TheSp, €t 6[f(Sk,,,)]<9—kq—L, Aot Mmef(Spa) <

k ?
2%

m, désignant la mesure extérieure.
Posons

Shn-

=18
D3

7=
n
On a done pour tout n:

i
A

k

|
-

oo

C 3 1(Sha)

ZCJ Spmy dolt f(Z)
- k=1
et par suite

mef(2) < 3 mf s,m)<1, Lot mf(Z)=
=]

D’autre part,

F—Z= 2{3: Z’Sm et RCZS,M,

n=1

o0
ce qui prouve que, pour » fixe, 3’ 8, est un ensemble dense et ouvert.
0 k=1
¥ —) Sin est donc non-dense et F—Z est par conséquent de
k=1

I-e catégorie.

Le cas ol f est une fonction jouissant de la propriété de Baire
se réduit au précédent. Car A’aprés le th. du N°IL on a =P +(F—P),
la fonction étant continue sur F—P et P étant de I-e caté-
gorie. Or, comme nous venons de montrer, il existe un Z tel que
mf(Z)=0 et que F—P—Z est de I-e catégorie. L’ensemble
F—7Z C(E—P—2Z)-+P est done de I-e catégorie.

1y Cf. W. Sierpifski, Fund. Math. 11 (1928), p. 302. On trouvera une
application de ce théoréme dans le Chap. III, § 36. .
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