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D. Produits cartésiens. Suites d’ensembles (§§ 24—25).

Les espaces considérés dans les §§ 24—25 sont supposés métriques, mais
pas nécessairement séparables. L’hypothése de la séparabilité sera faite expli-
citement partout o il en est question.

§ 24. Produits cartésiens.

I. Regles de ecaleul. Le produit cartésien ¥ XY des espa-
ces ¥ et ¥, que nous allons étudier de plus prés dans ce §, a été
défini comme lensemble de tous les couples (z,4) ol we & et
y e Y, la convergence de la suite 3,=(x,,¥n) vers le couple (z,y)
étant équivalente & la réunion des conditions lim #, =z et lim y, =y
(§14,IV)Y). On a vu aussi (§ 15, VI) que & et Y étant deux
espaces métriques, la distance dans 'espace & X Y peut étre dé-
finie par la formule

(i) s—al =Vo—aP+ly—y P
Nous allons établir &4 présent les régles de caleul suivantes:
1) AxB=AxB
(2) Tnt (A X B) = Int (4)x Int (B)
(3) Fr (4 XB)=Fr (4) x B+ A X Fr (B) 2)
(4) (AXB)=A'xB+AXB

() 8(A4 x B) =[6(4)P+[3(B)T.

ad (1) (fermeture du produit). La condition (v,y) e A X B
équivaut a lexistence de deux suites z,e.4 et y,eB telles que
lim @, =« et limy, =y. Cela revient & dire que z e 4 et y € B.

ad (2) (intérieur du produit). D’aprés la définition de intérieur
(§6,I), on a ~ :
Int (AXB)=FXY—FxY—A4 B,
de sorte qu’en appliquant lidentité (§ 2, II, 5):

EXY—(AXB)=(X—A)xY+Ex (Y—B),

) On peut aussi considérer la notion de produit cartésien dans un espace
satisfaisant auw awiomes I—III: on convient & ce but que, § étant un ensemble
situé dans EX Y, on a (2,7)e§ lorsque I'inégalité (AXB)-8+0 se présente
pour chaque couple d’ensembles ouverts A et B contenant et y respectivement.
Plusieurs théorémes du § 24 sont valables pour le produit cartésien ainsi concu.
Cf. Enzyklopddie I1I, 1, 10, p. 176.

%) Cf. K. Menger, Dimensionstheorie, p. 246.
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il vient
Int (4 X B) =[£ X Y—(E—A) X Y1 EX Y- X (J=B)]

=[FEXY-F—AX Y [EXY—FXxY—B]
=(E—F— Y [EX(Y—Y—B)]
= [Int (4) X Y- [¥ x Int (B)] == Int (4) X Int (B)

en vertu de § 2, IT, 6.

ad (3) (frontiére du’ produit). On a d’une fagon analogue:
Fr (A XB) =A XB-EX Y—4A XB=(A xB)-[F—A x Y+F X Y—Bl=

" =7Fr (4) xB+4 xFr (B).

ad (4) (dérivé du produit). On a les équivalences suivantes:
(a,b) e (4 X B)'=(a,b) e A x B—(a,b)=(a,b) ¢ (A—a) X B+A X (B—b)=
=(a,b) e [A—axB+A4 xB—b}={soit (a ¢ A—a et b e B), soit (aed
et b e B—b)}={s0it (a,b) e 4'x B, soit (a,b) e A xB'}.

ad (5) (diamétre du produit). On a en vertu de la formule (i):
[8(4 X B)P = [max Jfo—a, P+ [y—y, 2P =max |s—a,[*+ max [y—y,[2 =
=[8(A)]24-[8(B)R, onr % et &, varient dans A et y et y, varient dans B.

II. Invariants de la multiplication cartésienne.

1. Pour que le produit A X B (de deux ensembles mon vides),
s0it respectivement fermé, owvert, dense, il faut et il suffit que les deuw
ensembles A et B le soient dgalement. Pour qu’un point (a,b) soit un
point isolé de Vespace E XY, il faut et il suffit que a soit un point
isolé de & et b de Y.

Oar on a d’aprés (1) et (2) les équivalences suivantes (cf. § 2,
IT, 4 a): )

{AXB=AxB}={AxB=AxB}={4A=A et B=B}
{Int(4 X B)=A X B}={Int(4) X Int(B)=A X B}={Int(4 )=A4 et Int(B)=B}

{(AXB=FXY={AxB=FxY}={4d=% et B=Y}.

La condition que le point (a,b) soit un point isolé de I’espace
X x Y signifie que lensemble composé de ce point est ouvert.
Cela équivaut & dire (comme nous venons de montrer) que les
points a et b constituent deux ensembles ouverts, c.a d. que a
est isolé dans & et b dans Y.

2. Pour que le produit A X B soit respectivement wn ensemble
frontidre, mon-dense, dense en soi, il faut et il suffit qu'un de deuw
ensembles A ou B le soit également.
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Cela résulte des équivalences suivantes:

{Int (4 xB) =0}={Int (4)x Int (B) =0}={Int(4) =0 ou Int(B)=0}

{Int (AXB) =0}={Int (Ax B} =0}={soit Int(A) =0, soit Int(B) =0}.

Enfin, la derniére pa,ljtie de 2 résulte de 1, car, pour que le

produit 4 xB ne contienne aucun point isolé, il faut et il suffit.

que soit 4, soit B n’en contienne aucun.

I résulte des théordmes précédents que les propriétés sui-

vantes sont des invariants de la multiplication cartésienne: d’étre
fermé, owvert, demse, frontiére, non-dense, dense en soi. On conclut
facilement (du § 2, IL, 1a et 2a) qu’il en est de méme des proprié-
tés Q’8tre un F, et d’8tre un G5. Il en est encore de méme — comme
nous allons voir — des notions d’ensemble clairsemé, d’ensemble
de I-e catégorie, de lo propricté de Baire.

~ IIL. Ensemble %~ Désignons, pour abréger, par Z* len-
semble () XY, c. & d. 'ensemble de tous les points du produit
F XY & D.abscisse” x. Dans le cas o & et Y désignent les
axes rectangulaires du plan, Y=* est done la droite d’abscisse z,
parallele & Paxe Y. De facon générale
fy’%:;g:'(m ={y).

L’ensemble Y~ est évidemment homéomorphe A Y, la pro-
jection (voir § 2, TIT) de ¥+ sur Y étant une homéomorphie (méme
plus: une isoméfrie). Par conséquent, si un ensemble situé dans Y=
jouit d’une propriété topologique relativement & Y*, sa projection
sur Paxe 3 jowit de la méme propriété relativement & Y.

Autrement dit, @(z,y) dant wune foncltion propositionnelle de
deux variables parcourant les espaces & et Y respectivement, si Ven-
semble xEy’ lp(@,y) (x=u,)] jowit d’une proprieté topologique relative-

ment & Uensemble Y=, Vensemble [ ¢(wq,y) jouit de la méme propriété
1

relativement & Vespace Y.

IV. Base de V’espace. 1. R, R,,... étant une base de Vespace &
et 8y, 8y... en dlant une de Vespace Y, la double swite des produits
BnX 8y (m=1,2,..., n =1,2,...) constitue une base de Vespace ¥ x Y.

Soient, en effet, ¢ un ensemble ouvert situé dans F XY et
(a,b) € G. 11 existe done un >0 tel que la sphére de centre (a0, b)
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et de rayon & est contenue dans ¢. D’aprés la définition de la base,
il existe un R, tel que aeRyn et O(Rn)<efy; de méme, il existe
un 8, tel que beS, et 8(8,) < &/s. Selon I (3) on a done 8(Fx X S)< &
d’olt (a,b) € (Rmx8,)CG, c.q. 1. d.

On voit ainsi que

9. Tout ensemble ouvert situé dans le prodwit de deuwx espaces
metriques séparables est somme dénombrable & ensembles ouverts dont
chacun est produit de deuwx ensembles ouverts.

Dans le cas o les espaces & et % ne possédent pas de base,
on ne peut gqu'affirmer (en raisonnant comme auparavant) que

3. Un sous-ensemble ouvert dw produit est somme (dénombrable
ou non) de produits d’ensembles ouverts.

V. Ensembles clairsemés?). 1. Soient Z un ensemble dense en
s0i situé dams le produit ExXY e A la projection de Z sur Vawe .
Si a est un point isolé de A, Vensemble Z- Y= est dense en soi.

Soit, en effet, (a,b) un point arbitraire de Z- Y= L’ensemble Z
étant dense en soi, on a (a,b)=lim (anb,) et (@, )=ty bn) € Z.
Il vient @=1lima, et, o étant un point isolé de 4, on a pour %
suffisamment grand a, =a, 4’0l (an,bs) €Z -Y4. De plus bo==b,
car autrement on aurait (dm,bn) = (a,b). Par conséquent (a,b) est
un point d’accumulation de 'ensemble Z- 24, e.q. 1. d.

Dans les mémes hypothéses sur 4 et Z, si 4 n’est pas dense
en soi, la projection de Z sur l'axe 9 contient un ensemble dense
en soi (non vide). Car elle contient un ensemble homéomorphe &
Z-Y* oL a est un point isolé de A.

Il en résulte que:

2. Pour que le produit de deux espaces (non vides) soit clairsemé,
il faut et il suffit que ces deuw espaces soient clairsemes.

Car, si & ou ¥ contient un sous-ensemble dense en s0i (non

- vide), le produit ¥ X Y en contient également un (N°II, 2). Inver-

sement, si ¥ XY contient un sous-ensemble dense en soi (non
vide) Z, la projection de Z soit sur &, soit sur 3, contient un en-
semble dense en soi (non vide). '

1) Voir la note de M. Ulam et de moi-méme Quelques propriéids topologiques
du produit combinatoire, Fund. Math. 19 (1932), p. 248.
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VI. Ensembles de I-e catégorie.

Théoréme?). Z diami un ensemble non-dense situé dams le pro-
duit des espaces & et Y (dont le deuwiéme est séparable) ?), il ewiste
dans Vespace & un ensemble P de I-e catégorie tel que pour tout point
x de & — P Vensemble Z- Y+~ est non-dense dans Y=,

Soit Ry, R,,... la base de I'espace géparable Y. Soit E, ’en-
semble des z tels que 2 XR,CZ- Y~ Il vient B, X R,CZ. Y=

L’ensemble H, est non-denge. Car on aurait, dans le cas con-
traire, en désignant par ¢ un ensemble ouvert contenu dans Z,:

0+=G XRyCEW X By =E, xB,CZ- Y*CZ,

contrairement & I’hypothése que Z est non-dense.
L’ensemble P =E,+H,+... est donc de I-e catégorie.
Supposons par impossible que ¢ ¥—P et que Z - Y ne
soit pas non-dense dans . L’ensemble Z-Y* contiendrait alors
un ensemble ouvert dans ¥*, donec un ensemble z X R, (puisque
les ensembles & X R,, ol » =1,2,..., constituent une base de Y=,
Or, Tinclusion #XR,CZ-%Y~* implique d’aprds la définition de
E, que z ¢ E,CP, contrairement & I’hypothése. .
Corollaire 1. Z étant un ensemble de I-e catégorie situé dans
lo produit X Y (0% Y est separable), Pensemble Z- Y* est de I-e ca-
tégorie dans Y*, abstraction faite dun ensemble des x de I-e catégorie.
Soit, en effet, Z=2Z,4+Z,+... ol les ensembles Z, sont non-
denses. Soit (en vertu du théoreme précédent) P, un ensemble
de I-e catégorie tel que pour e F—P, Densemble Zy Y* soit
non-dense dans Y= Posons. P=P,+ Py+... Or, pour »e¢ ¥—P,
chacun des ensembles Z,- Y~ est non-dense dans Y~*. Leur somme
Z-3Y~x y est done de I-e catégorie. ’ ‘
Corollaire 2. Pour que le produit Z=A X B soit de I-¢ caté-

gorie dams le produit XY (ot Y est séparable), il fout et il suffit
quun des ensembles A ou B soit de I-e catégorie.

] ) Ibidem, théor. 1. En tenant compte de I'analogie avec les axes rectans
gylfmes du plan, ce théoréme peut étre énoncé comme suit: un ensemble supers
ficiellement non-dense est linéairement non-dense sur »presque toute®
droite paralléle & I'axe ¥.

%) Cette hypothése est essentielle, Voir ibidem, -p. 245, renvoi?),
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En effet, si Z est de I-e catégorie tandis que A ne lest pas,
A contient en vertu du cor. 1 un point  tel que Z- Y* est de I-e ca-
tégorie dans Y* Donc B est de I-e catégorie dans ¥, comme pro-
jection de Z-Y* sur Vaxe Y (voir N° III).
Aingi la condition est nécessaire. Pour prouver qu’elle est
suffisante, posons 4 =N;+Nyt... ou les N, sont non-denses. Il vient

A XB=(N;XB)+(NyXB)+....

Les ensembles N,X B étant non-denses (NOII, 2), A XB est
de I-e catégorie.

Le corollaire 2 peut &tre précisé comme suit:

Corollaire 31). L'un des espaces & ou 'Y dtant supposé séparable,
on a Videntite .

(6) D(4A x B)=D(4) x D(B).

En effet, Phypothése que le point (a,b) n’appartient pas a
D(4 xB), veut dire que ensemble A XB est de I-e catégorie en ce
point; c. & d. quil existe un ensemble ouvert G contenant (a,b)
et tel que ensemble G-(4 xB) est de I-e catégorie. En vertu de
IV, 3 on peut supposer G.de la forme G=M XN oi aeM, beN
et ol M et N sont des ensembles ouverts. Comme

(M XN) (A xB)=(MA)x (NB),
on parvient ainsi aux équivalences suivantes: la condition
(@, b) non-e D{A X B)
équivaut & Dexistence de deux ensembles ouverts M et N con-
tenant a et b respectivement et tels que (MA)X(NB) est de I-e
catégorie; ce qui équivaut (selon le corollaire 2) & 'hypothése que
soit MA, soit NB est de I-e catégorie, done que soit anon-eD(4),
soit b non-e D(B); ou encore: que (a,b) non-e D(A4)xXD(B).

VII. Propriété de Baire 2).

Théoréme 1. Z étant un ensemble jouissant de la propricté de
Baire relativement au produit X Y (ou Y est séparable), Vensemble
Z-Y* jouit de la propriété de Baire relativement & Y=, abstraction
faite @un ensemble des x de I-e catégorie.

1) R. Sikorski, On the cartesian products of meiric spaces, Fund. Math. 34

(1947), p. 289.
2) Op. eit. Fund. Math. 18, p. 250.
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En effet, en tant gqu’ensemble & propriété de Baire, Z est de
la forme U+V ol U est de I-e catégorie et V est un G (§ 11, IV, 2).
Soit, conformément au cor. 1, P un ensemble de I-e catégorie
dans & et tel que pour z e &—P lensemble U- Y~ soit de I-e ca~
tégorie dans Y+ Or, V- Y> étant évidemment un G, relative-
ment & Y* lidentité Z-Y*=U-Y*+V-Y* prouve (§11, IV, 2)
que Z- Y~ jouit de la propriété de Baire relativement & Y.

Théoréme 2. L'un des espaces & ou Y étant supposé séparable,
la condition nécessaire et suffisante pour que le produit A XB jouisse
de lo propriété de Baire sans étre de I-e catégorie, est que chacun des
ensembles A et B jouisse de la propridté de Baire et ne soit pas de
I-¢ catégorie.

Rappelons d’abord que la propriété de Baire (d’un ensemble X
situé dans l'espace 1) équivaut & la condition que Dlengemble
D(X)-D(1—X) est non-dense (§11, IV, 4) et la-propriété d’étre
de I-e catégorie équivaut & I’égalité D(X)=0 (§10,V, 7), qui —
a son tour — équivaut & Ja condition que D(X) est non-dense
(§ 10, V, 11). Or, en tenant compte de lidentité (6), il vient

D(AXB)-D[EXY—(AXB)] =

=[D(A)XDB){D[(F—A4)X Y14 D[FX(Y—B)]}

=[D(4) X D(B)][D(&—A4) x D(Y)]+ [D(A) X D(B)] [D(F) x D(Y—B)]
=[D(4) -D(&X—A4)]1 xD(B)+D(A) x[D(B)-D(Y—B)].

En admettant que I'ensemble 4 xB jouit de la propriété de
Baire, on en conclut que le dernier membre de cette triple égalité
est non-dense. Il en est done de méme de ses deux sommandes.
Tl en résulte (selon II, 2) que, soit D(A4)-D(¥—4), soit D(B) est
non-dense, ainsi que: soit D(4), soit D(B)-D(Y —B) est non-dense.
En admettant de plus que 4 xB n’est pas de I-e catégorie, on a
D(4 XB)=0, d’ott D(A4)4=0==D(B) (selon VI, 3) et par conséquent
(§10, V, 11) ni D(A4), ni D(B) n’est non-dense. Il en résulte que
les ensembles
(i) D(4)-D(¥—4A) et D(B)-D(Y—B)

sont Pon-denges, donc que les ensembles 4 et B jouissent de la
propriété de Baire. De plus ni 4, ni B n’est de I-e catégorie puisque
D(4)==05=D(B).
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Notre condition est donc nécessaire. Elle est aussi suffisante,
car elle implique, d’une part, que les ensembles (i) sont non-denses,
done que les ensembles

[D(4)-D(E—A)1 xD(B) et D(A)x[D(B)-D(Y—B)]

(ainsi que leur somme) sont non-denses, et cela veut dire que l’en-
semble A XB jouit de la propriété de Baire; d’autre part, aucun
des ensembles A et B n'’é¢tant de I-e catégorie, leur produit 4 xXB
ne est non plus (selon VI, 2).

Remarque. L’analogie entre la propriété de Baire et la mesu-
rabilité (dont il était déja question au § 11, VII) coneerne aussi
les énonecés établis tout & I’heure. En effet, en remplacant dans les
théorémes du N° VIT et dans les corollaires 1 et 2 du N° VI la notion
d’engemble de I-e catégorie par celle d’ensemble de mesure nulle
et 1a propriété de Baire par la mesurabilité, on parvient & des théore-
mes connus de la théorie de la mesurel).

VIII. Multiplication par un axe. En tenant compte des ré-
sultats précédents, on vérifie facilement que, si A est un ensemble
respectivement: ferméd, owvert, dense, frontiére, non-dense, dense en
s01, de I-e catégorie, & propridté de Baire — Pensemble 4 X Y Vest
également. En d’autres termes: diant donnde une fonction proposi-
tionnelle p(x), st Vensemble [ o(x) jouit de Pune des propridiés précitées,

X

Vensemble F o(x) en jouil également.
xy

Remargques. 1. Dans le cas o & et Y désignent les axes du plan et 4 est
un ensemble situé sur I'axe &, I'ensemble Ax ¥ s’obtient de .4, en tragant une
droite paralléle & I'axe % par tout point de A.

2. Comme nous allons voir au § 36, ’hypothése du continu implique que
le théoréme précédent est en défaut pour la propriété de Baire auw sens restreind.
Il existe, en effet, dans 1’espace & des nombres réels un ensemble 4 jouissant
de cette propriété et tel que l'ensemble 4 X & ne la posséde pas.

IX. Dimension du produit?). & et Y ctant deux espaces me-

triques separables, on a
(7) dim (F X ¥)<dim F+dim Y.
En outre, si dim, =0 =dim, Y, on a dimy, (£ xY)=0.

1y Cf. 8. Saks, Théorie de Vintégrale, Monogr. Mat. 2 (1932), p. 261, ou
Theory of the Integral, Monogr. Mat. 7 (1937), p. 77 (théoréme de Fubini).
2) K. Menger, Dimensionstheorie, p. 246.

C. Kuratowski, Topologie I. 15
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Posons dims & =m et dim, Y =n. I existe done deux en-
sembles ouverts B et § tels que
aecR, O(R)<?[y, dim[Fr (R)I<m—1,
beS, O8(8)<<?e, dim [Fr ($Hi<n—1.
Daprés NOI (3) et (5), il vient:
(i) Fr (R x8) =Fr (B) xS+ExFr (8) et &Ex8)<e.
En outre, dans le cag ou m=0=mn, on 2
dim [Fr (R)] =—1 = dim [Fr (8)1,
dot Fr (R)=0=Fr (§), donc Fr(BxS)=0.
Aingi, R xS étant un entourage du point (@,b) de diamétre
arbitrairement petit et dont la frontiere est vide, on &
dimy (£ X Y)=0,

ce qui prouve la deuxiéme partie du théoréme.
La premiére partie en étant une conséquence dans le cas on
dim F=0=dim 9/, procédons par induction. Admettons que notre
théoréme soit vrai pour tout couple d’ensembles X et Y tels que
dim X+ dim Y< dim &+ dim Y =F.
Comme _ )
dim [Fr (R)]+dim § < (m—1)+n<k—1,
on a par hypothese _
dim [Fr(R)x §]1<k—1
et de facon analogue,
dim [R x Fr (8)] <k—1.
11 en résulte (§ 22, I, cor. 1) que
dim [Fr (R) xS+R x Fr (8)] <k—1,
d’ol1, en vertu de (i), dims (& X Y)<k. Done dim (£ x Y)<k.
Remarques. 1) Dans la formule (7), Pindgalité ne peut pas &tre
remplacée par Pégalite.
Envisageons, en effet, ’espace composé de toubtes les suites
= (ry,75,...) de nombres rationnels telles que 73-12+...<oco, la
distance de deux suites » et r* étant définie par la formule:

[r—r*p= (r,—1 12+ (ry—r3)+ ...

(c'est bien le sous-ensemble de l’espace de Hilbert formé des points
dont toutes les coordonnées sont rationnelles).
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Cet espace est de dimension 1 de méme que son carrél):.
Plus encore, M. L. Pontrjagin? a défini deux espaces
compacts de dimension 2 dont le preduit est de dimension 3.

2) Dans le cas ot & est compact et dim Y =1, D'inégalité
peut étre remplacée par 1’égalité, c. 4 d. qu'on a alors

dim (& X Y)=dim F-13).

3) La deuxiéme partie du théoréme ne ge laisse pas généra-
liser sur n>0*%). Considérons, en effet, le produit de ’ensemble des
nombres réels par un ensemble formé du nombre 0 et d’une suite
d’intervalles disjoints convergeant vers 0 du c6té gauche. La dimen-
sion du dernier ensemble sg’annule au point 0, tandis que le produit

.est & DPorigine des axes de dimension 2.

X. Projection. En faisant correspondre & tout point (z,y)
du produit XY son ,abscisse” @, on définit une fonction dite
projection paralléle & Pave Y (cf. § 2, III). Cette fonction est con-
tinue; en effet, si la suite (z,y.) converge vers (w,y), la suite z,
converge Vvers . .

En outre, la projection @un ensemble ouvert est un ensemble
ouvert. Soit, en effet, Z un ensemble ouvert dans X Y. On a

Z=%-2%=)12-%
y 4 .

{=somme des intersections avec les ,verticales”). La projection
de 1a somme étant la somme des projections (cf. §3,II,1a), 1a
projection de Z est la somme des projections des ensembles Z- FP.
Or, Z-%* étant ouvert dans F¥, sa projection est ouverte dans &
(voir N°III). La projection de Z est donc ouverte, en tant que
somme d’ensembles ouverts. )

1) Voir P. Erdds, The dimension of rational points in Hilbert space, Anu.
of. Math. 41 (1940), p. 734. Cf. aussi Hurewicz-Wallman, Dimension Theory,
pp. 13 et 34.

2) Sur une hypothése fondamentale de la théorie de la dimension, C. R. Pa-
ris, 190 (1930), p. 1105.

3) Voir Hurewicz-Wallman, op. cit. p.34. Cf: aussi W. Hurewiez,
Tber den sogenammten Produktsatz der Dimensionstheorie, Math. Ann. 102 (1929),
p. 308. :

4) Dans cet ordre d’idées, quelques énoncés ont été trouvés par M. Menger,

Bemerkungen iiber dimensionnelle Feinstruktur und Produkisatz, Prace Mat.~

Fiz. 87 (1930), p. 78.
15%
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Ceci peut s’énoncer aussi de la fagon suivante (ef. § 2, V, 3)=

1. Eiant donnée une fonction propositionnelle o(z,y) telle que
Vensemble [ o(z,y) est ouvert, Uemsemble ['3 p(x,y) est également.
xy

ouvert. v

Dans le méme ordre d’idées, on a le théoréme suivant:

2. Boit Y un espace compact. St Uensemble [ o(w,y) est fea*mé’r

xy
respectivement un Ky, il en est de méme de Vensemble Eth ,Y).

8i Ezp(m,y) est ouvert, respectwement un Gs, EH(}D (wyy) Dest egalement .

Cons1dérons d’abord le cas ol l’ensemble E @(@,y) est fermé.

Soit xy,,,..

que lim g,=x, Il s’agit de prouver que a:o appartlent aussi & cet. .

ensemble. Il existe par hypothése une suite yy,vys,...
9(@nYn) POUr 7 =1,32,...
tiers k<ky<...
Yo=lmy, .

telle que
Y étant compact, il existe une suite d’en-
telle que la suite Y Yp oo
Cette égalité, rapprochée des conditions @@, ’ykn)""

lim @, =, et de I’hypothése que PI’ensemble Egu z,y) est fermé,.
implique que g(ayyo); Aok @, € L3 ol@,y).

o

Ey’qa 2,y) étant supposé un F,, on a o(z,y)=) eu(z,y) oi
X] =1
Pensemble [ @a(w,y) est fermé. Or (cf. § 3, V, 1),

xy

E%’fp(% ) =§‘ g nZ"Pn(w) Y) :g: é’?yZ ®u(2,9),

ce qui prouve que l’ensemblé EX o(z,y) est un I,

y
La deuxiéme partie du th. 2 résulte de la premitre en vertu.
de la regle de de Morgan (cf. § 1, ITI):
Eg?(myy):g“Eg ¢'(@y), Fol@,y)=%x Y—F o' (2,y).
x x xy xy
XI. Image de Péquation y= ]‘k(m) Soit f une fonction qui.
transforme D'espace & en un sous-ensemble de Iespace Y. Con-

sidérons l’ensemble I des points (z,y) du produit EXY qui sa-
tisfont 3 l’equatlon ¥y =f(z). En symbole:

-I=§[J=f

.. une suite de points appartenant 2 EZ«p z,y) et tels.

est convergente; soiti.
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L§ 24, XI]

Produits cartésiens. 229

1. D'espace Y étant séparable et dense en sot, Vhypothése que
Densemble £ XY —I est de I-e catégorie au point (x,y) implique
que soit & est de I-e catégorie aw point z, soit Y Vest au point y?*).

En symbole (cf. (6)):

(8) - D(EXY—I)=DEXI).

Conformément & Phypothése (et & IV, 3), il existe deux ensem-
‘bles G et H ouverts dans & et Y respectivement, tels que ze@, y eH
-et que (G xXH)—I est de I-e catégorie. Sil'on suppose que & n’est
pas de I-e catégorie au point , I’ensemble G n’est non plus de I-e
-catégorie; il existe done, d’apres le cor. 1 du N¢ VI, un point ¢ dans ¢
‘tel que 'ensemble Y=-(G xH)—I=(axH)—I est de I-e catégorie
dans 2. Or, cet ensemble ne différe de (axH) que par un point
.au plus: & savoir, par le point [a,f(a)]; ce point étant par hypothése
un point d’accumulation de %4, donc un ensemble non-dense
.dans %4, lensemble (a XH) y est de I-e catégorie. Par conséquent
(N IIT), H est de I-e catégorie dans ¥. Cela prouve que I est
de I-e catégorie au point y.

1a. Lespace Y dtant séparable et dense em soi, Uhypothése
que Vensemble I jouit de la propriété de Baire implique que cet ensemble
est de I-e catégorie 2).

On a, en effet, en tenant compte de (8):

DIy =D(I)-D(E X Y)=D{I)-D(F x Y —I).

Ce dernier ensemble est non-dense, puisque I jouit de la pro-
-priété de Baire (cf. § 11, IV, 4). Or, l'ensemble IXI) ne peut étre
non-dense qu’s condition qu’il soit vide (selon §10,V, 11). L’éga-
1ité D(I)==0 veut dire que I est un ensemble de I-e catégorie
{§ 10, V, 7).

Rappelons que d’apres § 14, IV, 3:
2. Si la fonction f est continue, Vensemble I est homéomorphe & &
et fermé dans X Y. .

1) ¢f. ma note Sur les fonctions représentables analytiquement et les en-
gembles de premiére catégorie, Fund. Math. § (1924), p. 84 et la note citée de
M. Ulam et de moi-méme Fund. Math. 19, p. 250.

2) Sans supposer que I jouisse de la propriété de Baire, I peut ne pas étre
-de I-e catégorie; cf. Fund. Math. 5, p. 85.
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Plus précisément:

3. Btant donnée ume fonction f définie sur un sous-ensemble
A de &, st f est continue aw point z, et le point (24,y,) appartient:

a I, on a y,=f(x,).
De fagon plus générale:

8- Y*)< o(@),

(ol o(x) désigne P'oscillation de la fonction f au point w; done, sk

o(z) =0, il existe au plus un y tel que (x,y) e T).

Soient, en effet, (z,y) et (2,y*) deux points appartenant i.

I.Y= 11 vient
(2,9) =]i_£ [ f(@)] et (2,y*) = Lim [, f(a7)].

Il existe par conséquent dans tout entourage ¥ de @ un x, et

un z;, dolt
H@n) e f(B) et flan) e f(B).
On en conclut que
SUAEN 2 [f(@a)—f(@h)| et w(w)=min S[f(B)] > |y—y*,
ce qui entraine l'inégalité & démontrer. |

La deuxiéme partie du th. 2 admet un théoréme inverse dans.
le cas ou Iespace ¥ est compact:

4. 8i Y est compact et I fermé, la fonction f est continue.

Sqit, en effet, lim z,=#. Extrayons de la suite H(@1), F(23), <.
une suite convergente: lim f(@s,) =y. L’ensemble I étant fermé,.
il vient (x,y) e I, Q0o y=f(=).

. 5.‘ 8i Pespace Y est dense en soi et la fonction 1 est ponctuellement.
discontinue, Vensemble I est non-dense.

En effet, si I ‘n’est pas non-dense, I contient un engemble
ouvert non vide ¢ x H, ol & est ouvert dans & et H Iest dans Y.
Si ze@, Pensemble #Xx H, comme ouvert dang I >, ne se réduit
Pas & un seul point. La fonection f est donc selon 3 discontinue
en chaque point de @. )

XII. Diagonale. Lorsque les ensembles X et ¥ sont des
sous-ensembles du méme espace, mous appelons diagonale du

produit X XY Densemble des points ayant 1’ . :
donnée: F (z=y). . vant l'abscisse égale & Lor-
Xy

icm
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On voit aussitét que lo diagonale du produit cartésien X XY
est homéomorphe & la partie commune X-Y des ensembles X et Y.

En outre, la diagonale est un ensemble ferme dans X X Y.

Dang le cas particulier, ol & =%/, la diagonale est homéo-
morphe & chacun des axes. Cette homéomorphie est réalisée par
la projection.

On en conclut gue (comme dans le cas de l'ensemble I*):
st un sous-ensemble de la diagonale jouit d'une proprieié topologique”
relativement & la diagonale, sa projection sur Paxe E jouit de la méme
propridlé relativement & cet axe.

Autrement dit: étant donnée une fonction propositionnelle ¢(x,y),
st Vensemble F o(x,y) (w=y) jouit d’une propriéié topologique rela-

xy
tivement & lo diagonale [ (z=y), Vensemble [ o(w,x) joust de la
X

xy
méme proprieté relativement & Despace .

§ 24a. Produits cartésiens dénombrables.

I. Généralités. Rappelons?) que le produit

PE =& XE; K. X & X
=1
est par définition ensemble des suites 3=[3%,3%...,3%...] Ot 3’ e &1
Le diamdtre de tout espace &; étant supposé inférieur & 1
(ce qui ne restreint point la généralité, puisque tout espace est
homéomorphe & un espace borné, ef. § 15, V), la distance dans le
produit est définie par la formule

s—yl=22" "=’
On en conclut que la suite {3}, ot 3,=[3}s30s3L,..-], con-
verge vers 3=[34,3%...,35...1, lorsqu’il y a convergence ,par co-

lonnes”, ¢. & d. que la i-éme coordonnée du point variable tend
vers la i-8me coordonnée du point limite. En symbole:

fp=lim3,} =[] (3'=1im g}

1) Voir § 2, § 14, IV et §15, VI.
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Il en résulte aussitét que (voir d’ailleurs § 14, IV‘, 2), pour
tout ¢ fixe, le terme 3!, considéré comme fonction de 3, en est une fonétz’on
continue.

Ijne autre conséquence immédiate est Phomeomorphie des
produits (loi ,associative”):

-Eg.l mp('%’l . xf%ln) X ﬁ EEp

i=n+-1
II. Regles de ealeul.
)  Pd;=P(d) y = e o4y
i=1 i=1 ) 6(,-;PA1>~2T

i=1
(i) 3 est um point interieur du produit PA, lor sque, pour chaque @
2y
i=1
3" est um point intérieur de A; et lorsqu’on a, en out
re, dp=
suffisamment grand. , A= pour &

ad (i). On ales équivalences suivantes 3¢ P } { ]] 3ied =
{il existe une suite 3, telle que H[ai—hm 311 et ]][3’ e.Ai], c. i d.
telle que 3= =lim 3, et ITts, ePAJ} {3eP(A )}-

ad (ii). On a, pour 3 et 1) extraits de P( R

b—yl=2 2"~y < X2~
dotlt = =t

8( I?A:)zsup B—nl < Y2754
i=1 .

I=

D’autre part il existe pour tout >0 deux suites

t
que [3'—vi > d(4,)—e, d’oi 3 et 1 telles

B(PAI) =[3—1y| >22_‘[5 i)-e]:fj.?”ié(A;)-a.

=1 .=
ad (iii). Si 3eInt(_PA 1), il existe un £>0 tel que, pour
[p—3|<e, on a y e_PAi Cette inégalité est satisfaite skl existe
un % tel que !
[9"—3' <[, pour i<n et 27 <,

(pour i>n on ne fait aucune hypothese sur ).

T§ 24 a, III] Produits cartésiens dénombrables. 233

Cela veut dire que toute sphére de centre 3! et de rayon <C%,
ext contenue dans 4; si i=1,...,n, et que 4,=F; si k>n.
Invergsement, si ’on suppose que l’on a

Ap="%, pour k>n et 3zlelnt(4;) pour i<n,

il existe un &>0 tel que la condition |yi—3/|<<e entraine nie 4,
pour i<<n. Toute sphére de centre 3 et de rayon < #/;n est contenue
alors dans PA4;, d’ou 3 eInt (P 4.

i i

III. Invariants. 11). Pour qu'un produit PA; d’ensembles

-non vides soit respectivement fermé ou dense, 4l fauzt et il suffit que
tous les facteurs A; le soient également. Pour que ce produit soit ouvert,
il faut et il suffit que tous les facteurs le soient et que Von ait A;=&;
pour ¢ suffisamment grand.

On a, en effet, d’aprés (i) et § 2, IT, 4D:
{(PAi=PA}={P4A=PA}=]] {d;=A43,
i i i i i
{IJ—A,-_:_P&‘,} E{Pﬁ_li'-:Pffi} = H {Zi——— &'i}
i i i i i

et la deuxiéme partie de 1’énoncé ‘1 résulte de (iii).
9. Le produit P %; est toujours dense en soi et dume puis-

sance > ¢ (sauf le cais o, pour ¢ suffisamment grand, &; se réduit
4 un seul point).

Car tout point 3 est limite de la suite {3} ol les coordonnées
de 3, ne différent de celles de 3 que par la n-iétme (s8i &, se réduit
au point 37, on posera 3= j3").

3. Pour que le produit PA soit unm emsemble frontiére, il faut

et il suffit que: ou biem un des fa,cteurs soit un ensemble fromtiére, ou
bien qu'on ait A=+%E; pour une infinité de valeurs de i.

C’est une conséquence directe de (iii).
La condition que P A, soit non-dense équivaut a celle que
i

Pensemble PA;= P A; soit un ensemble frontiére, donc que, ou‘

i i . > -
bien un des ensembles 4; soit non-dense, ou bien qu'une infinité
des A, ne soient pas denses dans ;.

1) ¢f. la Thése citée de M. Kunugui (ch. 11, ,,composition™ des espaces).
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Si un des ensembles 4; est de I-¢ catégorie, le produit P 4;

i
Pest également. Si tous les ensembles 4; jouissent de la propriéié
de Baire, leur produit en jouit également.

oo
Car, en supposant que 4,=2'N,, ol N, est non-dense, on a

n=1

<o

-PAZ':“,Z(NH X Az X Asx )7

i n=1
oli chaque sommande est non-dense.
Pour prouver la deuxiéme proposition, on pose (cf. § 2, IT, 6a):

o0

. :PAt=iI]1(=%’1 X X &g X Ay X $i+1 X ia)

et on tient compte de 'invariance de la propriété de Baire pax rapport
4 Dopération [] et & la multiplication cartésienne par un axe (voir
i=1

§ 11, IT1, 3, § 24, VII et la remarque’finale du N° I).

Eemarque. Le produit dénombrable peut &tre non-dense
(donc de I-e catégorie et & propriété de Baire) sans gu'aucun des
facteurs jouisse de la propriété de Baire (ce qui serait impossible
pour le produit fini; voir § 24, VI et VII): par exemple,
&;="Tlintervalle 01 et 4;=un ensemble dépourvu de la propriété
de Baire, situé dans lintervalle 0,1/,.

IV. Base de Pespace. En établissant la proposition IT (iii),
nous avons montré que tout point intérieur 3 d’un engemble 3
situé dans &, X &, X ... appartient & un sous-ensemble ouvert de 3
de la forme @4 X .. X GnX &npy X Fnie X ... ol G; est ouvert
(& savoir, si 1a sphére de centre 3 et de rayon e est contenue dans 3
et si lon assujettit » & la condition 27"<e/2, on peut prendre
pour ¢; une sphére ouverte de centre 3¢ et de rayon ¢/2).

Done, si &; a pour base la suite R}, Rj..., les ensembles de la
forme

1 2
By X Bigy X o X Ry X Fngs X Fnn X ..

(avee m variable) constituent une bage dénombrable de l'espace
X FE X,
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Une autre conséquence en est gue la projection d'un ensemble
ouvert sur un axe est un ensemble ouvert qui, sauf pour un nombre
fini d’axes, est identigue a cet axe.

V. Espace ™, On a les homéomorphies suivantes:

&’Noz &'n % g&o: g’Rn X &'So: (& Ro)&o

top top 10p

I homéomorphie de F¥ et de F"x ™ étant évidente (voir
N I), considérons d’abord le cas ol le point w=(3,y) varie dans
Pespace F% x¥™. On a les équivalences suivantes: {limw,=w}=

n=co .

= {lim 3, =3 et lim y, =y} ={]J] (lim 3! =3) et ]if[ (HI:'EO =1}
H*Fa,isons corregspondre & 1’élément w de Vespace Fhox FHe
Pélément f(mw)=[3%,1,3% 9% ..,35D}...] de Pespace F™.

Tout point de Pespace ™ est évidemment une des valeurs
de cette fonction. En outre, d’aprés les équivalences qui préc‘edex;t,
Pégalité lim w,=w équivaut & Hm f(w,)=F(w), ce qui veut dire

n—oo n=oo
que les espaces F®x &% et F* sont homéomorphes.

Nous allons établir & présent ’homéomorphie des espaces
()% et F*. Soit = un point variable de I'espace (X%, Done
q=[at, 7% ..., ...] oL mle E¥. Par conséquent nf=[n",at?,..., 7, ...}
ol 7 e &.

Rangeons la suite double {i,j} en une suite simple, suivagt
lIa grandeur de i4j, par exemple:

(1,1), (1,2), (2,1), (1,3);-.
La fonction
fo) =[add, ot:2, 721, b, ... ]
établit ’homéomorphie demandée, car
{lim o=} = [] {lim =} = [T {lim ="} = {lim flen) =f(z0)]-

Remarques. Nous avons vu (au § 14, V) gque chacun des trois
espaces: l’ensemble parfait non-dense C de Cantor, Pensemble N
des nombres irrationnels et le cube fondamental J* de Hilbert, sont
de 1a forme &% On n’altére donc pas leur type fopologique, en
les élevant & la puissance # 00" Ry

Tout espace O-dimensionnel (séparable) étant contenu topo-
logiquement dans I’ensemble C de Cantor (§ 21, IV)et Pensemble c*
étant de dimension 0, le produit dénombrable d’ensembles 0-dimen-
sionnels est 0-dimensionnel.
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YI. Fonetions continues. Nous avons déja vu (§ 14, IV) que

pour qu'un point d'un produit dénombrable varie d’une fagon
continue, il faut et il suffit que ses coordonnées varient de méme
‘On en conclut que: )
. 1. Etant donnée une suite (finie ou infinie) de fonctions con-

dinues f; qui tramsforment FE; en Yy, le produit P, se itrouve

tramsformé dume fagon continue en P Y,; si on fait icowespondre au
R i
point 3=[343%..]1 de P& le point f(3)=[(3"),/,(3%);-.] de P Y.
g . i 3 . I

N C.ar la condition ’111=I£1° 3,=3 entraine ,1:2 3L=3' pour tout i;
d’ol }‘13; (3L)=1(3"), de sorte que la i-éme coordonnée du point 1(3,)
tend vers la i-éme coordonnée du point f(3).

Il en résulte en particulier que:

2. L'S*z' Vespace Y est une image continue de Vespace &, Pespace Y™
-est une image continue de X" et Y™ Vest de F.

Yla. Applications Rapproché du N°V, 1’6
. \ . noncé VI, 2 -
duit au théoréme fondamental suivant: ’ b2 eon
:The’oréme n, Le_ cube n-dimensionnel I, ainsi que le cube T
-de Hilbert, sont des images continues de Vensemble C de Camtor

Soit d’abord n=1. On a, # étant un point de Pensemble C
b

__01 Cy Cm
m_§+§§+,_.+§—,ﬁ+“. (em=0 ou 2),

En posant

NS
f(z) 22+2¢+"'+W+""

on vériﬁe} facilement que la fonction f est eontinue et que (C)=7.
— feglk 0 étant, on conclut du th. VI, 2 que les ensembles;
sont des images continues respectivement des engem-

bles C" et C¥% : ?
o C™, homéomorphes ‘eu C (Qapreés la remarque du

1) Cf. G. Cantor, Acta Math. 7 (

§ (1908), 5. 510 1883) et H. Lebesgue, Journ. de Math. (6)

icm
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Corollaire 1. Tout espace assujetti aux awiomes I—V (done
tout espace metrique séparable) est une image biunivoque et continue
dun espace 0-dimensionnel, donc d'un sous-ensemble de Pensemble (64
de Cantor (wingi que d'un sous-ensemble de Vensemble N des nombres
wrrationnels).

Car d’aprés le théoréme d’Urysohn (§17, IV), tout espace
de ce genre est homéomorphe & un sous-ensemble de J.

Corollaire 2%) (théoréme de Peano généralisé). Les cubes 7
et I somt des images continues de Dintervalle J.

Soit, en effet, 3=/(z) une fonction continue qui transforme
Cen " ou en J%. La i-éme coordonnée de 3 est donc une fonction
continue de @: 3'=f{x), dont les arguments appartiennent a C
et les valeurs & J. En la définissant linéairement dans les inter-
valles contigus & G, la fonction 3=f(z)=[fi(x),fa(®),...] se trouve
définie pour tout z e J. Sa continuité résulte de celle des f;.

Remarques. Le corollaire 1 admet les généralisations suivantes:

1a?2). O éant une famille de puissance ¢ d’ensembles, il existe
un ensemble ZCN dont tout ensemble E < @ est une image continue.

Agsignons d’abord & tout E e @ un nombre irrationnel 3 comme
lindice. Soit N, l’ensemble des nombres irrationnels 1 tels que

P0=30, PO=30, PO=3®,

cery

Comme homéomorphe & 9N, Pensemble N, contient, d’apres.
le cor. 1, un ensemble A, dont E; est une image continue. Posons
Z=) A,
3eN

Les ensembles N, étant disjoints et fermés dans N, 4, est
fermé dans Z et en est par conséquent (cf. § 21, II, cor. 2) une
image continue. E; est donc une image continue de Z.

1b8). Tout espace meirique séparable ¥ de puissance ¢ est.
image biunivoque et continue dun  espace metrique séparable de
dimension n quel que soit m=>0, fini ou infint.

Envisageons d’abord le cas on dim F=0.

1) G. Peano, Math. Ann. 36 (1890), p. 157 et H. Lebesgue, 1. cit.

2) 'W. Sierpinski, TFund. Math. 14 (1929), p. 234.

8) Voir A. Hilgers, Bemerkung 2ur Dimensionstheorie, Fund. Math. 28
(1937), p. 303.
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Soit % un espace de dimension n (p. ex. Y= n<xy). La
famille G de tous les sous-ensembles G5 du produit cartésien & x Y
&tant de puissance <c, assignons & chague ensemble-élément G de G
un indice z ¢ & de maniére que @, parcourt la famille G lorsque o
varie dans & (c. & d. que @, soit une fonction umniverselle par
rapport & la famille des ensembles G, cf. § 26, XIII).

Soit f une transformation de & en sous-ensemble de I telle
que

(1) la condition [z,f(z)] ¢ G- entraine (zX Y)CG..

A savoir, si (z xY)CG,, désignons par f(z) un élément arbi-
traire de ¢; dans le cas contraire, soit f(x) un élément de I tel
que [z, f(z)] non-e G.

Liespace & étant une image biunivoque et continue de l'en-
semble I=F [y=[f(x)], il reste & montrer que dim I=n.

xg

Soit, conformément au th. 5 du § 22, IV, Z un ensemble Gs
fel que

{2) ICZCEX Y et dimZ=dimlI.
Il existe donc un #; tel que Z=@,,. Il vient

[#g,f(2o)] € G, DUISQUE [, f(2)] € ICZ.

Il en résulte d’apres (1) que

(g X Y)CGy,, dont dim Y<dim G, <dim (F X YY),
et comme (cf. § 24, IX)

dim (£ X Y) < dim + dim Y =0-Fn,

il vient dim Gy, =mn, e.2d. dim Z=n. Finalement, dim I=n d’aprés
Pégalité (2).

Passons au cas général ol & est de dimension arbitraire.
Soient, conformément au cor. 1, T' un espace de dimension 0 et f une
transformation biunivoque et continue de T en %. Comme nous
venons de prouver, il existe un espace I de dimension # et une trans-
formation biunivoque et continue g de I en T. La fonction super-
;E_)osée fg transforme donc I en & de fagon biunivoque et continue.

icm
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VII. Diagonale. Etant donnée une suite d’ensembles X, X5, ...
qui sont des sous-ensembles du méme espace, lo diagonale du
produit X; X X, X ... est, par définition, Pensemble des poinis ayant
toutes les coordomndes identiques (c.a d. Pensemble des suites de la
fOrme &, %, .exs; o).

On vérifie facilement que:

1. La diagonale de Vensemble IBOXI- est fermée dans ;X,- et
i=1 i=1

Thoméomorphe & [] X;.
=1

2. 8i fi, o i=1,2,..., est une tramsformation continue de Vespace
%; en sous-ensemble de Vespace Y, Vensemble

3=E U@ =h(s=1 o 3 parcowrt P %

i=1

est fermé dams le produil i.;&’i.
De plus, la fonctioni?}‘ définie par la condition
*(3)=h(z) pour 33,
est une tramsformation continue de 3 en () =FF) fo &)+ -
En effet, en désignant (comme dans VI, 1) par f(3) le point

{11(3Y),7a(33), ...} de L'espace Y™ et par 4 la diagonale de cet espace,
on a 3=7"(4). La fonction f étant continue et ’ensemble A fermé,

3 est fermé.
De plus, la fonction f* est continue sur 3, en tant que super-

position de deux fonctions continues (3' étant une fonetion continue

de 3). Enfin, la condition y e*(3) ‘signifie qu’il existe un 3eJ tel

que y=7*(3), c. & d. tel que y={3") quel que soit ¢, donc tel que
Y € f1( %) Fol Eo) - ]

3. Si— avec les mémes notations — les fonctions f: sont biuni-
voques, resp. des homéomorphies, la fonction f* Dest également.

f* est biunivoque, car la condition f*(3)=f*y) entraine
fd3) =Fdp?), dott —f; étant biunivoque — on & 3'=1p’, quel que
soit 7, c. & d. que 3="0.

D’autre part, la fonction 3=f*"1(y), inverse & 7*, est définie
sur f*(3) et satisfait & P'identité

P ) =0 ), fr @), -1

TLes fonctions fi* étant supposées continues, f*—1 Lest également

~ (d’aprés VI).
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VIII. Convergence uniforme. Par définition (ef. § 15, VIII)
une suite de fonctions {f,} est dite wniformément comvergente vers

la fonction f, lorsqu’a chaque >0 correspond un n, tel que Ion a

- Jf@)—1 ()] <e pour % >n,, quel que soit .
Supposons que les valeurs de la fonction f, appartiennent 3
'g’l Xr%’g Xaal
LO=I0,7200,..1 ol fi(2) e &y

Pour que la swite des fonctions I, converge uniformeément vers

la fonction f, il faut et il suffit que, quel que soi i, la suite f1,fs, ... con-
verge uniformement vers fi.

ALa, . (?i)indiition _est nécessaire, car Dinégalité [f(t)—fa(t)l < &
entraine 27 [f/(t)— 14 ()] < [f(t)—Falt)| < e.

Eﬂe_esb aussi suffisante. Soit, pour un ¢>0 donné d’avance,
m un 1.ndme 1tel que 2fm<a. En vertu de la convergence uniforme
Jtﬁlestsmtes {fa}s o {fz}, il existe un indice n’ tel que 'on a pour
out n >n': Iff(t)—f;(t)]<'e quel que goit ¢ et quel que soit 4
11 vient done 7 e s

f—h0)l=3 2“'lf(t)—f:;(mJc_if”F 27 —falt)| <e+27T <2,
ce qui exprime la convergence unifoﬁne de la suite {f,}.

’ ;X. Un théoréme sur les ensembles G;. Désignons, comme
d’habitude, par &% Iespace de toutes les suites de nombres réels..
‘ Théoréme. Q étant un ensemble @y situéd dans UN espace me-
trique &, il existe une fonction continue Y =f{x) définie sur cet
ensemble, dont les wvaleurs appartiennent 4 &N et dont Pimage
I= Ey[y: f(@)] est fermée (dans le produit & X &E®), !

Par hypothése, Q=@ G,-...

(partie commune d’enser
ouverts). Posons 21mbles.

— 1 '
1’71—3’—611, fi(ﬂ?):g(w’F;)- pour z e @,

et faisons correspondre & tout oieQ la sui
suite fi(x i~
dé].fée comme le point f(x) de Pespace & POl cons
La fonction p(z,F,) étant continue (§ 15, IV (B)) et positive

pour z e Gy, la fonction f;, et bar congéqu
_ la 1 ent (§ 14 -
ction f, est continue en chague point de ((12 (§ V) o o

¥y
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Afin de prouver que D’ensemble I est fermé, supposons par
imposgible que lim ,=®, que lim f(z,)=y et que le point (z,%)

n==00 n=co
n’appartienne pas & I. Il en résulte que z n’appartient pas & Q, car

‘Pégalité lim z,=« implique pour x<¢Q@ que lim f(z,)=f(z), d’on

y=J(@) et (@,y) L.

La formule ze¢& —@Q établie, il existe un indice 4 tel que
x e Fy, donc que o(#,F;)=0. La continuité de la fonction p(z, B}
entraine lim o(@n, Fy)=o(xz,F;)=0, de sorte que Um f;(z,)=oco,

contrairement T’hypothése que lim f(z,)=y, qui niTEp]ique gue
lim f;(«,) est un nombre fini, eomm"e »coordonnée” de y.

Corollaire). Tout ensemble Gy situé dans un espace méetrique
& est homéomorphe & un’ ensemble fermé situé dans F X &™.

Car @ est homéomorphe & I d’aprés § 24, XTI, 2.

Remarque. Dans le cas particulier ou Pensemble @ esi dif-
férence de deum emsembles fermés, @ =A—B, on peut remplacer
dans le théoréme et dans le corollaire Pespace &% par lVespace &
des nombres réels 2). Car on pose dans ce cas

T
1&=es

§ 25. Limites inférieure et supérieure.

I. Limite inférieure 3). Définition. Le point p appartient & la
limite inférieure de la suite d’ensembles Aj, A,,..., en symbole:
p € Li A,, lorsque tout entourage de p admel des poinis communs avec

n=co

tous les A, & partir dun n suffisamment gramd.

Bien entendu, le terme ,entourage” peut étre remplacé par
entourage ouvert”, ainsi que par ,sphére de centre p”.

1) On trouvera une application importante de ce corollaire dans la théorie

des espaces complets (§ 29).

) Cf. la note de M. Sierpifiski et de moi-méme Sur les différences de
deuw ensembles fermés, Tohoku Math. Journ. 20 (1921), p.23.

8) Les notions de limite inférieure et supérieure sont dues 4 P. Painlevé

- (Cf. C. R. Paris 148 (1909), p. 1156 et les indications & ce sujet chez L. Zoretti,

Journ. de Math. (5), 1 (1905), p. 8). F, Hausdorff les appelle ,unterer (oberer)
abgeschlossener Limes®. Il ne faut pas les confondre avec les ,ensembles li-
ites Testreint et complet” au sens de la Théorie générale des ensembles:

Sy Ay Apygee) e J(A A b At
n n

C. Kuratowski, Topologie I 16
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s

La formule p e Li A,, équivaut o Vewistence dune swile de

n==cx

points {p } telle que
V p=limp,

=00

et p,ed,,
ou encore: & Pégalité
lim o(p,4,)=0.

Ajoutons gue la suite {p } est définie & partir d’un indice
non nécessairement identique a 1 (dans le cas ol il y a des 4, qui
g’annulent).

En effet, si p eLi 4, et si §,, désigne la spheére de centre p
et de rayon 1/,, il exigte un indice %, tel que Pon a 8,-4,==0

pour n>=k,. De plus, on peut supposer que ky,>k,y. La suite
{p,), ot p_ eS A pour ky <K n<lkgny, converge vers p, car
]29 —p I<1/m

Exemples. Si 4, se réduit & un seul point p , on a
Lid =limp,
n=00 n=oo

quand cette derniére limite existe, et Lid,=0 dang le cas con-
traire; car on a ici o(p,4.)=|p—p,|

Une suite de rectangles ayant une base commune et les
hauteurs diminuant indéfiniment a cette base pour limite infé-
rieure.

II Caleul. On a les régles suivantes:

i

1 Lid,=1iAd,=Li 4,
3 Li 4,4 YXiB,CLi(4,+ B,).

2. 4 2CBy entraine 1i A,CLi B,.
3a. ZLIA YCLi (Y 4.)).
i

4 Li(4,-B,)C(Lid,)-(LiB,). 4a,. Li (JT A4(t)) C ITLi Anf2)
t t

5. 86 by <ky<.., on a Lid,CLid,.

6. 8t Ad,=A4, om a Lid,=A4.

7. On waltére pas Li4,, en altérant un nombre fini des A,
!
8. gAnCZ(An»An+1-AH+2-...)CLi Ap.

9. Li (A, X By)=Li 4, X Li B,.

icm

1§25, 1V]

Limites inférieure et supérieure. 243

En effet, si gelid, et G est un entourage ouvert de g, il existe
un point p e G‘ Li 4,. Done, & partir d’un certain =, on a G- A4, ==0,
Aot ¢ eLid, En outre, H étant ouvert, Pinégalité H-4,==0 équi-
vaut & H-4,50; par suite Li 4,=1i A, d’oir la formule 1.

Leg formules 2, 5—7, 9 résultent directement de la définition,
tandis que 3—4a sont des conséquences de 2 (cf. §4, III). Enfin,

HA"CLl 4,, done, d’aprés 7, HA CLi4,, ce qui entraine 8.

an=1 n==00 n==m n==c0

ITI. Limite supérieure. Définition. Le point p appartient

& lo Vimite supéricure de la suite d’ensembles A, 4,,..., en symbole:

pels dn, lorsque tout entourage de p admet des points communs
n==00

.avee wne infinité 4’ ensembles A,,.

On montre par un raisonnement analogue & celui du N° I que
cette condition équivaut & Vewistence d'wne suite de points {pk}

telle que
Ty << ko<l ooy p:limpkn et p, €d,,
n==00 n., n
ou, ¢e qui revient au méme, & Pdgalité
lim inf o(p,4.,)=0.

Ezxemples. Soient {r,} la suite de tous les points rationnels
et 4, Vensemble composé du point r, seul; Ls A, est Pensemble
de tous les nombres réels. Dans exemple des rectangles considéré
au N°T on a Lg d,=LiA4,.

IV. Caleul. On a les régles suifvantes:
1 Ls d,=Ls A,=1Ls A, 2, A,CB, entraine Ls A,CLs B,.
3. L (4n-+By)=Ls 4,4 Ls B, 3a, > Ls A,(t)CLs (2 44(1)).
/‘Ls (Ap-B,)C(Ls A,)-(Is By). 4a. ﬁs (I1 A,,(t))cl'[is A1)
Sb by <lg < ..., on a Ls A, CLs 4,. l t
ASi Ap=A, on o Ls A,=4.
On waltére pas Ls A,, en altérant un mombre fini des A,.
81). LsAn=]’:[mC;’71;=’ZlZn—i—LsAn.

9. L (A, X Bo)CLs A, X Ls By,

H T, Hausdort!, Grundziige der Mengenlehre, p. 237 (4). On ne connalt
pas de formule analogue pour Iidg,. .

Ne b

16*
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La formule 1 se démontre comme II, 1. Pour prouver la for-
mule 3, posons p=1impkn et pkne(Akn—{—Bkn). On a done pour une
infinité d’indices %, soit constamment Py "Akn’ goit congtam-

ment Dy, eBkn. Dang le premier cas p € Ls 4, et dans le deuxidme-

p € Ls By.

Les formules 2—4a sont des conséquences directes de 3. Les.

formules 5—7, 9 résultent. facilement de la définition.

- Passons & la formule 8. Soit p e Ls 4, Donc p=Ilimp, et
n
e (di+A41+...) pour n>i.

?knEAkn' Comme &, >n, il vient Py,
Par conséquent p e 4,441 +..., quel que soit i.

Inveréement, si p n’appartient pas & Ls 4,, il existe un en-
tourage G de p et un indice m tel que l'on a GA,=0 pour n=m..

Par conséquent p n’appartient . pas & Ap+App+ ...

La derniére partie de la formule 8 résulte directement de-

§ 4, IIT, 10.

V. Relations entre Li et Ls, On a la formule
1. Lid,=]]Ls 4, C3Li Ay =Ls A,

on IT et X g'étendent & toutes les suites {k,} croissantes.
Car, d’une part, d’aprés II, 5 et IV, 5:
LiAn CJ]Li Ay, CJILs 4y, et X Tidy, CYLs A, CLs A4,

et d’autre part:

19 si p non-e Li 4,, il existe un entourage @ de p et une suite

by <ky<... tels que l'on a G4, =0 pour chaque »; par consé-
quent p non-e Ls 4, ;

2% si pelgd,, il existe une suite {pk} telle que p, € A
et p_hm Dy, Dax conséquent p eLlA.

2, Li 4,—Ls B,CLi (A —B,).

En effet, soit p ¢ (Ii4,—Ls B,). Done p=limp, p, eA et,.
comme p non-€ Ls B,, on a p mon-e¢ B, & partir d'un g sufflsa,m—
ment grand. Donc p, e(4,—B,) et par suite peli (4n—Bn)-

On rapprochera les formules II, 3 et IV, 3 des suivantes:
H

3. Li (4x+ B,)C Li A,+Li B, 1s 4,-Ls By,
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d’otl en particulier (d’aprés IT, 3):
4. 8i L A, L8 By=0, on a Li(d,+B,)=Li d,+1iB,

Soit, en effet, p ¢[Ld(4,+By)—Ls 4, Lg B,]. Il s’agit de
montrer que p ¢ (Li A,-4LiB,).

Il est légitime d’admettre que ¢ non-elsB,. En posant
p=limp, et p, e(4dn+B,), on a done p, non-e B,, pour  suffi-
samment grand; par conséquent p e A et finalement p e LiA,.

VI. Limite. La suite d’ensembles {A,} est dite convergente
wers A, en symbole: 4 =Lim 4,1), lorsque Li 4,=A=Ls 4,.

n==00 n==0o

Dans le cas particulier ol 'ensemble 4, se réduit & un seul
point p,, la suite {4,} est convergente, soit lorsque limp existe
(et alors lengemble Lim A4, se compose du point limp seul), soib
que la suite {p } ne contient aucune sous-suite convergente (et
alors Lim A4,=0).

On a les régles de calcul suivantes (dans 1—5 et 9 les suites
{4.,} et {B,} sont supposées convergentes): :

(.
1. Lim 4,=Lim 4,=Xim 4,. ;

2. A,CB, entraine Lim 4,CLim B,.
2a. Les conditions p, e A et p::]im p, entrainent p e Lim A,.
3; Lim (4,+B,)=Lim 4,+Lim B,.
4. 8i Iy<ky<..., on o Lim A, =Tim 4,.
5. St Ap,=A, on a Lim A,=A4.
6

. On waltére pas la Uimite (ni la convergence) d’ume suite, en
altérant un nombre fini de ses termes.

7. 8i A,CA4,C..., on o Lim 4,=) 4,
8. 8i ADA4,D..., on a Lim A,=][] 4.
Lim (4, % By)=TLim 4, x Lim B,

1) qu’il ne fant pas confondre avee Limes A, au sens de la Théorie géné-
Nn==00

rale des ensembles, voir § 18, VI, 8 et N°I, renvois).
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Les regles 1, 2, 5, 6 et 9 résultent directement des régles cor-
respondantes des NNOIT et IV. La régle 2a ge déduit de 2. Les
regles 3 et 4 résultent des formules:

Ls (4t By) =Ls Ap+Ls By=1i 4,4 Li B,CLi (4,+B,) CLs (4,4 B,),.
Lim 4,=Ti 4,CLi 4, CLs 4, CLs 4,=Lim 4,.
L’hypothese de la proposition 7 implique que -
Ap=ApApygey Qo0 Y A=) (A Apis-.i)
et selon II, 8 et IV, 8 B !

S A4,CLi 4,CLs 4,C5 4,

De facon analogue, P’hypothése de la proposition 8 impli-
que que 4,=4,+4,41+..., et il vient

[14,Cli 4,=1i 4,CLs A,=[] 4,.

VIL. Relativisation. F étant un ensemble donné, la limite-
inférieure relative & B d’une suite de sous-ensembles 4, de I est
Pensemble de tous les points p de B tels que, @ désignant un en-
semble ouvert quelconque contenant p, on a l'inégalité GEA,==0
pour tous les n suffisamment grands. On en conclut aussités que
la limite inférieure relative & B coincide avec lensemble X-Li A,.

De facon analogue, la limite supérieure relative 3 B coincide
avec F-Ls 4, et la limite relative & B avee E-Lim Ap.

VIII. Théortme de Bolzano-Weierstrass généralisé.
Toute suite de sous-emsembles d'un espace séparable contient
une sous-swite convergente (dont la limite est vide ow non ) ).

Soient Ry, R,,... la base de l’eslia,ee et A4, 4,,... la suite d’en-
sembles donnée. Définissons les ensembles A7 de la facon suivante:
1) A}:A,-, quel que soit 4, :

2) #'il existe pour un #>1 une suite ky<ky<<... telle que
R, -_E:‘)Aﬁi“’zo, posons A7 =A% (le choix de la suite {k} étant
arbiltra.i_re), :

3) si aucune suite de ce genre n'existe, soit A7=47"1

Nous allons montrer que la suite D,=A4}5 est convergente.

1} Voir F. Hausdorff, Mengenlehre,
Math. 9 (1927), p. 124, P. Urysohn,
P. 29. Cf. aussi T. Wazewski, Ann.
Math. 4 (1923), p. 229; R. G. Lubben,

p. 148, C. Zarankiewicz, Fund.
Verhandl. Akad. Amsterdam 13 (1927),
Soc. Pol. Math. 2 (1923), p. 72 et Fund.
Trans. Amer. Math. Soc. 29 (1928), p. 668.
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Supposons, par contre, que Ls D,=LiD, Dapres V, 1? il

existe alors une sous-suite {D;} telle que Ls Dj==Ls D,. Les

deux. derniers ensembles étant fermés, il existe un R, tel que

(i) R Ls D;, =0, (i) Ry L D0

La suite {D; } est une sous-suite de la suite {Dy} et gelle-c%n isit,
4 partir du (m~—1)-éme terme, une sous-suite de la suite {47},
oiL i=1,2,... On en conclut en vertu de (i) que le cas 2) de la dé-
finition est réalisé lorsqu’on y remplace n par m. Pa.,r congéquent
Rp-Ls AM=0. La suite {D,} étant (abstraction faite de ses m

=00

premiers termes) une sous-suite de {47}, i=1,2,..., il en résulte
que Rp-Ls D,=0, contrairement & (ii).

Corollaire. On a, dams tout espace séparable,
Lid,=[] Lim 4, e LsA,=2 Tim 4y,

o IT' et 3 s'étendent & toutes les sous-suites {Ay} convergentes.
Pour établir la premiére égalité, il suffit en vertu de V, 1 de
démontrer que, si p non-e Li A,, il existe unc suite convergente {4z}
telle que p non-e Lim A, . Or il existe par hypothése un enbourage 4
du point p et une suite {4;} tels que Ay -G=0. {4;} désigne
une sous-guite convergente de {4 }. \ . '
Pagsons & la deuxidme égalité. D'aprés V, 1, on 2 I'inclusion
3’ Lim A CLs A,. Dautre part, si peLs 4, il existe une sous-
suite {4 f telle que p eLi 4, done, comme nous venons de voir,
n - s .
une guite convergente {Ahj,,} telle que p e Lim A,,anZ' Lim Ag,.

IX. Espace (2%),. Nous désignons par ce symbole, pour
tout espace métrique &, Vespace ayami pour dléments tous les sous-
ensembles fermés de &, le passage & la Limite étamt congu dans le. sens
de la définition V1.

1. (2%), est un espace L*. N .

En effet, les conditions 1° et 20 du § 14, I, sont vérifiées d apres
VI, 4 et 5. Afin d’établir la condition 3° admettons qu’a toute suite

) . :
ky<<Fy< ... corregponde une suite my<my<<... telle que
(1) Lim 'A'km,,z A.

n=0

Il 8’agit de montrer que A =TLim Ap, e d. queLs 4,CACT Ap


pem


248 Chapitre II. Espaces métrisables et séparables.

Soit p eLs 4,. 11 existe done, d’aprés V, 1, une suite &, <<Z%,<<...
telle que p eLiAdy,. Soit my<m,< ... une suite satisfaisant & (1).
Il vient, en tenant compte de II, 5: -

P elid, CLidy, =4; @ob LsA4,CA.

Soit, dautre part, p ¢ A. Soient % <<ky<<... une guite arbitraire
et m;<<my<<... une suite correspondante assujettie & la condition (1).
11 vient (cf. IV, 5):
ped=Lim A,,mn=Ls Akm,,c Ls 4y,

n=co

et par conséquent (d’aprés V,1): p e Li 4,. Donc ACLi 4,,.
Remargues. 1) Dans Pespace (2%), Paxiome IIL peut étre en
défaut.
Considérons, en effet, 'exemple suivant: ’espace & se com-

pose: 1) du nombre 0, 2) des nombres % —[—71—0 ol n=2,3,..,k=L12,...

11 1 1
et E+E<4T:1’ 3) du nombre 1, 4) des nombres 1+"ﬁ‘ }
Soit 4 la famille de tous les couples (%— %, 1—]—%). Tout

nombre de la forme 1-{—% constitue alors un ensemble-élément

de 4. Par conséquent, ’ensemble composé du nombre 1 appa,rf;ient
& 4, tandis quil n’appartient pas & 4. Aingi A=A,

2) 1l importe de remarquer que I’egpace (2%),, est entitrement
différent de I’espace 2%, métrisé par la ,distance” des ensembles
(voir § 15, VII); le deuxiéme est toujours métrique, tandis que le
premier peut ne pas &tre métrisable (comme le montre T’exemple
~ précédent); le premier est— comme nous le verrons — séparable
si & est séparable, tandis que le deuxiéme peut étre non séparable
(voir § 15, IX, remarque 2).

2. 80 A,e2% ot A 2%, g condition lim dist (4,,4)=0 en-

P . n=oco

traine :E,i]g Ap=A4. Donc Pespace (2%), privé de Vdldment vide est
une image biunivoque et continue de 2% (Vespace ¥ étamt supposé
bornéd)1). '

1) F. Hausdorf, Mengenlehre, p. 149.
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1§ 25, IX]

Soit, en effet, lim dist (4,,4)=0. A tout £>0 correspond

n=00
done un n(e) tel que dist (4,,4)<e pour tout n>n(s); en d’autres
termes:

(1) pour tout »e 4, on a o(d,,x)<e, quel que soit n>n(s),

(2) il existe une suite s, tendant vers 0 telle que o(y,4)< &,
quel gue s50it y ¢ 4.

11 g’agit de prouver que Lim 4,=4, c. & d. que 1° ACLi 4,
et 20 Ls 4,CA. ‘

10, Soient ze4 et G un entourage de ». Pour ¢ >0 suffisamment
petit il vient d'aprés (1): G-A4,%0, quel que soit #>n(e). Done
zelid,. ’ .

20, Soit, d’autre part, ¢ Lis 4,. Done wzl,,l-rfo Ya, olL Yy, € Akn'
D’aprds (2), il existe un point a,, e 4 tel que ]?/k,,_ knl<6"’ Comme
lim g,=0, il vient x=Iim ar,, Aot e 4.
n==00 . n==co

3. 8t & est mdtm'qué séparable, Vespace (2%),, de méme que
tout sous-emsemble de cet espace, est séparable.

Soit, en effet, &%, un espace totalement borné homéomorphe
a4 & (ef. § 15, XII, corollaire). Comme espace défini de facon topo-
logique, (2%), est homéomorphe & (2%),. Or, &, étant totalement
borné, 2% est séparable (§ 15, IX, 2). L’espace (2%), — (0), done
aussi (2%), — (0), étant image continue de 2%, tout sous-ensemble
de (2%), est séparable, en tant qu’image continue d'un ensemble
séparable (voir § 14, VI). . .

Remarques. La notion de point d’accumulation, ainsi que celle
de point de condensation, étant des invariants des transformations
biunivogues et continues (effectuées sur des espaces .L*), le théo-
réme 2 implique que 4 étant un sous-ensemble indenombrable de (2%),,
tout élément de A, sauf une infinité dénombrable, en est un élément
-de condensation 1) et, en outre, que A contient un ensemble dense
en soi. Par conséquent, tout ensemble A clairsemé est dénombrable
(voir § 18, IIL et V).

480 X est métrique séparable, (2%), est compact.
Cest une conséquence directe du th. VIII (rapproché de VI, 1).

1) Cf, C. Zarankiewicz, Fund., Math, 11 (1928), p. 120.
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5. A4 et B dtant deux sous-ensembles fermds et disjoints dum.

espace metrique &, on a Vhoméomorphie
(2A+B)L Top (2A)L X (QB)J,'

Faisons correspondre 4 tout couple d’ensembles fermés X, 7,
ou XCA et YCB, leur somme F(X,Y)=X-+Y. On constate
aussitot que la fonction F transforme de facon biunivoque ’espace
(24); X (25), en (24+E) .

La continuité de la fonction F est une conséquence directe
de la formule VI, 3.

_ Reste & démontrer que la fonction ' est bicontinue, c.ad. que
Lim (X, 4 ¥,)=X4 Y entraine Lim X,=X et Lim Y,=%,
D’aprés IV, 3 il vient ;
Ls X, +1Ls Yp=1L8 (X,+ ¥,)=Lim (X, -+ Y,)=X+%,

d’ot on conclut que Ls X,I:X et Ls Y,=Y, puisque

XC4, X,C4, dob Ls X,C4; YCB, ¥,CB, dov Ls Y,CRB
et AB=0.
Comme ILs X, -Ls Y,=0, il vient d’aprés V, 4:

Li X, +1i Yp=Li (X, 4 ¥,) = Lim (X,+ ¥,) = X + ¥,

d’oli, comme auparavant, Li X, =X et Ii Y.=7Y.
On a done Lim X,=X et Lim ¥,=Y.

E. Ensembles boreliens. Fonctions mesurables B (§§ 26—28).
L’espace considéré dans les §§ 26—28 est supposé métrigne,

§ 26. Ensembles boreliens.

It;lquéivalences. Nous avons défini au § 5, VI la famille des
ensembles boreliens com: 1 ille iotti
conditions: me la plus petite famille & assujettl(ﬂ aux

1. tout ensemble ferme appartient & F,
2. 81 XeF, on a (1—X) ¢ F, '
3. 80 X,eP, on a (X Xy-.) e F,
la condition 3 ge laissant remplacer par la suivante:

3. st XpeF, on a (L +X+.)eF

1§ 26, 117 Ensembles boreliens. 251

Nous avons démontré, d’autre part, que dans chaque espace
métrigue tout ensemble fermé est un G, et que, par conséquent,
tout ensemble ouvert est un F, (§ 15, IV). En g'appuyant sur ces.
faits, nous établirons & présent le théordme: suivantl): '

La famille des ensembles boreliens est la plus petite famille assujettie
aux conditions 1, 3 et 38'. .

Dégignons cette derniére famille par F*. Il g’agit de prouver
que F=TF*

Comme nous venons d’observer, la famille I satisfait aux
conditions 1, 3 et 3‘, de sorte que F*CH.

Afin @’établir Pinclugion inverse, désignons par F° la famille
des ensembles complémentaires aux engembles appartenant & F*.
La famille I satisfait & la condition 1, car le complémentaire d’un
ensemble fermé est, en tant qu’ensemble ouvert, somme d’une
suite d’ensembles fermés; il appartient done 4 F* En outre, em
appliqguant les formules de de Morgan, on voit aussitét que F®
satisfait aubsi anx conditions 3 et 3’. Done F*CF?, ce qui veut.
dire que tout ensemble appartenant & F* est le complémentaire
d’un engsemble qui appartient aussi & F*. Il en résulte que la fa-

- mille F* gatisfait & la condition 2. Done FCIF*.

II. Classification des ensembles boreliens. On prouve par
un simple raisonnement de la Théorie des ensembles ?) que la famille
des ensembles boreliens (donc la plus petite famille F satisfaisant.
aux conditions 1, .3 et 3') est la somme d’une suite transfinie (du
type £2) des familles:

F=Fy+ L +...+Fp+...
telles que:

10 F, est la famille des ensembles fermés,

20 les ensembles de la famille ¥, sont des produits ou des
sommes de suites dénombrables d’ensembles appartenant & Fg
avec £<a, suivant que o est pair ou impair (les nombres limites
étant considérés comme pairs). ’

1) Of. W. Sierpifiski, Sur les définitions amiomatiques des ensembles mesu~
rables (B), Bull. Acad. Cracovie 1918, p. 29. Pour une généralisation appartenant
4 la Théorie générale des ensembles, voir du méme auteur Les ensembles boreliens
abstraits, Ann. Soc. Polonaise de Math. 6 (1927), p. 51.

%) (f, T, Hausdorff, Mengenlehre, p. 85. Voir aussi W. H. Young, Proc..
London Math. Soc, (2) 12 (1913), p. 260.
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