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C. Problémes de la dimension (§§ 20—23).

Llespace est supposé assujetti aux axiomes I—V. On peut done admettre
gqu'une - distance lw—yl entre les points de cet espace est ddfinie; a.utrement
dit, qu'on est en présence d'un espace métrique séparable.

§ 20. Définitions. Propriétés générales.

1. Définition de la dimension?). On assigne & l'espace & un
entier n>>—1 ou oo que Von appelle dimension de &; en symbole:
dim &. Le symbole dim, & désigne la dimension de & au point p.
Les trois conditions suivantes définissent ces notions par mductlon-

1) dim F=—1 veut dire que Vespace & est vide,
2) st F0, dim &= borne supdrieure de dim, & pour p e &.
3) dim, E<n+1 veut dire qu'il emisie des entourages ouverts
de p aussi petits que Vomn veut et dont la frontidre est de dimension <m.

Afin d’éviter 'emploi des notions métriques, on peut formuler
la proposition 3) de la facon équivalente suivante:

3 dim, En+1 veut dire qu’il ewisie - dans tout enfourage
de p un entourage ouvert de p dont la frontiére est de dimension <n.

La dimengion de l’espace est aingi définie de fagon purement
topologique; elle est done invariante Telameme'nt aux transforma-
tions homdomorphes de Z’espace

Exemples. Par déﬁm‘mon, un espace (non vide) est de dimen-
sion 0 lorsqu’il existe pour chaque point des entourages ouverts
aussi petits que V’on veut dont la frontiére est vide. Tel est par exemple

1) L’idée de la définition de la dimension remonte &4 Henri Poincaré,
Revue de métaph. et de mor. 20 (1912) et Derniéres pensées, p. 65, Paris 1926
(édition posthume). La définition a été ensuito précisée par M. L. E. J. Brouwer,
Uber den natiirlichen Dimensionsbegriff, Journ. f. Math. 142 (1913), p. 146 et
Proc. Akad. Amsterdam, 26 (1923), p. 795. La théorie de la dimension, basée
gur une définition bien proche de celle de Poincaré-Brouwer, a été créée et
développée indépendamment par M. K. Menger et P. Urysohn dans plu-
sieurs ouvrages & partir de 'année 1922. Voir surtout K. Menger, Dimensions-
theorie, Leipzig-Berlin 1928 et P, Urysohn, Mémoire sur les mulliplicitds Can-
toriennes, Fund. Math. 7—8 (1925—26).

Pour un exposé plus moderne de la théorie de la dimension, voir W. Hure-
wicz et H. Wallman, Dimension Theory, Princeton 1941 (Princeton Math.
Series N 4).

Pour une théorie de la dimension basée sur la motion d’homologie, voir
P. Alexandroff, Dimensionstheorie, Math. Ann. 106 (1932).
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Pespace des nombres rationnels, chaque intervalle é,ux extrémités

irrationnelles ayant dans cet espace la frontitre vide. Il en est de
méme de espace des nombres irrationnels et, en général, de chaque

ensemble frontiére situé sur la ligne droite.

T’espace des nombres réels est de dimension <1, car la fron-
tiére d'un intervalle, comme composée de deux points, est de di-
mension 0. D’une facon analogue, le plan est de dimension <2
(car la circonférence est de dimension <1) et en général, Pespace
cartésien & est de dimension <n. La démonstration que la dimension
de cet espace est précisément égale 4 # est moins élémentaire. Nous

¥y reviendrons au § 23.

II. Dimension des sous-ensembles. Etant donnés un en-
semble E(CX) et un point p de E, I'inégalité dim, B<n+1 si-
gnifie d’aprés 3) qu’il existe un entourage ouvert de p relaiif & E,
aussi petit que Ion veut et dont la fromtiere relative & F est de
dimensgion <n; autrement dit, qu’il existe un ensemble ouvert &
aussi petit que ’on veut, contenant p et tel que dim (B.EG—@) < n.
Car la frontiere relative & F de Vensemble EG est par définition

"B-EG—EG=I -EG—@

1. La dimension dun ensemble ne dépasse jamais la dimension
de Vespace tout entier; en symbole:

si peE, on o dim, E<dim, &.

En raisonnant par induction, on peut, en effet, admettre que cet
énoneé soit vrai pour Pespace n-dimensionnel et que dim, E<n+ 1.
Soit done @ un entourage ouvert de p tel que dim [Fr(G)]<n.
11 g’agit de prouver que la frontitre relative & E de ’engemble EG
est de dimension. <(n. Or, cette frontiére relative étant égale &

E-EG—GCGF—G=TFr(G),
on a par hypothése la double inégalité
dim (E-EG—@&)<dim [Fr (G) 1< n.

2. Pouwr que dimp, E<n+1, 4l faut et il suffit qu’il ewmiste
un entourage ouvert G de p aussi petit que Von vewt et tel que
dim [E-Fr (§)]<n.

11*
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Supposons, en effet, que dim, B#<n-41. Soit done H un
ensemble ouvert dans F et tel que dim (EH—H)<n. Les en-
sembles H et E—H étant séparés (§ 16,7V, 3), il existe (d’apres
§ 16, V, 6) un ensemble ouvert G tel gque

HC@ et G-E—H=0, d’oh H-G—QCE.-H—H,
et selon 1: ’
dim (E-@—@) < dim (- B—H)< n. ‘

Comme en outre, d’aprés § 16, V, 6, le diamétre de G différe
aussi peu que 'on veut de celui de H, la nécessité de la condition
ge trouve établie.

Pour prouver que la condition est suffisante, congidérons
I’engemble @ en question et posons H=EG. Il vient
Sot E-H—H=E-EG—GCE.G—G=E-Fr (G),

ol

dim (B- H—H)<dim [E-Fr (@)]<n, done dim, B<n+1.

Un cas particulier de 1’énoncé 2 est le suivant:

2o Pour que dim, E=0, il faut et il suffit qu’il existe un en~
tourage G de p aussi petit que Von veut et tel que B-Fr (G)= 0,

IIL. L’ensemble E. Définition: p appartient & Pensemble B
lorsque dim, (B+p)<n, c. & d. lorsqu’il existe un entourage @ de p
aussi petit que Lon veut et tel que dim [E-Fr (§)]<n—1.

En particulier, si F constitue l'espace & tout entier, B, dé-
signe l’ensemble des points olt cet espace est de dimension <n.

L’inclusion ECH,y équivaut & linégalité dim E<n.

D’aprés II,1, I'inclusion ACB entraine ByCA .

1. dim (B Ep)<n. .

En effet, si p ¢ B-E,, on a par définition dim, F<n, donc,
selon II, 1, dim, (B Eq)<n.

I1 est, d’ailleurs, & remarquer que la dimension de Fyy peut
étre supérieure & n. Si par exemple E se compose d’un seul point,
Bo=%.

2. L’ensemble By, est un Gyl).

En effet, on a p e B, lorsqu’il existe, pour chaque %, un en-
semble ouvert & contenant p et tel que
dim [B-Fr (@)}<n—1 et §(G)</,.

1) Voir K. Menger, Uber die Dimension von Punltmengen, 11 Teil, Mon.

f. Math. u. Phys. 34 (1924), p. 141; P. Urysohn, Fund. Math. 8 (1926), . 277
et L. Tumarkin, Fund. Math. 8, p. 360.
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Désignons par H, la somme de tous les ensembles @ de ce
genre. On a donc Eyy= H;-H,-...

3. Hiant donnés un ensemble B et un entier m, il existe une
swite Dy, Dy,... densembles ouverts tels que:

1° dim [E-Fr (D)]<n—1,

20 Jos ensembles By Dy, ©=1,2,..., constituent une base pour
Vensemble E; autrement dit, pour tout point p e Ey,, il existe
parmi les ensembles D; un gqui contient p.et qui est de diameétre
aussi petit que lon veut,

3% en posant 8= 2 Fr(Dy), on a les formules:
’ =1 .

By C(BE—8)g et dim [Ey;—~8]<0.

En effet, pour k fixe, faisons correspondre & tout point p e B,
un ensemble ouvert G(p) contenant p et tel que

dim {B-Fr [G(p)}<n—1 et S[EP)]<s.

D’apres le théoréme de Lindelsf (§17,T), on peut trouver
une suite dénombrable Dyy,Dyo,... d’ensembles G(p) dont la somme
soit égale & celle de tous les G(p). En transformant la suite double
{D#m} en une suite simple, on obtient la suite {D;} demandée.

Car tout point p de Eyy étant contenu dans un ensemble G(p)
arbitrairement petit, il existe un D; tel que p €« D;,CG(p), d’ou la
condition 2°.

La condition 3° en est une conséquence en vertu de la for-
mule évidente: (E—S)-Fr (D)= 0= (Bm—~8)-Fr (D).

 On déduit comme cas particulier de ’énoncé 3 que:

4. Tout espace n-dimensionnel contient une base dénombrable
composée d’ensembles ouverts & fromtiéres de dimension <n—1. En
enlevant de Vespace ces frontiéres, on oblient un -ensemble 0-dimen-
sionnel (ou vide).

B. La condition dim X<{n entraine ByC(E+ X)npiy).

En effet, si p eBy, il existe un entourage G de p tel
que F-¥r(§)=0. Donc (E+4+X)-Fr(¢)=X-Fr(6¢)CX, dou
dim [(E+ X)-Fr (§)]1<n, ce qui prouve que P € (B4 X)piy.


pem


166 Chapitre IT. Espaces métrisables et séparables.

§ 21. Espace de dimension 01).

I. Base de I’espace. Un espace est par définition de dimen-
sion 0 lorsque tout point est situé dans un entourage aussi petit
que Pon veut et qui est & la fois fermé et ouvert (ce qui équivaut
4 Phypothése que la frontiére de cet entourage est vide). On en
déduit le théoréme suivant, qui résulte d’ailleurs directement de
§ 20, ITI, 4: ‘

Théoréme I. Tout espace 0-dimemsionnel contient une base dé-
nombiable composde d’ensembles & la fois fermés et ouverts.

On peut supposer, en outre, que le diaméire de ces ensembles
ne dépasse pas un nombre positif donné d’avance. :

Corollaires. Dans wn espace 0-dimensionnel: 1) Tout ensemble
ouvert (en particulier, Despace tout entier) est somme @une swite
d’ensembles disjoints, & la fois fermds et ouverts (et de diamétre aussi

petit que Don weut); 2) Tout ensemble fermé est produil d’une smte
 densembles & la fois fermds et ouverts.

Pour prouver le cor. 1, posons conformément au théor. I:
G=F+Fy+...=F+(F—F)+ (Fs—Fy—Fy)+ ']

ol @ est ensemble ouvert donné et F,,PF,,... sont des ensembles

4 la fois fermés et ouverts. Le dernier membre de la formule re-

présente la déeomposition demandée. ‘
Le cor. 2 est une conséquence immédiate du cor. 1.

Théoréme I'%). Dans un espace 0-dimensionnel, tout ensemble G+
qui est & la fois demse et fromtiére est le rédsultat de Vopération (HA)
effectude sur un systéme régulier d’emsembles {Ax.x} mon vides,
fermeés, ouverts et tels que: 1° 8(Ay. .k, )<'/n, 2° deuw ensembles A, .p,
et Ay, pourvus des dzj]‘érents systémes de n indices sont touyours
dzsyomts

Soit @ l’ensemble Gd en question: @=0G4-G,-..., ot G, est
ouvert et G,0 G,s. L'ensemble @ n’étant pas fermé, il existe un
indice §, tel que G; n’est pas fermé. On peut dong¢ poger en vertu
du coroliaire 1:

—A1+A2+..., 0(4,)< 1,

les ensembles A; étant fermdés, ouverts, disjoints et non vide s’.
!) La plupart des théorémes de ce § seront généralisds par induction dans

le § suivant, ol 1'on trouvera aussi les renvois bibliographiques.
2) Ce théordme interviendra dans 1’étude des espaces complets (§ 32).
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Procédons par induction. Les ensembles Aki---kn supposés
définis et assujettis & Pinclusion

@ Apy..r,C G

pour un entier n>1, les ensembles Ay, .z,z, 1 geront définis ecomme
il suit:

L’ensemble Az x, étant ouvert, il existe un indice Jpr=nt1
tel que l’ensemble Akrnkn'Gin 11 n’est pas fermé; car- autrement
Pensemble @Q-Ay,. ., Serait fermé, contrairement 4 Phypotheése gqu’il
est dense et frontiére dans A .x,- On peut done poser comme
auparavant:

Apyn, Gj,;+1 =Z Apgobgty O(Apg. 1,0 <M nt1y

les ensembles Ag,..x,: étant fermés, ouverts, disjoints et non vides.
En outre; on peut remplacer dans (i) » par #+1 en vertu de l'iné-
galité jnp1>n-+1, qui implique que G ,,CGris. :

Les ensembles Ay .., 6tant ainsi définis pour tout n, NOUS
allons démontrer que Q comclde avec le résultat de l’opératlon (A)
effectuée sur ces ensembles.

Soit, d*une part, p €@. Donc p € GA I emste par conséquent
un indice %, tel que p e Ay . Supposons que p e Ay z,. Comme en
outre p e Gy wbd? il existe un %,y tel que D€ Apy. kphnyy On parvient
ainsi & la formule

D e AkL.A‘klkg.Alﬁkzk:.“'

D’autre part, si cette dernieére formule est vérifiée, 'inclusion 1)

. implique que p € Gy-Gp-...=@.

II. Théordmes de réduction et de séparation. Dans les espaces
0-dimensionnels (séparables), le th. 3 du § 16, IT se laisse préciser:
les ensembles F, de la formule (2) peuvent &tre supposés fermés-
ouverts. On a, en effet, Pénoncé suivant (cf. aussi le th. de Lindelsf):

Théoréme II (de réduction)?). L'espace 1 étant supposé de di-
mension 0, & toute swite (finie ou infinie) @ensembles ouverts G, Gy ...y
correspond une suite d’ensembles ouverts disjoints Hy,Hy,... tels que

(0) HCG ¢ HytHit...=Go+ Gt ...

1) Voir ma note Sur les théorémes de séparation dans la Théorie des engembles,
Fund. Math. 26 (1936), p. 184. :
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Par conséquent, si 1= G+ G4+ ..., les ensembles H; sont fermés-
ouverts.

Posons, en effet, Gy=Fo+F+... ol Fy; est fermé-ouvert
(cf. I, cor. 1). Rangeons Ja double suite {4, j} en une suite simple.
Soit n=e¢(4,§) entier qui vient correspondre ainsi au couple 4, j.
Soit Fiy=F;~2 Fri, la sommation (finie) étant étendue aux
eouples k, 1 tels que @(k,l)<<¢(i,7). Evidemment

2 FYy= 2 Fy=2 6.
1,j=0 i=0

1,j=0

Posons Hi_zjz;F;fj. Il vient 3 H;=2 G et

=0 =0
H1CF,,0—I—‘F,,1—I— wes -5'11(1{1. )

Les ensembles FY; étant disjoints deux & deux, les H, le sont
également. ‘ : , |
Le théoréme de réduction impligue le théordme guivant:
' .’l’he’.oréme IIT (de séparation). Etant domnéde dans un espace
0-dimensionnel une suite (finie ou infinie) densembles fermds Foy By, ...

tels que Fy-Fy-...=0, il ewiste une suite d’ensembles fermés-ouverts
B, By,... tels que

FCE e B, E,..=0.

‘ .En particulier: A et B dtant deux ensembles fermés et disjoints,
sl existe un ensemble fermé et ouwvert E tel que ACE et EB=0 1

Appliquons, en effet, le théoréme de réduction en posant

Gi:l'—'Fi et .E1= 1-'—'Hi.
Par bypothése et selon (0)
oo oo (-]
2 G=1—[]F,=1=3H,.
=0 =0 =0

_Dc?nc E,, ainsi que F;, est fermé-ouvert. De plus, la dernidre
égalité implique que Hy-H,-...= 0 et Iinclusion H,C @, donne B,CH,.

1 v e - .
X ) On.vcut ainsi que, dans les espaces 0-dimensionnels, I'axiome de Bépa~
ration se laisse énoncer sous une forme plus avantageuse.
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La deuxidme partie du th. III admet la généralisation sui-
vante: ,

Théoréme III a. Etant donné un sysiéme fini Ag,..., 4, de sous-
ensembles fermés et disjoints dun espace de dimension 0, il existe un
systéme F,...,F, d’ensembles fermes, ouverts, disjoints et tels que

1=F0+...+F}z et AiCFi.

Procédons par induction. Le théoréme étant vrai pour k=1,
admettons qu’il Pest encore pour k—1 et que %k>2. Il existe done
un systéme d’ensembles fermés-ouverts et disjoints Fo,...,Fra,F*
tels que

1=F0+ ...+Fk_2+F*, AOCFW ey Ak_ZC_Fk_g, .A.k_l—l-.AkCF*.

En appliquant le th. II au couple d’ensembles Ay, 4 eb
4 Densemble F'*, congidéré comme l’espace, il vient

F*=F4 1+ Fry, Ap1CFr, AwCFr, Fr1-Fp=0,

les ensembles Fy_; et F; étant fermés-ouverts dans F*, donc dans 1.

Corollaires. 1. Tout sous-ensemble ouvert G d'um espace 0-di-
mensionnel et totalement borné est de la forme

(1) G=F,+Fi+..., FF;=0 pour i=j, lLm §(F)=0,

les ensembles F; étant fermés et ouverts.

2. F étant un sous-ensemble fermé et mon vide d'un espace 0-di-
mensionnel, DVespace se laisse transformer en F par une fonction con-
tinue qui est une identitd sur F'Y).

Autrement dit, F est un reiracte de Pespace.

En conséguence (§13,V, 4):

3. Toute fonction continue f définie sur un sous-ensemble fermé B
&un espace 0-dimensionnel se laisse éiendre sur Vespace tout entier
de fagon que ses valewrs me débordent pas Vensemble f(F).

Afin d’établir 1, envisageons conformément au cor. 1 du NoT,
une suite d’ensembles fermés, ouverts et bornés F§Ff,... qui satis-
font aux deux premidres égalités (1). En tant que totalement borné,
F* est de la forme

F: = .Hng—l— "'+H"kn olL 6(Hm‘)<1/n~

1) Cf. W. Sierpifiski, Fund. Math. 11 (1928), p. 118.
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Soit @, un ensemble ouvert tel que H,CG@uCF; et que
8(Gn) <'n Donc Fr=Gn+...4 Gu,. En appliquant le th. II
4 Pensemble F' considéré comme D’espace, il vient

F::FnO’{‘---‘*"Fnkn; F,,i'Fn = () pour ?/=%=j, FmCGni,

les ensembles Fr,...,Fns, étant fermés-ouverts dans Iy, done dans
Pespace. i

Comme F,CGn, on a 6(F,) <, On en conclut aussitdés
que la suite Fogy...)Fopy FipyeeesFin,y ... €8t la suite demandée.

Le cor. 1 établi, nous en déduirons le cor. 2.

Il est légitime d’admettre que l’espace est totalement borné,
puisque ‘chaque espace métrique séparable est homéomorphe & un
espace totalement borné (§ 15, XII, corollaire). ‘

Posons ¢=1—F. Conformément au cor. 1, envigageons une

suite d’ensembles fermés-ouverts non vides Fy,Fy,... assujettie & (1).
Soit p, un point de F tel que

(i) 0Dy Fn)< o(Fy Fp) 4/
Pogons ' o
f(w)={‘m pour z el
. P, pour ek,

.Les ensembles ¥, étant ouverts et disjoints, la fonction f est
continue sur @. Pour prouver gu’elle est continue sur F, posons
- () %y € F, mo—-:]im.wn, Zne@, donc, @,ely .

, Comme fem.lé.et disjoint de F, 'ensemble #, ne peut contenir
gqu’un nqmbre fini de termes de la suite @,%,... On a done
(cf.(1)) lim 6(F,)=0. D’autre part, les conditions (ii) impliquent

n=00

lim o(F,F,,)=0 et il vient (d'apxés (i)): lim 6(Fy +p, )=0, d’oh
’lllilo lw,.—pku|=0, c.hd. lm |[w,—f(2,)|=0,

donce
lim f(@,) =Hm &, = g =f(2,),

n=00

ce qui prouve que la fonction f est continue au point 2y,
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Corollaire. 4. Etant donnée une suite (finie ow infinie) den-
sembles fermés F o, Fy,..., il existe une suite d’ensembles ouverts By, By e.e

tels que

(2) F—J]P.CB; et []B;=0.
m=0 =0
Posons, en effet, dans le th. IT:
(3) Gizl-—-—Fi et Bi:"‘ZH]-
B
Posons, en outre,
(4) S=)H;, dor 8=2 G.
' =0 =0

Il vient selon (3) et (1):

Fi—[]Fm=2 Gn—Gi=8—G=(B;+H)—G;

m=0 m=0

= (BI—G,)—l—(Hi‘_Gi) :.Bi_GfCBi.

D’autre part, comme B;=S—H;, on a d’aprés (4):

[1 Bi=[] (8—H)=8—3 Hi=0.
=0 - =0 i=0

II1. Addition des ensembles O-dimensionnels.

Théoréme IV. Si un espace se laisse décomposer en une seérie
(finie ow infinie) d&’ensembles fermds: 1=A,4+A4,+... dont tous,
sauf peut-dire le premier, sont de dimension 0, tandis que le premier
est de dimension 0 danms un point donné p, Vespace tout enticr est de
dimension 0 au point p. ‘

Soit 8 une sphére ouverte de centre p. Il s’agit de congtruire
un ensemble fermé et ouvert G tel que p e GCS.

Tlensemble G sera défini comme somme d'une série d’en-
sembles ouverts croissants G, Ces derniers seront définis par in-
duction simultanément avec des ensembles ouverts croissants H,,
de fagon que les deux conditions suivantes soient satisfaites:

(i) G- H,=0, (i) A,CGut+H,.

I’ensemble A, étant de dimension 0 au point p, il existe un
ensemble F, qui contient ce point et qui est fermé-ouvert re-
lativement & A,. I’ensemble A, étant fermé, les engembles Fy
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et 4, —F, sont donc fermés. On peut supposer de plus que Iy
soit contenu dans la sphére S, de sorte que les ensembles F, et
(4,—F,)+ (1—A8) soient fermés et disjoints. En appliquant I’axiome
de séparation (voir d’ailleurs §16,II), on en déduit Pexistence
de deux engembles ouverts &y et H; tels que

FICG]_, Al_F1+ 1—SCHl et le'.iil: 0

Les . conditions (i) et (ii) sont done satisfaites pour n=1.
Supposons gu’elles le soient pour »; nous allons les établir pour n--1.

Les ensembles A,y1-Gn et Anpq-H, étant fermés et disjointy
et 4,1 étant de dimengion 0, il exigte d’aprés le théordme IIT un
ensemkile Foyy fermé-ouvert dans A,pq et tel que: Ayqq+ GuClpy,
Fopy- Ha=0. Les ensembles F,yy ¢t Appq—TFpps étant fermdés
(puisque App3—F .y est fermé relativement 4 'engemble 4,44, qui
est lni-méme fermé), les ensembles (Gun+Fuya) €t Hot(Appa—Tnps)
gont fermés et disjoints. Bn vertu de l'axiome de séparation, il
existe deux ensembles ouverts G, et H,yy tels que:

an+Fn+1CGn+17 ; ~n+An~]-1’—'Fn+1 CHIH—I et @n—l—l'ﬁn—l-l =0

Les conditions (i) et (i) se trouvent done satisfaites pour n-1.

En outre, les ensembles G, et H, étant croissants, la con-
dition G -H,=0, qui résulte de (i), entraine @, H,=0, quels
que soient n et m (puisque Gp+HppzCGpip Hppr=0). Par con-
séquent, si I'on pose :

CT"::EIG,,‘

il vient GH=0. D’autre part, selon (ii),

et H :’:Z Hn s

n=1

1= ZACZ

n=1

n"|"H =G+ H
et on en conclut que H =1—@. Les ensembles G et H ¢tant ouverts,
Iensemble G est donc & la fois fermé et ouvert.

Reste & prouver que p e GCS. Or la définition de @, donne
p eF,CG,CE. D'autre part, la définition de H, donne 1—SCH,,

d’on 1——H1CS et, les ensembles @ et H1 étant disjoints, il vient

Oorolla'wes. 1. La somme d’une suite denombrable @ensembles
Ond?mensz.onnels fermés (ou, plus généralement, d’ensembles JF,
0-dimensionnels) est un ensemble 0-dimensionnel.
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9. La somme de deux ensembles 0-dimensionnels dont Uun est
& la fois un F, et un Gy est 0-dimensionnelle.

3. En ajoutant & un ensemble 0-dimensionnel un seul point, on
naltére pas sa dimension; en symbole: si dim A=0, on a 4g=1.

4, @ dtant un ensemble owvert, la condition dim (EG)<<0
entra'me Ep=(E—&)q).

Pour prouver le corollaire 1, on n’a qu’a considérer la somme
des ensembles en question comme Pespace. Le corollaire 2 en ré-
gulte, car les deux engsembles envisagés sont des ensembles Fg
relativement & leur somme. Le corollaire 3 est un cas particu-
lier du corollaire 2. Eunfin, pour établir le corollaire 4, posons
p e (B—G)q), ¢ ad. dim, (p+E—G)=0. L'ensemble p+F étant
congidéré comme Uespace et Pensemble EG étant, dans cet espace,
une somme dénombrable d’ensembles fermés de dimension 0, on con-
clut du théoréme IV que lensemble (p+E—G)+EG=p+E est

"de dimension 0 au point p, . & d. que p € g, d’oit le cor. 4.

Remarques. Le théoréme IV serait en défaut, si on supposait
seulement que dim, A,=0. Divisons, en effet, I'intervalle IJ=101
en une suite d’intervalles convergeant vers 0. Soit 4, 'ensemble
composé du point 0 et des intervalles pairs; soit A4, 'ensemble com-
posé de 0 et des intervalles impairs. Evidemment dim, 4;,=0=dim,4,,
tandis que dimp (4,+4,)=1
' On ne peut remplacer non plus ’hypothése que A4, est fermé
par celle que 4, est un F, comme le prouve 'exemple suivant:
A, est une suite de points convergeant vers le point 0 (= p) et
A, =9—A4,.

1V. Prolongement des ensembles O-dimensionnels.

Théoréme V. Tout ensemble O-dimensionnel est conltenu dans
un G 0-dimensionnel.

En effet, d’aprés § 20, ILIL, 3, & chaque ensemble F correspond
un ensemble S qui est un F, tel que ES=0 et dim [Ep—S]<0.
Or, si 'on suppose que dim B =0, on a selon N°ITL, cor. 3, Eg=1.
1—8 est donc un G O-dimensionnel qui contient 'ensemble E?).

Théoréme V1%). Tout espace O0-dimensionnel est topologique-
ment contenu dans Vensemble parfait non-dense C de Cantor.

1) Pour une démonstration basée sur une idée différente, voir § 31, II, 2.
2) P. Urysohn, Fund. Math. 7 (1925), p. 77.
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I’ensemble C de Cantor est par définition (§ 1, VIIL et § 14, V, 2)
lensemble des suites 3= [3%3%...] olt 3" admet I'une des deux va-
leurs: 0 ou 2. Il g’agit de définir une fonction bicontinue 3(«) dont
Pargument parcourt l'espace 0-dimensionnel congidéré,

Or, Ry, Ry,...,Ry... étant la base de l’espaoe composée d’en-
sembles qui sont & la fois ouverts et fermds (th. 1), désignons par
3(z) sa fonction caractéristique, e. i d. que 3(z)= 2 lorsque x ¢ By
et 3(w)=0 dans le cas contraire. Comme fonction caractéristique
d’une guite d’ensembles fermés-ouverts, la fonction 3(x) est 'continue
(§ 14, IV, 4). Pour prouver qu’elle est bicontinue, reste & démontrer
(§ 13, VIII (3a)) que la condition p ¢ 1—X entraine 3(p) ¢ C—3(X).

Or, d’aprés la définition de la base, il existe un indice ¢ tel que
p ¢ R,C1—XC1—X. Done 31(19)::2, tandis que pour #e¢ X on a
3(®) = 0; par conséquent |3(p) z)| =g (nous idontifions iei

B Te

nombre 3(p) ne peut donc appartenir i la fermeture de Pensemble
des nombres 3(z), c. & d. que 3(p) e C—3(X).

Corollaire. L'ensemble parfait non-gense C de Cantor a le rang
topologique le plus élevd parmi tous les espaces 0-dimensionnels.

Car Pensemble C est lui-méme 0-dimensionnel, comme gous-
ensemble frontitre de la ligne droite (voir § 20, I, exemples).

Remarque. La méme propri¢té appartient aussi 4 DPensemble N
des nombres irrationnels (de Vintervalle 01). Caxr Pengemble £V, comme
Pespace de toutes les suites infinies formées de nombres nafurels,
contient ’ensemble des suites formées de deux nombres 1 et 2, qui
est homéomorphe & C. Inversement N, comme engemble frontitre
dans un intervalle, est 0-dimengionnel; il est done contenu topolo-
giguement dans C.

On pourrait dire aussi: ’ensemble C, ainsi que &, ont le rang

topologique le plus élevé parmi les ensembles frontiéres -de 1’espaco
. des nombres réels.

1
la guite 3 = [33%...,3%...] au nompre —.—+ 3 A

V. Espaces dénombrables. Tout espace de puissance infdrieure
& celle du continu est 0-dimensionnel.

De facon plus générale, si Vespace e.st dordre 'unfemcw & ¢ au
point p (voir § 18, VII), Despace est 0-dimensionnel en co point.

En effet, parmi les sphéres de rayon <e, décrites du point p,
il y en a qui ont la frontitre (la ,surface”) vide (puisque les fron-
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tiéres de deux sphéres différentes sont disjointes). Une sphére de
ce genre est done & la fois fermée. et ouverte.

Tout espace dénombrable est topologiquement contenu dans Den-
semble R, des nombres rationnels.

Soit, en effet, 4 un espace dénombrable. A éta,nt topologi-
quement contenu dans C, on peut l'imaginer comme sous-ensemble
de Vespace des nombres Tréels.

D’aprés un théoréme classique de la théorie des ensembles
ordonnés, les ensembles A4R, et R, ont le méme type d’ordre,
c. & d. guil existe une fonction croissante f(o) qui transforme
A+R, en R,. Cette fonction est continue, car, étant donnée une
suite oy < @p<< ... qui converge vers .z (les points x, et o étant
supposés des points de A-+R,), = est dans Pensemble AR, le
premier point qui succéde & tous les points x, et, en vertu de la
gimilitude des ensembles A1 R, et R,, le point f(z) a dans Pen-
semble R, la méme propri¢té par rapport & la suite f(zy), f(s),...
Or, si on supposait que f(z)s~lim f(z,), il existerait un nombre

n==00

rationnel & la fois supérieur & tous les f(z,) et inférieur & flx), ce
qui est évidemment impossible.

Il est ainsi établi gue la fonction f est continue. Pour les
mémes raisons la fonction inverse z= f(y) est continue; f est done
une homéomorphie qui transforme A en une partie de R,.

Ajoutons qu'une méthode analogue permet de prouver faci-
lement que tous les espaces dénombrables denses em soi constituent
un seul type topologique (c. & d. qu’ils sont homéomorphes) %).

§ 22. Espace de dimension n.

I. Addition des ensembles.

(+) La somme d'un ensemble n-dimensionnel et @'un ensemble
O-dimensionnel est de dimension <m-+1,

Autrement dit, les formules dim (1—Q)=n et dim@=0
entrainent dim 1<<{n+1.

L’ensemble Q-+p étant 0-dimensionnel guel que soit p (§ 21,
II1, 3), il existe un entourage @& de p aussi petit que I'on veut et
tel que Q-Fr (¢)=0 (d’aprés §20, II, 2y), c. & d. que Fr(G)C1-@,
d’ot dim Fr (G)<{n. Done dim 1<Cn+1.

1) W. Sierpifski, Fund. Math. 1 (1920), p. 11 et Wektor 1915.
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Théoréme 11). Si un espace se laisse décomposer en une série
(fine ou infinie) d’ensembles fermés n-dimenstonnels: L=A4,+ A5+ ...,
il est lui-méme de dimension .

Le théoréme étant vrai pour n =0 (§ 21, IIL, théor. IV), suppo-
sons qu'il soit vrai pour n—1. Posons

B,=A4, et, en général, By=A—(B;...4 Bp-1).
Les ensembles B, sont done des F, digjoints et Pon a:
1=B;+ By+..., dim Bz n.

D’aprés §20, 111, 3 (en y posant B,=BCEHy et Sp=E-8),
il existe un engemble S, somme d’une infinité dénombrable
d’ensembles de dimension <w—I1 fermés dans B, et tel que
dim (By—=8;)<<0. Les ensembles fermés dans B, étant des I,
puisque By est un F,, et la somme d’une infinité dénombrable
d’ensembles F, de dimension n—1 étant par hypothése (n—1)-di-
mensionnelle, on a dim S,<Kn—1, d’ou pour la meéme raison

dim (8 + Syt ... ) <n—1.

Les engembles By étant disjoints, il vient:

Bikgtl (Bk"—‘sk) mﬁz; (Bi'Bk—Sk) ==B1--Si.

On voit ainsi que 'ensemble B;—8;, en tant gue produit d’un

T, et de k21 (Br—A8y), est un X, dans ce dernier. Donc P'engemble

o0
Z (Bk——Sk) considéré comme l'egpace, est somme d’une gérie d’en-
k=1 ‘

gembles F,, de dimension <0. Par conséquent dim § (By—8n<

Lidentité 1= 3 B”:kg‘g”ﬂggw’“ﬂ*) représente donc Leg-

pace comme somme d’un ensemble de dimension <n—1 et dun
ensemble de dimension <0. D’aprés (+), Vespace est de dimen-
gion <.

1) Voir W. Hurewicz, Normalbereiche wnd Dimensionstheorie, Math.
Ann. 96 (1927), p. 760 et L. Tumarkin, Uber die Dimension nickt abgeachlos-
sener Mengen, Math. Ann. (1928), p. 641. Pour Pespace compact, voir K., Men-
ger, Monatsh. 84 (1924), p. 147 et P. Urysohn, Fund. Math. 8 (1926), p. 816.
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Corollaires. 1. La somme d’une suite dénombrable d’ensembles F,
n-dimensionnels est n-dimensionnelle.

2. La somme de deux ensembles n-dimensionnels dont un est
& la fois un F, et un Gy est n-dimensionnelle.

- 3. Bn ajoutant & un ensemble (non vide) wn seul point, om

nlaltére pas sa dimension.

4. Eiant donnés un ensemble E et un entier n, il existe un

ensemble S qui est un F, tel que

dim BES<n—1, EnC(E—S8)q e dim [E,—~8]<0.

En particulier, tout espace n-dimensionnel se compose dun Fy
{(n—1)-dimensionnel et d'un Gy 0-dimensionnel.

5. @ dtant un ensemble owvert, la condition dim (BG)<n en-
iraine E(,,):(E—-G)(n). ’

6. Les conditions: 1=A,4+A,+ ..., Ap=4d; dim, 4,<n
et dim Ax<n pour k>1, impliquent que dim, 1< n.

Les cor. 1—3 sont des conségquenees faciles du théor. 1
(cf. d’ailleurs la démonstration des corcllaires du N°III, § 21). En
envisageant Iensemble § du §20,1IT;3 et en considérant Pensemble
ES comme l'espace, on déduit du cor. 1 que dim ES<{n—1.

En particulier, si E désigne I'espace m-dimensionnel tout en-
tier, il vient Ey=1 et 1=(1—8)q, d’olt dim (1—8)=0.

Le cor. 4 se trouve aingi établi. En y substituant respecti-
vement H—G et EG 4 E, on en déduit 'existence de deux en-

"gembles Fy: S et- W tels que:

dim (SE—&)<n—1, (B—G)nC(E—GF—8)q),
dim (WEG)<n—1 et dim (EG—W)<0,
puisque par hypothése EGC(EG)q. Or, 'ensemble E—G—8 g’ob-
tenant de (E—G—S-+EG—W) par soustraction de I’ensemble
ouvert @, dont le produit avec ce dernier est 0-dimensionnel, on
conclut de § 21, ITI, cor. 4 que
(B—G—8+EG—W)@q=(E—G—8)q.

Les ensembles SE—G et WEG étant de dimension <n—1 et,
en outre, des ¥, relativement & F, il résulte du corollaire 1 que leur
somme est aussi de dimengion <n—1. Par conséquent (§ 20, ITL, 5):
(B—G—8+ EG—W)q C (B—G—8+EG—W+ SE—G +WEG)wy=Ey),

done (E———G’)(,,)C(E——G—S)(Q)CE(,,), d’otr le cor. 5.
C. Kuratowski, Topologie I. 12
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Pour prouver le cor. 6, posons E=1 et G=1—4, D'aprés
le cor. 1, on a dim (4,+Ag+...)<n, done dim G<<n. L’hypothese
p € (1—@) implique donc en vertu du cor. B que dim, 1<n.

Théoréme 2Y). Pour qu'un espace (non vide) soit de dimen-
sion <n, il faut et il suffit qu’il soit somme de n+1 ensembles 0-di-
mensionnels.

- Le théoréme étant évident pour m=0, supposons gqu’il goit
vrai pour n—1. D’aprés le cor. 4, un espace n-dimengionnel ge com-
pose d’un ensemble O-dimensionnel et d'un ensemble (n—1)-di-
mensionnel. En décomposant ce dernier en n ensembles 0-dimen-
gionnels, on obtient une décomposition de l’espace en n-1 en-
gembles 0-dimensionnels.

Le fait que la somme de m-1 engembles O-dimensionnels
est de dimension <m est une congéguence immédiate de (*).

Corollaire?). Si dim A=n e dimB=m, on a dim (44 B)<
<n+m+1. :

- IL. Séparation des ensembles fermés.

Théoréme 3 (cf. le th. II1). A et B étant deuw ensembles fermds
et disjoints, situés dans un espace n- d%menswnnel il ewiste un en-
semble ouvert G tel que

ACE, G-B=0 et dim[Fr(@)1<n—13).

De facon plus générale: 4 et B élant deuw ensembles fermds
et disjoints et B un ensemble de dimension n>0 (situds dams un

espace 1 de dimension arbitraire), il ewiste deuw ensembles fermés M

et N tels que
1=M+N, AN=0=BM et dJm EMN<n—1.

* 11 existe, en effet (§17,V, 2), une transformation continue f
de Pespace 1 en un espace métrique géparable 1* contenant deux
points a et ¥ tels que f'(a) =4, f (b) =B et que f est une homéomor-
phie sur 1—(4-+B). On a donc

dim f{E--(A + B)] = dim [E— (4 + B)]<n

1) W. Hurewicsz, L. c. p. 761 et L. Tumarkin, 1. c. p. 641.

%) Ce corollaire peut d’ailleurs &tre déduit par I'induction compldte di-
rectement de la définition de la dimension (plus préclsément de §20, II (2))
Voir K. Menger, Dimensionstheorie, p. 114.

* %) W. Hurewicz, 1. ¢. p. 763 et L. Tumarkin, 1. c. p. 653. Comp.,
P. Urysohn, 1. ¢. p, 316.
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et comme

A(E)+a+b={fE—(A+B)]+a-+d,

on a selon I, 3:
dim [f(E)+ a+b]l<n.

Il existe donec d’aprées § 20, 1T, 2, un ensemble ouvert @ tel que

ae@, bel*—G et dim[{(B)-@—GF<n—1.
Posons M =f (@) et N =f{(1*—@&) =1—f4@Q).
. Lia fonction f étant continue, les ensembles M et N sont fermés.
Comme 1*=@G-4-(1*—@), il vient 1=M-+N. La condition ae@
entraine (a)-(1*— G) 0, d’onr

AN =f(a)-F T (1*~@) =f[(a):(1*—&)] =f(0) =

et la condition b e 1¥*—@ entraine BM =0.
 Enfin, les ensembles EMN et f(B).G—G étant homéomorphes
(puisque MNC1—(A4A+ B)), il vient dim EMN <n—1.
Pour en déduire la premiére partie du th. 3, on pose

E=1 et G=1—N.

En rapprochant le th. 3 de 1’axiome de séparation, on voit que
ce théoréme présente — dans le cas de l’espace n-dimensionnel —
une condition plus avantageuse que cet axiome. On a vu gue 1’axiome
de séparation pouvait étre formulé aussi comme il suit: tout
couple d’ensembles fermés et disjoints peut &tre séparé par un en-
gsemble fermé, A cet énoncé correspond le

Corollaire 1. Tout couple d’ensembles fermés et disjoints situds
dans un espace n-dimensionnel peut ére séparé par un ensemble fermé
de dimension <n—1. .

En effet, la frontiere de 'ensemble G du th. 3 est un ensemble
de dimension <n—1 qui sépare les ensembles A et B.

Oorollaire 2. La condition énomcde dans le th. 3 est nécessaire
el suffisante pour que Pespace soit <n-dimensionnel.

La condition est nécessaire en vertu du th. 3. Inversement,
en identifiant 4 avec un point donné p et B avec le complémen-
taire d’un entourage ouvert de ce point, la cendition considérée
implique que dim,1<n.

12*
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Te th. 3 admet la généralisation suivante: : o

Corollaire 3. Titunt donnds dams um ‘espace n-dimensionnel
deus systémes densembles fermds: Aqy...,Adn € Byy...yBn tels que
“ A;B;=0 pour 0<Li<gn, il ewiste deuw sysiémes @ ensembles  fermés
M,,... M, et Noy...,N, tels qu'on a pour tout i< me

(1) 1=M+N;, AN=0=B.M; et dim (M, i My Ny N < <n—i—1.

Nous définirons' 'par induction (p('mr n fixe) les cnsembles
. M; et Ny,...,N; satisfaisant & (1).
Leur exigtence pour 4=0 résulte du th. 3. Admettons qu'il
soient définis pour un entier i tel que 0 i<n. cnu]:wstmuons ~dans
1e th. 3:

=.A1+1, B:BH_i et H == 0 ..'Mi‘NO'...'Nl.

On en déduit Vexistence de deux'ensembles fermés M 1 6 Ny
tels que

A=Meps+ Vg, AepaNiga=0 =Bia My, dim (BM gy Nipr) SB—1—2,
d’ot 1a conclusion demandée. ' l

Le corollaire précédent étend aux espaces m-dimensionnels la propriété
suivante du cube n-dimensionnel g" (tomposé des points (@y,...,2n) avee Omygl,
1<Cign). Désignons par 4; et By les deux faces du cube perpendiculaires & 1'axe &,
et par M; et Ny les deux moitiés du cube déterminées par le ,plan® @;=14. La
thése du corollaire se trouve réalisée.

" Le corollaire suivant eoncerne le ,prolongement d’ensembles
fermés’:

- Corollaire 42). Ftant donnds deux ensembles fermds A et B tels
gque dim [1~—(A-+B)]<n, il existe deus ensembles fwmés P et Q satis-
faisant aux conditions: :

P(A+B) =4, Q4+ B) =B, dim (PQ—AB)<n—1.

(2) 1=P+Q,

Appliquons, en effet, le th.3 & 1’espa,ee 1*=1—A4B, en
substituant 4—3B 3 A, B—A & B et 1—(4-+B) & E. 1l vient:
(8) 1-4AB=M+N, AN—B=0:==BM--A4,

(4) dim [MN—(4+ B)]<n—1,

1) Voir 8. Eilenberg et E. Otto, Quelques propridids oamatdmshguc& de
la dimension, Fund. Math. 81 (1938), p. 151.

%) Voir W. Hurewicz, Fund. Math. 24 (1935), p. 146.
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d’olt dim MN<n—1, car on & MN(A-+B)=0 en vertu des égalités
MN(A—B) =0 =MN(B—A) et MN-AB=0,
qui résultent de la formule (3):
Pogons P=M+AB et @ =N-+AB. D’aprés (3): 1=P+@.
1l vient P(A+B)=(M+AB) (A+B)=MA+4-MB+AB.
Or d'apreés (3)

MB =(MB—A)+MABCA, done P(A+B)CAd;
comme

A— B«A—-ABCM+N et (A B)N =0,
on a
- :A:( —B)+ABCM+AB=P.
11 vient aingi P(4+B)=A.
Par raison de symétrie: Q(4+ B)=23B.
Ensuite PQ—AB =(MN —|—AB)~—ABCMN ‘dont

dim (PQ—AB)<dim MN <Ln—1.

Enfin, les ensembles M et N étant fermés dans 1—AB, les
ensembles P et @ sont fermés (dans 1).

»

Rema/rque. Quant & l'extension du corollaire 3 du § 21, IT aux espaces & n di-
mensions, citons le théoréme suivant: toute fonction continue f, définie sur um
sous-ensemble fermé F d'un espace métrique séparable & n dimensions, se laisse
prolonger sur Vespace tout entier de fagon que Vensemble de ses points de discon-
Hinuité soit de dq,menswn <n et que ses valeurs ne débordent pas Vensemble f(F)1).

III. Décomposition d’un espace n-dimensionnel. Condition Dn.

Théoréme 42) (généralisation dw th. II). Eiamt domnée une
décomposition @un espace n-dimensionnel en une suite (finie ou
infinie) d’ensembles ouveris:

1=G0+G'1+...,
il ewiste ume suite @'ensembles ouverts Hy,H,,... telle que Von a
(1) 1:H0+H1+..., HICG‘,' et H"O.""Hin—{-lz()

pour tout systéme de n+ 2 indices différents iyy...,%n41.

1) Voir G. Poprougenko, Sur la dimension de Vespace 6t Vextension des
fonctions continues, Mon. f. Math. u. Phys. 33 (1931), p. 129. D’aprés une re-
marque de M. Otto, on peut se débarrasser de 'hypothése, que les valeurs de f
soient réelles. ’

2). Le th. 4 pour le ‘cas de suite finie est 44 & M. Menger, Dq,menswnstheom,
p. 158. Cf. P. Urysohn, 1. e. p. 292.
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Conformément au th. 2 'espace se compose, en effet, de n--1
ensembles 0-dimengionnels:

1=Q¢+...+@n.

Dlaprés le th. II du § 21 (@ étant considéré comme I’espace),
Q; se laisse  décomposer en ensembles disjoints, contenus respecti-
vement dans les ensembles Gy ¢t relativement ouverts dans Q.
En formule:
szEjo’l"Hji'l““- et EﬂCG;.

En tant que disjoints et relativement ouverts dans @, les
engembles Hy,Hj,... sont deux & deux séparés. Il existe done,
d’aprés § 15, XIII, 2, un systdme d’ensembles ouverts et disjoints
Vo, Vjts... tels que HuCVy. Posons

H; =Vt ... V) Gi.
11 vient ‘

1=/Q;=3 YH,=3 Y H;GCY DVy-G=3H,
=0 = = T =0 T

Enfin, silon avait p € Hy...-Hy, 4, il existerait nécessairement
un indice j<n et deux indices différents ¢ et i’ tels que p e V- V.
Mais cela contredit I’hypothése que les ensembles Vi, Vj,... sont
disjoints.

Corollaire. En supposant que dim G =n, on peut assujettir la
suite Go,Gy,... du th. 5 du §15,TX & la condition supplémentaire:

(n) Giyvet O, =0 quels que soient Gy<<iy<...<fntq.

Car la suite {@;} satisfaisant aux conditions du th.5 du §115,IX,
la suite {H;} du th. 4 (ol "on pose 1=@) leur satisfait aussi. Elle
remplit en outre la condition (n) (en y remplacant G par H).

Définition. L’espace satlisfait & la condition D, lorsque la
thése du th. 4 est vérifiée pour chaque décomposition finie en en-
gembles ouverts,

Draprés le th. 4, tout espace de dimension <n satisfait & la con-
dition D,. Comme on verra plus tard (vol. II), le théoréme inverse
est vrai aussi. En vue d’applications, nous allong établir & présent
quelques propriétés des espaces satisfaisant & la condition D,; elles
appartiennent donc (selon le th. 4) & chague espace de dimengion <n.
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1. Etant donnée une décomposition d’un espace satisfaisant & la
condition D, en un systéme fini d'ensembles ouverts: ‘

_ 1=Gg+ ...t G,
il existe un systéme d’ensembles ouverts Hy,...,Hy tel que
(2) 1=H0+...+Hm, EICGi et E"O.""Ein-i—l———o

quels que soient les tndices Ty<<iy<C...<<tppa <M.
Oar en vertu de § 16,11, 2, aux ensembles Hy,...,Hn de la
formule (1) correspondent des ensembles ouverts H},...,H} tels que

1=H%+..+H% et HiCH..

Ces ensembles satisfont done & (2) (en les substituant & Ho, ..., Hm)-

En tenant compte du fait que H; est un domaine fermé, on
déduit de 1 I’énoncé suivant:

2. Etant donnée une. décomposition d'un e;spa,ce satisfaisant & Dy
en un systéme fini densembles fermés: 1=F+ ...+ Fy, il ewiste pour
tout >0 un systéme de domaines fermés Hg,...,Hy assujettis auw
conditions (1), ow Gy désigne la sphére généralisée ouverte de cenire 7

et de rayon s.

3. 8i Pespace satisfaisant & D, est dense-en-soi et si les ensembles
owverts Gy de la décomposition 1=Gy+...+Gn sont non vides, on
peut assujettir les ensembles H de la formule (2) & la condition supplé-
mentaire: Hi==0 pour ©=0,...,m.

I'espace étant dense-en-soi, les ensembles @; sont infinis.
On peut donc extraire de chacun d’eux un point p; de facon que
les points pg,...,Pm soient distinets deux 4 deux. En posant

Gt :Gi“‘(poz-j-’pl—l7pi+1,"-7ipm)7

on a 1=G%+..+G%. ' :
Bn vertu de la condition D,, il existe donc un systéme d’en-
gembles ouverts Hy,...,Hn tels que

(3) 1=Hy+ ...+ Hn, H‘iCGrCG,, Hyy oo Hiypy =0,
‘Comme p;non-¢ G pour j==i, on a p;non-¢ H;, d'ol en vertu

de la premiére égalité (3): p;e H,.
En relativisant D,, on est conduit & 1’énoncé suivant:
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‘4. Etant donné dams un espace (de dimension arbitraire) un
ensemble B satisfaisant & Dy, et un systéme d’ensembles owverts Gy, ..., G,
tel que BCG,+...+ G, il existe un systéme d’ensembles ouverts
Hyyooy Hy vérifiant les conditions:

(4’) ECH0+--'+HM7 -HiCGi et H,‘o. Hi ‘‘‘‘

quels que soient les indices 1y<ip<<...<lnj1 <M.
Si, de plus, B ést fermé et Gy ...+ Gp =1, il existe un systéme
d’ensembles ouverts Q,...,Qm tel que

() 1=Qot.A@m, GCC ot B-Gyroo By =0

Enfin, si E est parfait et si G==0 pour i =0,,..,m, on peut admetire
que Q=0 pour i=0,...,m.

En effet, les ensembles E@; étant ouverts dang F et vérifiant
Pégalité B =BG+ ...+ EG,, la propriété D, de B implique Pexi-
stence d’un systéme d’ensembles Ay,...,4,, ouverts dans B et tel que

(6) 4 —.A.o—-l— +.Am, ACEGHCG, et A’O . ‘Ain—l-l

D’a,prés le théoréme 2 du § 15, XIII, il existe un systoéme
d’ensembles ¥, ...,V ouverts tel gue

4; =EV,, et V... Vings =0,

Les ensembles H;=V,; @, o ¢=0,...,m, sont les engembles

demandés.

Dans le cas ol B est fermé, posons R;=H;+ (G+—E). En vertu
de (4), il vient:

(7) ;‘R::;‘HH—(;’ G¢—E)D ?-Hi'{"(; Gi“‘;‘-Hi) '—“—?Giml,
(8) BBy

.Rin—l—!l:E’Hio""'Hi,H_l:O et RiCGI-

D’aprés (7) et le cor. 2 du § 16, IT, il existe un systéme d’en-
sembles ouverts Qo,...,Qn tel que

1=Qo+...+@m et QCR:.

Les formules (8) donnent ausgitét (5).

’
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Enfin, dans le cas ol B est parfait, complétons la formule (6)

(conformément & 3) par Dinégalité 4,40. Comme A4,CH,CR;, il

vient R;==0. Il est done légitime d’admettre que Q;==0, car on peut—

sans nuire aux conditions (5) — ajouter 4 @; un ensemble ouvert

arbitraire (non vide) dont la fermeture est contenue dans R;.

' En vue d’applications nous établirons I’énoneé suivant:

5. Soient Ky, ...,K, un systéme d’ensembles ouverts tel que
1=Ky+..+ K, et Ay,...,A; un sysiéme d’ensembles fermés dont le
produit Agy-...-A; satisfait & la condition D,. IT existe alors um Sy-
stéme @ensembles ouverts Gyy...,Gnm tel que 1=G;+...4+Gp, qw'é
tout i<<m corvespond un i'<s pour lequel G;C Ky et qu'é chaque sy-
stéme ty<<Uh<...<tppy<m correspond un j<I pour lequel on a

Ay GGy =0

Posons E=4,-...-4;. D’aprés 4 il existe deux systémes d’en-
sembles ouverts: @,...,Qs €t Hy,...,H, tels que

1=Q0+~"+Q87 QiCKi7 E'Qh""'Qin_l_l:O’
BCHy+ ..+ Hyy HCQiy HyoHyyy—

11 vient
1=Qo+...+Qs=§(Qi—A,-)+ IjTA;,
et comme
HAJ "—'ECZHi’
i i
on a

1=3(Q—4)+ S He

Désignons par G,...,Gn les (s 1) (I+2) sommandes de cette
décompogition.

Soit fg< .o ingp1<<m. Supposons, par impossible, - que, quel
que soit j<{I, on ait A; Gy Gin_H:;:O Aucun des ensembles
G-y G,y D'appartient done au systéme des ensembles (@r—4;)
ol i<s et j<{I. Ils appartiennent par conséquent tous au systéme

H,,...,H,. Mais ceci contredit I'égalité Hy-...-Hy,,,=0.
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1V. Prolongement des ensembles n-dimensionnels. .

Théoréme & (généralisation duw th. V)*). Tout ensemble n-di-
mensionnel est conteny dans un G n-dimensionnel. :

En effet, E étant un ensemble n-dimensionnel, on a

B =Qp+ ...+ Qn ot les ensembles @; sont O-dimensionnels (th. 2).
D’aprés le th. V (§ 21, IV), l'ensemble @; est contenu dans un G
0-dimensionnel: Q;CQ*. On a donc HCQ$+...4-Qx et cette gsomme
est un Gy de dimension n (d’aprés le méme th. 2).

Y. Noyau dimensionnel.

Théoréme 6%). Dans un espace n-dimensionnel Vensemble des
points oi Vespace est précisément de la dimension m, ¢. & d. Vensemble
1—1y) (dit ,noyaw dimensionnel”) est de dimension Z>n—1.

D’aprés le cor. 4 du N° I, il existe un ensemble § qui est un
P, tel que

dim S<n—2 et dim (1pgy—8)<<O

L’ensemble 1—1(,—y) étant selon § 20, IIL, 2 un F,, le cor. 1
du N°I et 'hypothése que dim (1—1(,—p))<n—2 entrainent

dim (1—-—1(n_1)+ S) <n—2.
Mais alors Pidentité
1={1—1p—y+ 81+ [Lp-n—~8]

‘donne dim 1<n—1, car en ajoutant un ensemble 0-dimensionnel,
on augmente la dimension d’une unité au plus (cor. du th. 2, N° IT).

On démontre de plus que chaque ensemble (non vidé) qui est ouvert dans
le noyau est de dimension »n—12). La fermeture du noyau est en chaque
point du noyau de dimension = 4).

1) Théoréme de M. Tumarkin, 1. c. p. 653.

%) Théoréme de M. Menger, Das Hauptproblem iiber die dimensionelle
Strukiur der Edume, Proe. Akad. Amsterda.m 30 (1926) p. 141,

%) Ibid.

4 W. Hurevwicz, 1. ¢. p. 762 et L. Tumarkin, 1. ¢. p. 652. Cf. K. Men-
ger, op. cit., Monatsh. 34, p. 144 et P. Urysohn, 1. ¢. p. 270,
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VI. Espaces faiblement n-dimensionnels. Un espace n-dimen-
gionnel dont le noyau n’est pas n-dimensionnel (il est alors d’aprés
le th. 6 de dimension n—1) est dit faiblement n-dimensionnel.
Comme exemple d'un ensemble faiblement 1-dimensionnel,
congidérons Pensemble des points du plan (z,f(x)) ot # appartient
4 ensemble € de Cantor:

2 2
=gntgm Ty m<m<..

et ol

;f(m) — ('_;-)ni + (—1) ( )nk

+ .t +.y  f(0)=0.

Le noyau de cet ensemble se compose des points dont ’abscisse
est une extrémité droite d’un intervalle contign & C?). Comme en-
gemble dénombrable, le noyau est donc 0-dimensionnel.

On prouve?) qu’il existe des ensembles faiblement #-dimen-
gionnels, quel que soit n.

VII. Familles dimensionnantes. La propriété de I'espace d’étre
de dimension <n au point p est un cas particulier de la propriété
guivante: F étant une famille d’ensembles, convenons de dire qu’elle
dimensionne Pespace au point p, si p est situé dans des entourages
aussi petits que I’on veut dont la frontitre appartient & F'3).

‘Dans le cas particulier, ot ¥ désigne la famille des ensembles
de dimension <n—1, les points ol I'espace est dimensionné par ¥
coincident avec ceux oll V'espace est de dimension <n.

1) Voir ma note Une application des images de fomctions & la construction
de certains ensembles singuliers, Mathematica 6 (1932), p. 120. Le premier exemple
d’un ensemble qui est de dimension O en chaque point, excepté une infinité dé-
nombrable, a été donné par M. Sierpiniski, Fund. Math. 2 (1921), pp. 81—95.

2) Théordme de S. Mazurkiewicz, Sur les ensembles de dimension faible,
Fund. Math. 13 (1929), p. 212.

3) M. Menger se place & un point de vue plus général encore: un point
est dit un ,E-point*, &'il appartient & des entourages aussi petits que on veub
et qui jouissent de la propriété E. Voir Math. Ann. 85 (1925), p. 281. Le terme
guggestif ,dimensionner I’espace®, que je dois 4 M. Knaster, remplace ici la
dénomination , Unstetigkeitspunkt® de M. Hurewicz, employée par cet auteur
dans l'ouvrage Normalbereiche und Dimensionstheorie, Math. Ann. 96 (1927).

Tne propriété analogue (mais non équivalente) & celle d’étre un point
ol Iespace se trouve dimensionné a $té étudiée par M. G. T. Whyburn: il
8’agit des points p de la forme p=Gy-Gy-..., ot Gy est un entourage de p et
Fr (Gy) € F. Voir Fund. Math. 16 (1930), p. 169.
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Imposons & la famille F' les deux proprié¢tés suivantes (qui
appartiennent & la famille des ensembles de dimengion <n—1):
1° Dhérédité, c. b d. que la formule XCY ¢ F entraine X ¢ F;

20 lg F,-additivité, c. b d. que les deux conditions: X,e F et
X,=X, 8, ot 8§=X,+ X+ ..., entrainent §e I'?).

Comme 1’a montré M. Hurewicz (dans son ouvrage précité),
une grande partie de la théorie de la dimension peut étre réduite
4 étude des ensembles O-dimengionnels et des familles héréditaires
Fradditives. Ce mode de procéder (qui est plus abstrait que celui
du texte) a Pavantage d'étre applicable aussi & des problémes gui
n’entrent pas dans le domaine de la théorie de la dimension.

Citons sans démongtration (qui est d’ailleurs tout & fait ana-
logue & celle des théorémes correspondants du § 22) quelgues théore-
mes fondamentaux sur les familles F héréditaires et F,-additives:

1. Pour que lespace soit dimengionné (en chagque point) par F,
il faut et il suffit qu'il se compose d’un ensemble appartenant d F
et d'un engemble de dimension <0.

2. Pour que Pespace soit dimensgionné par &, il faut et il suffit
que chagque couple d’ensembles fermés et disjoints se laisse séparer
par un engemble fermé appartenant a F.

3. F et F, étant deux familles héréditaires et F.-additives,
la famille des sommes X+Y ol X e F et Y eI est héréditaire
et Fradditive. - '

4. La famille des ensembles dimengionnés par F est hérédi-
taire et Fir-additive.

5. Si V’espace se laisse décomposer en une série dénombrable
d’ensembles fermés dont tous, sauf un, peut-&tre, sont dimensionnés
par ¥, tandis que ’ensemble exceptionnel est dimengionné par F
au point p, I'espace tout entier se trouve aussi dimensionné par F
au point p.

6. L’ensemble des points ol Vespace n’est  pas dimensionné
par F (le ,noyau” de’espace) est un F,. S’il n’est pas vide, il n’appar-
tient pas & F.

1) Une famille héréditaire et Fy-additive est appelée par M. Hurewicz
»Normalbereich®.

Les familles qui satisfont aux conditions 1° et 2° et qui, en outre, con-
tiennent tous les ensembles homéomorphes & leurs éléments, ont 6té Studides
par M. K. Kunugui dans ses recherches sur les relations entre lcs notions de
dimension et de rang topologique (, dimension au sens de M. Fréchet®)., Voir sa
These, Sur la Théorie du nombre de dimensions, Paris 1930, p. 41.
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~§ 23. Simplexes, complexes, polytopes.

I.' Définitions. pgy...;Pxn étant un systéme de points situés

‘dans un espace euclidien (4 un nombre arbitraire de dimensions),

on appelle simplexe (géométrique ouvert) p,...p, l'ensemble des
points p de la forme:

(1) P =APot et AuPn OB Aot et An=1 €t 4>0 (i=0,1,...,m),

les points p et p: étant considérés comme des vecteurs?).

Les points pg,...,p. s'appellent sommets du simplexe.

Les coefficients 24,...,4, portent le nom des coordonnées bary-
centriques du point p relatives aux points pg,...,Pn?)-

Tout simplexe de la forme py...ps, oit 0<<k<n, est dit face
du simplexe §=p,...p,. Evidemment S est la somme de toutes
les faces Py...p;, de § et se compose par suite de tous les points p
satistaisant & la condition qui s’obtient de (1) en y remplagant I'iné-
gahté 211>0 par 2120. .

L’ensemble S peut tre défini aussi comme le plus petit ensemble

‘convexe contenant les points py,...,p» (en entendant par convexe

un ensemble qui, avee tout couple de ses points, contient un seg-
ment rectiligne qui les unit).

Si toutes les faces du simplexe § sont disjointes, ce simplexe
est dit simple (ou non-singulier). Cette condition équivaut a Pindé-
pendamce linéaire des sommets du simplexe S rappelons que le point
p dépend lindairement des Points Poy...,Pn lorsqu’il existe un systéme
de nombres Ag,...,A, vérifiant les deux égalités (1). En d’autres
termes encore: lensemble des points qui dépendent linéairement
du systéme pq,...,pn est nommé varieté linéaire déterminée par ces
points; le simplexe est donc simple lorsqu’aucun de ses sommets
n’appartient & la variété linéaire déterminée par tous les autres.

1) Etant donnés dans 'espace euclidien &* deux vecteurs

Pp=(®y,., %) ©b 7= (Yo 2 )
on a par définition.
P+T=(9’1+y1,---,$k+yk)‘
2 étant un nombre Téel, on Pose Ap= (A%, ...,A%y).

2) Le point p est bien le centre de gravité du systéme des points Pg;...;Pns
quand le point p, est porteur de la masse Ap. - :
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Un simplexe simple & n~1 sommets est dit de dimension n au
sens gdométrique; de méme qu'une variété linéaire déterminée par

n--1 points linéairement indépendants. Comme on verra (au NOII),

la dimengsion géométrique coincide avec la dimension topologique
(dans le sens de la définition du § 20).

En particulier, un simplexe de dimengion 7 =0 se réduit & un
seul point; le simplexe pyp, (simple) est un segment rectiligne sans
extrémités; pop,p, est Vintérieur d*un triangle (il est simple).

Tout point p dun simplewe singulier S =p,...p, appartient
& une face py,...py avee k<<nl).

Le simplexe § étant singulier, il existe un systéme de nombres
réels uyy...; 4n qui ne g’annulent pas simultanément et qui satisfont
aux conditions:

MoPot oot pnPn=0 et uo+ ...+ pn==0.
Il est légitime d’admettre que p,>0 et qu’en outre, parmi
les nombres /% avec u; positif, /% est le plus petit (le systéme 4,...,4,
satisfaigant & (1)). Posons
a :/'L,——%m pour i=0,1,...,n

11 vient -
pzlgpo'%"---’i"l:pm }*3'1"-"”*‘/1:':1 ‘et A'=0.

Comme A% =0, on a p €Dy Pnty C Q. 1. d.
En admettant dans ce théoréme que ’entier & est le plus petit

‘posgible, on en conclut que tout point dun simplexe 8 appwrtwm & une
face simple de §. Il en résulte aussi que

(2) S:FO—I—-I—F;,,,

0y F'm désignant le systéme des faces simples de 8.

Une suite (finie ou infinie) de points pg,py,... de Pespace & est
dite en position géndrale (dans cet espace) lorsque tout systéme
Digyeeey Dy, BVEC G <. OB k<7, est linéairement indépendant.

1) Alexandroff-Hopf, Topologie I, p. 607.
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1. Soit po,py,... une suite de points de & en position genérale.
Etant donné un systéme de 1+ 1 varidiés linéaires Vy,...,V; détermindes
par. des systémes disjoints formés respectivement par ko+1,...,k+1
termes de cette suite, avee k<7, ...,k <7, la dimension géoméirique de
la variété lindaire Vy-...-Vy (supposée non vide) satisfait a la relation

(3) dim Voo Vy=kg+... 4+ ki—1r.

‘Done, en particulier, si r>2n-+1, tous les simpleses Pige-Di,
avee k<<{m sont disjoints.

On constate, en effet, facilement?) que si V, V430, la variété
linéaire déterminée par la somme V47V, (c. 4 d. la plus petite
variété contenant cette somme) coincide avec &, et on a

dim Vo * V1 = k0+ ]61—_7'.

Puis on proceéde par induction relativement & 1.

2. Etant donndes dams Vespace & (ou dans le cube J") une suite
de points g, ay,... et une suite de nombres positifs g, &y,..., 1l existe une
suite de points en position générale Po,Pqy... telle que

(4) '

Procédons par induction. Soit p,=a,. Afin de définir p,;, consi-
dérons toutes les variétés linéaires déterminées par les systémes de
Points pjy,..., Dy, avee jo<l..<jr<t et k<<r. Chacune d’elles étant
non dense, il en est de méme de leur somme, Nous désignons par p;
un point situé en dehors de cette somme et vérifiant Pinégalité
lpr—al<e.

Remarques. 1° Si r=y,, tous les simplexes py...ps peuvent
étre supposés simples (done disjoints), quel que soit k.

20 8i r>2n-+1 et si L est une varidté lindaire & n dimensions,
on peut assujettir les points Po,Pyy... & la condition supplémentaire,
que tous les simplexes pyy...p;, (0% 1<n) soient disjoints de L.

On désigne, en effet, par p_,_,...,p_, Un Systéme de points
linéairement indépendants qui détermine la vari¢té L et on défi-
nit p; pour >0 par un procédé analogue au précédent.

Une famille finie de simplexes est dite un complexe. Nous
appelons fermeture C du complexe € le complexe composé de toutes
les faces des simplexes qui appartiennent &4 C. Le complexe C est

]pi—-—a3|< &py o 'I;ZO, 1,...

1) Ibidem, p. 596.
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dit fermé si C =0, ¢.»d. i avee chaque simplex,e PgoPry il contient
comme éléments tous les simplexes pjy...ps, O o<...<lp < M.

C est dit simple (ou non-singulier) si tous les simplexes-¢lé-
ments de € sont disjoints. En particulier, le complexe composé de
toutes les faces d'un’ simplexe simple est simple.

Le complexe € est dit a n dimensions si n est la plus grande
dimengion des simplexes’ appartenant C.

C est dit un polytope (fermé) lorsqu’il existe un complexe
simple fermé C=(R,,...,Ry) tel que C=R;+...4+ R, En gym-
bole: 0=GC. :

Un polytope est évidemment un engemble fermé.

Tout polytope est homeomorphe & un polytope formé par la réunion
de certaines faces d'un simplewe simple,

Car O étant un complexe simple fermé & sommets ggy...yqm
et § un simplexe p...pn & m dimensions, le polytope-somme de
tous les simplexes py).. p,k tels que @j...q, € C est homéomorphe
au polytope 0 =GC.

II. Dimension (topologique) du simplexe. Soient § =p,...p, un
simplexe simple et C =(Ry,...,Bm) un complexe simple fermé tel que

(1) 'S =R+ ...~ Rpn.

Ainsi, par exemple, §i =2, c. & d. si 8 est un triangle et si
Pon unit chaque sommet du triangle au centre du cété opporé, on
obtient une décomposition du ftriangle § en 6 triangles (nommée
décomposition barycentrique). Plus précisément, le complexe C se
compose dans ce cas de 6 simplexes 4 2 dimensions, de 12 simplexes
a 1 dimengion et de 7 points individuels (done m=25)

On constate aussitét que

1. F diant une face de S, on a, pour chaque y<m, soit R;CF,
$0it R F =0.

Pa,r conséquent:

. F est la somme des simplewes appartenant aw complexe composé
de tous les E; tels que R;,CF.
On démontre aussi facilement que
3. A4 chaque &>0 correspond um complewe simple fermé
C=(Ry,...,Ry) satisfaisant & la condition (1).et tel que MBy)<<e pour
i=12,...,m. ‘ ’
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4. Théoréme de Spernert). Soit v(s) ume fonction qui fait cor-
respondre & chaque sommet s de C wun entier positif de fagon -que

(1) st SePiy..-Diyy ¥(8) est Vum des indices iy,...,0%.

Désignons par »(R), ot R=gq,...q;, Pensemble [(q,),...,(q))].

Le mombre o des R; tels que »(R;) =(0,1,...,n) est alors impair.

Procédons par induction. Notre assertion est évidente dans
le cas ou » =0. Car on a alors §=p, =R et »(R)=0, donc p=1.

Admettons que cette assertion soit vraie pour n—1. Nous
allons Pétablir pour «.

Soit F la famille des simplexes & n—1 dimensions F ¢ € tels que

W) =(0,1,...,n—1)

et 80it o le nombre des F tels que F ¢ F et FCpy...pp. Par hypo-
thése et d’aprés 2, o est impair.

Numérotons les simplexes R; de facon que les simplexes
Ry, Ry, ...,R; soient & n dimensions (au sens géométrique) et que les
simplexes R;i,...,Bn aient la dimension <n.

Désignons par’ a; pour j<t, le nombre des faces F de R; telles
que F e F. On constate aussitdot que:

19 & »(R)) =(0,...,m), on & a; =1,

2° & (0,...,m—1)Co(Bp)=(0,...,m), on & a;=2,

3% si (0,...,m—1) non C»(R}), on a a;=0.

11 en résulte que
(2) e=(e;+...+ o) mod 2.

En faisant correspondre & tout R; avec §<t ses faces qui appar-
tiennent 4 F (8’il en existe), chaque F ¢ ¥ vient correspondre 4 un
ou & deux R; suivant que F est contenu ou non dans le simplexe
Po--+Pn—1- On & done d’apres (2):

a+...+ag=0cmod 2, d’ot p=0¢mod 2.

Le nombre o est done impair.

Remarque. Dans les applications du th. 4, n’interviendra que
Pinégalité p==0. Le fait que p est impair n’intervient que dans la
démonstration de ce théoreme.

1) Voir E. Sperner, Abh. Math. Seminar Hamburg, 6 (1928), p. 265 et
la Note de B. Knaster, S. Mazurkiewicz et moi-méme, Fund. Math. 14 (1929),
p- 132.

C. Kuratowski, Topologie 1. ‘ 13


pem


194 Chapitre 1I. Espaces métrisables et séparables.

5. Etant donnds n-1 ensembles fermds A,y ...,An tels que chagque
face Py Dy, (0SESN) du simplexe S vérifie Vinclusion

(3) /R p,kCAiO—{—...—I-Aik,
on a Ay ... Ap=0.

Soit » un entier positif donné. Conformément & 3, il est légitime
d’admettre que le complexe C==(Ry,...,RBn) satisfait & la condi-
tion (1) ainsi gu's l'inégalité

(4) : S(R)<1fr pour j=1,..,m.

A chague sommet s du complexe C faisons correspondre un
entier »(s) de la fagon suivante. D’aprés (1) il existe un (et un seul)
simplexe py...p; contenant s. D’aprés (3) il existe done parmi
les ensembles Ay,...,4;, un, au moins, qui contient s; désignons
son indice par »(s). On a donc sed,g La condition (i) étant
satisfaite, il existe gelon 4, parmi les R;, un simplexe — que nous
désignerons par sf...s, — tel que »(s7) ==4. Donc sTe A,

S étant compact, rien n’empeéche d’admettre que la suite
83,82,...,87, ... et convergente. Soit o sa limite. La condition (4) entraine
a=lim §7 pour i=1,...,n et la formule s'e A4, donne aed,=4, et

ﬁnaiz;rolent aedy...-A,.
Dégignons par @; la face du simplexe § opposée au sommet p,
c.ad. ~
(5) Q, =Dy Py Py Dy
6. Etant donnds n+1 ensembles fermés A, ..., A, tels que
(6) S=A,+...--4,, (1) ApQi=0,

on a Ay-...- 4,50,

Bn outre, Uhypothése que les emsembles A; sont fermds peut éire
remplacée par celle qu’ils soient ouverts dams S.

Conformément au th. 5, il g’agit d’établir linclusion (3). En
supposant gu’elle ne goit pas veérifide, il existerait dans le simplexe
PPy, U0 point a situé en dehors des emsembles Ayy...,4;. 0
existe donc d’aprés (6) un indice 4 tel gue

(8) TRty veey BFp, (9) aeA,.

Les inégalités (8) impliquent que p, .. Py, CQ, don aeqQ,
Mais cette derniére formule est mcompauble avee (7) et (9).
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Pour établir la deuxiéme partie du th. 6, supposons que les
ensembles Ag,...,A, sont ouverts dans S et désignons, conformé-
ment au § 16, IT, 2, par A§,...,A% un systéme d’ensembles fermés
tels que

A4 AT et AFCA,, doi AF-Gi=0 (0<i<n).

Comme A¥-...- 470, il vient A44-...-4,==0.

7. Théoréme fondamental?). dim §=n.

Bn Qautres termes: dim & =n.

L’inégalité dim S<n (ou bien dim &"<n) est presque évi-
dente (cf. § 20, I, exemples). II s’agit de prouver que dim §>n—1.

Supposons par contre que dim S<<n—1. Posons

(10) P=3—G,

Q; étant défini par Dégalité (5).
I vient évidemment

(11) §=Py+ ...+ Pn.

On déduit de 1 en vertu de l'inégalité dim S<m—1 et du
théoréme 4 du § 22, IIT (théoréme de décomposition), qu’il existe
un systéme d’ensembles ouverts A,,...,4, tels que

S=Agt..tAn AgooAy=0 et ACP;, dobt A Q=0

Mais ceci contredit le th. 6.

7', Corollaires. C édiamt un complexe simple fermé & n dimensions
et QO désignant le polytope GC, on a dim € =n.

Poei-DPn clant un simplexe simple ou singulier, on a dim py...Pa<N.

Le deuxidme corollaire résulte du th. 7 rapproché de la for-
mule I (2). ‘

Le théoréme suivant, qui rentre dans un ordre d'idées analogue
4 celui des th. 5 et 6, sera appliqué plus tard.

8. Btant donnés n ensembles Gy,...,G, owverts dams S tels que
G4-Qi=0 (1<i<<n) et que la somme Gy+...+Gn sépare Vespace S
entre le sommet p, et la face opposée Qg on a Gy-...-Gp=+032).

1) Voir L. E. J. Brouwer, Uber den natiirlichen Dimensionsbegriff, Journ.
f. Math. 142 (1913), p. 146.
3) Voir ma note dans les Ann. Soc. Pol. Math. 16 (1937), p. 219.
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11 existe par hypothése (cf. § 16, VI) deux ensembles fermés U
et V tels que

(12)  B—(Gi+..+Gn)=U+V, UV=0, poel, @CV.

Soit (conformément i Vaxiome de séparation) 4, un ensemble
ouvert dans S tel que
(13) UC4, et VCS—A,

Pogsong pour ¢>0:

(14) Ay=6G+(8—A,—Q).

11 vient (pour i>0): A4, Q;=Gy @, =0, puisque G; est ouvert
et G;-Q;=0 par hypothése. En outre, en vertu des derniéres inclu-
sions (12) et (13), on a Ay-@y=0. L’égalité (7) est donc satistaite
pour tout ¢==0,1,...,7%.

D’autre part

Ao+ --~+An "*”'Ao+ (Gl'[" et Gn)“l‘(s-‘"zo_él Tess? Qn)
et comme évidemment @;-...- @, =p, et comme d’aprés (12) et (13)
Doedy et S—(Gy+ ... Gn)CAy+(8—4,),
1’égalité (6) se trouve réaligée.
On a donc d’apres 6:
Ayeor Ap==0, doh G-...-G,==0,
puisque A4,-(8—4,—@;) =0.

IIT. Applications an probléme des points imvariants.

Le th.5 du N°II permet d’établir facilement le théoréme
fondamental suivant.
i 1. Théoréme de Browwerl). Soiemt 8=p,...pn un simplexe
s'o'mz)le et.f une transformation continue de 8 en um sous-ensemble
de 8. 11 existe alors un point invariant de cette transformation, c. & d.
un point x, tel que f(xy) =ux,.

Il g’agit de démontrer qu’en faisant correspondre au point

T =Pot oot npn O A4=0 et A+ A1
') Pour la démonstration, voir la note Hin Beweis des Fiwpunktsaiees fiir

n-dimensionale Simpleze de B. Knaster, §. Mazurkiewicz et de moi-méme,
Fund. Math. 14 (1929), p. 132.
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le point
o* =pot...+Aipn ot =0 et 4.4 AE=1

de fagon continue, il exigte un 2 tel que #* =g, c. i d. que Af=»%
pour % =0,...,7.

Or, les ensembles A;= F(1F<4;) satisfont aux hypothéses du
th. 5 du N° II: *

19 ils sont fermés, car les coordonnées barycentriques A; de »

sont des fonctions continues de x;

20 1a condition TeP, Dy entraine Z;+...+ ;=1 et comme
M+ +25<1, il existe un indice 4; (0<Lj<Ck) tel que 7~‘r‘j<1ip
AT .
d’oll z e 4;; done pio...pikCAio—i—...—]—Aik.

Soit done conformément au th. IL, 5: e dy-...- A, Il vient
A< A pour i =0,...,m, d’0oh

1=8+...+ <+ ...+ =1, done AF¥=4 pour i=0,...,n.
2. Corollaire. &, étant la surface de la sphére massive

Qo =ELpI<D (€ &,

il n’existe aucune t'ramsfofmation continue de @Qny1 en sous-emsemble’
de S, qui soit I'identité sur Sp.

Autrement dit: &, n'est pas un rétracte de Qpis.

Supposons, par contre, que

(1) feSIH et fw)=z poUr & e S,

Q.11 étant homéomorphe & la fermeture d’un simplexe & n-1
dimensions, la fonction —f(x) admet, d’aprés le th. 1, un point in-
variant x, c. & d. que

@y = (@), Aol |wo| =|—F(wy)| =1, donc &€ Sn;

mais ceci contredit 'égalité (1).

IV. Applications aux cubes J" et J™. Désignons dans le
cube J" (ainsi que dans %) par V; et Wy i=1,...,n, les faces
opposées x;=0 et x;=1 respectivement.

Le théoréme suivant correspond au th. 6 du N°II (et s’en
déduit d’ailleurs).
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11). Btamt donnds n-+1 ensembles fermés Ao,...,dn tels que
9" SAO—]-...*-]—.A.,-,, A[;l'Wi::O, Ak~Viz0 (@Sk),

on a AO'“'"A-II:*:O' R
Soit, en effet, §=p;...p, un simplexe &4 n dimensions. Posons:

F@1y vy ®n) = Ao+ -ve - Iy
ho=1—y, M=(1—w)2y, Ap=(1—03)2s, ...
A =(1—8n) By oo Bty A =01 00" T
. QOnm constate facilement que f(J")==&8. En outre, le bord B
de § et le bord V,+ Wi+ ...+ V,+W, de J" se correspondent
mutuellement; en effet, si ¢;=0, on'a 4=0, 8i @;=1, on a A4=0
et inversement, si 4,=0, on a l'une des i+ 1 égalités:

&y '-740, eery w1=::0, wi-l-‘l::l;

e.ad. AVYICQ, FW)CQi1, F @)Vt .ot Vit Wips.

Enfin la fonction f est biunivogue & lintérieur de I”, car
Iégalité :
. ‘acl-..‘.-wi+1_—_1—-(20+'...+11)
implique alors
‘ - ‘ 1—(AF...-F 4)
,{Gi =3 .
R T VS SRS Ay

Posons A¥=f(4,). Il vient § =A3-+...-A* et

AP Q=4 f @)ICHAL (Vi etk Vit Wig)] =O.

. Les ensembles A} étant fermés (cf. § 14, VIII, 5), on a done
d’aprés II, 6

A} A0

00.111111.1e A}-@i=0, on a A}-...-4%-B=0 et la fonction f7|§
étant biunivoque, on en conclut que A,-...- 4,0,

2. Btamt donnds dans J" deux systémes d'emsembles fermds
Fyy...; By €t Hy,...,H, tels que

gn =F1+H1 et F1V1=0 =.HiWi,
(Fl'Hl) '""(Fn'Hn):*:O-

omn a

1) Cf. H. Lebesgue, Fund. Math. 2 (1921), p. 256 et W. Hurewi
, . , D f cz; Math.
Ann. 101 (1929) et Proc. Akad. Amsterdam 31 (1928), p. 917.
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Posons, en effet,

Ay=Hy, Ay =F,-Hyy .oy Apy=Fy-Fyeoee:Fry-Hyy Ap=F- .- Fns
Soit G}zg"—H,-‘. Comme G;CF;, il vient

Ayt .+ A DH G- Hy+- e Gy e Gy - Hy) - (G- G) =T

On vérifie facilement que les hypothéses du th. 1 sont réalisées.
On a done

(Fy-Hy) oot (Fp-Hyp) =44+ ... An 0.
Le th. 2 admet la généralisation suivante:

3. Biant donnés dans T* deux swites infinies d’ensembles fer-
més Fy,Fy,... et Hy,Hy,... tels que

Fe=F,+H, €t FpVp=0=Fp-Why,
on a
HFH'HII :i:O-
n=1
Désignons par J, I'ensemble des points & =[y,%p,:..] de T
tels que Zpy1=Tpi2=...=0. La distance de deux points = et ¥
de J, est égale par définition &

) 1 1
61— |+ g‘mz“?/z“l‘ et on [®n—Ynly
tandis que la distance des points (wy,...y&n) et (Y1y...,Yn) de T" est

[ = r—

Tes ensembles J, et I" sont donec homéomorphes et dans
¢ette homéomorphie Iengemble V;-J, et I'ensemble des tels que
#;—0 se correspondent mutuellement. De fagon analogue, l'en-
semble W;-J, et celui des o tels que ;=1 se correspondent.

Le th. 2 est donc applicable & J,. Il vient

J.CFe-H,, i<n, dot (Fy-Hy)eor (FpeHo)0

et, en vertu du th. de Cantor (§ 14, VIIL, 2), Hiﬁ*n-ﬂnem_
. n=
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4. Théoréme de W. Hurewicz'). L'espace I me se laisse pas
dédcomposer en une serie (dénombrable) d’ensembles de dimension 0
(ni, plus genéralement, d’ensembles de dimension finie).

Soit, en effet, @,Q,,... une suite infinie d’ensembles de di-
mension 0 contenus dans J™. Il g’agit de prouver que

n=1

Les ensembles ¥, et W, étant fermés et disjoints et @, étant
de dimengion 0, il existe d’apres § 22, II, th. 3, deux ensembles
fermés F, et H, tels que

380 :Fn‘[“Hny ‘Fn'Vn = *‘—‘H,,' Wn
d’on F,,-H,,C.T*“~Q,,. Il vient d’aprés 3:

ot Fy-Hy Q@ 0,

an]]F ch IH—Q,) = F¥— .ZQ,,

n=1 n=1 n=1
Remarques. 1° Soit A,, Pensemble des points
4 ‘ & = [y, &gy ..y Tn, 0,0, 0 ]

de g% tels que </, pour i<<n.

L’ensemble 4y+4,+... est compact, sa dimension est infinie
et cependant chacun des 4, est de dimension finie.

20 L'hypothése du continu implique le théoréme suivant 2):

Dans tout espace (indénombrable) ¥ qui n'est pas somme
dune série d’ensembles 0-dimensionnels, il ewiste un ensemble indé-
nombrable dont tout sous-emsemble imdénombrable est de dimension
infinie.

La famille de tous les ensembles G étant de puissance ¢
(cf.§19,1,1), done en vertu de I'hypothése du continu, de puissance &,
rangeons tous les G de dimension finie en une suite transfinie
Q0sQ1;-+;Qay ... du type Q. Chague ensemble compesé d’un seul point
individuel étant un terme de cette suite, on a 5{' =Qo+ ..+ Qo+ ..

1) {ber wn,endlwh dimensionale Punkimengern, Proc. Akad. Amsterdam 31
(1928), p. 916.

%) Théoréme de W. Hurewicz, Une remarque sur Uhypothise du continu,
Fund. Math. 19(1932), p. 8. Comme le remarque M. W. Hurewicz, hypothése du
continu équivaut & I'hypotheése, que le cube FMo matisfait & la thése du corollaire.
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D’autre part, chagque ensemble de dimension finie étant somme
d’un nombre fini d’ensembles 0-dimensionnels (§ 22, I, th. 2), I'hy-
pothése du théoreme implique qu’aucune somme dénombrable de
termes de la suite {Q,} n’épuise Pespace &. Il existe par conséquent

une infinité indénombrable de nombres o tels que Q,—2 Qs==0.
<a

En extrayant de chacune de ces différences un point p,, 'ensemble
P ={p,} est I'ensemble demandé. :

En effet, ’ensemble PQ@; est dénombrable quel que soit <0,
car P, non-e Qs pour £<Ca. Il en est de méme en remplacant P par
XCP. Or, en supposant que X soit de dimension finie, il existe
selon le th. 5 du § 22, IV, un & tel que XCQ;, c. 4 d. que X =XQ;.
L’engemble X est done dénombrable.

Y. Nerf d’un systtme d’ensembles. Soient &,...,64, un sy-
stéme d’ensembles situés dans un espace (arbitraire) & .et pg,...,Pn
un systéme de points d’un espace euclidien (de dimension arbitraire).
Sile complexe N formé des simplexes P tels que Gy-... Gy =0
est simple, il est dit le merfl) du systéme {Gy,...,G}. Le nerf N est
évidemment un complexe fermé. Sa dimension est égale au plus
grand entier & tel qu’il existe un systéme d’indices 4y<.. <z,, véri-
fiant Pinégalité G- ...- Gy, =F0.

Pour que deux systemes d’ensembles aient le méme nerf, il
faut et il suffit qu’ils soient semblables aw sens combinatoire (cf. § 16, II).

Soit 8 =p4...p, un simplexe simple. Soit (ef. IL (10)) Pi la
somme de toutes les faces de § ayant p, pour sommet.

1. Le complexe S formé de toutes les faces de S est le nerf du
systéme {Pg,...,Py}.

Car le produit Py -...-P;, en tant que somme des simplexes
ayant Dy Py, DPOUT face, n’est vide pour aucun systéme 4;<<...<<tp

De facon plus générale:

2. 8i C est un sous-complexe fermé de S et si 0 =CC, C est
le nerf du systéme {CPy,...,CP,}.

Car les conditions CPy-...-Py=0 et p,o...pikCO' sont équi-
valentes.

1) Voir P. Alexandroff, C. R. Paris 184 (1927), p. 317. Cf. la notion
de ,polyédre réciproque” de H. Poincaré, Oomplément & Vanalysis situs, § VII,
Rendic. di Palermo 13 (1899).
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En ce qui concerne la réalisation gbomditrique du nerf dun
systéme d’ensembles donné, on a I'énoncé suivant:

3. {Gy... ,,,} dtamt un systéme d’ensembles dommé et n um
entier <m tel qu'aucun point n'appartient & n-+2 ensembles de ce
systéme, c. & d. que Von a

(n) Giyr e Gy =0 quels que soient Gl <...<iny,

il existe alors dans Vespace &' um complewe (simple de dimen-
gion <n) qui est le merf du systéme donné.

Plus précisément: les sommets Po,...,pm de ce complexe peuvent
éire assujettis & la condition supplémentaire:

pi—a|<e, i=0,1,...,m,

les POints g, ...,0m €t le mombre e>0 diamt donnés en avamce.

Posons, en effet, dans I, 2: r=2n+1 et désignons par N le
complexe formé des simplexes PPy, tels que @y-...-G4,=0. Ces
simplexes étant en vertu de (n) de dimension <, le complexe N
est donc simple (d’aprés I, 1); il est par conséquent le nerf du sy-
stéme {Gy,...,Gn}. '

VI. Transformations d’espaces métriques en polytopes?).

Soit {Gy,...,Grm} un systéme de sous-ensembles ouverts d’un
espace métrique & et s0it {pgy...,pm} un systéme de points dun
espace euclidien. Posong:

(1 G =Gyt ...+ Gpy

La transformation suivante de G est appelée transformation »
correspondante aus systémes {Go,...,Gm} €t {Dgy...,Pm}:

et F;=@—G,.

(2) (@)= 29(®) Do+ ooet A () - P
ol
(3) ‘ /11(03)= Q(wrFi)

o, Fo)+...+ o, F'm)

(en convenant que g(z,0)=1).

1) Cf. P. Alexandroff, C. R. Paris 183 (1926), p."640, Math. Ann. 98
(1928), p. 635, Ann. of Math, 30 (1928), p. 6, W. Hurewicz, Mon. £. Math. u. Phys.
37 (1930), p. 202, ainsi que ma note Sur un théoréme fondamental concernant le
nerf d'un systéme d’ensembles, Fund. Math. 20 (1933), pp. 191—196.
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1. =(x) est le ﬁoint de la fermeture du simplexe (simple ou sin-
gulier) S=pqy...pm & coordonnées barycentriques Ao(&)y ..., Am(%).
Cela veut dire que ’

( )+t (@) =

Pour §'en convaincre, on n’a qu’a constater que le dénomi-
nateur dans la formule (3) ne s’annule pour aucun . Or, F; étant

-1 et A, (x)=0.

fermé dans @, on a ’équivalence:

(x eFy) pour ze(.

(4) [o(@,Fy)=0}=

En supposant que o(x,Fo) + ... + o(,Fn) =0, on auraib
o(x,F;) =0, donc « ¢ F'; pour chague 4. Mais alors » n’appartiendrait
4 aucun Gy, contrairement & (1).

2. La tramsformation » est continue sur G.

Car la fonction A(x) est continue sur q.

3. En désignant par @; la face p...p, D, (--D, 6 DAY P; la
somme des faces de la forme DDyPy, (0<k<m), on a les for-
mules sutvantes: -

(5) - %[Gio.“..Gikmigijai](:pio‘“pik’
(6) #F)CQy ) (G4 C Py

Admettons, en effet, que

Te Gij pour 0<j<k et zmon-e¢@G pour izi;.
1l vient
T noN-€ F et zel; don Ayr)+0 et Mx) =0

d’aprés (4) et (3). Done x(x) € Py Py, . Dol l’mclusmn (5).
D’apres (4), si z ¥, on a l(m) =0, donc »(x) € Q.
Enfin, si 2 € G, on a A4{x)=+=0, donc »(z) € P;.

Remarque. Si le systéme {G,,...,Gx} satisfait & la condition (n),

-on & dim ()< n.

C’est une conséquence immédiate de Iinclusion (5) et de II, 7.
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4. Dams le cas on le simplexe 8= py...pn €st simple, les inclu-
sions (B)—(7) peuvent étre remplacdes par les identités:

@) %—1(2910";?11‘) T;Glo- ...-G,k*:%;jau
©)  #U@) =T, (10

w1 (Py) =Gy,

Dams ce cas, la fonction 3 transforme Uensemble G en sous-
ensemble dw polylope N=CN, oh le complexe N (nerf du systéme
{Gy,...,Gn}) se compose des simplexes PPy, tels que Gy one - Gy =0,

BEnfin, si lo condition (n) du th. 3 du N°V est vérifide, on a

(11) dim N =dim N < n.

Les faces d'un simplexe simple étant disjointes deux & deux,
I’identité (8) résulte de (5). @; étant la somme de toutes les faces
qui n’ont pas p, pour sommet, la i-eme coordonnée barycentrigque
de tout point de ¢; s’annule, d’on la formule (9). La formule (10)
se démontre d’une fagon analogue.

Pour établir la deuxiéme partie du théoréme, il suffit de re-
marquer que la condition @-...-G4,=0 entraine d’aprés (8) l'éga-
lité %-1(p,.0...pik)=0, ce qui veut dire qu'auncune valeur de la fone-
tion » n’appartient au simplexe DDy donc toutes ses valeurs
appartiennent & N.

Remarques. 1° On démontre facilement?!) que chaque sous-
ensemble d’un simplexe simple se laisse transformer d’une fagon
continue en un polytope-somme de certaines faces du simplexe
sans qu’aucun point ne quitte la fermeture de la face & laquelle il
appartenait. En particulier, si »(@) est ce sous-ensemble et f(p) en
désigne la transformation en question, la fonction superposée
g(x)=fx(x) transforme l'ensemble G en un polytope et satisfait

15 i —1 ..
8 Pinclusion ¢ (pio“'pik)CGio Gik.

2° Le membre droit de Iégalité (8) est nommée (d’apreés
G. Boole en Algébre de Logique) ,constituant de lunivers du
disecours G relatif au systéme G,...,G,". L'univers du digcours se
décompose en constituants; les constituants sont disjoints deux
3 deux. v '

Le th. 4 établit une correspondance entre ces constituants et
les faces du simplexe S.

1) Cf. ma note précitde, p. 193.
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5. & diant un espace totalement borné de dimenmsion n, & tout
&> 0 correspond ume transformation continue f de & en un sous-en-
semble d'um polytope & n dimensions et telle que

(12) f M (y)l< e quel que soit y € ().

Plus précisément: soient E un espace & propriété Dy, Go,...,Gm
un systéme d'ensembles ouverts tels que F =Gy+ ...+ C@m et 8 un
simplexe simple Dy...Dm; désignons par A, le complexe formé des
faces de S de dimension <n et posons A,=GA,; il existe alors une
fonction f e AZ telle que

(13) FUPYCE; pour i=0,1,...,m.
En effet, Pespace & jouissant de la propriété Dy, il existe un
systéme d’ensembles ouverts G%,...,G, tels que

(14) F=G¢+...+Gh, GICaE; et Gf-...-Gf =0

pour io<...<in+1<m.

La transformation x, correspondante aux systémes {G3,...,Gn}
et {Dg;...,Pm}, €st la fonction f demandée. Car N désignant le nerf
du systéme {G%,...,G%}, on a la formule (11), d’ot NC.d4,, donc
%(%F)CA,; Qautre part, Pégalité (10) entraine (13) en vertu de
Tinclusion (14).

La deuxiéme partie du th.5 se trouve ainsi établie. Pour
en déduire la premiére, il suffit d'envisager une décomposition
F=G,+...+ G, en ensembles ouverts de diamétre <e.

Inversement, on a le théoréme .suivant:

6. Si a toute décomposition X =G+ ...+ G en ensembles
ouverts correspond une fonction f e AT satisfaisant & la condition (13),
Vespace & jouit de la proprieté Dy,.

Posons, en effet, Gf=f" Y(P). Il gagit de montrer que les
conditions (14) sont vérifiées. :

La premiére de ces conditions résulte de II (11), la deuxieme
résulte de Pinclusion (13) et la derniére — du fait que le nerf du
systéme {4,-Pg,..., A, Pp}, done du systéme {Gf,...,Gn}, est de
dimension <n (d’aprés le th. V, 2).

Dang le méme ordre d’idées, on & I'énoncé suivant:

7. Si & tout L>n et & tout systéme d’ensembles ouverts {Gy,...,Gm}
tel que F=Gy+ ...+ Gnm et dont le nerf est de dimension 1, correspond
une fonction feAE . assujettie & (13), & jouit de la propriéié Dn.
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11 s'agit de faire correspondre au systéme {G,...,Gn} un sy-
stéme d’ensembles ouverts satisfaisant aux conditions (14). Ad-
mettons que, pour un k> et pour tout 1<k, il existe toujours un
systéme {G%,...,G%} demandé; il s’agit de montrer qu’il en est ainsi
pour k--1.

Comme k+1>n, il exigte d’apreés l’hypothése du th. 7, une
fonetion feAh vérifiant (13). Posons H;=f" Y(P). Le nerf du 8y~
stéme {Ay-Py,..., A1 Pr}, done du systéme {H,...,Hn}, étant de
dimension <k, il existe par hypothése un systéme d’ensembles
ouverts {GF,...,G%} vérifiant les deux égalités (14), ainsi que Dinclu-
gion GFCH; Rapprochée de (13), cette inclusion impligue l'inclu-
sion (14).

8. Les points Poy...
rale, on a pour tout y:

wUy) =Kot oot Ky ECEy

Pm de &" diant supposés en position geéne-

K- Ky=0 pour ’I;:f:'b-',

les K; étamt fermés (vides ow mon) dans la somme G =G+ ...+ Gn.
Soit 8§*=p§...p5 un simplexe & 7 dimengions (dans &™).
Posons (ef. (3)):
' (@) =2(@) - e+ oo+ Am() - D ,
Désignons par A7 la somme des simplexes pf...p} avec k<n,
et posons pour te A¥:

F(@) =Bo(t) - Do+ <o Brlt)  Dim,y
oL By(t), ..

aux sommets pf,...,pn). On a évidemment x(x)
quent «~(y) =#" [/~ (9)].
Les simplexes PPy, @VEC k<n étant simples, la fonction f

=f[x*(x)]. Par consé-

est biunivoque sur cha.que sunplexe pi .} i L’ensemble f(y)
est donc fini. En désignant par P} la somme des faces de 8* ayant p}
pour sommet et en posant H;=f""(y)-P¥, il vient

x U y) =a* Y Hy)+ ...+ »*1(H,y),
puisque PF+...+ P%=48*
Les ensembles
KO ::.%*—I(EO')] -K]_ :%*“i(ﬂl—‘Ho), veny ‘
B =0 H e (Hy oot Hypy)]

-sBm(t) sont les coordonnées barycentriques de ¢ (par rapport
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sont les engembles demandés. Car

.K0+ -.-"‘}‘_K -
=1*"YHy+ (H—Hy)+ . HHn—(Hy+ oo+ Hnd) [} =#71(y),
E,Co*1(H) Cx*1(PF) =G, (selon (10)),

K KyCx* 1 [H;- (Hy—H;)] =0 pour i<,
Enfin, H; étant fini, K; est fermé dans G.

VII. Approximation des fonctions continues par les fone-
tions x=1).

1. Etant donnés: une décomposition d'un espace méirique (arbi-
traire) F =G+ ...+ Gm en ensembles ouveris, une fonction fe(I7%,
un nombre e>0 et un systéme de PoMnis Py,...,Dm de I tel que

(15) 8l(p)+A(@)]< e pour i=0,1,...,m,

la transformation » correspondamte aux systémes {G, ...,
{Doy-e1Pm} Sabisfait & la condition

G} et

(186) u(w)—flz)| <& -quel que soit x e &.

Remarquons, au préalable, que d’une fagon générale:
2. 8i parmi les arétes p,p, du simplewe (simple ow singulier)
Do Pny Varéte pyp; est la plus grande, on a

Ipe—a| <

Car le centre de gravité des masses Zy,...,4, placées aux points
PosrsPn D€ peut &tre situé & Pextérieur de la sphére de cenfre p,
et de rayon |p,—p; (sphére qui contient tous les points pg,...;Pn).

Ceci établi, soit # un point fixe de &F et soit 4y, ...,4x le systéme
de tous les indices tels que & € Gy,...,# € G4. On a done

G%—igj @], ot (@) ¢ (p, --p,)

|po—p;| pour tout e py...pp

(17) {EG[GZ‘O'...'
d’aprés ().

1) Les théortmes du N° VII permettront d’établir (dans le vol.II) les
théorémes du ,plongement” de la théorie de la dimension; en particulier: que
tout espace métrique séparable de dimension n est homéomorphe & un sous-ens
semble de ’espace cartésien 4 2n-4-1 dimensions.
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Envisageons parmi les points D1 Py celui qui est le plus
éloigné du point f(z). I est légitime d’admettre que c’est le point P,
Tl résulte de (17) et 2, en substituant le simplexe f(x ) i Py, AL

simplexe Pg...Pn, que

(18) [f(@)— (@) < [f@)—p,-
Comme % ¢ Gy, on a f(z) e j(Giu) d’olr
(19) lp,— (@) < 6[(p,)+G))]

Les inégalités (18), (19) et (15) entrajnent (16).

3. Toute fonction fe(INVE peut éire approchée umiformément
par des fonctions .

Plus précisément: élant donné un sysiéme d’ensembles ouverts
{Ggy ey G} tel que
(20) F=Gy+..+Gn e
il ewiste dans ™ um systéme de points en position générale {Pg,...,Pm}
tel que la fonction x correspondante aux systémes {Gy,...,Gn} et
{Doy---sPmy VErifie Vinégalité (16).

Enfin, si & jouit de la propridié D,, on peut admettre que
(201 ‘ dim »(&F) < n.

Soit, en effet, a;ef(Gy) (si G =0, ¢; désignera un point arbi-
traire de J7). D’apres I, 2, il existe dans I un systéme de points
Poy--yPm €0 Pposition générale et assujetti & la condition (15). La
deuxiéme partie du th. 3 en résulte en vertu de 1.

Pour en déduire la premiére, on décompose le cube I en un
systeme fini d’ensembles ouverts (de sphéres de diamétre <& p.ex.):

(21) J"=Hy+..+H, on §(H)<e,
et on pose G,=f'(H,). Les conditions (20) sont done vérifiées. D’otr
Tinégalité (16). ‘
Enfin, si & jouit de la propriété D,, on remplace le systéme
{Gyy--.yGr} par un systdéme {Gy,...,G%} tel que
=@+ .6, @ICG, Gh-..-61 =0.
L’inégalité (20') résulte alors du th. VI, 3, remarque,

Eemargque. Dans le cas ol 7> 2n+ 1, les points Poy--+yPm Peuvent
étre assujettis & la condition supplémentaire, que tous les simplexes
PPy, @vee k<<m, soient disjoints d'une variété linéaire I de
dimension <(n, donnée en avance. (Cf. N° I, remarque 29).

f(Gyl<e pour ©=0,...,m,
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Le th. 3 peut &tre précisé comme suit:

4. Blant domnés deuw ensembles fermeés et disjoinis A et B tels
que Vensemble E=A-+B jouit de la proprieié D,, toute fonction

Fe(INHE on r>=2n+ 1, peut étre approchée uniformément par des
fommons % assujetties & la condition

#(4)-%(B) =0,
Soient, comme dans (21), H,,...,H, des ensembles ouverts
tels que
(21") J"=Ho+..+H, et S(H)<s pour j<s.

Posons: m=2s+1, K;=f"(H)) et
Gy=Ky—4, .., G=K—4, Gy=K,—B, ..., Gn=KB.

Les ensembles Gy,...,¢h, sont donc ouverts et vérifient les
conditions (20), car O[f(K,)]=6(H;<e. On a, en outre, pour tout
P Lm:

(22) soit G4 =0, soit G;B=0.

L’ensemble E jouissant de la propriété D,, il existe selon
§ 22, 1L, 4, un systéme d’ensembles ouverts Q,...,Qn tel que

(23) & =Qo+ .. +Qum, (24) @:C 6y,
(25) E-Qiy oo Qi =0 pOUr <l <l KM

On a done d’aprés (20): d[f(Q)]<e. En considérant, comme
dans la démonstration du th. 3, un systéme de points pg,...,pm €n
position générale et tel que J[p,+ f(@)]<e on constate gue la
fonetion » correspondante aux systémes {Qg...,Qm} €t {DgyeeesPm}
satisfait & la condition (16).

Désignons par N,, respectivement Np, le polytope-somme
des simplexes (disjoints!) Dyp-Pyy tels que

A-Qy- ...
On a done selon (23), (25) et (5)

-Qi,7F0, respectivement B -Qio- wee @y, 7F0.

#(A)CN,4 et »(B)CNp; doit »(d)CN, et »B)CNg.
De plus, selon (23) et (22), tout @, est disjoint soit de 4, soit
de B. Done
N4-Np=0, dolt x(d)-%(B)=

C. Kuratowski, Topologie I. 14
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Les deux généralisations suivantes du th. 4 seront appliquées
plus tard:

5. Etant donnés 1--1 ensembles fermds A, ..., A, de dimension <n,
toute fonction fe(INE, ok r=2n-+1, peut ére approchée unifor-
mément par des fonctions x assujetties & la condition

(26) dim [#(Ag)- ... #(A})] < dim (44-...-4)).

Les ensembles Hy,...,H; et K,...,
dans la démonstration du th. 4, on a

27 E=Ko+...+ K, et JfE)]<e

Posons E=A4,4...+4; et v=dim (4,-...-4)). D’aprés § 22,
II1, 5, il existe un systéme d’ensembles ouverts Gy,...,Gn satis-
fa.lsant aux conditiong (20) et tel qu’a tout systéme 1< .. <zv+1<m
correspond un »<! tel que

(28) AyeGyrn Gy =0

De plus, comme ’engemble E jouit de la propriété D,, le sy-
stéme {@y,...,Gn} peut 8tre assujetti, en vertu de § 22, ITL, 4, & la
condition
(29) E-Gy .-Gy =

(en remplagant au besoin, les @; par des @, vérifiant les formules (5)
du § 22, IIT).

Doy--yPm étant (conformément & I, 2) un systéme de points
en position générale et satisfaisant 4 la condition (15), Pinégalité (16)
se trouve vérifiée. ‘

Désignons par WN,, pour »=0,...,l, la somme des simplexes
PPy, tels que A4,-Gy-...-Gy=£0; on a done daprés (29): k<<n.
Les points py,...,pm étant en position générale dans I7, tous ces
simplexes sont disjoints et N, est un polytope de dimengion <n.
Le produit N,-...-N; est done la somme des simplexes Dy Dy

tels qu'on a pour tout »<I Pinégalité A, Gy -Gy 0. Il en
résulte d’aprés (28) que k<{v; d’od ‘

dim (Ny-...-N)<o.
L'inégalité (26) en résulte, car (d’aprés (5)):
#(4,)CN,

K, ayant le méme sens que

et N,=N,, ot w(4,)CN,.
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6. Etani dommés 1-+1 ensembles fermés A, /
gy k1 €t tels que Ag-...-4,=0, toute fonction fe(INE, on r>=k,
pour v=0,...,1, peut éire approchée uniformément par des fonctions
% assujetties & la condition

vy d; de dimensions

(30)  dim [#(dy)- ... %(A)]< g+ ...+ Ter—Ir (0w bien ——1).

Les ensembles H; et K; ayant le méme sens que dans la dé-
monstration du th. 4 (en remplacant 2n-1 par r), les conditions (27
sont réalisées. Désignons par {@G,,...,Gn} le systéme de tous les
ensembles K;—d4,, oi j<s et »<1 (done m=(s+1) (I4+1)—1).
Aucun &4, oit ¢=0,...,m, n’a donc des points communs avec deux
termes différents du systéme {4,,...,4;}. Par conséquent, si

Ay G G054, -Gy -Gy, et vy,

tous les indices 4,...,%; différent de tous les indices ip,..., 3.

11 en résulte que — pg,...,Pm €t Ny,...,N; ayant le méme sens
que dans la démonstration du th. 5 et Z, désignant I’ensemble des
sommets des simplexes formant N,—on a Z,-Z,=0. De plus,
le systeme {@y,...,Gn} étant assujettie & la condition (29) oi I’on
remplace n par 7 (¢e qui est évidemment légitime), les simplexes
en question sont de dimension <r. On a donc en vertu de I, 1:

dim (Ny-...- N)<ky+ ...+ —Ilr (ou bien =—1),

d’olt (30) en vertu de linclusion #(4,)CN,.

7. Boit & wun espace totalement borné de dimemsion <r. Etant
donné un n>0, toute fonction fe(JIN)E peut étre approchée umifor-
mement par des fonctions x telles que, quel que soit y, Pensemble x—(y)
se décompose en un mombre fini d’ensembles fermes, disjoints et de
diamétre <.

H; et K; ayant toujours le méme sens qu’auparavant, soit
Voyey Vg un systéme d’ensembles ouverts tel que

E=Vy+..+V, et &V.)<n pour ¥=0,...,q.

Désignons par {Gy,...,Gn} le systéme de tous les produits K;-V,.
Les conditions (20) sont donc vérifiées, et on a 6(G)<<7n. Comme
dim <, on peut admettre en outre que

Gio"".Gir-{r-]:O pour i0<-u<’l:1'—§—1<m'
14*
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Les points pg,...,Pm ayant le méme sens que dans la démon-
stration du th. 5, 'inégalité (16) se trouve vérifie. On a, en outre,
d’aprés VI, 8:

x—l(y) =F0+...—|—‘Fm, Fi:jﬁicgi et Fi'Fy =) pour ’I;=}=’b".
" Enfin 8(F)<7, puisque 8(G) <.

VIII. Complexes et polytopes infinis. Une famille dénombrable
(infinje) de simplexes Ry, R,,... est dite un complexe infini lorsqu’au-
cun point de E; (1=1,2,..) n’est limite d’une suite de points
extraits de différents termes de la suite {E;}1).

Les notions de fermeture, de complewe fermé et de complexe
simple Sappliquent aux complexes infinis comme dans le cas deg
complexes finis.

De facon analogue, C est dit un polytope infini lorsqu’il existe
un complexe simple fermé infini € tel que ¢ =GC.

On démontre que tout sous-ensemble ouvert de Vespace & est
un polytope infini 2).

La notion du nerf d’une suite infinie d’ensembles GG, ...
assujettie & la condition:

(1) tout G; n’a des points communs qu'avec un nombre fini des &,
g'introduit comme dans le cas de suite finie (N V).

Le th.V, 1 se généralise comme suit:

1. C étant un complexe simple, fermé et infini & sommets Poy Py -
et P; désignamt lo somme des simplexes de C ayant p; pour sommet,
C est le nerf de la swite Py, P;,...

Autrement dit, les conditions (pio...pik) €C et Py-...-Pp==0
sont équivalenies.

En effet, Pio-...-P,-,z étant la somme de tous les simplexes
de C ayant D;y-P;, Dour face, on a, d’une part, pio...pl,kCPl.o- ""Pi,,
et la condition (pl.o...p,k) e O implique que Piy-...-Py#=0. D'autre
part, i @ € Py-...- Py, o appartient & un simplexe R;eC dont PPy
est une face; le complexe € étant fermé, on a donc (pio"'pik) e C.

') En symbole (voir § 25, I1T): E,-Ls R;= 0.
%) Théoréme de Runge (cf. Acta Math. § (1884), p. 229). Pour la, démon-
stration voir Alexandroff-Hopf, Topologie 1, p. 143.
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L’énoneé V, 3 admet 'extension snivante.

Désignons par ELy, resp. par &%y, Pensemble des points de &),
resp. de &%, dont la premiére coordonnée (»abscisse”) g’annule.
Pour 1 fini, 6. est évidemment isométrique 3 &2

2. Gy, Gy,... dlant une suite d’ensembles satisfaisant. ¢ la con-
dition (1), ay,ay,... élant une suite de points situds dans &%, et £y 1y oer
une suite de nombres positifs, il existe un complewe simple infini situé
dams EX—EXy & sommets po,py,... qui est le nerf du systéme G, Gy, ...
el qui satisfait & Dindgalite

(2) |p,—a|<e, pour i=0,1,...

- De plus, si la condition (n) du th. V, 3 est remplie, 8, peut étre
remplacé par 2n-1.

Soit, en effet, af un point & abscisse positive <1/i et tel que
laf—a)|<e;. D’aprés I, 2 (cf. rem. 1°), il existe un P; & abscisse po-
sitive <1/¢ et 4 distance de af suffisamment petite pour que I’iné-
galité (2) soit vérifiée et qu’en outre tous les simplexes & sommets
appartenant & la suite pg,py,... soient disjoints (dans le cas ou la
condition (n) est remplie, on demandera seulement que les gim-
plexes de dimension <(n soient disjoints).

Soit 8,8y, ... le complexe N formé de tous les simplexes p P

tels que Gy -...-G4,==0. Il g’agit de prouver que N est le nerf du sy-
gtéme 4, Gy, ..., €. & d. que N est un complexe simple. Cela revient
a démontrer gu’au simplexe §, (par exemple) corregspond un in-
dice ¢, tel que l’égalité
3) 8y 2 8;=0

>l
goit vérifiée.

Soit # la plus petite abscisse des sommets du simplexe 8§,
(donc la plus petite abscisse des points de 8,). Soit 1/k<n. D’aprés (1)
aucun p, ne peut étre sommet d’une infinité des simplexes §;. I
existe, par conséquent, un indice 4, tel que, pour j>4, aucun parmi
les points py,...,p, D’est un sommet de §;. L’abscisse du point v,
étant <1/j, il en résulte que tous les sommets de §;, done tous les

points de §;, ont I’abscisse < Io—j— 1 ‘Il en est encore de méme de
. N 1
I'abscisse des points de l'ensemble ) S;. Comme ——< 7, l'éga-
7> k+1

lité (3) en régulte.
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La notion- de transformation » s’étend aussi aux suites infi-
nies d’ensembles ouverts @, Gy,... assujetties & la condition (1).
Posons
4) G=G,+G+... et F;=G—G.

Etant donnée une suite de points pg,pq,... dans un espace
euclidien ou dans &%, on pose

o0

(5) - =) :.;; (@) -p,

ou B

() Hio) =L T,
Igﬂ o(w, Fy)

Pour tout xe@, on a, d’aprés (1), o(#,F;) =0 pour j suffi-
samment grand; comme, d’autre part, d’aprés (4):

3 o(p,F))=0,
=0

la sommation (5) n’est qu’en apparence infinie.
Par conséquent:

3. La fonction x est continue sur G.

Le théoréme suivant se démontre comme les th. 3 et 4 du
No VL

4. N désignant le complexe composé des simplexes p
tels que Gyy-...-G4,==0, on a
#G)CN =GN
et les inclusions VI (5) et VI (7) sont verifides.

Py

De plus, si le complexe N est simple, il est le merf du systéme

Gy, Gy, ... €t los égalités VI () et VI (10) sont remplies.
Enfin, si la condition (n) du th. V, 3 est satisfaite, on a la for-
mule VI (11).

IX. Prolongement des fonctions continues 1). BEn utilisant la
transformation x appliquée aux systémes infinies, on peut établir
le théoréme de Tietze (§ 15, XI) dans une forme plus avantageuse
(Pespace & étant supposé métrique séparable). .

) Cf. 8. Lefschetz, Aun. of Math. 35 (1934), p. 118 et ma note Sur le

prolongement des fonctions continues et les transformations en polytopes, Fund.
Math. 24 (1935), p. 259. '
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1. Soient F=FCE et fe(E)V od r<ny Il existe un en~
semble N, somme dune swite de simplexes contenus dans &, ef une
extension *e[f(F)+N1¥ de f.
Plug précisément: Pensemble G=F—F diant supposé décom~
posé en ensembles ouverts Gy, Gy, ... conformément au th. 5 du § 15, IX,
¢. & d. que la condition VIII (1) ainsi que les formules:

(ii) GiCGQ et (iii) lim §(G;) =0

=00

sont vérifides, —il existe alors ume suite de Points Py,p,,... dams &
telle que la tramsformation x correspondante auw systémes (Gy,Gy,...)
et (PgyPry---) Presente un prolongement continue de la fonction f sur G.
Il est évidemment légitime d’admettre que G=:0=FF et que
les termes de la suite (finie ou infinie) G, G,,... sont des ensembles
non vides. '
Soient ¢;a; un couple de points tel que

(1) ) gi € Gi, aieIf',

(2) Jai—gi| < 0(G1, F)+ % .
Posons ‘

(3) fola) =fa:) et fol@) =f(=) pour e F.

La fonction f, est continue sur ’ensemble @ =F-+go-+ ¢+ ..
En effet, 1a suite gq,q;,... formant un ensemble isolé d’aprés VIII (1),
il suffit, pour établir la continuité de la fonction f,, de montrer
que la condition -

(4) _ lim g; =aeF, o j<pH<..,
=00
implique :
(5) Hm fo(a;) =fo(a).
=00

Or les inégalités

la,—al < |y, —;) + |g,—al
A 1 -
]aji"—jSl < Q(GjI’F)—l— % < !qji_aH_yTi,
valables pour aeF (d’aprés (2) et (1)), entrainent

1
la;,—a|<2(g;,—al + 7
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d’olt en vertu de (4): lim 0y, =a, done

=00

(®) lim (o) =f(a),

l1a fonction f étant continue (sur F).
La formule (5) résulte aussitdot de (6) d’aprés (3).
Posons
P; :fo(qi)
et désignons par N la somme des simplexes Dy, tels que
Glo-...-Gif{:O. Soit f* la fonction définie par les conditions:
: f(x) pour x eF
7 *(@) =
M @) {x(m) pour x € @G,
la fonction » correspondant aux suites (G, Gy,...) et (pg,py,-..).

L’ensemble G étant ouvert, il s’agit de prouver que la fonc-
tion f* est continue sur F. '

Soient @ ¢ F et £>0. La fonction f, étant continue sur Q, il
existe un entourage H de a tel qu’on a, pour ¢;e H:
(8) lfo(g)—f(a)| <&, c. & d. |p,—f(a)] <e.

Désignons par K Pensemble HF augmenté des z tels que
9) ’ z ¢ G; entrajne G,CH.

_K est un entourage de a. Car §'il n'en était pas ainsi, il exi-
Sterait une suite de points {z;} et une suite d’indices {m;} telles que
(10) m 2;=a, e G et Gmy—H==0.

=00
. En vertu de (ii), @ non-e ;. Il y a done une infinité d’indices my
différents. Mais alors les conditions (10) sont incompatibles avec (iii).

K étant un entourage de a, ‘tout revient & démontrer que,
étant donné un point z ¢ GK, on a

(11) ) (@) —f(a)| < e.

Soit 4g,...,% le systéme de tous les indices tels que ze Gipy -y Gy
On a done

(12) v e[Gy Gy— 2 G,
d’on w
(13)

@) € (D, ---D,),
d’aprés (7) et VI (5) (cf. VIII, 4).

' (14)
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Comme x e KG;, (pour m<k), on a d’apreés (9), ¢, CH, d’ou
(selon (1)): ¢, € H et par conséquent (cf. (8)):

b, —f@)]<e, m=0,1,..k

Les inégalités (14), rapprochées de laformule (13), entrainent (11)
(en vertu du th. VII, 2 ol l'on substitue au simplexe p,...p, le sim-

plexe f(a) p, "pik)'

IO'
Remarque. Le th. 1 reste vrai en remplacant Pespace & par
un sous-ensemble convexe arbitraire.

2. 8¢ dans les hypothéses du th. 1, on a FF)CEY et r=4,,
N peut étre supposé un polytope infini CEN—ER.

De facon analogue, st r>=2n-+1, fF)CSEL; et si le nerf de la
suite {G} est de dimension <n (ec. & d. que la condition (n) du th.V, 3
est verifide), N peut étre supposé un polylope infini de dimension <n,
conteny dans & — ELy. A savoir N =GN oi N est le nerf de la swite {G}.

Pour g’en convaincre on n’aura qu’a modifier dans la démon-
stration du th. 1 la définition de la fonction f, (c. 2 d. la premiére
égalité (3)) comme suit.

Soit, conformément 4 VIIL, 2, N un complexe simple infini
situé dans & —&y (ot r =&, respectivement r>2n--1) & sommets
DosPry -+ QUi est le nerf de la suite Gy, G,... et qui satisfait & 1’égalité
(15) lim [p,—f(a,)| =0.

On pose f,(g,) =p,- La fonction fy est continue, car la condition (4)
entraine (6) et celle-ci entraine en vertu de (15) la formule’

_.g pj,- ':f(a’)7

qui équivaut a (5).

La démonstration de la continuité de la fonction f* ne demande
aucune modification.

3. Corollaire. Etant donnds deux espaces meiriques séparables &
et Y, un sous-ensemble. fermé F de & tel que dim (X—F)=n et une
fonction fe YF, Vespace Y peut @ire congu comme sous-ensemble
@un espace F tel que: Y est fermé dams B, Z—Y est un polytope
infini de dimension n ¢t la fonction | admet une extension f* e ZE.

On imagine en effet espace 9 comme situé dans &Yy et on
applique le théoréme précédent.

-
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