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B. Problémes de la puissance (8§ 18, 19).

Nous supposons dans les §§ 18 et 19 que Pespaco satisfait aux ax, IV,

- § 18. Puissance de l’espace. Points de condensation.

I. Puissance de VPespace. La puissance de Vespace est <c. ‘

En effet, d'aprés § 17, LI, 2, I'espace est séparable. Il existo
par conséquent (§ 14, VI) une suite (finie ou infinie) de points ry,r, ...
telle que chaque point de l'espace est un point-limite d’une sous-
suite de cette suite. La puissance de Pespace ne dépasse done pas
celle de T'ensemble de toutes les muites extraites d’un  engemble
dénombrable, c. & d. celle du continu.

II. Partie demse. Tout sous-ensemble de Vespace conbient
une partic demse dénombrable. Bn cffct, considéré comme espace,
ce sous-ensemble satisfait aux ax. I--V (§ 17, TV, corollaire II);
il est done séparable. v

IIL. Points de condensation. Le point p est dit point de con-
densation de Vensemble X, lorsque chaque entourage de p contient
une nfinité indénombrable de points de X''), autrement dit, Jors-
que X n’cst pas localement dénombrable au point p (§7, IV).
Lensemble des points de condensation de X sera ddsigné par X°.

En vertu de 'ax. V, la formule pe X —X° implique que p est
situé dans un ensemble ouvert R, appartenant & la base de Pespace
et tel (%ue Vensemble XR, est dénombrable. I1 s'cnsuit que Pensemble
X»X@ est dénombrable. Car, en faisant, correspondre & chaque p de
X—X" un indice n(p) de fagon que XR,, soit dénombrable, il
vient X—X°C %’ XRyp eb cette dernidre somme, comme somme

dénombr‘able d’ensembles dénombrables, est dénombrable (d’aprés
un théoréme de 1a Théorie des engembles, bagé sur axiome du choix),

IV. Ragles de caleul.

(1) (X4+1P°=X°+7° - (2) X@~Y®¢(XMY)@
®) ”? X)°cllx? (1) D xPc(y x)°®

(8) XCY implique X°CY® () (X—X°)°= 0
(8) X°=X=X°'=X%=(xx%°

(1) xX°cx'cX
(9) XX°C(xXx®:"

') E. Lindelof, Acta Math. 20 (1905), p. 183. Cf aussi W. H. Yo
Quart. Journ. of Math. 35 (1903), p. 103, ] F aveal W. H. Young,
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Les formules (1)—(B) résultent directement (cf. § 7, V) du fait,
que la somme de deux ensembles dénombrables est dénombrable
et qu’un sous-ensemble d’un ensemble dénombrable est dénombrable.
La formule (6) résulte du N°IIT (puisqu'un ensemble dénombrable
n’admet évidemment aucun point de condensation). Chaque point
de condensation étant un point d’accumulation (§9, II), on en dé-
duit 1la formule (7). En vertu de (3) on a

(XX®)°CX°®. X°°CX®%;
comme, en outre, Iensemble X® est fermé (§7, V), on a selon (7):
X°°Cx°®'CcXo=x°
et la formule (8) se trouve établie, car I’identité X =XX°4 X—X°
donne en raison de (1) et (6) X°= (XX°)°. Enfin, les formules (8)
et (7) entrainent (9):
XX°CX®= (XX°)°C(XX°).

Y. Ensembles eclairsemés. Tout espace clairsemé est denombrable.

I’ensemble 1° étant selon IV (9) dense en soi, I'hypotheése
que Despace est clairsemé implique que 1°=0, d’olt 1=1—1° ety
cette différence étant d’aprés N¢IIT dénombrable, le théordme esb
démontré.

En le rapprochant de §9, VI, 3, on en déduit le théoréme de

Cantor-Bendizson): tout espace se compose de deux ensembles
dont Vun est parfait et Vaulre dénombrable (et clairseme).

VI. Sommes &’ensembles eclairsemés. Touil espace qui est
somme dune famille monotone?®) d’ensembles clairsemes esi dé-
nombrable 3). ’

Supposons que 1=20, ot O, est clairsemé (lindice . par-

courant un ensemble de ‘puissance arbitraire) et gue 1 soit indé-
nombrable. D’aprés le théoréme précédent, Lespace contient alors
un ensemble dense en soi qui, & son tour, contient (selon IT) une
partie dense dénombrable D=[py,Pq-..)- L’ensemble D est done
dense en soi.

1) G. Cantor, Math. Ann. 21 (1883), p. 575; L. Bendixson, Acta Math.
2 (1883), p. 415; E. Lindeldf, 1. cit. )

2) Une famille d’ensembles est dite monotone, si, quels que soient les en-
sembles X et ¥ appartenant 3 cette famille, on a soit X(CY, soit YCX.

3) Théordme de M. Sierpifnski, Sur une propriéié des ensembles clairsemés,
Fund. Math. 3 (1922), pp. 46—49.
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Taisons correspondre i chaque pn un indiee ¢« tel que p, e C.,

et posons
8= z Cipe

n=1
11 vient DCS. L’engsemble § étant dénombrable, comme gsomme
dénombrable d’ensembles dénombrables, il suffit de prouver que

S=1.

Or supposong par contre que ¢ e1—A8. Il existe alors un O
tel que ¢ e O, Il gensuit que O, n’est contenu dans aucun des en-
sembles C, . La famille des ensembles 0, étant monotone, on en
conclut que ¢, CCy, quel que soit n. Done SC0,, d’ont DCYCO,,
ce qui est impogsible, puisque €, est clairsemé et D est dense en
goi (non vide).

VIL. Points d’ordre m. I’6énoncé du NOIIT, d’aprés lequel
tout espace indénombrable contient des points de condensation.
(c. & d. des points d’,,ordre indénombrable”) peut étré précisé comme
suit: 8¢ la puissance m>N, de Vespace est non confinale avee o
(c. & d. quelle n’est pas somme d’une série dénombrable de nombres
cardinaux inférieurs & m), il ewiste dans Vespace un point d’ordre m
(point dont chaque entourage est de puissance m). On a aussi
Ténoncé suivant: Uespace se compose dun ensemble clasrsemé et d'une
suite @’ensembles tels que tous les points dun méme ensemble somt
du méme ordret).

VIIL. Notion d’effectivité. Cette notion est de mnature méla-
mathématique: elle concerne le mode de démonstration des théordmes
d’existence. On dit quun théoréme d’existence, ¢. & d. théordme
de la forme J p(x) ot g(z) est une fonetion propositionnelle (voir

x
§ 1, III), est démontré de facon effective, lorsqu’on a dédfini un
individu @ et on a démontré que a satisfait au théoréme considéré,
c. 3 d. que @(a)?).

1) Voir W. Sierpinski, Sur la décomposition des ensembles de poinis en
parties homogénes, Fund. Math. 1 (1920). Cf. G. Cantor, Acta Math. 7 (1885),
p. 118.

?),Comp. la notion d’effectivité chez MM. Borel et T.ebesgue, ainei
que chez M. F. Bernstein (qui distingue entre ,Existenz“ et ,Ilerstellung",
Leipz. Ber. 60, 1908). De nombreuses recherches de M. Sierpifiski ont été
consacrées & ce sujet, voir surtout Les ewemples effectifs ot Vawiome dw choim,
Fund. Math. 2 (1021). Cf. aussi les remarques sur Peffectivité dans la note de
M. Knaster et moi dans Fund. Math. 2, p. 261,
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Dans la Topologie fondée sur le systéme d’ax. IT—V, nous allons
considérer la base de Vespace comme définie (ce qui est justifié par le
fait que dans D’espace euclidien on sait définir une base: la suite des
sphéres dont le rajyon et les coordonnées du centre sont rationnels).
Cela donne lieu & d’autres définitions: on peut en effet définir des
différents objets (ensembles, fonctions ete.) & V’aide de la base de
P’espace.

Dans les problémes de la puissance il s’agit, en général, de
démontrer qu'un ensemble est de telle ou telle puissance; la démon-
gtration est effective, si Pon définit la correspondance en question.

Ainsi, par ex., la démonstration donnée au N° III pour le fait
que Pensemble X—X® est dénombrable n’est pas effective: nous
n’avons pas défini une suite individuelle contenant tous les points
de cet ensemble; nous avons démontré senlement gque des suites
de ce genre existent.

Par contre, il est facile d’établir d'une facon effective que Pen-
semble X—X " est dénombrable. En effet, si p e X—X ", il exigte un
indice n tel que p=XR, (ol R, est un ensemble appartenant & la
base de espace). Désignons par n(p) le premier indice de ce genre.
A deux points différents correspondent évidemment deux indices
différents. Ainsi, les points de I’ensemble X—X ' se trouvent rangés
en une suite (finie ou infinie).

Une démonstration effective de la dénombrabilité de 1’ensem1)le
X—X® sera donnée au § 19.

§ 19. Puissance de diverses familles d’ensembles.

I. Familles d’ensembles ouverts.
priété de Baire.
1. La famille de tous les ensembles ouverls est de puissance <.c.

En effet, chaque ensemble ouvert étant d’aprés l'ax. V
somme de certains ensembles R, la puissance de la famille de fous
les ensembles ouverts ne peut dépasser celle de la famille de toutes
les suites extraites de la base de Despace.

Chaque ensemble fermé étant le complémentaire d'un en-
semble ouvert, la famille de lous les ensembles fermés est aussi de
puissance <.

Familles d’ensembles & pro-
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Remarque. La correspondance entre les ensembles fermdés et
les é1éments d’un sous-ensemble du contina linéaire se laisse préciser
comme suit.

Soit By, B ... une base de Vespace. Admettons que chaque
terme soit répété dans cette suite une infinité de foig, G étant un
ensemble ouwert, soit ky,k,,... Ja suite de tous les entiers tels que
Ry, CE. Posous

(1) HE) = m'é}l{,'ﬁ $(0)=: 0 1),

n==1

Autrement dit, le développement diadique de #(&) est 0,ay,qy...
ot a,=1 ou 0, suivant que &, est contenu dans G on non. Ces dé-
veloppements admettent toujours une infinité d’unités (sauf lors-
que ¢=10). On en conelut avssitnt que la fonction (@) est & valeurs
différentes:

(2) UVindgalité G=H entraine WQ)==1(H).
On constate facilement aussi gue
(3) Vinclusion GCH entraine ¥ Q)< H(H).

2. Toute famille densembles ouwerts disjoinls est (effoctive-
ment) dénombrable.

En effet, @ étant un ensemble (non vide) de la famille con-
sidérée, il existe d’aprdés I'ax. V un indice n tel que R,CG. Soit
7(@) le premier indice de ce genre. Les ensembles ouverts en question
étant disjointy par hypothése, & deux ensembles différents corres-
pondent toujours deux indices différents, de sorte que la famille
de ces ensembles se trouve rangée en une swite (finie ou infinie).

En particulier, sur la ligne droite chaque famille Aintervalles
n’empiétant pas les uns sur les autres est dénombrable.

- Le th. 2 implique gque

3. Toute famille Vensemble {X,} & propriétd de Baire, disjoints
et dont aucun n'est de premiére catégorie est (effectivement) dénom-
brable.

Car selon § 11, IV, cor. 3, les engembles Tnt [D(X,)} sont dis-
joints et d’aprés § 10, V, 7 et 11, non vides.

1) Cette définition m’a été communiqués par Felix Hausdorif,
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On en déduit le théoréme suivant (aveec les notations du
§1, VL 6):
41). F dtant le résultat de Vopération (A) effectude sur les en-
sembles Akl---hn & propridié de Baire, il existe un indice pu<Q tel que
Pensemble B—K, est de premiére catégorie.

En effet, comme Af,lﬂ #,C4%..x, POUr a< B, les ensembleg

3 4 a1 N
Bhyky=Ap . ky—Arykyy 00 @<,

sont deux 3 deux disjoints (pour k,...k, fixe). D’aprés 3, &4 chaque
systéme 7 =(k,...k,) correspond un y <@ tel que, pour a>yr, Ten-
semble'B}’,‘l._.,,n est de I-e catégorie. La famille des systémes # étant
dénombrable, il existe un u<f tel que >y, quel que soit 7. L’en-
semble BZI_,_I," est. donc de T-e catégorie quel que soit le systéme %, ... kn.
La somme } B} . (la sommation étant étendue a tous les syste-

mes k,...k,) est donc également de I-e catégorie. Il en est de méme
de E—K, en vertu des inclusions

B—E,.CE,—K,CTy=YB} 4.

5. 8i les ensembles Ay ., jouissent de la propriété de Baire
au sens restreint et si Z est un ensemble qui contient un seul point

de chaque différence (mon wide) Ka—Z’Kg, Z est de premiére caté-
gorie sur tout ensemble parfail. <

En effet, comme K,CE, on a
ZC)) (Bo—2 K+ (B—K,).
ap i<le

On en conclut, en vertu de 4, que Z est la somme d’un ensemble
dénombrable et d’un ensemble de I-e catégorie. En relativisant
le th. 4 par rapport 4 un ensemble parfait arbitraire P, il en résulte
que ZP est la somme d’un ensemble dénombrable et d’un ensemble
de I-e catégorie sur P. L’ensemble P étant parfait, tout point indi-
viduel est non-dense dans P; done ZP est de I-e catégorie sur P.

1) Voir E. Sélivanowski, Sur les propriéiés des constituanies des ensembles
analytiques, Fund. Math. 21 (1933), p. 20, W. Sierpinski, ibid. p. 29, E. Szpil-
rajn-Marczewski, ibid. p. 234.

I’énoncé 4 reste valable (dans Pespace des nombres réels) en remplagant
la, propriété de Baire par la mesurabilité (au sens de Lebesgue) et les ensembles
de I-e catégorie par les ensembles de mesure nulle.

C. Kuratowski, Topologie L. 10
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Comme on vorrs plus tard, si I est un onsemblo analytique non borelien
(dans Tespace & des nombres véels), ensemblo Z, de I-s catdgorie sur touﬁ
ensemmble parfalt, peut &tre supposd indénombrable; cels présente (dans
I'espace &) une singularité trés remarquable. .

Ajoutons que P'on obtient aussi un ensemblo de I-e catdgorio sur tout
ensemble parfait en e/xtmya,nt un soul point de chaaue différenco (non vide)
Dat1—Dy od Dy=Ty (pour Ky, voir §1, VI, 8) et ol {Akl,,,kn} o8t supposé
un systéme régulier d’ensembles fermds 1), ‘

II. Familles monotones bien ordonnées 2).

L. Toute famille bien ordonnde @ensembles ouverts déeroissamts
est (effectivement) dénombrable.

, Soit, en effet, (,2@G,D..D0;D6.D... nne suite transtinie
d’ensembles ouverty (différents). Si o n’est pas le dernier indice,
il existe un point p, € Go—Gpy; il existe done wn indice n tel que
Do € BrCGy, done que

(]) J\)»“C G“ 011.7 .1 U Ga-l.,l % O.

Soit n(x) le plus petit indice qui satisfait & la condition (i).

_ A deux nombres transfinis différents correspondent deux in-
dices différents, car la condition a<§ implique B C G C Gopy
tandis que, selon (i), Vinclusion By CGapy n'a pas lieu. .Ainsi:
tous les indices o (sauf, peut-dtre, le dernier) se trouvent rangés
en une. suite dénombrable. '

2. 'Tfiute famille: bien "ordonnde. densembles fermés dderoissants
est (effectivement) dénombrable. '
. .Soi.t dFIDFZD...DFgD Fep D cette suite. 8 o nlest ];)a,é le
ernier indice, il existe un point pg e (Fy—Fory); s0it n 2
petit indice tel que - _ " a‘ i S0lt nla) de plus
Rﬂ(“)'F“ 7&0 == Rn(a) 'Fa—{-‘l .

1 D vient pour a<<f: FyCF,y,; Iinégalité R, -Fg£0 enfraine
done R,,(g)-Fa_*.j‘?L—O,‘d’Ol‘J m{a)=n(f). L'ensemble des indices a est
par conséquent (effectivement) dénombrable.

En tenant compte du fait que les engembles ouverts sont les
cornplémentadres des engembles fermés, on par'vieﬁt & Ténoncé
suivant, qui généralise les deux précédents: . o

- 3.‘tTout.e famille bien ordonnés @ensemtles erotssants ow dd-
Lesanis qui sont tous fermds ow bien to )

] us ouverts est (effecti !
dénombrable. ' ' (cljectivemant)

1) Voir N. Lugin et W. 8ierpifiski incei
i 5 - wlerpinski, R. Ace. Lincei 6, v, VII (1928), p. 214,
#) Voir R. Baire, Thése, Ann. di Math. (3) 8 (1809), p. 61? b
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Remarques. 1°. Tout ensemble de mombres réels bien ordonné
selon la grandewr est dénombrable. Car une suite transfinie de nom-
bres réels zy<dy<<...<Ze<Tpp1<... détermine une famille bien
ordonnée d'ensembles fermés croissants {F;} on Fg est la demi-
droite z<<x,. o

29, La démonstration des énoneés 1 et 2 reste valable lors-
qu’on considere au lieu du bon ordre un ordre ol chaque élément
(sauf le dernier, s’il existe) admet un élément qui le suit immédia-
tement. Ainsi ’énoncé 3 peut étre généralisé & un ordre de ce genre.

D’autres généralisations seront établies dans les NN suivants
(111, 2 et VII, 1). ‘

_ II1. Ensembles développables. Un ensemble E est par dé-
finition (§ 12, IT) développable, 'il est de la forme

_E:F1—.F3+F3—”F4+ -..+.F§""F§+]+ X EJ)

les termes de la série (transfinie) étant fermés décroissants.

D’apreés le théordme II, 2, cette série est dénombrable (antre-
ment dit, tous les indices & sont inférieurs 4 un nombre de la pre-
miére ou deuxiéme classe). :

1. Les ensembles developpables sont & la fois des F, et des Gs.

En effet, la différence de deux ensembles fermés est un Fo
comme produit d’un ensemble fermé et d’un ensemble ouvert (qui
est un F, selon § 15, IV). Un ensemble développable, comme
formé d’une infinité dénombrable de différences d’ensembles fermés,
est donc aussi un F,. Il est en outre un G, car le complémentaire
d’un ensemble développable, étant lui-méme développable (§ 12,
VI, 1), est un Fl.

1a. Les ensembles clairsemés sont des Fy et des Gy 1).‘

Car chaque ensemble clairsemé est développable (§12, VI, 4).

Remarques. 1°. Les engembles développables sont des ensembles
F, et G5 effectifs: nous pouvons faire correspondre 4 chaque ensemble
développable une suite bien déterminée d’ensembles fermés dont
cet ensemble est la somme (ainsi qu'une suite d’ensembles ouverts
dont cet ensemble est le produit).

1) Théordme de W. H. Young, The T'heory of Sets of Points, Cambridge
1906, p. 65.
10*
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En effet, si E est développable, on a d’aprés § 12, 'V, 30:
B= 3 (4s—By)
§<a

on les ensembles A, et By désignent les termes du développement
§ 12, III, 3° (i). ‘

Or, la suite 4; étant d’aprés Il, 2 effectivement dénombrable,
les indices é<Ca peuvent &tre imaginés rangés en une suite gimple
infinie &,&;,... (qui n’est pas nécessairement une suite croissante).
D’autre part, nous avons fait correspondre (§15,IV) & chagque
ensemble fermé une suite d’ensembles ouverts dont il est le produit.
Il vient aingi:

Bi=]]GF et B= ) [A;—G}).
fome b=l

La série double se transformant facilement en une série simple,
on définit ainsi une suite simple infinie d’engembles fermés dont la
somme constitue I’ensemble E. Cela veut dire que K est un Iy, effectif.

Le complémentaire d'un ensemble développable étant déve-
loppable (§ 12, VI, 1), tout engemble développable est un Gy effectit.

2%, Le théoréme inverse & 1 est vrai — comme on le verra au
§ 33 — dans les espaces complets, maig ne subsiste pas dans des
espaces arbitraires. En effet, dans Vespace des nombres rationnels,
tout ensemble qui est simultanément dense et frontidre est un I,
et &5 (puisque l'espace est dénombrable), mais n’est pas développable,
car sa frontiére n’est pas non-dense (elle est en effet identique
a lespace tout entier, cf. §12,V, 29).

3% Lie th.1 est vrai dans chaque espace meétrique, quiil soit
séparable ou non (voir § 26, X).

Passons & présent & la démonstration de 1énoncé suivant,
qui constitue une généralisation du théoréme NO LI, 3:

2. Toute famille bien ordonnde d’ensembles développables croissants
(0w décroissants) est dénombrable.

En tenant compte du fait que la fonction caractéristique d’un
ensemble développable est ponctuellement discontinue sur tout
engemble fermé (§ 18, VI), énoncé 2 résulte?) du théordme plus
général suivant, que nous allons démontrer ?). ‘

1) Pour une démonstration plus directe, voir F. ausdorff, Mengen-
lehre, p. 171. Cf. aussi Z. Zalowasser, Un théordme sur les ensembles qui somt
& lo fois Fy ¢t Gy, Fund. Math. 8 (1922), p. 44.

%) Jo dois cette démonstration & Z. Zalewasser.
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Théoréme. Toute famille bien ordonnde de fonctions (& valeurs

réelles) ponctuellement discontinues sur tout ensemble fermé:
h@)<h@)<..<fd@)<feu@)<... (<)),

est denombrable.

11 s’agit d’établir Vexistence d’un indice « tel qu'on ait, pour
chaque 2 et &, Jois(%)= fo(2). '

Soit, pour n fixe, R,,Rps2,y...;Rns... 1a suite des ensembles
appartenant 2 la base de l'espace et tels qu’il existe un nombre
ordinal ¢,; satisfaisant & la condition: o

2 ¢ R,; entraine f,n’r,_g(w)—f,n,i(w)<1/,,, quel gue soit &.

Posons B"=R,1+ Bpo+... Soit a,>an;, 1=1,2,... Il vient

fat-e(®)—fa,(€)<'/n .pour zeR"
Par conséquent, si 1on pose a>a,, n=1,2,..., on a pour
zeR“R? .. | ‘
fate(®)—fa(®)<n, quel que soit n, A’00 faye(®)= f“(w)'

‘Notre théoréme sera done démontré dés que Pégalité Rr=1
sera établie pour chagque n.

Supposons, par impossible, qu’il existe un n tel que len-
semble fermé #F=1-—R" soit non vide. Soit [a,,a,,...] un ensemble
dénombrable dense dans F. Il existe un y tel que

(i) >y entraine filam)=7f,(anm), quel que soit m.

‘Car & chague m correspond un y, tel que fg(am)zf,,m(a,,;)

pour £y, (cf. Temarque 1° du N° II); il suffit done que y soit

supérieur 4 tous les y, olt m=1,2,... On peut admettre en outre
que Y>> an.

Le point a,, étant situé en dehors de Rn, il existe dans cha-
que entourage de a, un point z et un indice B>y tels que
Tom(@)—Ty(@) 2 /n; 1l existe done un b, tel que

'bm_aml<ljn et fﬁm(bM)—fy(bm)>l/n-
L’inégalité y>a, impligue d’autre part que fu (bm)<Fy(bm),
done que fg, (bm)—fa,(bm) =0y A'0U by e F. :

1) Q désigne, comme d’habitude, le plus petit nombre ordinal indénom-
brable.
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Soit: f un nombre supérieur & tous les fm m=1,2,... Tl vient
(if) fo(bm)—Fy(bm) Zt/ny  M=1,25...

La fonction fp(x) étant ponctuellement discontinue sur chaque
engemble fermé, il existe un point de continuité de la fonction
parmelle fo| F. Soit done G(£0) un ensemble ouvert dans I et tel
quion ait |fg(#)—Ffs(@')|< | pour @ et o' appartenant & @. D’une
facon analogue, il existe dans G un point de continuité de la fon-
ction f,|@; soit H(s40) un ensemble ouvert dans F tel que:
fo @) —fp(@)| < fan €t |fy(@)—Tle’

Pour m convenablement choisi on peut substituer dang ces
inégalités am b @ et by & 2. En vertu de (i), on & fa(a@m) = fy(am);
il vient ainsi

o (am)—Fa (Bl <Han €t [fo(m)Fy (Bm)| <2
d'01t |fp(Bm)—Ty{bm)| <Yfny contrairement & (ii).

2 a. Toute famille bien ordonnde d'ensembles clairsemés crois-

sants (ou décroissants) est démombrable?).

Car chaque ensemble clairsemé est développable (§12, VI, 4).

IV. Dérivé d’ordre o?). Le dérivé d’ordre o de X est défini
par les conditions:

XW==X" X .= (X9)

)| < pouwr weH et o' c¢H.

et _X('z‘) F= [I X(“)
a<<A
8i A2 est un mombre limite.

Le dérivé X' étant fermé et le produit d’ensembles fermés
P'étant aussi, on prouve facilement (par l'induction tranfinie) que
X@ est fermé, quel gue soit «. En outre, tout engemble fermé con-
tenant son dérivé, la famille des dérivés est déeroigsante:

XODXABD..DX@D...

Par conséquent (d’aprés 1T, 2), il 'y a qu'un ensemble dénom-
‘brable de dérivés de Vensemble X qui soient différents; autrement dit,

a partir d’un certain nombre A<Q tous lcs dérivés sont iden-
tiques: X® = XE+D =,

L’engemble X®, comme 1dent1que ét son &érwé est parfait.
_ 1) Dans ma note de Fund. Math. 8 (1922), p. 42, il 86 trouve une démon-

stration directe de cet énoncé. Une démonstration effective résulte d’aillours

du théordme § 18, VI de M. Sierpifski (voir sa note citée).

%) G. Cantor, Math. Ann. 17 (1880), p. 357.
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Bn particulier, si I'on pose X=1 et 1@=1, on a (§12, I):

@) 1= 3 (1@—1@+) 416,

alf
Or, chacun des ensembles 1(®—1(+D étant dénombrable, en
tant que composé de points isolés (§ 18, VILI), leur somme dé-

nombrable } (1®@—1E+D) est encore un ensemble dénombrable.
alfp

On retrouve ainsi dans la formule (i) le théoréme de Can-
tor-Bendixson (§18, V): en enlevant de Vespace un ensemble dé-

nombrable, on parvient & un ensemble parfait.
14

(Pest précisément par cette voie que ce théordme a été démontré pour
1a premiére fois. L'avantage de ce raisonnement vis-a-vis du raisonnement exposé
au § précédent est de ne pas faire intervenir I'axiome du choix et de pouvoir
énumérer effectivement les éléments de chague ensemble clairsemé; car la suite
des dérivés et I’ensemble X — X sont effectivement dénombrables (§ 18, VIII)?)

V. Analyse logique?). Les relations entre les propositions
suivantes ont été étudides dans les espaces L:

(1) toute infinité bien ordonnée d’emsembles fermeés croissanis est
dénombrable,

(2) toute infinité bien ordommée dcnsembles fermeés décroissanis
est dénombrable, .

(3) tout emsemble contient un ensemble dense denombrablc,
(4) tout ensemble clairsemé est deénombrable,
(B) tout ensemble indénombrable contient un point de condensation.

On prouve que les propositions (4) et (B) sont équivalentes,
que (4) entraine (2) et que (3) entraine (1). Les implications inverses
subsistent dans les expaces L dans lesquels la fermeture est toujours
un ensemble fermé, mais elles peuvent étre en défaut dans des
espaces L plus généraux.

1) Of. W. Sierpinski, Une démonstration du théoréme sur la struciure des
ensembles des points, Fund. Math. 1, pp. 1—6.

2) Of. W. Sierpinski, Sur Péquivalence de irois propriftés des ensembles
abstraits, Fund. Math. 2 (1921), pp. 179—188, et ma note Une remarque sur les
classes £ de M. Préchet, Fund. Math. 3 (1922), pp. 41—43. Voir aussi (pour le
cas de espace métrique) W. Gross, Zur Theorie der Mengen in denen ein Distanz-
begriff definiert ist, Wiener Ber. 123 (1914), p. 801.
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VI. Familles de fonctions continues. Soit f une fonction con-
tinue qui transforme l’espace & en sous-ensemble de 'espace ¥.
L’espace & étant séparable, il existe une suite de points ...
telle que chaque point p de & en est limite dune sous-suite:
p=1lim . Or, la fonction f étant continue, ses valeurs sont dé-
terminées par celles aux points z,, car f(p)= lim f(xs,). Autrement,
dit, si f(«,) = g{@,) pour chague %, les fonctions f et g sont identiques.
Il en résulte que la puissance de la famille < de toutes les fonetions
continues gui transforment l'espace & en sous-ensembles de les-
pace Y ne peut dépasser la puissance de la famille des suites (dé-
nombrables). extraites de l'espace ¥/, c. & d. la puissance ¢*, qui
est égale & ¢. La famille considérde est done de puissance < ¢.

Aingi, la famille des sous-ensembles de lespace I qui sont
‘des images continues d'un sous-ensemble fixe de Pegpace & est
de puissance < ¢ Tl en résulte que dans un espace ayant la puis-
sance du continu il y a autant des types topologiques (§ 13, VIII)
que des sous-ensembles, & savoir 2.

VII. Structure des familles monotones d’ensembles fermés ).
Envisageons, dans un espace métrique séparable &, une famille
monotone F d’ensembles fermés; cela veut dire que, pour chaque
couple 4, B de ses éléments, on a soit ACB, soit BCA.. La famille F
sera considérée comme ordonnée: nous dirons que A précéde B lors-
que ACB et A=B. .

La famille G des complémentaires des ensembleg-éléments
de F est évidemment une famille monotone d’ensembles ouverts.
La fonction #(@) envisagée dans I (1) établit en vertu de (2) et (3)
une similitude entre la famille @ et un sous-ensemble de Pinter-
valle 01, Autrement dit:

1. La famille F est semblable & un sous-ensemble de U'inter-
wvalle 01,

En d’autres termes, on peut munir chaque élément A de F d'un
sndice y tel que 0<Sy<KL et que Pindgalitd y,<y, dquivaille & la re-
lation: \

'A‘lln CAUR’ Am:%:“‘iyu'

!) Pour les NN° VII—X, voir ma note Sur les familles monotones d’en-
sembles fermés et leurs applications & la théorie des espaces connezwes, Fund. Math. 36
(1938), pp. 17—24. Ces applications se trouvent dans ma Topologie II.,
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Nous allons démontrer que, d’une facon plus précise:

2. J dédsignant Vensemble des indices y aumquels correspondent
les ensembles A,, on peut Vassujettir & la condition suivante: les extré-
mités des intervalles contigus & J appartiennent & J; si F contient
le premier ou le dernier élément, ces éléments sont munis des indices 0
et 1. ‘

En conséquence: si F n’admet pas de lacunes et contient le premier
et le dernier dlément, J est fermé. Si, en outre, F n’admet pas de sauts,
J coincide avec Vintervalle 01 tout entier.

Le théoréme 2 est une conséquence directe du théoréme suivant
de la Théorie générale des ensembles ordonnés:

F édtant un ensemble ordonné qui admet une partie dense dénom-
brable D, il existe une correspondance ¢ enire F et un sous-ensemble J
de Uintervalle 01 qui conserve Vordre des éléments; cette correspondance
peut éire assujettie & la condition supplémentaire énoncée dans le
th. 2. : :
La correspondance g en question se laisse définir comme suit ).
Soit dy,d;,... la snite composée de tous les éléments de D et de tous

" les éléments de F qui admettent un élément voisin. Supposons,

ce qui est évidemment 1égitime, que F contienne le premier élément d,
et le dernier élément d,.
Posons

?(do) =0, @ld)=1 et o(dn)= $[(dr)+p(d)],

ol (pour n>1) dgd, désigne le couple des éléments voising dans
le systéme d,...,d,—; tels que d,<<d,<d; Enfin, pour g e F—D,
soit ¢(a) la borne inférieure des nombres ¢(d,) olt a<d,.

La fonction ¢ ainsi définie établit 1a correspondance demandée.

En effet, on démontre par induction pour chaque = que,
d; et d, étant deux éléments voising dans le systéme d,...,d,—, il
existe un s tel que |p(d)—e@(d,)]=1/25. On conclut de 14 que,
8i p(dn)=14/2™ ol i est impair, on a

(p(dk) :(7«—1)/2’" et W(dl) = ('L+ ]_)/Zm’

k et I ayant le méme sens qu’auparavant.
Soit %v un intervalle contigu & J. Soit m le plus grand entier

1) Voir ma note des Fund. Math. 8 (1921), p. 215.
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tel qu’il existe dans la suite @(d,),@(dy),... deux nombres de la forme
3[2m et (4-41)/2m satisfaisant & la condition
i1am < u< v (i-+1)/2m,

L’un des deux nombres ¢ ou -1, soit ¢, est impair; désignons
par n Pindice tel que g(d,) = ¢/2m. Il existe par conséquent un l<n
tel que ¢(d)=(i+1)/2™ et que, dans le systeme dy,...,d,, les élé-
ments d, et d; sont voising. Nous en concluons que

if2m=u et (i41)/2m=w. ,

En effet, 8’il n’en est pas ainsi, il existe un d, tel que d,<d,<Zdy;
s étant le plus petit indice possible, il vient ¢(d,)= (26-}-1)/2m+1,
Conformément & la définition du nombre m, on a w< (2i-1)/2m+H< v;
mais cela contredit ’hypothése que uv est un intervalle contigu.

3. Abstraction faite d’un ensemble dénombrable d'indices, on a
pour tout y-: ‘

1) Ay=> A4, 2 = .
(1) A4, u%; (2) 4, ,Q,A‘l)

Soit, en effet, Ry, R,,... la base de Pespace &. A chaque yeJ

qui ne satisfait pas & (1), faisons correspondre un entier n(y) tel que
| Ay Bnay+0 €t Rua: §4u==0- |
uly

8i y=y', on a n(y)f=n(y’). L’ensemble des y qui ne satisfont
pas & Pégalité (1) est done dénombrable,

Le cas de Pégalité (2) est analogue.

4. Abstractidn faite d’un ensemble dénombrable d'indices, on @
powr tout y
) v Int (4,)= 2 Int (4,).

uly;

En effet, la famille des ensembles B,= F—A, étant monotone,

la famille des B, tels que

By=][] By, c. 2 d. que Int (4,)=+ 3 Int(dy),
u<y uly

est dénombrable d'aprds 3. Il suffit .de prouver que, si y'<y et

By=By,, on a B,= ];[ B,. Or cette égalité résulte de la double in-
uly
clusion

B,C[] B,CB,.
uly

1) Voir W. Sierpifski, Bull. de I’Acad. Polon. des Se. 1921, p. 62,
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VIXX. Familles strictement monotones. Nous dirons gu’une
famille d’ensembles (fermés) est strictement monotone, lorsqu’on
a pour chaque couple A=B de ses éléments soit .4 CInt (B), soib
BCInt (4). Les éléments de la famille considérée étant munis d’in-
dices (conformément aux th. 1 et 2 du N° VII), la monotonie stricte
gignifie que

Vindgalité y,<<y, entratne Uinclusion A, CInt (4,,).

F dtant une famille strictement monotone d’ensembles fermes,
on a pour tout y, abstraction faite dun ensemble dénombrable:

(4), Ay=HAz=HIan (-Az)7

" >y z>g

(5) Ay= ) A,=1Int (4,),
) a<ly

(6) Int (4,)= Y Int (4,)= D 4y,

- u<ly : uly

(1) . F—A,=][F—A.=]](F—A4.).
: uly - uly

La formule (4) résulte de (2) en vertu de Dinclusion
A,CInt (4,)CA4,. La formule (5) est une conséquence de (1); elle
signifie que A, est un domaine ferme. Les formules (6) et (T7),
qui sont équivalentes, résultent de (3) en vertu de linclusion
Int (4,) CA,CInt (4,).

En combinant les formules (4) et (7), on obtient des formules
pour la frontiére de 4,. On' a ainsi
(8) Fr(4,)= HIDt (Az)"“EAU

z>y u<ly
ou encore (cf. (2) et (7)): il existe deux suites d’indices {un} et {z.}
telles que
Uy Uy e e Y Bl 2y
et que .

(9) Fr(4,)=]][Int (4, )—A4, 1=]] 4., -F—4,,.

IX. Rapports des familles strictement monotones aux fone-
tions continues. 1. Théoréme. 8i f e I%, la famille I des ensembles

F7(0y) =E0<j@)<yl, ot y ¢ Y=H),
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est strictement monotone et, pour chaque y qui nw'admet pas d'élément
qui le sutt immddiatement, 7 (0y) est le produit de tous les éléments
qut le suivent, c. & d. que
oy =11
2>y

lo variabilité de & élant resireinte & Y.
Soient, en effet, y,<y, deux éléments de . L'inclugion évi-
dente 0y, CO0y,—y,=1Int (0y,) entraine

f~(0y2) C 7' [Tt (0y,)] C Int [~ (0y,)],

Pinclusion §~*[Int (B)]CInt f'l( B)} étant valable pour chaque fon-
ction continue f.

La famille F est done strictement monotone.

Admettons que y ne soit pas le dernier élément de ¥ et que
parmi les 2>y il n’existe pas de plus petit dans Y. Par congéquent

Y-0)=11Y0e); ‘@ot f0y) f“[H?J (02)}= Hf“‘ (02).

En tenant compte de (1) et (2), on montre que
2. Abstraction faite d’un ensemble dénombrable d’dléments y

de (&), on a
Oy =F0y—y), Fy1)=r"(y1—y),
FHy) =1 (0y—y)-F (y1—y).

La derniere égalité est une congéquence des deux premiéres:

@) =1"10y) - (y1)]=1"(0y) - (y1).

Le th. 1 admet le théoréme réciproque suivant:

3. Théoréme. F' ¢étant une famille strictement monotone d'en-
sembles fermés munis dindices conformément auz th. 1 et 2 du N° VII
(et ot A, =&), il ewiste une fonction f e I telle qu’on a, pour chaque
indice y<<1,

(10) 4y= f‘ (0y)  ou bien n-Az“ (0?/)7

Z/y

suivant que Ay admet ou non un dlément qui le swit immédiatement
dans F.
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La fonction f se laisse définir comme il suit:
Soit (4,,4s), (Ar, 4s),... 1a suite des sauts. Posons
F*=F—) [Int (4,)—A4,]
n

Soit:
1% pour x e &F*

f(x)="borne inférieure des y tels que z e A4,
2% pour z e Int (4, )—A4,,

o(z, Arn) 1
o(@A,,) T olw, & —Tut (4,)]

ﬂw) =¥p+ (-5',,—‘7‘;1)

Nous allons démontrer d’abord que la fonetion f est continue
sur &*. Notons & ce but la double implication évidente

(11) fe)<yl—[z e Ay} —>[/(@)<y],

valable pour chaque y appartenant & lensemble J des indices.

Or, soit lim z,=x, ,e &*, f(x)=¢ et lim f(z,) = ¢". Il gagit
de démontrer que ¢'=gq. .

Pour prouver que q'2»q, il y a deux cas & distinguer, suivant
que ¢ est ou non lextrémité droite d’un intervalle contigu & J. Dans
le premier cas, on a ¢ e¢J d’aprés VII, 2; soit + Pextrémité gauche
de Vintervalle contigu envisagé (on a aussi » e.J). Comme # n’appar-
tient pas & A4,, il en est de méme pour z, avee n snffisamment grand;
d’oli f(zn)>=q et par conséquent g'>q.

Soit, dans le cas ou ¢ n’cst pas une extrémité droite d'up
intervalle contigu, ¥, <<y,<<..., lim y,= ¢ et y, eJ. Pour » fixe, nn a
znon-¢ 4, , done pour k sufﬁsa,mment grand a@pnon-e A, , d’out
f(®x) =Yn Il en résulte que ¢'>=g¢.

La démonstration de linégalité ¢'<(q est analogue. Dans le
cas ol g est Pextrémité gauche d’un intervalle contigu ¢s, on a
pour n suffisamment grand =,eA4d,, car les formules z,e F* et
x, non-e 4, impliquent z, non-¢ Int (4,), tandis que « ¢ 4,C Int (4,).
11 vient f(z,)<q et ¢'<q.

1) Cette formule fournit une interpolation de la fonction f définie par la con-
dition 1% c.4d. quel'on a f(z)<rnpour wedr,, 1 <f(®)<sn pour z €Int(ds )—4r,
ot f(2)=sn pour © e B—1Int (4s,).

Ajoutons que, lorsque E=0, on pose g(w,B)=1.
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Dans le cas contraire, scit 7, >¥,>..., limy,=¢ ¢t y,ed.
Pour n fixe, on a wedy, ,Clnt 4, . Done, pour & guffisamment
grand, zxe 4, , d'ou flzx)<yn et ¢'<q.

La continuité de la fonction f sur &* étant ainsi établie, il
s’agit de prouver que, {w,} étant une suite d’éléments extraits de
~—A,m , convergente vers x, on a f(w)=lim f(a,).

Or, il est 1égitime d’admettre que 7,<7m<..., d’0l, en posant

¢'=lm Ty, on a ¢'=lmf(z,), puisque 7n <f(wn)<8mn<7"m,,+1
Dwdemment 2 n’appartient a aucun A,m d’ott f(2)=¢q'. D’autre

s,
Mp

part, si ¢'<<y eJ, on a weZ,'A . CAy, cax S, <q, done f( )<y et

par suite f(x)<iq'.
Afin d’établir la formule (10), remarquong gue ’on a selon (11):

(12) ACf (0y) et, pour y<<zed, f—l(OfI/)CA,.

Or, dans le cas ou y est Dextrémité gauche d'un intervalle
contigu, ’inclusion f— L(0y) CAZ, est une conséquence directe de 19
et 20 Dans le cas contraire, posons y=limz,, 2 >2,>... Il vient
selon (12)

[14,= HAz,lCHf'l 02,) H g =[] As

N >y n==1 2>y
et comme (0y) -n[f[ (024), on a f(0y)= H ]"‘1 0z,) = H A
Conséquences du th. 3.
(18 0y—y)Clnt (4,)C4,CH0y),
*(14) Fr(4,)Cf ' (y)Cl]4,— > A,C[[ A~ 3 Int (4
2>y u<ly 2>y u<ly

(18) sty 'n ‘admet pas d’élément qui le précéde immédiatement,

! Oy —y) Z'Int 4, ec.ad iyl)= IJ,%' —A4,,
u<y

(16) si y nadmet pas d’élément voisin et 0<y<1, on a
)= 1 F—4.- ] 4.,

2=y

amn abstvaofwn faite Qun ensemble dénombrable dindices y, on a
toujours:

‘{4,,=f"1(0y),_Inﬁ(Ay):f"‘l(Oy—-y), F—Ay=f"(yl—y), Fr(4,)=f"y),
(18) si X Ay=Ay+ 3 Fr(4,), on a Fr(d,)=f""(y) pour Oy=1.
y<t 0<y<1 '

.
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- Afin @’établir (13), posons u= f(z)<y, A’olt 2 ¢ f (0u). Si y ad-

met un élément précédent voigin, on a f’“’(Ou)CInt (4,). 8iu<v<y

et v e J, il vient 5 (0u) CA,CInt (4,). Done f~' (0y—y)CInt (4,). Le -
reste de la formule (13) est évident.
La formule (14) résulte de (13) et (10):

Fr (4,)= 4,—Int (4,) f*‘(om ~(0y—y) = " (y)CfH(0y)CA.
et A,,Cf"l(Ou) d’on Ay /_ (y)=

Pour démontrer (15), posons ,f(m)< U<y, d’olt e ]‘_r(Oumu) et
selon (13), # e Int (4,), done

FH(0y—y) C X Int (4,
<y
L’inclusion inverse résulte de (13).
La formule (16) résulte de (15) et (10).
D’aprés (4), (6), (10) et (15), on a, abstraction faite de x, in-
dices y: '
Ay=[] 4, =F(0y) et Int(4,)=3 Int (d)=F"(0y—y),
2>y : u<ly .
d’olr le reste de (17).
Enfin (18) se déduit de (14).
Le théoreme 3 entraine le

4. Corollaire. Htant donnée une famille F de. sous-ensembles
fermés de &, strictement monotone et telle que chaque élément de cette
famille qui n’admet pas d’élément qui le swit immédiatement est le pro-
duit de tous les éléments qui le suivent, il existe une fonction continue f
& valeurs réelles définie sur & et un ensemble J C T tels que la famille F
coincide avec la famille des ensembles f(0y), o jeJ

X. Familles strictement mOnotones a type d’ordre fermé.
Admettons, & présent, que F soit une famille strictement monotone
de sous-ensembles fermés de & (&£==0), ne contenant pas de lacunes
el contenant comme élémenis Pensemble vide et Uespace &. Ces hypo-
théses signifient que

J:‘j, OG(T, 1€<7.

Dans le cas ot J est indénombrable, désignons par P son
noyau parfait (done J—P est dénombrable, cf. § 17, VI) et par P*
Pensemble qui s’obtient de P en-le privant des extrémités de ses
intervalles contigus. Soit ¢ une fonction continue sur &, non-dé-
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croissante, telle que g(P)= J et qui est croissante sur Pensemble P*1).
Soit y(t) et I(t) le premier et le dernier y tel que ¢(y)="%. Soit
g(x)=gf(x), { étant la fonction du N°IX, th. 3.

Dans le cas ou 7<s0, nous posons: ¢= 0, »(0)==0, p(1)=1.
Done g(z)=

On constate augsitot que

1. L’ensemble o -p—1(t) = E (y eJ)[y(O)<y<I'(1)] est dénombrable.
St y(#)==It) et P==0, p(t) et 1t ( ) sont les extrémitds d'un méme inter-
valle contigu & P. S y(t) = I'(t), y(t) est un point de P*. Done, y(t) n’admet
pas dans J délement qui le précéde immédiatement, ni I(t) qui le suive
immédiatement.

2. gi(t) = [1 A, [] F—A4..
<= uly(t)

On a, en effet, d’aprés (10) et (15):
[l 4:=f710,0)1= E[0< (@) <I(0)],

I(H<=

[l F—4.=1"[y(1) 1), 1] =Ey(1)<f2)<1]

u<ly(t)

et, d’autre part,
EEOQ(m)éI’(t)]-E[J/(t)é » <1]:~E[V(t)<f(w)<1‘(t)}=
= Eli(@) e g™ (01=1 97" () =97 (1)

puisque ¢—1(t) = F[¥(1) <y<I'(t)] en vertu des définitions de y et-de I,
y .

3. Abstraction faite de 8y valeurs de t, on a

1% g~1(0t) ¢ F,

20 g7 () =1""(y) o t=gp(y).

En effet, abstraction faite de x, valeurs de ¢, chaque t est de la
forme t= @(y) ol y ¢ P*. On a alors

g7(00)= EI0 < gf@)<t] = E[0<f(@)<yl= 7 (0y),

car les conditions y'<y et o(y’')<¢(y)=1 sont équivalentes.
On en déduit 19 en vertu de (17). 20 végulte de Péquivalence:
- {9(@) = 1} = {gf(a) =t} = {{(2) = u}.

1) La définition de la fonction ¢ ne présente aucune difficulté. Voir par
exemple § 24a, VI a, théoréme (définition de la fonction 'f).

i

1§ 19, X] Puissance de diverses familles d’ensembles. 161

4. Théoréme. 8i la famille F est indénombrable, la fonction g
a les tranches (c. i d. les ensembles g=(t)) les plus fines parmi touies
les fonctions continues h telles que W(F)=F et que, abstraction faite
de 8y valeurs de la variable teJ, on a h™'(0t) ¢ .

8¢ la famille F' est dénombrable (ow finie), il n’existe aucune
fonction h de ce gemre.

Il s’agit de prouver que la condition g(z)= g(z') entraine
hz) ="h(z").

Supposons par contre que h(z)<<h(z'). Pour chaque t tel que
hz)<t<h(z’), on a donc
(19) e k70) et o’ mon-e KT(0F).

L’ensemble de ces t étant indénombrable, il en existe une
infinité indénombrable de t tels que h™'(0f) e F. A chaque ¢ de ce
genre correspond, par conséquent, un indice w € J tel que A (0t) =A 5.
De plus, & deux t différents correspondent toujours deux w diffé-
rents; car en supposant que t<<¢' et h™'(0t)=A"(0¢'), on aurait pour
un t” tel que t<t""<<?’ la formule

RN CRT0t)— R (08) =0
— contrairement & I’hypothése que k(F)=9
L’ensemble W des w tels que
{20) Ap=0"101) ot h(z)<i< h(z’)
est donc indénombrable. Désignons par W* lensemble qui s'en
obtient en le privant de son premier point (8'il existe). Il vient
pour we W*:
(21) x eInt (4,) et 2" non-e A,,.
Soit, en effet, w'<<w et conformément 4 (20):
Ay =H"10t) ot h(w)<t'<ha').

On a donc # € A~ (0t') =4, CInt (4d,), don la premiére for-
mule (21). La deuxiéme est une eonséquence direete de (19) et (20).

Posons g(z)=t,=g(z'), c. 2 d. zeg ;) et 2’ eg(t,). On a
done d’aprés 2: ' € A, pour chaque 2>I7{,), ainsi que # e F—A,
c. a d. znon-eInt (4,), pour chagque u<y(f,). On en conclut en
vertu de (21) que w<{I'(f) et w=y(ty), ¢. & d. que

w*CdJ- ]yf[?(to)éyQF(fo)]-

Mais alors l'emsemble W* est dénombrable en vertu de 1.
C. Kuratowski, Topologie 1. i ) 11


pem




