82 Chapitre 1. Notions fondamentales. Caleul topologique.

géquent, h(Z) est de I-e catégorie au point p ==Rh(2). Mais cela con-
tredit la remarque faite au début de la démonstration, puisque Z
n'est pas de I-e catégorie au point 2.

L'inclusion GCZ établie, il en résulte que 2 est un point
intérieur de Z, done, Z étant homogéne, Z est ouvert (selon 19).

Reste & prouver que Z est fermé,

Soit peZ et zeZ. Posons, comme auparavant, p==h(e).
I’ensemble Z étant ouvert et h étant une automorphie de I'espace,
MZ) est aussi ouvert. Par conséquent leg formules p e Z et p e M%)
entrainent Z-h(Z)0, d’ot Z=NW(%), done p ¢ Z, ¢. . . d.

XII. Applications aux groupes topologiques. Un espace topolo-
gique (satisfaisant aux ax. I—III) s’appelle groupe topologique?),
lorsqu’on a fait correspondre & chagque couple de points @,y leur
psomme” z=g-4y de fagon que: 1° (w—}«y)—kzwwl- (y-+2), 2% il
existe l’élcment-zéro 0 tel quc G- 0= 0+a, 304l oxiste 1616-

continues 2).

Posons h,(2) =a-+ . On voit aussitét gue la condition y - h,(2)
entraine z=h_,(y). On en conclut gue hy(x) est (pour a fixe) une
automorphie de 'espace et que la famille § de toutes les fonctions h,
satisfait & 1'bypothése du théoréme du N XI.

On appelle sous-groupe chaque ensemble qui, avec @, contient
(—w) et, avec & et y, contient z-+y. On vérifie facilement que, Z étant
un gous-groupe, la condition XI (4) est réalisée. D’aprés ce qui pré-
céde, chaque sous-groupe est homogéne (en particulier, chaque groupe
topologique est homogeéne). En wvertu du théoréme du N XI, tout
sous-groupe qui joust de la propridié de Baire est soit un ensemble
de I-¢ catégorie, soit un ensemble & la fois fermé et ouvert.

1) Pour un excellent exposé de la théorie des groupes topologiques, voir
L.Pontrjagin, Topological Groups, Princeton 1946, Voir aussi D. van Dantzig,
Zur topologischen Algebra, Math. Ann. 107 (1932), 'p 587626, ol I'on trouvera
de nombreux renvois hibliographiques.

2) Une fonetion continue de deux variables est une fonction continue
d'une seule variable parcourant un produit cartésien (voir § 24, I). Pour les appli-
cations dont il est question ici, il suffit de supposer la continuité par rapport
& ohacune des variables séparément.
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DEUXIEME CHAPITRE.

Espaces métrisables et séparables.

A. Introduction de la limite, de la distance et des coordonnées
(§§ 14 —17).

Nous allons ajouter, & présent, aux axiomes I—III deux nou-

veaux axiomes (§§ 16 et 17). I’espace satisfaisant aux ax. IV con-

stitue, comme nous ’avons indiqué déja dans la Préface, le domaine
le plus important de la Topologie. Il est d’aprés un théoréme du

§ 17 homéomorphe & un sous-ensemble de l'espace &% clest bien

ce théoréme fondamental, qui est un de nos buts les plus proches.

Afin d'y parvenir d’une facon méthodigue, nous étudierons d’abord

deux genres d’espaces: espaces .L*, munis de la notion de limite,
et espaces métriques, munis de 1a notion de distance. Les §§ 14 et 15

contiennent plusieurs définitions et théorémes importants, liés & ces
notions. Dés que le théoréme fondamental sera établi, tous les
théorémes concernant les espaces .L*, ainsi que les espaces métri-
ques, pourront &tre considérés comme des théorémes sur lespace
agsujetti aux ax. I—V, puisque dans un espace de ce genre la limite

" et la distance se laissent introduire de facon que cet espace de-

vienne .L* et métrique.

§ 14. Espaces .L* (pourvus de la notion de limite).

I. Définition. Un ensemble d’éléments arbitraires devient
un espace L£* lorsqu’on a fait correspondre & certaines suites (dites
CONVETGentes) PiyPDay---sPny-.. A’€léments de cet espace un élément
p=limp, de facon que les conditions suivantes soient réalisées?):

n=00

1) Les espaces abstraits ayant la notion de limite pour terme prinitif ont

.6té introduits par M. Fréchet dans sa These, Paris 1906 et Rend Circ. Mat.

di Palermo 22 (1906), Sur quelques points du Caleul fonclionnel. Pour la cond. 3°,

voir P. Alexandroff et P, Urysohn, C. R. Paris, t. 177 (1923), p. 1274 et

P. Urysohn Sur les classes (L) de M. Fréchet, Ens. Math. 25 (1926), p. 77—E3,
ol les espaces L* sont désignés par L,

6*
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10 g6 lim p, =p et k< kg

n==co

20 g1, pour chaque N, Pn-

ey 0N @ 1M Pp, 0 P,
noo

p, o0 o limp, -,
n=ocQ

30 gi la suite PyPgy... NE CONVETYE PAS VETS P, clle contient une suite
partielleY) PuyPry-.. dont aucunc suite particlle ne converge vers p.

On prouve facilement les deux énonceés suivants:

1. La convergence, ainsi que la Uimdte dune swite, ne deépend
pas de n premiers termes de cetle suite, . d. que Von peut ajonter,.
ou supprimex, ou remplacer un nombre fini de termes, sang que la
guite cesse d’8tre ou devienne convergente, ow bien que fa limite.
change de valeur,

9. Etant domndes deun suites tolles que limp, p -

100

lim quy ot
n:.o00
SUTLE Dyy Gyy Doy oy +er CONVEPGE VEPS. P

3. Si lim p,-=p et si la swite {q.} 8 obtient de la suite {pn} en

n==e

répétant un nombre fini de fois les termes de cclle-ci, clle comwverge aussi
vers p.

Par hypothése, on peut faire correspondre & chaque entier
positif m un 7, tel que p, = gn €t que, pour n fixe, Végalité n =1,
ne soit réalisée que pour un nombre fini de valeurs de m. Iin suppo-
sant que la suite {g,,} ne converge pas vers.p, il existe selon 3% une
suite ky<<kp<<... telle que la suite g, qa,... ne contient aucune suite
convergente vers p. Or, dans la suite 74,74,.., aucun terme ne
se répotie une infinité de fois et il existe par congéguent une suite
d’indices I<ly<<... telle que Py <oy < e In posant s, Sy Ta.
sui‘ue Doy Py -~ €56 done une suite particlle de {pn}; par conséquent,

=lim ps, _-hm iy puisque pg, = Q- La guite iy s Qg 3+ étant.

n==00

une suite ])qrtlellL de la suite @u,Qry.., 0D parvient { la contra-
diction. demandée.

Nous distinguons par Iastérisque les espaces L* des espaces £ de M, Fré-
chet, qui ne sont assujettis qu’aux conditions 10 et 20, Ces deux conditions ne
caractérisent pas Q’une fagon satisfaisante la notion de limite: par exemple, un
eusemble composé de deux éléments a et b, oft Pon suppose que seules les
suites @, @, a,... ot b, b, b,... sont convergontes (lo suite a, b, b, b, ... divergel)

ent un expace L. Voir aussi NO IT ot NO ITT, ainsi que M. Fréchot, Kepaoces abstrails,.

p. 169.

) Pl P o o8t une swile partielle (ou une sous-suite) de la soite g Pgy .o
lorsque 7rl<_lcg<.
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IL. Rapport aux axiomes I—III. X étant un ensemble situé
-«dans un espace .L*, on définit la fermeture X de X, en admettant
-que p appartient & X, lorsque p est limite d'une suite extraite de X.
On voit ausgitét que la condition 1° entraine l'ax. I et la cond. 2°
Pax. II (voir d’ailleurs le raisonnement du § 4, II). L’ax. III peut
ne pas étre vérifié, comme le prouve 'exemple de I’ensemble des
fonctions, congidéré au §4, V1),

Pour qué p=1imp,, i faut e il suffit que, X désignant Ven-

n=ca

-semble des éldments d’une sous-suite arbitraire Py Pry..., on ait p € X.
En effet, si p_whm Pny O a p e X en vertu de 1° Inverse-

‘ment, si la suite donnée ne converge pas vers p, elle contient
gelon 3% une sous-suite py,pp,,... dont aucune gous-suite ne con-
verge vers p. On peut supposer, de plus, que la suite {p;} ne
-contient pas I'élément p, car en vertu de 2° elle ne pourrait le con-
tenir qu'un nombre fini de fois et dans ce dernier cas on la rempla-
-cerait par une gous-suite qui ne contient pas p. Or aucune suite
{(d’éléments différents ou non) @;,x,,... extraite de X ne converge
vers p, car en cas ou elle admet une infinité d’éléments différents,
-elle contient tne sous-suite de la suite pa,pa,..., donc une suite
.qui ne converge pas vers p, et en cas on la suite #;,3,,... ne contient
qu'un nombre fini de termes différents, il y en a un qui se répéte
une infinité de fois; ce terme étant différent de p, la suite ne pour-
rait converger vers p. Ainsi, en tout cas, p non-¢ X.

III. Notion de continuité. 1. Dans les espaces L*, la condition
pour quw’une fonction | soit continue aw point x équivaut & la sui-
wvante (dite condition de Heine) 2):

x=1im @, entraine f(x)=Lm f(xz,).
=00 n=oo .

1) Des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un espace satisfai-
sant aux ax. I—1IT devienne .£* ont été données par P. Urysohn dans 'ouvrage
précité.

2) L’hypothése que 'espace des valeurs soit un L* est essentle]le 8i, en
effet, un espace est un £ sans &tre un .L£*, il contient une suite %/g,%y,... qui ne
converge pas Vers ¥, bien que chaque sous-suite contienne une sous-suite con-
vergente vers y/,. Posons f(0)= 1y, et f(1/n)= yn. La fonction f est continue dans
le sens adopté au § 18, I, mais ne satisfait pas & la condition de Heine.

En général, si les espaces des arguments et des valeurs sont des espaces L
{mais pas nécessairement .£*), la continunité de f équivaut & la condition sui-

wvante: si w=lim z,, il ewiste une sous-suite p,%n,... lelle que f(w)=lm f(zy,).
n==c0 n==00
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Supposons, en effet, que la fonction soit continue au point
et que w=-lim z,. Désignons par X l'ensemble des éléments d’une

n==00

gous-suite arbitraire @y,®u,... Nous avons démontré au NO pré-
cédent que x ¢ X. Done, par définition de la continuité (§13, 1),
f(@) € f(X). T:a suite f(@r,)y f(@n,),... €tant une gous-suite arbitraire
de la suite f(a,),f(@,),..., cette derniére converge Vers f(x).
Supposons, d’autre part, que @ e X. 11 existe done une suite
&y, ... telle que & =lim @, et @n ¢ X. Si Pon suppose la condition

de Heine vérifiée, on & f(@)=1lmf(,) et comme f(a,) ¢f(X); it
ne==00

vient f() € f(X). La fonction est done continue au point .

De 1, on conclut facilement que

2. Pour que la fonction f soit bicontinue, il faut et i suffit que
les dgalités o =lim @, et f(a)=Lim f(@a) soient doguivalentes.

N==c0 n=eo

IV. Produit eartésien des espaces L*. Le produit ecarté-
sien ExY des espaces & et Y est par détinition (§ 2, 1) Pen-
gemble des paires ordonnées (v,y) ol & € ¥ et ye Y. On confere
5 Densemble F XY le caractére d’un espace L, en convenant:
que la suite de POINtS 3n=(@n¥n) CONVETge VErs 3= (,y), lorsque
lim == et lm y,==1.

=00 n=co
D'une fagon analogue, &;,&,,... ¢tant une guite infinie d’es-
paces .L*, on convient guune suite variable 3,=:3%,3%, .. converge
(dans 1’§space F, X Ky % ...) vers la suite 3=:3%3%..., lorsque, pour
chaque 4, on a lim 3} =3/ ¢. & d. lorsque lo i-éme terme de la suite
n==eo

variable tend vers le i-éme terme de la suite limite. En symbole:

(lim 3, =3)= I (tim 5, ==37).

. Soit 3=/f(t) une fonction qui fait correspondre & chague
point ¢ d’un espace I' un point 3 du produit cartésien X &, X ...
(ou, d’une fagon moing générale, du produib ¥ x Y). Posgons:

g,(t) =[f(t)]t = la i-tme coordonnée du point g=(i).

1. La condition ndcessaire et swuffisante pour que la fonction f(ty
308t continue au point t est que chacune des fonctions g,(t), 451,240y
301t continue en ce poind.
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Car, étant donnée une suite t,t,... convergente vers i, 1éga-
lité f(t)::li_m f(tn) signifie que, quel que soit 7=1,2,.., D'égalite

[(1)]t==lim [f())' est vérifiée.

2. 3 étant un point variable dum prodwit caridsien, la i-éme
eoordonmée 3 de 3 en est une fonction continue. Autrement dit, la
projection sur le i-éme awe est une opération continue.

Car par définition, la condition lim 3, =3 entraine lim 3} =3"

f étant une transformation de Llespace ¥ en sous-engemble
de ¥, désignons par I l'image de la fonction f, c. & d. 1’ensemble des
points (4,y) du produit &x Y tels que y =f(#) (on peut d’ailleurs
identifier I et f, c¢f. §3, V). On a le théoréme suivant:

3. 8i la jonction f est comiinue, son image I est un ensemble
fermé, homéomorphe & &.

En effet, en supposant que Nm [2,,f(%n)] =(x,y), il vient

n=oco

lim 2, =2 et lim f{z,)=y. La premiére de ces deux égalités impli-
n=oo JI==00
que en vertu de la continuité de la fonction F que lim f(z) =f(2);

d’ot y=f(z), done (a,y) < I, ce qui prouve que I=I.

D’autre part, en faisant correspondre & & le point [z,f(x)],
on définit une homéomorphie entre & et I. En effet, la condition
lim 2, =2 entraine lim [@,f(2,)] =[%,f(x)]. Inversement, cette der-
nitre égalité entraing lim ¢, =2.

n=o09
En tenant compte de 1 et de § 13, VI, on montre que
4. Ta condition mécessaire et suffisamte pour que la fomction
caractéristiqgue dune suite (finie ou infinie ) d’ensembles soit con-
tinue est que chacun de ces ensembles soit fermé et owvert.

V. Exemples fondamentaux des produits cartésiens.

1. 9 désignant Dintervalle 0<a<1, J (c.2d. le produit
cartésien de n facteurs identiques & J) est un cube & n dimensions.
g% est Pengemble de toutes les suites infinies extraites de T’inter-
valle J1).

__iy—O;l—prouve facilement que I'espace g% est homéomorphe au weube forn-

damenial de Hilbert® (,Fundamentalquader®), composé de toutes les suites
= 30,3@), ..., ol 30 <1/i et ol la distance de deus suites j et p est, par défi-

oo
nition, égale & Z‘ (3 —p@)2. CL. D. Hilbert, Gott. Nachr. 1908, p. 200 et 439.

i=1
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9. & désignant un espace composé de deux éléments, congidé-

Tons l’éspa.cﬂ F*®, (haque point de cet espace est done une guite

infinie - composée de deux ¢léments. Désignons ces deux éléments

par les chiffres 0 et 2 et faisons correspondre & la guite considérée

le nombre réel de Vintervalle 01 dont elle constitue le développe-

ment dans le systéme de numération triadique. Aingi 3 -3M,39,...

&tant une suite composée de chiffres 0 et 2 et a(3) étant le nombre
~correspondant de Vintervalle 01, on a

3(1) 3® 3(1)

©(3) =g+ gyt T 5T

Cette corregpondance est, comme on prouve faciloement, une
homéomorphie entre Legpace &® et Uensemble C de Cantor (ef.
§ 1, VIIL). Ce dernier peut done é&tre identifié — au point de vue
topologique — avee Lengemble M.

3. & désignant Pensemble de toug les nombres naturels, eon-
sidérons Despace N =&, Cet espace est homdéomorphe & DPen-
semble des mombres irrationnels de Vintervalle 0171).

Taisons, en effet, correspondre & chaque suite infinie
de nombres naturels la fraction countinue ‘

1 1
ols) =+ 3+ +

3 == 3(1) , 3(2)

yoes

1] 4
50 1
La fonction: #(3) est bicontinue, car, d’aprés les propri¢tés
élémentaives des fractions continues, pour que Pon ait #(3)==1im @(3),
nsRoo

il faut et il suffit que lim3@==3®, guel que soit i; or cette der-
n=0o0

nitre condition exprime que lim 3,==3.

fi==s)

V1. Espaces séparables. Un espace est dit séparable?), lorsqu'il
contient un cnsemble demse demombrable. Si DVespace cgt un L¥,
cela revient & supposer qu’il existe une suite infinie 74,7y... (com-
posée d’Gléments différents ou non) telle que chaque point de
Pegpace soit limite d’une sous-suite de la suite considérée.

1) Loespaee N est At awsei nospace O-dimengionnel de Badre, loragquon
lo métrise de manidre qu'il devienne un espace vomplet.

8 Laprds M. Préchot, Rend. Cive. Mot di Palermo 22 (1904), p. 23,

Pour les espaces localement séparables (notion duo & P, Urysohn, Fund. Math.

g (1027), p. 110), of. W. Siorpineki, Fund. Math. 21 (1833).
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Toute image continue d’un espace séparable est séparable.

Le produit cartésicn de deux espaces séparables est'sépara,ble.
En effet, si 7,7,,... est une suite dense dams Tegpace & et 85,8, ...
-est une suite dense dans I'espace %/, il résulte du NOIV que la suite

(71981)5 (71582), (T9981)5 (79983), ..

est dense dans Pespace & x ¥.

D’une facon générale: &,,&,,... clant une suite d’espaces sé-
parables, Vespace &, X &y X... est séparable.

~ Roient, en effet, R; un ensemble dénombrable dense dans &;
et #; un élément fixe extrait de R;. Soit R la famille de toutes
les suites ¢ telles que:
19 guel que soit 4, on a e Ry,
20 & partir d’un certain indice m (variant avec ) on a con-
stamment:

rm-zrm,r’"+1::r,,,+1,

La famille R est évidemment dénombrable. Afin de prouver
quelle est depse dans Pespace &F;X&,X ..., considérons, pour un
point donné 3==[3"3%...] de cet espace et pour chaque entier 4,
une suite 7i,7p,... extraite de R; et convergente vers 3. Posobs:

Ty =11y Vs Py oo
T == Ty Togy ¥gy Tay oos
Yn =7‘1n,7'2n37'3m eorgTaunyVnd1yeee
11 vient 1, e R et, pour chague 4, 3'=lim 1!, done 3=lim,, ce
) n=eo n=0c0
qui prouve que I’ensemble R est dense dans lespace &, X &, X...

Exemple. Llintervalle I est séparable, puisque l’ensemble

des nombres rationnels y est dense. D’aprés le théoréme précé-

dent, aussi Pespace I™ est séparable (un ensemble dense et dé-
nombrable y st formé de points ayant toutes les coordonnées ra-
tionnelles ¢t n’ayant qu'un nombre fini de coordonnées différentes

de zéro).
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VII. Rapports aux espaces de Hausdoxff. Dang un espace
ayant pour terme primitif la notion d’entourage ouvert (§7, IIT),

on admet que lo point p est la limite de la suite Py, Poy-.- lorsque, pour:

chagque entourage U de p, il ewiste un indice & partir duquel on a pne U.
Les axiomes A—D de Hausdorff impliquent les conditions 19-3°.

En effet, on voit d’abord gu'une guite ne peut avoir deux
limites différentes p et g, car il existe, en vertu de D, deux en-
tourages U et V de p et ¢ sans points communs. Les conditions.
10 et 20 dtant évidentes, supposons, pPour prouver 39, que la suite
PyyPay-.. DG CONVEIZE DAS VETS P; cela veut dire quil exigte un
entourage U de p et une sous-suite pr;Puy . qui est située en
dehors de U; par conséquent, aucune suite extraite de celle-cine
pourrait converger veis p, ¢. . f. d.

Dans les espaces de Hausdortf, on définit la fermeture X d’un
ensemnble X comme composée de tous les points p tels que chagque
entourage de p contient des points de X (§ 7, I11). Nous allong dé-
montrer que cette définition est d’accord avee celle adoptée au
§ 14, IV, d’aprés laquelle p ¢ X, lorsque p est un point-limite d'une
suite de points extraite de X, c. & d. lorsque, quel que goit len-
tourage U de p, tous les points de cebte suite 4 partir d’un certain
indice appartiennent & U.

Supposons, en effet, que chaque entourage de p contienne des.
points de X. Soit {U,} la suite d’entourages de p mentionnée dang.
Pax. B. D'aprés B, Vensemble Uy U,-...- Un contient un entourage
de p et celui-ci contient par hypothese un point p, de X, done
Pane X-Uy-...Up. Soit U un entourage arbitraire de p. D’apros.
lax. B, il existe un n, tel que U,CU; de sorte que, pour # >y,
on & pPne Uy UnCULCU. Done p=limp,.

-
Inversement, si p=1im p, o P e"X et 81 U est un entourage
=00
de p, on a, pour % su'ffiélamment grand, p,e U, Qot UX0.

On voit aingi que tous les théorémes concernant Uespace L*

sont applicables auw espaces de Hausdorff.

VIII. Espaces .L* compacts®). Si dans un espace L*, chaque
guite infinie de Points py, Py, ... contient une suite particlle convergente:
(L limp, =p ol I<ky<..,

&t -] n
cet espace est dit compact,

i) iﬁé‘tm détaillée des espaces compacts fora Vobjet du Chapitre TV.

icm

[§ 14, VIII] Tspaces L* (pourvug de la notion de limite). 91
Ewemples. 1° D’aprés le théoréme classique de Bolzano-
Weierstrass, le- cube " & n dimensions et, plus généralement,
chaque sous-ensemble fermé et borné de Vespace &" o n dimensions:
constituent des espaces compacts.
20 L’ensemble des nombres ordinauz a<<Q (avec la notion de

limite au sens admis dans la théorie des nombres ordinaux) est un-
espace compact.

1. Chaque sous-ensemble fermé d’un espace compact est compact.

2. Théoréme de Cantorl). Etant donnée, dans un espace compact,.
une suite descendante @’emsembles fermds non wvides Fy D FyD...,.
on o Fy-F,-...5£0. '

Formons, en effet, une suite infinie p,,p,,... en extrayant un
point p, de lensemble F,. L’espace étant compact, cette suite
admet une suite partielle convergente, c. & d. que l'on a la for--
mule (1). L'ensemble F, ¢tant fermé et tous les termes de la suite
PPy +» S8t un nombre fini, étant des points de Fy, il vient p e Fp..
Donc p e (Fy-Fy-...).

3. Théoréme de M. Borel ®). 8i un espace compact est somie
d'une suite infinie d’ensembles owverts:

(2 ) 1= 2 Gn,
n=1
il est somme dum nombre fini de termes de cetle suite:
k
(3) 1=2 6,
n=1

pour k convenablement défini.

Posons, en. effet, Fy=1—(Gy+ ...+ Gx). Il vient FOFD...
En supposant que la formule (3) soit en défaut pour chaque &, on a-
Fy~0 pour k=1,2,.. On en déduit en vertu du th. 2 que

o

[ F#0, c.ad. que X (Gy+..+Gy71, donc que Z;G,,#l,
k:

k=1 =1 n==
contrairement & (2).

4. Le produit cartésien (fini ou dénombrable) despaces compacts
68t un espace CoMmpact.

En particulier, Pespace I* est compact.

1) Math. Ann. 17 (1880).
2 Cf. E. Borel, Ann. Ecole Norm. (3) 12 (1895) (These), p- 51.
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Soit, en cffet, 3,3g... une suite do points extraits du produit
) &y X... Posons anﬂ‘:v[g}l,g,.,'.]. 1espace &, ('*.tilfnt compact, il
existe une guite d’entiers 1<ky<ky<... tels que la suite 3}{(,3%,... est;

g ve a0ttt 1 1.l
convergente; goit },il?o B, O

D'une facon analogue: Vespace %, étant compact, il existe
une suite denticrs 1<l <ly<<... tels que la suite 3?{1‘,3%{[“,... egt,
y n g1 1 3 P R—s
-convergente; soit }‘gg 3,,1" ----- .

En procédant ainsi de proche en proche, on définit une suite
de points @ e &,, 2? e Xyy... (finie onm infinie, suivant le nombre
des espaces Fy, X, ...). Posons o ==[a*ae%...]. La suite 819 Bag2 By
CONVErge vers . ‘

On constate, en effet, facilement que ,1«:7‘:1%:70,1«:,:lc;,m~>:... el
on en déduit que la suite 3}‘1, 3}”1,..., comme gour-guite de la suite
{3} }, converge vers *; d’olu il régulte que la suite 3{,3}{1,3}11 yeer GOLL-

n . ' 1
verge vers «*. D’une fagon analogue, la suite 3,,11,3,?11",... egt une
1
c-suit y (22 ; ) nent ui 222 a2 n-
gous-suite de {3111,,} et par conséquent la suite B3y By 20 COD
\ L Ao - > e P . .
verge vers 2% Généralement, la suite 37, 3;;1,35;11, .o COLVETEE VOYS 4%
A’ot la conclugion demandée.

5. La compacité de Vespace est un invariant des transformations -

CONtINUes. . ‘

Soit, en effet, f une transformation continue de Pespace &
en Pespace Y (ces deux espaces ¢tant supposés des L*). Boit yy,Ye..
une suite de points appartenant & Y. Soit y,=f(@a). L'espace &
étant compact, la suite {w,} contient une suite particlle conver-
gente: lim #, =p ot ky<ly<... La fonction f étant continue, cette

=00

4galité implique que
Lm f(@g,) =f(p), ¢ o d. que limgy, = f(p).
n=0a n=m00 M
Cela prouve que la suite {y,} contient une sous-suite conver-
gente.
6. Toute tramsformation biunivogue ¢t continue @un  espace
compact & est une homdomorphie.
Posons f(&) - Y. Soit @ g(y) 1a fonetion inverse & y - f(e).
Soit Hm 4,4y 11 8’agit de prouver que lim g(yn) -~ ¢(¥o). Posons

Aue Lim @, = ;.
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Supposons, par imposgible, que la suite {z,} ne converge pas
vers @, Hlle contient alors, selon 3° une suite partielle {z } dont
3 » - R
aucune suite particlle ne converge vers z,. L’espace & étant compact,
la suite {x,; contient une suite partielle convergente: lim a,, = @'.
— n
Doue #'s:0,. "w
Mais, d’autre part, Dégalité précédente implique en vertu de
la continuité de f que 3}:12 ykz,,: fl@"). Comme

limy, =limy, =y,=f(z),
n==00 n n=wo

il vient f(w,) =f(2'), d’olt &' =, en vertu de la biunivocité de la.

fonetion f. '

IX. Convergence continue.
espace L*.

S0it fy,fay... une suite de fonctions définies sur Vespace &
et dont les valeurs appartiennent & 'espace Y. On dit?) que cette
suite converge de fagom comtinue vers la fonction f lorsque la con-
dition lim @, ==2 entraine lim f,(2,) =F(z).

n==00 n==00 .
La convergence continue implique la convergence dans le sens.
babifuel du mot. Pour s’en convaincre, on n'a qu'a substituer dans.
Ja définition précédente x,==w.

L’ensemble Y% con¢n comme

Trimplication inverse n’a pas lieu. Ainsi p. ex. en posant fal®)= 2" pour
0wl ob f(@)=0 pour w<c1 et f(1) =1, on a I'égalité lim fulz) =f(x) et cependant.
la convergence n’est pas continue. =0

Léexemple suivant montre que la convergence de fonctions continues
vers une limite continue peut étre non-continue. La fonction fn est définie par-

e 1 1 1
les conditions: fa(®)=0 pour 0<§m<n+1 et pour n—_Tl\<w<1, jn(-ﬂ)= 1 et
dans les intervalles (nj_ 7 %) et (%’nl—l)’ 1a fonction f, est linéaire. On a

identiquement lim fn(x)== 0, mais la convergence n’est pas continue.
n==0Q

1. & et Y étant supposés des espaces L*, on confére & Ven-
semble Y= (voir §13, 1) le caractére d’un espace L* en convenant
que Végalité f==lm f, veut dire que la swite {fa} converge de fagon

00

continue vers f.

1) Voir H. Habn, Theoﬂe der reellen FPunktionen, Berlin 1921, p. 238.
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11 s'agit de prouver que l'espace Y¥, aingi congu, satisfait
-aux conditions 1°—3° du N°L
Admettons d’abord que lim f,==f et que ky<h<.. Il §’agit
n==00

.de démontrer que lim fy, =f. Autrement dit: que Ja condition

(1) ‘ lim @, =
implique que
(@) 1im 14,(@x) = f(@).

Envisageons & ce but la suite {z,} définie par la mmdition
B POUT Ty < M Ty (01 Tog==0). 11 vient (ef. I, 3) lim 2= 11m &L

TH==00
La suite {f,} étant convergente de fagon continue, il un xvmﬂim
wque 1im 7 (2m) =f(2), d’olr hm /,‘n(zkn) ==f(@) et comame #y, -« Xny OL

m=c0 o
-en déduit (2).
Afin d’établir la condition 29, pogons f,=F pour m =1,2,...
11 g'agit de prouver que la condition (1) entraine Lim f(an):=f(x).
Ceci est une conséquence de la continuité de la fonetion f.
Enfin, pour établir la condition 3°, admettons que la suite
_fuTas .- D& cOnverge pas vers f. Il existe par conséquent une suite {w,}
gatisfaisant & (1) et telle que la suite {f,(z.)} ne converge pas vers f(w).
Llespace Y étant un L*, il exigte une suite ky<<lky<... telle que
‘1a suite {fx,(2:,)} ne contient aucune suite partielle gqui converge
vers f(»). Nous en concluons que la suite {fx,} ne contient auncune
suite partielle qui converge vers f. Car, en supposant le contraire,
il existerait une guite my<my<<... telle que Jim ;f,,m"m f. Mais alors
lim f,,mn(w,,mn) =f(w), puisque, en vertu de (1): lim Bhy =0 La
suite {fx,, (@x, )} étant une suite partielle de la suibe {fu,(as,)},
on parvient & une contradiction avee la définition de la suite {kn}.
Remarque. L’hypothese de la continuité des fonctions f,71,fs -
n'intervient que dans la démonstration de la condition 29,
Yoo limite lim f, ¢tant définie comme dans le th, 1, on constate
~aussitdt que T
2. La fonction O(f,a)=f(x) qui fail correspondre & chaque fe YE
et & chague zeF Veldment f(w) de Y est continue (sur Vespace
YExE). :

icm
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X. Régles‘de calecul aveec 1’opération Z/%. Nous établirons
& présent quelques propriétés fondamentales de P'espace Y< (congu
«dans le sens du théoréme précédent) qui correspondent & des pro-
priétés de la fonetion exponentielle de ’Algébre et de la Théorie
-des nombres cardinaux. Conformément au § 13, VIII, nous allons
% bour exprimer que deux espaces sont
homéomorphes.

1. y‘fxz&"mp (Y x2B)%,

-d’une fagon plus générale

yfxygx---ﬁ(ylxyzxm)&, d’ob ( gsnw—p (Y™ &,

11 g’agit de définir une transformation homéomorphe g=h(f)
du produit cartésien YF X YF x ... en Despace fonctionnel

{Y X Yy x...)% Or posons
f:[flyfzr--} on fie ?9

On constate aussitét que la fonction g, ainsi déﬁme, est con-
tinue (cf. IV,1), done appartient & Pespace (23 X Y, ...)%. Inver-
sement, & chaque élément ¢ de cet espace correspond un f tel que
g=h(f); & savoir f=[g*¢%...]. De sorte que

MYEXYEX ) =(Y1 XY %

Puis, la transformation & est continue. Soit, en effet, lim fn=Ff.
En posant g.=h(f,), c. & d. que ga(a)=[fl(x),f%(),...] il s’agit
.de prouver que lim g,==g, ¢. &4 d. que la condition (1) du N°IX
implique lim g,(%,) =g(%), ou encore: que lim fi(x,) = fi=z). Or, la

et g(w) =[F(x),Ax),...].

condition lim f,=jf signifie que pour ehaque i on & hm fi=1" et
il vient en vertu de (1): Lm fi(z )=Fi(g).

Enfin, la transformation h est bicontinue. Il s’agit de démon-
trer que la condition lim g, =g entraine lim f,=f. En admettant (1),
il vient limg (z,)=g(®), d’ot limgi(z )=y ), c.ad. lim fi(e )=fi(=),

done lim fi =, ¢. & d. lim f,=f.
=0 n==00
2. 8i £=A-+B, o A et B sont deux ensembles fermés et dis-

joints, on a
Yix Y8 = g/A+B
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Tn effet, faisons corregpondre & chaque couple de fonetions:
e YA et ge YP la fonetion u identique & f sur 4 et a g sur B.
Posons w=h(f,g). On constate aussitot que

]l,( g/A X ylj) - :ym‘,,]g‘

Soient lim fpe-f et lim gn=g. Soit @ e 4. I2égalité (1) donne
M fu(i,) ==f(), done lNm wu(@s) -=u(x). On parvient & la méme
conclusion en supposant que @ eB. On a done Tiro. a4, . Celay
prouve que la fonction A est continue.

Inversement, en supposant gque lim u, -
en déduit que lm fo(a,) =f(@), done que limf, - f.

4 eb gque wed, on
Dane facon.

analogue, on démontre gque lim g, ¢ La tre ngformation b est
done une homéomorphie,

‘ e QfEX

3. (?/&')‘Gmpflj g,

Posons g(@,t) ==f(x). Nous allons démontrer an préalable que

3'1y, Pour que lo fonction g soit comtinue, 60 faut ¢t i suffit que
la fonction § (qui fast correspondre & chaque t ta fonclion fr de Uargu-
ment x) soit continue, ¢. h d. que lon a Uédquivalence:

ge yﬁx‘b‘gf € (g/&')‘b'

Soit, en effet, g e YIXT . Pour ¢ fixe, la fonetion ¢ est une
fonetion continue de la variable @. Autrement dit fre Y¥. Nous
allons démontrer que fe(YHT Or en vertu de la continuité de la
fonction g, ley égalités (l) et limt,=t impliguent N g(@n, tn)- g(@,t),

c. & d. 11m ftn(m,, =f(®). Cela prouve que la convergence des fone-

tions f, Vers f; est continue. Done hm /t =f;. Aingi la condition
=

lim ¢, =t entraine ’égalité hm ft,= ]‘/ N[c\)lﬂ cela veut dire que la
fonction f est continue. En qy cmbole: e (Y=)°.

Inversement, cn admettant que 1& functiou f est continue, la
condition limt,=t entraine lim f, =f;, d’olt en tenant compte

n==00

de la convergence continue de la. suite de fonctions fy, vers fi, on
déduit de (1) gue hm Jeen) =Td@), e. i d. lim g(@nytn) =y(@,1).

cela veut dire que Ta fonction g (»% continue. En gymbole: ge YEXE,
1y Tes relations entre la continnité des fonetions [ ef ¢ ont été dbudides (d’ail-

leurs, pour wno topologio dilférente de celle du N°1X, 2) par R. M. Fox, On
lopologies for function spaces, Bull. Amer. Math. Boc. 51 (1045), p. 420,

Mais.
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L’énoncé 3’ se trouve aingi établi. En posant g=~5h(f), on peut
le formuler de cette facon:

R(Y)%] = Y=x@.

11 s’agit de prouver que la transformation h est une homéomor-
phie. Nous en établirons d’abord la continuité.

Soit lim fr=7f. Posons g,=h(f?). Il s’agit de prouver que
lim g,,==g. Or la condition lim fr=F, rapprochée de ’égalité lim ¢,=t,
donne (en vertu de la convergence continue) lim f;‘n =f,. Cette

derniére égalité, rapprochée de (1), donne lim f7(x)=:f/(x), c. & d.

Hm g(2n,tn) = g(a,t). Cela veut dire que lim gn=g.

Afin de montrer que la fonction % est bicontinue, admettons
que lim gr=g, limi, =% et lim o= Il vient lim gu(Za,1n) =g(2,1),
c. 4 d. lim f;in(wn) =f (@), done lim f?,,=fﬂ d’ott lim fr=f.

XI. Convergence continue au sens étroit. A c6té de la notion
de convergence continue, il est utile de considérer dans certains
problemes (cf. § 15, VIITI) la convergence continue au sens étroit,
que I’on introduit comme suit.

Lorsque la convergence de la suite {f(wn)} implique la con-
vergence de la suite {f.(#,)} ainsi que égalité lim fy(wn) = Hm f(2a),
la suite de fonctions {fn} est dite convergente de fagon continue aw sens
étroit.

On démontre d’une maniére tout-i-fait analogue & celle du
NOVIII quen emtendant par convergemce dams Uensemble Y la
convergence continue au Sens étroit, on confére & cet ensemble le ca- -
ractére d’un espace L*.

1. La convergence continue au sens étroit implique la conver-
gence continue (dans Vensemble Y%).

Soit, en effet, lim @, ==. La fonction f étant continue, il vient
Lim f(@,) =f(x). La convergence de la suite {fn} étant continue an
sens étroit, la derniére égalité entraine lim fu(@a)=f(z). Mais cela
signifie que la convergence de la suite {f»} est continue. ‘

2. S Vespace & est compact, la convergence continue coincide
avec la convergence continue au sens étroil.

Admettons, en effet, que la suite {f,} ne soit pas convergente
au sens étroit; c. & d. que l'on a lim f(zn)=y et que, cependant,
la suite {f(#n)} ne converge pas vers y. L’espace Y étant un L*;
C. Kuratowski, Topologie 1. ﬁ 7
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il existe par congéquent une guite Iy« kg= oo telle guie, pour ancune
. (I o P ne ‘5 1 V(rr fa "\'(‘VK'H 'l,
suite my<my<..., la suite {j,,mn(uckm")} r?(. c(;)m I ‘ y -
Trespace & étant supposé compact, il extisbe une suite mp<img=...
K3 L . + ) N X . YRR T " p . ‘ " .
telle que la suite {m,,m"} est convergente. Soit Tim By, L con

vergence de la suite {f,} étant supposée eontinue, il en est de méme
de la convergence de la suite {;f/e,,,,}- On a done

1

lim fkm,,(w]‘m ) == fl).

n «
D’autre part, la fonetion f étant continue, il vient
tim f(a, ) =1(@)

et comme . -
‘ lim f (m,‘m") 10 () = Yy

on a f(m)==y, ce qui donne lim fI,mn(w,,m")n. ary contrairement & la
définition de la suite {k.}.

Remarques. 1° Sans Phypothése de la compacitd de Pespace &,
le th. 2 est en défaut. Envisageons, en effet, Pexemple suivant:
& désigne Vintervalle ouvert 0<{a<Cl, fl) =0, fol@)=a" La con-
vergence est évidemment continue; cependant elle n’egt pag con-
tinue au sens étroit: en posant m,lmlw%, il vient lim f{w,) =0

tandis que lim f,(,) =1/e.

90 Tn entendant par convergence dans Uegpace Y% la conver-
gence continue au sens étroit, lo th. 3' du NOX est en ddfaut. Xin offet,
& désignant, comme auparavant, lintervalle 01 ouvert et G lo
méme intervalle fermé, posons g(®,t) =¥ pour t=:0 ot g(x,0)-=0.
La fonction ¢ est évidemment continue; cependant, en posant
fda) = g(,t), la. fonction f n’est pas continue. Car la convergence
de 1a suite {fi.} vers la fonction f, n’est pas continue au sens étroit
(comme nous venons de le démontrer).

3. | diant une transformation continue de Vespace compact G,
yf(‘?n') C

on & ©
SY°©

la comvergence dams les deuww espaces fonctionnels signifiant la con-
VErgence continue. :

De fagon plug générale: en entendant la convergence dans ces
€SPACES COMME CONVErgence continue aw sems ¢lroit, om peut omeilre
hypothése de la compacité de Vespace G,

T§15. 1] Espaces métriques. 929

Posons &=:f(G). A chaque fonction ge Y% faisons corres-
pondre la fonction superposée u=gf, c. a d. que u(f)=g[f(t)]. 1
vient w e Y©.

Posons u =h(g). ILs’agit de prouver que h est une homéomorphie,
1a limite lim g,=g¢ (respectivement lim u,=u) signifiant que les
fonctions envisagées convergent de facon continue au sens étroit.

Admettons d’abord que lim g,=g. Il s’agit de prouver que
lim %, =u, ¢. & d. que la condition lim u(t,) =y implique Lim Un(tn) =Y.
Or, la premiére de ces conditions veut dire que lim ¢{f(t.)]=y, ce
qui implique en vertu de I’égalité limg,=g, que lim gl f(ta)l =1y,
€. & d. que lim w,(t,) =y.

Admettons, d’autre part, que Hm u,=wu, c. & d. gue lim dnf =gf-
Boit lim g(z,) =y ot @,=f(f,), c.a d. Lim u(t,) =y; il s’agit de
prouver que lim g.(zn)=vy, ¢. & d. que lm u,(t,) =y. Mais cela est
une conséquence directe des égalités lim u,=1u et lim u(t,) =y.

Le théoréme se trouve ainsi établi pour le cas de la convergence
continue au sens étroit. Sa validité dans le cas de la convergence
-continue eb de 'espace G compact en résulte en vertu du th. 2.

§ 15. Espaces métriques.

I. Définitions. TUn ensemble est dit espace méirique Tors-
<qu’on a fait correspondre A chaque couple z, y de ses éléments un
nombre réel |z—y|, dit leur distance, assujetti aux conditions:

(i) Végalité jo—y|=0 équivaut & Végalilé =1y,
(ii) |e—y|+ |z—=| =|y—=| (loi du triangle)?).

En substibuant dans (ii) respectivement y et # 4 2, on en
-conclut que [z—y[>0 et que |v—y|=|y—=z|, de sorte que la di-
stance est une fonction non négative et symétrique par rapport
-aux deux variables 2). :

Un ensemble est dit sphére ouverte (sphére fermée) de cen-
‘tre p et de rayon r, lorsqu’il est composé de tous les points z tels
que |p—x|<r (tels que |p—a|<r).

1) La notion est due & M. Fréchet, Rend. Circ. Mat. di Palermo 22 (1906),
p. 17. Le terme ,espace métrique* remonte & F. Hausdorff, Grundzige,
p. 211. Pour la définition du texte, voir M. Fréchet, Relations enire les notions
«de limite et de distaice, Trans. Amer. Math. Soc. 19 (1918), p. 54 et A. Linden-
baum, Contributions & Vétude de Uespace métrique T, Fund. Math. 8 (1926), p. 211.
?) Pour les espaces munis d’une ,distance” non symétrique, voir W. A.

"Wilson, On quasi-metric spaces, Amer. Journ. of Math. §3 (1931), p. 675.
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.Un espace ayant la fermeture pour notion primitive est dit
métrisable, il est possible A’y définir la distance de fagon que les
conditions (i) et (i) soient vdrifides et que Pengemble ;V NG Com-
pose de tous les points p tels que chagque sphire de centre p con-
tienne des points de X.

Remarque. Si on remplace la condition (i) par |o—a|=0
(de sorte que la distance entre deux points différents ne soit pas
nécessairement ==0), on peut décomposer PPespace en KOUR-cnsem-
bles disjoints, en rangeant dans un méme sous-ensemble tous les
points dont la distance deux & deux est 0 (on dit dans ce cas que
les points & distance 0 sont identifids). La distance entre deux en-
sembles X et ¥ de ce genre est définiec comme |o—y|, ol we X
et ¥ ¢ Y. Le choix des points @ ot y est indifférent, car la condition
|g—a'| =0 implique |#'—y|< |@—a'|+ |2y - |o--y].

On véritie facilement que les gous-cnsembles en  question,
congidérés comme des points, constituent un espace métrique,

Exemples. Le cas le plus simple, et dont nous avons emprunté
les notations, est celui de I'ensemble des nombres réels, ol la distance
est définie, comme d’habitude, par le module de la différence. D une
fagon plus générale, Pespace cartésien & n dimensions est un cspace
métrique, la distance des points @y,...,wn et y,...,y, Stant égale &

V(%““"Jl)z" v (@ 3 n)2

La définition de la sphére coineide alors avec celle de la gphore
n-dimensionnelle, adoptée en Géométrie.

I’ensemble de toutes les fomctions borndes f(w), 0<Sasl, de-
vient un espace métrique lorsqu’on définit la rllstamco entre denx
fonetions par la formule

|[fi—Fal =sup |fol@)—fa(w)],
»sup” désignant ,,borne supérieure” (voir NO VIXI (1)).

L’engemble des fonctions de carrds sommables avee la distance

[fs—fal={ / (@) ~—ful@) da}"

est un espace métrique, si Pon identifie los fonetions qui ne différent.

que sur un engemble de megure nulle.

Un ensemble de puissance arbitraire peut étre considéré comme
un espace métrique, lorsqu’on y définit la distance comme dgale
identiquement & 1.
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II. Relations entre les espaces métriques et les autres espa-
€es. Un espace métrique peut é&tre considéré comme espace de
Hausdorff (§ 7, III), lorsque touie sphére ouverte de cenire p est
-admise comme entourage du point p. On vérifie facilement les
axiomes A—D de Hausdorff. I’axiome E est aussi réalisé, car
toute sphére ouverte contient une sphére concentrique de rayon
rationnel. , .

On en conclut en vertu de §14, VII et § 7, IIT que:

19 wn espace métrique peut étre considéré comme espace L*, en

<convenant que

la formule p=1m p, signific que lim |p—-p,| =0,
IT==00 n=0c

¢. & d. que chaque sphére de cenire p contient, & partir d'un ceriain
‘indice, tous les points pn,

20 un espace méirique satisfait aux asiomes I—III lorsqu’on
convient que la formule p e X exprime que chaque sphére de centre p
contient des points de Vensemble X,

3% en admettamt les conventions 1° et 2°, la condition p ¢ X équi-
extraite de X et convergente
vers p, .

49 pour que p soit un point intériewr de X, il faut et il suffit
que p soit le centre d’une sphére contenue dans X.

III. Diamétre. Continuité. Oscillation. Le diamétre d'un en-
semble X, en symbole: §(X), est la borne supérieure des distan-

-ces de ses points. Si §(X) est fini, ensemble X est dit borné.

On établit facilement les propositions suivantes:

(1) {§(X)=0}={X est vide ou se compose d’un seul point}
(2) st XCYX, on a 3(X)<(Y) (3) &X)=46X)

(4) 8t XY¥Y5=0, on a (X +Y)<<HX)+6(Y)

{B) st X est compact, on a 6(X)<<oco (e. 2 d. X est borné).

Afin d’établir (5), remarquons que dans un espace non borné
il existe une suite infinie de points py,p,,... telle que [Pn—pm|>1
pour chaque # et m<<n. Il n’existe évidemment dans la suite {p.}

aucune suite partielle convergente.

Si 'on transforme un espace arbitraire & en un espace mé-

trique %/, la condition de continuité de la fonction f(z) au point p
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(cf. § 13, 1T (3)) peut dtre exprimée comme suif: d uhqu ‘3:;"“’"
correspond un entourage B de p tel que la condition © e lu’ entraing
Pindgalité |f(@)—J(p)|<e. Ln admettant que & est de la forme 1/n,
cela veut dire qu'il existe upe suite d’entourages Iy, de p tels que
lim O[f(Br)]= 0. Ainsi, G, désignant la somme de tous les engembles.

g?lcx:erts GCE tels que O[f(E)]<<1/n, Vensemble O -~-Gy ... con-
stitue Densemble des points de contimwitd de la fonetion f; ¢est done
un Gs.

Nous allong généraliser cet énoncé, en introduisant la notion
doscillation (qui permet de ,mesurer” Ia discontinuité). A savoirr
étant donnée une fonction f définie aux points a d'un sous-en-
semble 4 de &, on appelle oscillation de | dans un point p (quil
appartienne i A ou non) la borne inféricure des nombres &' F(K)],
ot I désigne un entourage variable du point p. Hn formule:

ei(p) ==ink o[ ()],
Sinf” dégignant ,borne inféricurc”.

Aingi par ex., pour f(z)= sin 1z, on a8 o(0)==2, B

Evidermnment, si p n’appartiont pas & A, on a w(p)==0, car pour T Ll
Lensemble f(B) ost vide, done O[f(I)]= 0.

Tn attribuant & @, le méme sens qu’auparavant, on voit
aussitot que @, est Pensemble des points ot Poscillation st <1/m.
Par conséquent Pensemble des poinis ob Voscillation sannule csit
un Gy (Cest précisément Pengemble €). Enfin A.C dtant Ven-
semble des points de continuité de la fonction f, cet ensemble est
un Gy relatif & A.

Il est & remarquer que dans le cas ol les deux espaces & ot Y

sont métriques, la condition de continuité, donnée au débub de
ce NO peut étre exprimée dang sa forme classigue (de Cauchy):

& chaque £>0 correspond un §>0 tel que la condition |@—p|<d

entraine l'inégalité |f(x)—f(p)j<e (la sphére de centre p et de
rayon 8 remplace ici Pentourage K).

IV. Ecart de deux emsembles. Sphbre généralisée. .L’ceart des:

ensembles A et B, en symbole: o(4,B)'), est la borne inférieure

des distances |w—y| pour @ parcourant A4 ¢t y parcourant B (les.

ensembles 4 et B gont supposés non vides).

4 P, Hausdorff désigne Péeart pur 84, 1) ob o dinmdtre pur d(4).
Voir Mengenlelre, p. 145,
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On a les formuley suivantes:
(1) o(zy)=|e—y] (2) o(4,B)=0(4,B)
3) {ol@,4)=0)={ze 4} (4) o(4,0)<o(4,B)+o(B,C)+ 6(B)
(4) o(4,0)<o(4,B)+ o(4+ B,C)+4(B)
(5) la fonction o(x,A) est, pour A fize, une fonction continue de a.

Les formules (1)—(3) sont évidentes. (4) régulte de (4'), puisque
(6) o(4+B,0)<o(4,0).

En supposant que la formule (4') soit en défaut, il existerait
deux couples de points »,y et u, 2 tels que z ¢4, yeB, uc A+ B,
2ze(C et
i |e—y|+|u—e|+ 8(B)< o(4, C).

Par suite |u—z|< o(4,0). Cela impligue que %non-e 4, d'oi
u e B, done |y—u|<<4(B). Mais alors

o4, 0) < |p—| <|p—y|+ly—u|+lu—]
Sle—y|+lu—e +(B),
ce qui présente une contradiction avee (i)..

Pour prouver la proposition (5), considérons deux peints
et o’ tels que |z—-2'|<e. Soit ae d et |[z—a]<o(®,4)+e. Il vient
oz, A)<|o'—a|<< o(#, 4)+ 26, d’ol1 la continuité de .

Ajoutons I’énoncé suivant facile 3 établir:

(7 o(4,B-+C) = soit o(4,Bj, s0it o(4,C).

Une sphére généralisée ouverte de rayon r et de centre A (sup-
posé non vide) est, par définition, ’engsemble de tous les points
tels que o(z,4)<r. En remplacant < par <, on parvient & la dé-
finition de la sphére généralisée fermde.

La fonction o(z, A) étant continue et I'ensemble des nombres
réels <r étant ouvert, la sphére généralisée ouverte est en effet
un ensemble ouvert (cf. §13, IV); de méme la sphére généralisée
fermée est un ensemble fermé. On voit, en outre, que la sphére
généralisée ouverte est la somme des spheéres ouvertes de rayon +
et de centre appartenant & 4.

Daprés (2), on n’altére pas la sphére, en remplagant 4 par 4.

A étant un ensemble fermé et S, désignant la sphére ouverte
de centre A et de rayon 1jn, on 2

) A=]]8.

n=1
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Done, tout ensemble fermé sl un Gty ety par raison de sy-
métrie, tout ensemble owvert est un I,
Y. Transformation limitative?). Toul espace métrique est ho-
méomorphe & un espace bornd.
Définissons une ,nouvelle distance” par la formule
||m~_yn,;._,:*_|ﬁ:ﬂ .
14 1wm?ﬂ
La distance |z—y| satisfait aux axiomes (i) et (i), qui défi-
nissent la notion de Vespace métrigue. Bn effet, Pégalité [o—y|=0
équivaut i Pégalité |2—y|=-0. On a en outre:

J— et [N on e 2 [4’1/'"'"?/] et |:X}-~zl ey B
L ey e e R RN R ERTES
|o—y| 4 |#-—2] 1 - 1 s
T oy o] 1 2 g = fy—el,
[ p——S, B
o —y| -+ [v—2| ly—=|

Les deux espaces métriques, 'un métrisé par la distance l—y]
et Pautre par |lz—y], sont homéomorphes, . & d. que T'on & Véqui-
valence {lim |@,~y|=0} = {lim [z;—y[|=0}.

HE=CK)

n==0Q

Cela régulte directement du fait que la fonetion u “T“tﬁ est
bicontinue dans le domaine des nombres non négatifs.

Fnfin, le diamdtre de Pespace est <1 (relativement i o di-
stance [lz—yl).

Remarque. Le théordéme précédent peut dtre établi de fagom
plus directe en définissant la ,nouvelle distance” comme égale
A |o—y| dans le cas ol ja—y|<1 et & 1 dans le cas contraire?).

VI. Métrisation du produit cartésien. Soient & et Y deux
espaces métriques. D’aprés § 14, IV, le produit cartésien XY
de ces espaces se compose de tous les couples (a,y) o ze & et
y € Y, lalimite étant définie par la convention que la suite 3, = (@n,a)

1) (Pesb unoe propriété imporiante des espaces métriques, qui est con-
sidérée par certaing antenrs comme axiome topologique. Voir apropriété F
chez P. Urysohn, Math. Ann, 84 (1928), p. 286,

3 (f, ,Sehrinkungstransformation” ches H. Iahn, Theorie der reellen
Tunktionen I, Berlin 1921, p. 115; f. sussi R, Baire, Acta Math. 30 (1908), p. 6.

8) Voir M. H. A. Newwan, Elements of the Topology of plane scts of points,
Jambridge 1939, p. 47. '
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converge vers 3= (x,y) lorsque limx,=2 et limy,=y. Le pro-
duit & x Y peut étre métrisé parnia, formule

(1) 3=l =Vfo—aP+y—v

On voit, en effet, que, pour que 3=1m 3,, il faut et il suffit
que h‘=r£1°|3—3n|:0. B

Soit, de facon plus générale, &;, 1=1,2,..., un espace mé-
trigue de diameétre <1 (cf. N°V). L’espace F;xX&,X ... se com-
pose de points 3=[3%,3%...], le point 3, tendant vers 3, lorsque la
4-éme coordonnée de 3, tend vers la i-8me coordonnée de 3. On pose

{2) I nl= 2 275"l

La distance ainsi définie satisfait anx conditions (i) et (ii),
car Péquivalence {|3—y|=0}={3=p} est évidente et la régle du
triangle résulte de la formule

ls—vl+s—wi= P 27—y o= X 27y —w'| =|p—mw].

I1 s’agit de prouver que, pour gue 3=1lm 3,, il faut et il suffit

que lim |3—3a] =0, c. & d. il s’agit d’établir"l-i’éQIIiV&]enee:
{lim |[3—3,| =0} = {lim |3'—3%|-=0, quel que soit }.
n=00 i n=00

Or, la condition lim|3—3./ =0 entraine pour chaque 1
n=co

lim |3'—3i] =0, car |3i—3i|<2]3—3,]. Supposons que, inverse-

ment, Lim [3—3i| =0, quel que soit 4. Soit, pour un >0 donné,
m un entier positif tel que 27" <Ce. Soit § un entier tel que 1’on
ait |3t--3ll<se,..y [3m—-3m|< & pour tout n>j. En tenant

compte du fait que [3—3i|<d(&)<1l, on en ftire l'inégalité
}3——3nl<22_il3i—~3ii + 2 27« 2¢, ot lim |3—3a] =0.
=1 t=mt n=oco

Remargues. 1. 11 y a bien d’'autres définitions de distance qui
peuvent étre admises au lieu de (1). Ainsi par ex. rien ne change
au point de vue topologique, si on admet comme la distance entre
les points 3 et 3, le plus grand des deux nombres |w—a,| et |y—y,|
ou bien la somme de ces nombres.
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9. Si Ton ne fait pas Phypothdse gue o(&)=

N 3l
AA_)}JA
i

1, on posety

Ry PO

La distance |w—7y|, considdrde comme fonction de la variable
3=(,y), est continwe. Soit, en effet, a- (a,b) un point donné et
posons J3—al<e I vient |wz—a|<i|3--a|<ze et [y-—bl<<e. DPar
congéguent

ia—m bl oyl + 2

bl < 2e, Q’oi la conclugion demandée (¢f. N ILL),

ml . Im..._y

done Hm-—.-'ylmla,-——

VII. Distance de deux ensembles fermés. Iispace 2%, Noug
désignons par le gymbole 2% la famille de tous les ensembles fer-
més, bornds et mon wvides, situés dans Pespace métrique &. Lu
notion d’6eart entre les enscmbles ne peut servir . métriser cet
Jespace”: en désignant, par ex., par 4 lensemble composé du
nombre 0, par B lintervalle 1,2 et par O Pensemble componé
du nombre 3, on constate que I'éeart ne satisfait pas & la loi du
triangle (en outre, Péeart s’annule pour tout couple d’ensembles.
qui ont des points communs). Or, admettons la ,métrique” sui-
vante 2): la distance de dewa ensembles A et B, en symbole: dist (4,B),
est 1o plus grand des deww nombres:

sup o(z,B) et sup o(y,A).
xeA yeB

L'ensemble 2% est un espace méirigue (relativement i la no-
tion de distance ainsi définie). ¥n effet, on voit angsitdét oue pour
avoir dist (4,B)=:0, il faut et il suffit que A =B,

Quant & la Joi du triangle, on a pour zed ot yeB (NOIV (4))x
) < o=+ < |~y |-+ dist (B, 0), |

o, 0) ey, 0) <

d’ot
o(m, 0) r:\::inf |y |-+ dist (B, C) ==
yek
== (e, B) -~ dish (B 0) = dist (4, .B) 4 digt (B, 0),

1y Cf, la formule de M. Tréehot, Kapases abstraits, p. 82,
2 T, Hausdorft, Grundzige der Mengenlehre, Chap. VIII, § 6, Cf. aussi
D. Pompdéju, Ann. de Toulouse (2) 7 (1905),
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et par raison de symétrie, pour ze¢ C:

o(z,4) < dist (B, 4) + dist (B, ¢),

donc
dist (4, 0) < dist (B, A) -+ dist (B, C).
Observons, en outre, oue:
(1) |la—b| = dist [(a), (B)],
@) {dist (4, B)<e} = {ACR,(B)}-{BCR.(4)},

R,(X) désignant la spbére fermée de rayon & et de centre X.

VIII. Convergence uniforme. Métrisation de Iespace UY¥.
& et Y dtant deux espaces métriques donnés, considérons, dans
la famille des fonctions y=f(x) qui transforment Pespace & (tout
entier) en un sous-ensemble de Pespace ¥, les fonctions bornées,
en entendant par fonetion bornée une fonetion f telle que Pensemble
(&) est borné.

1. La famille des fonctions bornées peut éire consideérée comme

un espace meétrique lorsque le distance de deum fonetions est définie
par la formule?)

(1) ]f —fa}: Sup |71() @)—Ty(@)|.

En effet, d’abord la distance ainsi définie est touiours finie,
car &' étant un point fixe, on &

Vl(""')’”‘fz(x I < fu(@) ] + [fl(m 3”)! + lfz('”')“‘fz(w)l

Comme, en outre, la condition |f;,—f,|=0 équivant évidem-
ment & l’égahté fi=/s, reste & vérifier la 101 du triangle. Or

i 2| + ]fl‘—fal = sup [fy(2)—fx(@)| + sup |[f(z)—fs(z)| =
= sup {{fi(@)—fa@)| + |f2(2)— 93)]} > sup |fy(@)—Ffale)| = [fo—Ta]-

D’aprés la définition de la convergence dans les espaces métri-
ques, une suite de fonctions f, converge vers f dans l'espace fone-
tionnel considéré, lorsque lim |f,—f|=0, c.ad. lorsqu’a chaque ¢>0

correspond un n(e) tel que P’on ait, pour n>n(s), sup [falz)—f(@)|< e
done que |fa(w)—f(z)| <le, quel que soit a.

1) Cf. M. Fréchet, Rend. di Palermo 22 (1906), p. 36. Cette définition de
la distance entre fonctions remonte (d’aprés M. Fréchet) & Weierstrass.
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On voit aingi que la convergence entendue dans le sens de
la formule (1) coineide avee la convergence uniforme entendue dans
le sens habituel.

Les fondtions continues constituent un  ensemble /wnu, dans
Lespace fonetionnel méirisé par la formaule (1).

(fela régulte du théoréme suivant:

2, La Umite Qune swite uniformément convergente de fonclions
continues est une fonction continue.

La suite fi,fp... 6tant supposée uniformément convergente
vers f, & chague &>0 correspond un n tel gue

) [ful@)—f(m)| <&

80it @y un point fixe. La fonetion f, étant continue au point o,
il existe un 6>0 tel que, pour |w--u,|<d, on a

(i) |fa()

Leg inégalités (i) et (‘ii), rapprochées de l'inégalité

—fu(®y) | << £

‘(i) [Fuleg) —f(ao) | <, '
qui régulte de (1), impliquent que |f(w)—F(@,)|<3e si |w—a,|<d.
Cela veut dire que la fonction f est continue au point .

Dans le méme ordre d’idées on a le théoréme suivantl):

2'. La limite @'une swite convergente de jagon continue (de fone-
tons continues ou non) est une fonction continue.

Soit lim f(@) ==f(2). Supposons que lim @, =a et gue cependant
la guite {f(a.)} ne converge pas vers f(a). Il existe alors un entourage
ouvert @ du point f(a) et une suite d’entiers I<lep<t... telle que
Haw,) € ¢ Y—G, quel que soit n. I’ensemble Y —@ étant un entourage
du point f(a,), il existe un indice m, tel que fu (ax,) lui appar-
tient. On peut admettre qu’en outve my<<my<... La suite des
fonctions {fn} étant supposée convergente de fagon continue, 1%6-
galité lim az, =a (qui rvésulte de DPégalité lim a, = a) entraine

1 fo, () == (), d’oil ZIMQCW« =Y, contrairement
A la définition de @ ((l’mr'és laquelle f(a) ¢ G).

Y Gt IL Hahn, Reelle Funktionen I, Loipzig 1932, p. 226,
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3. La convergence uniforme entraine la convergence continue au.
sens élroit, done — dans le domaine des fonctions continues — la con-
vergence continue (cf. § 14, XI, 1). ‘

Autrement dit: si la suite {f.} est uniformément convergente,
la condition lim f(z,) =y entraine lim f,(z,) =y.

Supposons par impossible que la suite {f.(,)} ne converge
pas vers 4. Elle contient par conséquent une suite partielle {fz (%z,)}
dont aucune suite partielle ne converge vers y. La suite {f.} étant
uniformément convergente, il en est de méme de la suite {fx}. 11
existe par conséquent une suite dlentiers m;<<m,<C... telle que
Ton a pour chaque z

{fkmn(w)~-f(m)]<lm, done en particulier ]fkmn(mkmn)—f(‘”kmn)l<1:""‘*

Rapprochée de D’égalité lim f(x,) =y, qui entraine la formule
lim }‘(ackmn):-g/, cette derniére inégalité donne lim fkmn(mkmn)zy,,
confrairement 4 la définition de la suite {k}.

4. Si Vespace Y est compact, la convergence continue au sens
éroit entraine la comvergence uniforme (ces deux gemres de conver-
gence sont done équivalents).

En effet, en supposant que la suite {f,} ne soit pas uniformé-
ment convergente, il existe un >0, une suite d’entiers k<<Ay<C...
et une suite de points ®;,%,,... telles que

(2) |, (®a)—F(2a)| > quel que soit n.

L’espace Y étant compact, il existe une suite my<<my<..
telle que la suite {f(zm,)} est convergente: lim f(wm,) =y. La con-
vergence de la suite U‘,,} étant supposée continue au sens étroit,
il en est de méme de la convergence de la suite {fkm,,} La condition
lim f(%m,) =1. Mais alors, pour n suffi-
samment grand, on a |fx,
Cette contradiction prouve que la suite {fa} n’est pas convergente
de facon continue au sens étroit.

5. 8i Vespace & est compact, la convergence continue entraine
la convergence uniforme (ces deuw gemres de comvergence somi done
édquivalents dans le domaine des fonctions continues).

Supposons, comme dans la démonstration précédente, que la
suite {f,} ne soit pas uniformément convergente; donc que on ait

=y entraine done lim fkm,,("”mn)
:r,,,n,-—f(mmn |<e, contrairement & (2).

 inégalité (2).
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Lrespace & étant compact, il est légitime Qadmettre que Ia,
suite {a,} est convergente: lim @, - @. La convergence de la suite {f,}
tant supposée continue, il en est de méme dela suite {fz,} (ef. § 14,
IX, remarque), et il vient

(8) lim fy (@n) - [().
ne=o
Dautre part, comme lim fp,(2q) = f(@s), i1 existe une suite
Moo

Lenticrs my<<my<<... telle que

Ifm,,(mn)“ 'f(mn” < 1/m,

selon (2). Mais cela est in(.-,on‘lpﬂm.ifb]e avee (3), puisque la formule
lim g, = entraine Jm o, (2,) - f(@).

d’oh ]‘fkﬂ (mn) "““fm" (w”> l e '1./'11:,

Remarques. Ni Pon fait Pune de deux hypothéses: a) Pespace &

est compact, b) Pespace Y ext compact, — les fonetions-éléments
de Y% sont bornbes (ef. 111 () ¢t §14, VIIL, B). La formule (1) con-
fére done & Y% lo carvactire ’un espace métrique. La notion de limite
qui en dérive (conformément v IT, 1% coincide dans le cas a) avee
celle qui a é46 envisagde dans le NOIX du § 14 (convergence coutinue),
ot dans le cas b) avee celle du NOXT du § 14 (convergence continue
au gens étroit).

On déduit ces comclugions directement des th. 5 et

6. Soit p un point five de Vespace mélrique &. Zf’mx()fn,s 00rPres-
pondre & chaque sous-ensemble borné A (540) de & la fonction fa
définie comme suil:

(4) Ja(@) = o(@,4)—|z~—p|.
On a alors
(5) dist (4, B): “"I/A"""fle
Observong d’abord que la fonction f4 est bornde:
|Fa(e) o)< o(p,4)48(4).
jar Pinégalité IV (4) donne:
ola,A) <olp,A) +lo—p| et Jo—p| < o(@,4) +o(4,p)+ 8(4).

Par raison de symétrie, on peut supposer que
dist (4,B) = sup o(x,B).
xad
Boit &> 0. Soit a un point de 4. tel que dist (4, B)< o(a, B) -4 e
Jomme o(a,4) =0, il vient d’aprés (4):
{(6) - dist (4, B) = o(0, B)—o(a, 4) - & << | fy—ifa| + &
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A Désignons, d’autre part, par a,, pour chaque ze &, un point
de A tel que o(w, 4) >lw—a.|—e. Selon IV (4): o(m, B)<|&—ax|+0(ax,B),

Aot

(@, B)—o(@,4) <o(ax,B)+ & < dist (4,B)+«

et de méme: o(x,4)— o(z, B)< dist (4,B)+ . Done

(7) |f5—7a| < dist (4, B)-e.
Les formules (6) et (7) entrainent lidentité (5).

Remarque. Dans le cas ol Pespace & est borné, on peut définir
la fonction f4 d'une facon plus simple; on pose alors fi(x)=po(z, A).

Le th. 6 implique aussitdt le corollaire suivant:

7. D’espace 2% est isoméirigue & un sous-ensemble de Vespace

des transformations continues bornées de ¥ en sous-ensembles de &,

cet espace dlant métrisé par la formule (1).
' En particulier, si Pespace & est compact, on a les inclusions

topologiques™ (ou plus précisément, métriques):

X C2¥CE%,

top top

e dernier espace étant melrisé par la formule (1).

Le théoréme précédent permet de considérer Pespace 2% comme
sous-ensemble de Despace &% Inversement, f étant une fonetion
continue, élément de I’espace Y%, l'ensemble des points [a,f(x)]
du produnit cartésien & x Y (ensemble que nous allons identifier
avec f) est un sous-ensemble fermé de & X Y (cf. § 14, IV, 3), donc —
il est borné — il est un élément de I’espace 2%x¥ |, Plus précisément,
‘on a le théoréme suivant:

8. 8i Vespace & est compact, on a Vinclusion topologique
F (" 2EXY
Y t%z .

Remarquons au préalable que f et g étant deux fonctions
définies sur & et dont les valeurs appartiennent & ¥, on a l'iné-
galité:

{8) dist (f,9) < |f—g|.

Ponr g’en convaincre, posons p,==[x,f
vient pyef et g.ch, done

= |f(2)--g(x

(z)] et ‘!Ixz[w,g(w)]. 11

0(P0 ) <|Pr—ax| = N <|f—g|, don sup oD, 9) < [f—gl-
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Par raison de symétrie sug o(@us )<< =g, ol Vinégalité (8).
X6,

N . et de ’ -
Passons 4 la démongtration du th. 8 Il g’agit de démontrer
que, pour que la suite des fonctions foe Y% converge umformémm(x)t,
? ' t 3 SET R o+
. . i . a1fftit: 1¢ i s )L
vers la fonetion fe Y%, il faut et il suffit que l]gd st (o)

Or, la suite {f,} étant supposde uniformément convergente,

o lim digt (fu,f) =0

nE=e0

1im |fa—7| =0, d0b

en vertu de (8). o
Toversement, admettons que lim digt (fy,f) - 0.

n=e

démontrer /q‘ue la convergence de la suite {f.} vers [ est contix;m(a?,
@0t on déduira en vertu de § qu'elle est uniforme (I’espace & dtant
compact par hypothbse). . )

Soit lim g, 2. 11 gagit de démontrer que lm f,(@n) =f(a).

POSONS  n==[Zuy ful®n)].  Comme  o(gn,f) < dist (fny/), on a
lim g(¢n,f) ==0. Il exigste done une suitQ de points pnef tulﬂ‘ 7que
lim |gr—pa| =0. Posons pa-[wh, f(zx)]. On a par conséquent, d’une
part

Nous allons

lim |, —ax}] =0, d’olt lim o} ==w, donc lim f{a}) = f(»),

et d’autre part, lim

T2énoneé suivant résulte auspitét de 6 (ainsi que de 7):

9Y). Tout espace mdiriqgue & ost isomdirique & un ’souwmcmble
de Vespace de toutes les fonctions & valeurs réelles, aonlinucs, bornédes
et definies sur &, lo distance de deuw fonctions dlant domnde par la
formule (1).

Pour s'en convaincre, on substitue & A dans (4) un engemble
compogé d’un seul point a.

Ajoutong que, dans ce cas, la démonstration devient plus
simple. En effet, en posant

fo(@) = [w—a|—|o—p],

il vient [fo(2)|<|a—p| et V,,(w)»fb(w)lm,|w-—-~a|-—-]w-—»b I’:: a--b|, Aot

|fa—Ts| < |a~—b]. D’autre part, fo(a)--fy(a) =—|t—pl—|a—b|-+|a—~p],
d’oit |fa—7o|3:|a—b|. Done |fg=-fy] ==|a—b],

1 ¢f, ma note de Tund. Math. 25 (1935), p. 6543 et K. Kunugui, Proc.
Imp. Acad. Japan. 11 (1938), p. 361. 4
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IX. Espaces totalement hornés. Un espace métrique est dit
totalement borné, lorsqu’il se laisse décomposer pour chaque ¢>0 en
un nombre fini d’ensembles de diamétre <e 1,
‘1. Pour qu'un espace soit totalement borné, il faut et il suffit
QW' chaque £>0 rorresponde un ensemble fini F. tel que o(z,Fe)<e,
quel que soit w.

En effet, ’espace étant supposé totalement borné, on a
1=Ai+ ...+ 4%, 8(ADH<1/n pour i<ky.

Soit p? un point choisi de AY. I’ensemble Fyn composé des
points py,..., P}, est ensemble demandé (pour &>1/n).

Inversement, Fe étant un ensemble satisfaisant & la condition
du théoréme, le systéme des sphéres de rayon &/2 et de centre ap-
partenant & F,, présente le recouvrement demandé de T’espace,

'La condition qui vient d’6tre établie peut s’exprimer i l’aide
de la notion de distance d’ensembles (N© VII) comme suit: Pespace
est la limite d’une suite densembles finis (2 savoir, de la suite
FnF1/2;~--aF1/n’--')~

Cela résulte aussi du théoréme suivant:

2. & étant totalement borné, 2% Pest également.

Pour prouver ce dernier théoréme, envisageons P’ensemble F,
considéré auparavant; soit Hyg,...,Hy, le systéme de tous les sous-
ensembles de F.. A chaque ensemble fermé X faisons correspondre
Pensemble H;, des points p de F, tels que e(p,X)<<e; il vient
dist (X, H;.)<e. : )

I’énoncé (5) du NOIIT se laisse préciser ecomme suib:

3. Chague espace méirique compact est totalement borné.

En effet, 'espace étant supposé non totalement borné, il existe
selon 1, un £>0 tel qu’a chaque ensemble fermé F correspond un
point & satisfaisant & P'inégalité o(x,F)>>e. On en déduit aussités
Texistence d’une suite infinie de points p,,ps, ... telle que |p,—pml>e
pour chaque n et m<<n. Cette suite ne contient évidemment aucune
suite partielle convergente. . :

4. Chagque espace totalement borné et, en particulier, -chagque
espace métrique compact est séparable.

1) F. Hausdorff, Mengenlehre, p. 108.
‘C. Kuratowski, Topologie 1. 8
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Pour s'en convainere, on n’a quh (:eonsidémx: .l’f*.nsergblzl di&
points p, n==1, 2,00, 1< oy (LGNS dmi\s la démonsﬂm’nmn u th. 1.

5. O dant un sous-ensemble ouvert d'um espace totalement borné &,
il eaiste wne suite densembles owverts Go, Gy, ... telle que G ==Go-+ G+ ...
f]f) mw{}, n'a des points communs qwaves un nombre fini des Gy,
Gy GCa e (i) }1_1013 8(G) ==0.

On peut admettre que G=%, car autrement on pose Gy=&
« Gl&fbgt pgrrli j}?ﬂére ouverte de centre E—G et de rayon 1/m
(cf. NOIV). & étant totalement borné, 80it Hymg ooy Hipym 0D 8y~
gtéme d’engembles ouverts tels que

FowHymb oot Hagpan - 06 (I )< L[

oo tm
w - A A 4 N N fe— . .
Comme @ Y (Sy—Smte)y on o Ge=: Y 3 (8w But) - Hym

= me=Q) Ju=1
- En mngeam;“igs termes de cette série double en une suite in-
. finie G, Gy,..., les conditions (i)—(iil) se trouvent réalifsées.
La condition (i) est en effet une conséquence directe de la
formule ' ‘
(Sm"—gm—lnz) (Sn”"‘gn-1—2)c‘gm+2“" Sm—k?‘ == () poux n?’/""’"‘*"?-

La condition (ii) résulte de la formule

(Sm”"’§m-]~2) ‘-H/,m_c y&""l\m ca.

Enfin, (iii) résulte de Vinégalité 6(Hjm)<<1/m. \

Remarques. 1% Dang un egpace meftrique .a'rjbz'tmi.w,. i Ghil;(.’ll‘lg
£>0, correspond un ensemble fermé et 4solé (fini ou mi’.m}) .Zf’a‘ 1,:
que o(x,Fo)< e, quel que soit x. Rangeons, en effet, Eous Tes poitj} 8
de l'espace en une suite transfinie 290,201,---,23«,-:- .1- 08018 Pa,= Do
et d’une facon générale, pour y >0, 80it P, le point & md}ce mlrflrzmm
tel que lpaympa§|,>, g, quel gue s0it <y (blen entendu, 8inn point pa,
de ce genre exigte). ¥ est Uensemble des pa, ‘

20, Considérons comme Despace & la courb@ y= gin 1 /2,
0<w<l, la distance de deux points p et ¢ é‘rjmt ‘(‘léf;x}m comﬁe:
égale an dinmdtre de Varc pg. Uet espace est éwdemtrm‘m’ﬁé’pmw ; e
et borné (méme complet), mais n’est pas tota,leme:nt ”bomé. mj
famille de ges sous-engembles gituds sur Paxoe des abgeisses (qui sor@
tous fermés) est indénombrable et la distance entre deux ¢léments
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quelconques de cette famille dépasse Punité; par conséquent cette
famille et, & plus forte raison, Pespace 2% est non séparable.

Il est remarquable gque la courhe & peut é&tre transformée
par homéomorphie (par projection sur Paxe des z) de facon que
Pespace 2% devienne séparable.

On voit ainsi que les propriétés topologiques de Pespace 2%
ne sont pas nécessairement des propriétés topologiques de Pespace .
Cela tient au fait que la définition de Pespace 2% n’a pas été topo-
logique. '

X. Produits cartésiens d’espaces totalement bornés.

1. {&} étant une suite (finie ou infinie) d’espaces totalement
bornés et tels que S(F)<1, leur produit cartésien, mdirisé par la for-
mule (2) du NOVI, est totalement borné.

Soient, en effet, 6>0 et i un entier tel que 2'<¢/2. Pour
chaque 7<(4, il existe par hypothése un systéme fini de points:
Tuy..s7wy tels que chaque point de Vespace &; se trouve situé i
distance <¢/2 d’un point appartenant 3 ce systéme. Soit, pour
n>%, 7, un point arbitrairement choisi de &,

' Considérons, pour ¢ fixe, le systéme fini des suites de la forme

= ["’ljlvTij, 1Ty Vik1, Tigny o] o 1<hyy vy 11 Kne

Etant donné un point 3==[@y,25,...] de DPespace &, x Ey X ony
il existe, pour 1<%, un point 7y, tel que ]r,,l——w,]\/e/z, d’ott

al= S e eyl 4 S 5 aal< e

=1 n=i+1

L’espace &; X F,X ... est done totalement borné. ~

L’intervalle =01 étant totalement borné, il en résulte que

2. Le cube T*, pour n<xy, est totalement borné, done séparable.

De Ia on conclut en vertu de IX, 2 que

3. L’espace 2 est totalement borné, donc séparable (n<x,).

Rapprochés de VIIIL, 8, les théorémes précédents impliquent:

4. St & est metrique et compact, Vespace fonctionmel (TME,
mélrisé par la formule VIII (1), est séparable {(n< Rg).

Car (97)% :% 29°XE ot J"x & est totalement borné.

8%
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XI. Prolongement des fometions continues. 1. A et B dant
deuw ensembles fermds et disjoints, il existe une fonetion continue f,
ddfimie sur Vespace tout enticr b telle que

f(@) =0 pour we A, fl) L pour xeb,
(1) 0< f(@)<:1 pour tous les aulres .

Posons, en effet?),
o, 4)
-+ (@, B)

(2) fl@) =

en convenant gue o(w,0)s=1.

On congtate aussit6ét (en tenant compte de IV (3) et (B)) que
la fonction f, ainsi définie, est continue et satisfait aux conditions (1.

Lo th.1 est un cas particulier du théoréme fondamental de
Tietze, qui va suivre. La démonstration de ce dernier xepose sur
le lemme suivant.

9. Btant donnde une fonction continue | définie sur um sous-
ensemble fermé B dun espace métrique & et telle que |f(w)|< ¢, 0% 6>0,
il existe ume fonction continue g, définie sur Vespace & tout entier e sa-
tisfaisamt auw condilions suivantcs:

(3) lg(@)| < fo powr we & et |g(w)|<fo pour @« E—F,
(1) f(w)—g(@

Posons, en cffet,

A= [li@) <—te] o6 B=[1/()

)< 4o pour weF.

®) = fel

Les ensembles 4 et B étant fermés (cf. § 13, I'V) et disjoints,

on constate facilement gue la fonction

Qm’A)“’( B)
(®) (@)= A) + o(w, B)

satistait aux conditions imposées.

1 Cf. P, Urysohn, Math, Aun. 94 (1025), p. 204.
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3. Théoréme de Tietze). Etant donnde une fonction conlinue f
& valewrs réelles, définie sur un sous-ensemble fermé F dun espace
méirique &, il existe ume fonction continue f* & valeurs réelles, dé-
finie sur Vespace & tout enticr et telle. que

(6) @) =f(2) pour xP.
Deé plus, si la fonction f est bornée:

(7N IH(z)|<e, oh e>0,

on a

(8) | [f*(@)|<ec pour z e ¥—F.

Envisageons d’abord le cas ol la fonetion 7 est bornée, c. 3 d.
91‘1 Pinégalité (7) est réalisée. Posons

(9) f*(m) =Zgn(w)’
ol les fonetions gn sont définies par inducticn comme suit.
Posons gg(#) =0. Soit n>>0. Admettons que

(10) |f(2)— 2 g,(@

i=0

(2)"¢ pour x eF

(tel est le cas de n=0 selon (7)).
»Substltuons dans 2: fw\~2q (@) & f(@) et (3)"c¢ & c. Il en

résulte qu’il existe une fonction eontmue gn+1 définie sur & et telle
que

on
(11) |gnya(@)] < gag7¢ DOUT Te Z,
(12) |gnta(2)] < 33+10 pour 2 e ¥—F,
) n+1
(13) [f(@)— > 9,(%)| < ()¢ pour z €.
i=0

1) H. Tietze, Uber Funktionen, die auf einer abgeschlossenen Menge stetig
sind, Journ. £. Math. 145 (1915), p. 9—14. Pow la démonstration, ¢f. P. Urysohn,
L c., p. 293.

Ct. aussi K. Borsuk, Bull. Acad. Pol. 1933, o il s’agil de prolonger la
fonction f de facon que le ,prolongement” soit une opération. linéaire sur les
fonctions prolongées.
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La suite des fonctions ¢y,¢s ... 86 trouve aingi définie ot les
formules (10—(12) sont remplies pour chague 7= 0,1,..

Les fonctions g, ¢tant continues et la série (9) étant — ge-
lon (11)»—unifurmémen1; convergente sur &, la fonction f* est
continue sur & (d’aprés VILL, 2).

Linégalité (10) implique aussités la formule (6).

Enfin, Pinégalité (8) résulte de (12): on a pour & ¢ E—T

[~ o
< ] an
’E)] ey tz gn Sy 2 Ignaluj l< (‘2 '.5“-( i oo @y
ezl ns=0 =0

Le cas de fonction f bornée se trouve ainsi établi. Le cas gé-
néral e ramdne & eelui-ci comme guit. Transformons Vespace & des
nombres 1éely en Vintervalle ouvert —l<t<1 par une homéemor-

phic h (par exemple hix) :::%arc tg @), L fonetion superposée hf

étant bornée, il existe une fonction continue h* définie sur & et
telle que

B*(w) == hf(w) pour » ¢ F' et |h*(w)|<1l quel que soit » ¢ &.

h™" désignant la fonction inverse & h, on pose f*(@) =h""h¥w).

4. Corollaire. Toute foncltion continue f, définie sur un sous-
ensemble fermé B d'un espace metrigue & et dont les valeurs appar-
tiennent & Vespace I" ou &" (oi n est un entier positif ou 8,), se
laisse prolonger sur Vespace & tout emticr.

Draprés § 14, 1V, 1, la condition pour gu’un point vammble de
Pegpace J" (ou &") varie d’une fagon continue, ¢st que c‘hacune
de mes coordonnées varie de la méme facon. Le corollaire se réduib

(q

done au cas ol lon remplaco I’espace I", respectivement &", par
Jou 6.

Remarques. Dang lo cas ol 0<f(2)<c], on obtient un prolongement con-
tinu de la fonction f en posant

eintlfer+ 2= ) pous peg—r,
() 11311{“ ) - T 1} pour peZE—It)
I1 vient 0<f*(p) <<l (lo signo d’égalité n'étant pas exclu).

[R———

1) Voir ¥. Wausdortt, Math, Z£t. B (1919), p. 206, 8a démonstration
est réproduite dans lp X-o édition de ma Topologic I.
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- XII. Rapports des espaces métriques séparables au cube gk,
Séparablhté de Vespace Y%,

Théoréme 1%). Tout espace métrique séparable S est homéo-
morphe & um sous-ensemble du cube T*%. En symbole:

FC g™,

top

Conformément au N°V, on peut admettre que espace & est
de diametre <1. Soit py,P,,... une suite (infinie) de points dense
dans l'espace. Faisons correspondre au point # de & le point h(z)
du cube g% 4 coordonnées |z—p;|, [2—ps),...:

(1) W) =[lz—p|, |2—ps|,-.], ¢ & d. h®(z)=|2—pa|.

La fonction %™ est continue d’aprés N°VI. La fonction h est
donc continue d’aprés § 14, IV 1. Nous allons montrer gqu’elle est
bicontinue.

Soit
(2) lim h(zy) = h(z).

. k=00

Il s’agit de prouver que lim g,=z.

k=00

Supposons que cette dernitre égalité ne goit pas vérifide.

11 existe alors un z>0 et une suite m<<m,<<... telle que
(3) [@m,—2| > quel que soit k.

Soit j un indice tel que
(4) lo—p,l<u/3.

La condition (2) entraine lim h) (@) = AD(x), . & d.

k=00

lim |2, —p;|=|o—pj.
=00
On a done, pour %k suffisamment grand

|@my—p5| <|—Ds]41/3,

Q0N |Bm— 8| < |Bmy—p] - |o—p;| <y, d’aprés (4).

On parvient ainsi % une contradiction avec (3).

Corollaire. Tout espace métrique sépamble est  homédomorphe
a un espace totalement borné. ‘

Car Despace J™ est totalement borné (ef. X, 2).

1) Ce théordme est df & P. Urysohkn. On le rapprochera du théoréme
du §17,IV.
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Remarque. Le th, 1 peut &lre préeisé comme suit: les homdo-
morphics constiluent un cnsemble dense dans Vespace (F ® & (it
par la formule VIII (1)). ‘

Bn d’autres termes: & chague transformation continue f de &
en sous-cnsemble de T ¢t & chaque &>0, corrcspond une iransfor-
mation homdomorphe I de F en sous-cmsemble de I telle que
[h(z)—f(x)|< & quel que soit w.

Ou encore: f est la limite d'une suite uniformément convergente
d’homdomorphies. ‘

I suffit, & cet effet, de remplacer la formule (1) par la guivante:

@) = [fO(w), fA(w)y ..., [ (@), |2-~p,], |w“‘“'pz1,m]a

. - © L
Pentier n étant choisi de fagon que G

Théoréme 21). 80 & est mdlrique compact et Y mdrigue sépa-
rable, Vespace Y% (mdirisé par la formule VILY (1)) est séparable.

Car Pinclusion ,?J(Cp I implique Y* t(uZ[I’ (FF o6 ce dernier
espace est séparable (d’apres X, 4).

Remarques. 1) 8i Vespace méirique % est non compact, Vespace I
(méirisé par la formule VIIL (1)) est mon séparable.

BEn effet, Pespace & contient, par hypothése, un soug-engemble
fermé, dénombrable (infini) et isolé F'= (py,py,...). Faisong corres-
pondre & chaque point 3=[3%3%...] de Lensemble C de Cantor la
fonetion f; définie (sur F) par Pégalité fip) = 43" Llengemble X
étant isolé, la fonction f, est continue: f, e J¥. Soit, conformément
au théordme de Tietze (N XI, 3), .fy un prolongement de la
fonction f; sur I'espace & tout entier. IL vient [f¥—14|>|fy—Fo|=-1
pour 3==y. La famille des fonctions f;, ol 3¢C, étant indénombrable,
Pegpace J% est non séparable. ' _

2) La séparabilité de l'espace J7 est une conséquence directe
du théoréme de Weiersirass, d’aprés lequel chaque fonetion continue.

est la limite d'une suite uniformément convergente de polyndémes

& coefficients rationnels. Exprimé en d’autres termes, ce théordme
signifie que lensemble des polynémes d cocfficients rationnels cst
dense dans Pespace 9,

1) Voir K. Borsuk, Sur Zes‘rdtmaws, Fund. Math, 17 (1981), p. 165‘.
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XIII. Prolongement des ensembles relativement fermés ou
ouverts. Soit E un sous-engsemble (non vide) fixe de 'espace mé-
trique 1. Faisons correspondre & tout XCE l'ensemble

1) F(X) =§[e(m,X) <o(z, E—X)].
En convenant que o(x,0)= co, il vient
(@) F(0)=0, (3) P(E)=1.
On a les relations suivantes:
(4) XCR(X), (5)  FX)=F(X),
(6) F(X+Y)=FX)+FT),
(1) st Xi+...+Xp=E, ona F(X)+..+F(X,)=1,
(8) E-F(X)=E-X,
(9) st X est fermé dans E, on a B-F(X)=X.

L’inclusion (4) résulte du fait que, pour ze X, on a gz, X)=0.
L’égalité (5) est une conséquence de la continuité de la fopetion
o{x,4) (cf. IV (5)). Passons & la démonstration de (6).

En posant z e F(X), on a d’aprés (1) et IV (6):

o(@, X+Y) < o(@, X) < e(@, B—X) < o[, B—(X+ X)),
d’olt © e F(X+Y). Donec F(X)CF(X+Y).

Admettons, d’autre part, que z e F(X+Y), c. 2 d. que
(10) oz, X+ ¥) < o[z, B—(X 1Y)}

‘Conformément & IV (7), olw,X-+Y) est égal soit & (2, X),
goit & p(z, Y). Admettons que

(11) : o(@, X+ Y) = oz, X). -
Nous allons démontrer gue z ¢ F(X), c. & d. que
o(z, X) <oz, B—X),

ce qui achevera la démonstration de la formule (6).
-D’apres (10), (11) et IV (6):

o(e, X)< glz, B—(X+Y)] et o(w,X)=o(z, X+ Y)< 0@, Y),
d’oh selon IV (7):
e(@,X) < o[z, E—(X+¥)+ Y] < o(w, B—X),
puisque E—(X+¥)+Y¥Y=E—X+YDOE—-X.
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La formule (6) se trouve ainsi ¢tablie. (7) résulte de (8) et (3),
Pagsong & la démonsgtration de ().

Draprés (1) et (5) on a XCH(X). Il reste d démontrer que
B.FX)CX. '

Supposons par contre que xe[B - F(X) -X]. IVaproy (1) et
IV (8), on a done 0<<g(, X)) o@, i~ -X), Qo @non-e li—X, ot
comme @ e, il vient e, co qui prégente la contradiction de-
mandée. '

La condition (9) résulte de (8). Car X détant supposd fermé
dang B, on a X =K. X.

A coté de Pensemble fermé F(X), envisageons Densemble
owvert G(X) guivant

(12) G(X) = F Lo(w, X)< o(2, B—X)).
X
On constate ausgitét que
(138) G(X) = LB (B X).

Rapprochées de égalité (13), les relations (2)—(9) impliquent
les suivantes:

(14) G(B) =1, (15) G(0) = 0,
(16) HXY)= G(X) 6(Y),

(A7) s XyoooXy= 0, on o G(X)- ... G(X,) =0,

(18) B-G(X)= B—I—X,

(19) s X est ouvert dans H, on a E-G(X)- X.

Leg propriétés des fonctions F(X) et G(X) élant établies, on
en déduit directement les deux théordmes suivants sux le ,pro-
longemen.‘t” des engemblcs relativement fermés ou ouverts:

. _1. Btont donnde une famille d’ensembles {X} fermés dans I,
il ewiste une famille d’ensembles {F} fermds (dans 1) tels que T-F,=X,
et que '

(20)  la condition X, + ...+ X, =K eniraine NS VPR S U
quel que sott le systéme (Fini) @indices tyy...ytn

. ‘2. Elant donnée une famille d’ensembles {X} ouverts dans I,
il ewiste une famille @ensembles (G} owverts (dans 1) tcls que B-G,~ X,
el que : ‘

(21)  la condition X ... X, =0 entratne G- .-Gy~
quel que soit lo systéme d'indices 1.yt

Il suffit, en effet, de poser F,= F(X,) et @~ G(X).

0,
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§ 16. Axiome IV (de séparation).

1. Axiome IV1). A et B élant deux ensembles fermés et disjoints,
il ewiste um ensemble owvert G tel que ACG et @-B=0.

Llespace considéré dans le § 16 est assujetti aux axiomes I—IV.

Remarques. L’axiome IV est appelé aussi de ,mormalite”.

On appelle parfaitement mormal tout espace topologique ot
outre l'axiome IV, ’axiome suivant est vérifié: chaque ensemble
fermé est un G4 (cf. §15,IV). Comme on verra (§16,IV,1),les espaces
parfaitement normaux présentent une généralisation des espaces
métriques.

On prouve?) qu’un grand nombre de propriétés importantes
d’espaces métriques appartient aux espaces parfaitement normaux.

II. Systémes semblables au sens combinatoire. Deug 8Y-
stémes finis d’ensembles A,,...,4, €t By,..,B, sont dits sembla-
bles aw sens combinatoire ®), lorsqu’on a Péquivalence

1) {4y-...-4;,= 0} = {By-...- By =0},
quel que soit le systéme d’indices (<n).

La méme dénomination est applicable aussi aux suites infinies
satisfaisant & la condition (1) pour chaque k.

1. Théoréme ). Btant donné un systéme fini d’ensembdles fer-
més Fy,...,Fn, chague F; (1<i<n) est contenu dans un ensemble
owvert Gy tel que le systéme G,...,G, est semblable au sens combinatoire
aw systéme donné.

Considérons, en effet, tous les produits de la forme Fy-...- Fy
ot ¥y -Fy-...-Fy,=0. Soit § leur somme. I’ensemble § étant fermé

et disjoint de Fy, il existe d’aprés 'ax. IV un ensemble ouvert G
tel que F,CG, et G,-8=0. Nous allons prouver que le systéme
G, F,,...,F, est semblable au systéme Fy, Fy, ..., Fy.

1) Gf. H. Tietze, Beitrige zur allgemeinen Topologie, I, Math. Ann. 88
(1923), p. 301.

?2) Voir E. Cech, Sur la dimension des espaces parfaitement normauz, Bull.
Acad. Bohéme, 1932.

) d’aprés P. Alexandroff, Annals of Math. 30 (1928), p. 16.

4) Cf. W. Hurewicz, Math. Ann. 100 (1928). Ce théoréme présente une
généralisation de I'ax. IV. Pour une extension au cas d'une suite infinie d’en-
sembles, voir ma note de Fund. Math. 24 (1935), p. 259.
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Considérons & ce bub un produit vide dont les facteurs appar-
tiennent au deuxidme gystéme; il g'agit de montrer que le produit
des facteurs correspondants du premicr wystéme et dgalement
vide., On peut évidemment se borner au cas ol Iy se trouve
parmi ces facteurs, Le  produil congidérs st alors de Ia forme
By By gy 0. 11 en résulte que By ..., C8S et comme G, 8- 0,
il vient Gy Fy ... -By= 0.

Jeci Gtabli, procédons par induction. Nous supposons que
le gystéme - Fy,.... B, cst semblable au systéme @y ..o,Giesy Fyoriy Iy,
ot F,CGy .o, 1y CGpyq. 11 existe alors, comme nous venons de
prouver, un engemble ouvert @, tel que F,Cdy ot que lo systdme

531, cery 67/,.”1, ﬂ’],,.l"/;+1, . .,1’7,,
est gemblable au gystéme
@L, veey @kmh C?/,, .Zﬂ[g.»|...1’ ...,.7!’,,.
Ue dernier est done semblable & By, ..., puisgue la propriété
d’8tre gemblable est transitive.
Le théoréme est aingi démontré complétement.

2. Corollaire. Btant donnd un systéme d’enscmbles ouverts Gy, ..., Gy
tel que 1= G ... 4Gy, il existe un systéme d’ensembles ouverts
Hy...,H, tel que 1= Hy-+...4-H, et H,CG,

Bn appliquant le théoréme précédent aux enscinhles By 1--Gy,
on en déduit Vexistence d’ensembles ouverts V', tels quo ]f’,CV{ ot
que Vy-...- Vo= 0. Posong Hy~ 1—V,. Il vient

Hy=1-V,C 1 ~~'V/ s LoV C L s Gy
et '
HyA oo Hy= e (T ) == 1

Dans les espaces métrigues, Iénoncé précédent se laisge
étendre aux familles de puissance axrbitraire d’engembles ouverts:

3. Etant donnde dans un espace mélrique une famille d’ensembles
ouverts {G.} telle que

1) 1= 2,
]
il ewiste une famille @ensembles fermes {1} telle que

(2) L= 0, o #,CH,,
¢
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On peut supposer de plus que F, soit de la jorme F,=H, o% H,
est ouvert et ot 1=, H,.
13

Tout espace métrique étant homéomorphe & un espace borné
(d’aprés NOV), on peut admettre que l'espace 1 est borné.

Il est aussi légitime d’admettre que I'on a Gi5=1 pour cha-
que ¢ carsilon avait @,=1, il suffirait de poser F,=1 et F,=0
POUTr 13 ¢, - ; :

Posons 0,=1—@,. On a done C,7#0 quel que soit ¢ Posons
pour chaque point x de Lespace:

3) o(z) =sup e(z, )
et
(4) F.= Flo(z, 0)=4$5(2)}

On a F,=F, En effet, I'équivalence évidente
[o(@, C)=>4o(@)]="[o(z, 0) =4o(=,Cx) quel que soit x]

donne
F.= H E[Q(w, C.) 27’;9(58, Cal

En tant que produit d’ensembles fermés (en vertu de la conti-
nuité de la fonction o(x,4), cf. § 15, IV (5)), Pensemble F, est fermé.

Par définition de limite supérieure, &4 chaque x correspond
un indice ¢, tel que

olw, C,) =% Slllp o(z, C).

1l vient x e F,, d’aprés (3) et (4), d’ob Dégalité (2).

1égalité (1) implique qu’a chaque @ correspond un ¢, tel que
xze@,, donc (Pensemble G, étant ouvert) que o(x,C,)>0. Par
conséquent o(z) > 0. Donc, en supposant que 2 e F, il vient d’aprés (4):

o(z, G)) >0,

d’oll z e @, et par suite F.CG..

Enfin, pour démontrer la deuxiéme partie du théoréme, dé-
signons — conformément & l'axiome IV —par H, un ensemble
ouvert tel que

F.CH, et H,.0.=0;
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d’ott

1 3 H, ot HCH,.
I3

IIT. Transformation de ’espace en ensemblo linéaire. I énoncé
suivant servira de lemme pour établir un théordme fondamental
du §17. Pour les espaces métriques cet énoncé a 666 démontré du
au §15 (th. 1 du N© XT).

A et B dant dewr ensonbles fermds el disjoints, il ewiste une
fonction f continue, définie sur Vespace & lout entier et telle que

0<f(m) <1, f(@)=0 pour wed, f(m)=1 pour weRY).

Au préalable, faisons correspondre & chaque fraction doe la

10 ACE(0), &-B~- (1),

20 la condition r<:r' entratne Gir)CA(r').

Nous procédons par induction suivant Pexposant n. En iden-
tifiant G(0) avec 'ensemble G de lax. LV, les conditions 10 ¢t 20
ge trouvent réalisées pour n= 0. Suppasons qu’elles le soient encore
pour n—1; il gagit de définir G(k/27) pour k impair. Par hypothdse

Gl(k—1)/2"] C G[(Je+ 1)/2n).
Il existe done, d’aprés l'ax. LV, un ensemble ouvert, que
nous désignons par G(k/2), tel que

G (h—T1)BR]CG(Rfom) et GUR27) CEL (- 1)/2].

La fonction G(r) est ainsi définie pour chaque 7.

Posonsg f(a)=0 pour ze@(0) et f(»)=borne supérieure deg »
tels que @ e E—G(r) pour ©non-¢ G{0). D'aprds 1° on a f(@)=:0
pour z e A et f(x)=1 pour x ¢ B.

Il reste & prouver que la fonction f est continue, c.  d.
(§13, I (3)) qua chaque point @, et & chaque nombre naturcl n
vient correspondre un ensemble ouvert H contenant ay et tel que
la condition @ ¢ H entraine |f(wg)-—f(a)|<:1/2n,

Soit 7 une fraction (diadique finie) telle que

Havg)< < (@)~ 1 [2mH,

Y P. Urysohn, Uber die Mdohtigheit der 2usammenhingonden M engen,
Math. Ann, 84 (1925), p. 290. '

s
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Posons H=@(r)—G(r—1/2%), en, convenant que &s)=10
pour s<<0 et G(s)= & pour s>1. Or on a d’abord @, ¢ H. Car iné-
galité f(zy)<<r implique 2, € G(r), tandis que I'inégalité r—1/2mH1< f(x,)

-implique

zy € F—G(r—1/27H) CF—G(r—1/2m).
En outre, I'hypothese 2 « H entraine z e G(r), Lo f(z)<r;
comme elle entraine aussi
© ¢ E—G(r—1]27) C F—G(r—1/2n),
il vient r—1/22<f(2). Donc
Hawo)—1/2n< ()< (o) + 1 /27

Remarques. 1) Le théoréme précédent caraciérise les espaces

normaux. :
Pour g’en convaincre, on n’a gu’a substituer dans I'ax. IV:

@=F (0<f(z)<1/2).

2) Dans les espaces parfaitement normaux (en particulier, dans les espaces
métriques, cf. N° I et § 15, XI, 1), la fonction f peut &tre assujettie aux condi-
tions supplémentaires suivantes: :

A=f"Y0) e B=j-Y1).

Le théordme ainsi modifié caractérise les espaces parfaitement normaux?).

IV. Rapports & Pespace métrique. Le th.1 du § 15, XI,
rapproché de Ia remarque 1 du NOIII, implique que

1. Tout espace metrique satisfait & Vaxiome IV.

On a d’ailleurs la proposition plus générale suivante 2):

2. A et B étant deux ensembles fermés situés dans un espace
métrique, 1 ewiste deuw ensembles fermés A* et B* fels que

A*}B*=1, A*4A+B)=A e B¥A+B)=B.
(C’est une conséquence directe du th. 1 du § 15, XIIT, en posant

X,=4, X,=B et E=A+B.

1) Voir N. Vedenissoff, Sur les fonctions continues dans les espaces topo-

logiques, Fund. Math. 27 (1936), p. 234.
2) ¢f. L. Vietoris, Fund. Math. 19 (1932}, p. 271.
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Y. Ensembles séparés. Deux ensembles X et XY sont dits
sépards ) lorsque XY= 0=X. Y.

On a les propositions suivantes:

1. X et Y dlant dewx cnsembles sépards, 19 Densemble X7
est non-dense, 2° les conditions VCX et WCY impliquent que V' et W
sont sépards.

2. A et B dtant deuw ensembles fermds (ou deuw ensembles ouverts),
les ensembles A—B et B—A sont sépards.

3. Deux ensembles disjolnts qui somt fous les deuw fermds ou
bien tous les deww ouverts sont sépards.

4. X dtant sépard de X et de Z, X cst sépard de Y 7.

B. Pour que X ¢t X soient des ensembles sdpards, 4l faut et 4l
suffit qu'ils soient disjoints ¢t fermds dans Teur somme.

62). A e B dlant deuw ensembles sdpards, siluds dans un espace
mdirique, il ewiste un cnsemble ouvert & el que 4. CG et G.-B= 0.

On. peut supposer, de plug, gue G goit situé dans une gphére
généralisée de centre 4 et de rayon aussi petit que Von veub.

D’une facon plus générale:

7. A et B diant deun sous-ensembles d’un espace mdtrique véri-
fiant la condition 4. B == 0, il existe un ensemble owvert G tel que ACG
et @ -BCA.

8. Le th. 2 du § 15, XILI, reste vrai en remplagant la condition
(21) par la suivante:

Pégalité X,y -... X~ O entratne G- @y Koo X,

En particulier 3):

9, Ay, A, dlant un systéme densembles séparés deww & deuw
i emiste un systéme d’ensembles ouverts Gy,...,0, tels que:

A,CH; e Ei-.gf:- @1-@, POUr w%y.

1) @aprés 8. Mazurkiewicz, Fund. Math. 1(1920), p. 66. Cf. dans lo mémo
ordre d’idées Pouvrage de M. Knaster ot de moi-méme, Fund, Math. 2 (1921),
p. 208, ol Vopérateur X. ¥ --X. ¥, nomméd jonction do X ot ¥, est étudid,

%) H. Tielze, Math. Ann. 88 (1928), p. 801; P. Alexandroft ot 1, Ury-
sohn, Math. Ann. 82 (1924), pp. 2568-.206; P, Urysoln, Math., Ann. 94 (1926),
PP 202205, :

%) CL. K. Menger, Lrgobnisso Math. Koll. 1 (Wicn 1981), p. 16.
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Démonstrations: ad 1. On a
X-Y=XY ¥Y+X-7—¥Y=-X.Y-YCY-Y
eb Pensemble Y—Y est un ensemble frontitre (§8,IV). On a, en
outre, l'inclugion V- WCX.¥Y=0.
ad 2. A—BCA=4, Aot A"B-(B—A)=0.
Le cas. d’ensembles ouverts se raméne a celui d’ensembles
fermés en vertu de identité 4—B=(1—B)—(1—A).

ad 3. C’est un cas particulier de la proposition 2 puisque,-
dans ce cas, A—B=A et B—A=B. ‘

ad 4. X (Y4+2)=XY+X:Z=0et X-Y+Z=X-T+X-Z=0.

ad 5. 81 X et Y gont séparés, ils sont 2 plus forte raisen
disjoints; en outre, X=X4X.¥Y=X-(X+Y), ce qui prouve
que X est fermé dans X4 ¥, D’autre part, les conditions X¥ =0
et X-(X4Y)=2X entrainent X-YCXY=0.

ad 6. C’est un cas particulier du th. 2 du § 15, XIIT, en posant
X,= 4, X,=B e E=A+B. |
ad 7. Les ensembles A4 ot B—4 s;mt Sépa,rés, ear
A-B—ACAB=0=4-(B—A).
Il existe donc d’aprés 6 un G ouwert tel que
ACG et G-(B—A)=0, c. 4 d. que G-BCA.

ad 8. D’aprés le th. 2, § 15, XIIT, il existe une famille d’en-
sembles ouverts H, telle que EH,=X, et que 'égalité X, -...- X, =9
entraine H, -...-H, = 0. En substituant dans 7: A=X, et B=1—H,,
on en conclut gu’il existe un @, ouvert tel que

X.CG, et G.-(1—H,)CX,, c.ad. que G,CH,+X..
Admettons gue X,-...-X, = 0. Il vient
X, X, CG, ... G CH+X,)-...-(H +X,).
Il reste & prouver que le membre droit de cette double inclusion

est contenu dans le membre gauche. Or, d’une part H, -...-H, =0
et d’autre part, tout produit de » termes parmi les groupes

H,.,H, et X,,.,X

C. Kuratowski, Topologie I. 9

‘Il’
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dont au moins un facteur appartient au deuxitme groupe, est con-
tenu dans X, -...- X, ; en cffet, DPégalité EH,- X, implique (cf.
§ 5, T1I) ‘

B.-HCH H, X, done H, - X,CX,- X,

Remarques. Un espace (assujetti aux axiomes I—III) est dit
heréditairement normall) lorsque chague gous-cngemble (congidéréd
comme egpace) satisfait & 'axiome IV,

Tout espace héréditairement mormal satisfait aw th. 6 (pre-
miére partie).

Soient, en cffet, 4 et B deux ensembles séparés. Posons

B=1—A4-B. Les ensembles A—B ¢t B—d4 sont done disjoints’

et fermég dang I, Tlegpace ¢tant supposé hérdéditaivement normal,
il existe un engemble ¢ ouvert dans K et il gquo

A—Bcd, GEB-A4) 0.

Or, ¢ ¢tant ouvert dans ¥ et B ébant ouvert (dans l'espace),
@ est ouvert. Comme AB 0, il vient 4 CA—BCE. Hnfin, comme
BA=0, on a GBCG-B—A4 GEB—A=0.

Ajoutons que l'on peut démontrer que tout espace hérédi-
tairement normal satisfait aux th. 7 et 9 2).

VI. Séparation d’ensembles. On dit que Vemsemble O sdpare
les ensembles A ¢t B lorsque le complémentaire de O se décompose
en deux engembles séparés dont 'un conticnt 4 et Vautre B.

Aingi par ex. la frontidre d*un ensemble ouverl G sépare chagque
couple de points dont Vun cst silué dans G et Vaulre b Vextérieur de @,
‘¢, & d. dans 1—@. Car 1—Fr (&)= G+(1—G).

D’aprés Paxiome de séparation, chaque couple d&’ensembles
fermds et disjoints A et B peut élre sépard par um ensemble fermeé.
Car il existe un engemble ouvert @ tel que ACGE ¢t G-B= 0, d’ou
BC1—@. La frontiere de G sépare done 4 ¢t B.

Dang un espace métrique, en raison de 'V, 6, chague couple
densembles sépards peul élre sépard par un ensemble fermd.

Y ou complétement normal, of. par exemple Alexandroff.Ilopf, Topo-
logie I, p. 69,
%) Voir Topologie I, premidre édition, p. 100,
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§ 17. Axiome V (de la base).

I. Axiome V1). Il emisic une suite Ry, R,,... d’ensembles ouverts
(non vides) tels que chaque ensemble ouvert (mon vide) est somme de
certains termes de cette suite. '

Une suite de ce genre est dite base de Pespace.
Conformément & P'axiome V, si p est un point dun ensemble

ouwvert @, il existe un indice n tel que p e R,CG. En tenant compte
de Paxiome IV, cette formule peut &tre remplacée par

(1) peR, R,CGQ.

En effet, d’aprés Paxiome IV (en y posant A=p et B=1—G),
il existe un ensemble ouvert H tel que p ¢ H et HCG; il existe done
selon P’axiome V un 7 tel que p e R,CH, d’ott E,CHCG.

Une conséquence immédiate de ’axiome V est le suivant

Théoréme de M. Lindelof?). Toute famille . (indénombrable)
d’ensembles ouverts {G.} contient unme suite (demombrable) @,,@G
telle que

By ree

26, =26,
=1 ’

Soit, en effet, Bi,Ry,... la suite de tous les ensembles con-
tenus dans des ensembles de la famille {G,}. A chaque indice k,
vient correspondre (en vertu de l’axiome du choix) un indice i,
tel que Ky C@,. Donc :

2By CY G CYG.
n=1 n=1 :

D’autre part, si p € G, il existe un indice j tel que p ¢ R;CG..
L’indice j appartenant & la suite %y,Zk,,..., il vient

pe Ry, ot Y ECY Ry, c.q. fd.
n=1 s n=1

1) Voir ¥. Hausdorff, Grundeiige der Mengenlehre, p.263 (,das zweite
Abzihlbarkeitsaxicm*). -

) C. R. Paris, t. 137 (1903), p. 697. Cf. aussi W. H. Young, Proc. Lon-
don Math. Soc. (1) 35 (1903), p. 384.

9*
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Remarques. 1. Le th. de Lindeldf se laisse formuler de la

fagon équivalente guivante: toute famille (indcnombrable) den-

semblos formds (I} comtient umc suite (dénombrable) I, K., telle
que

]I 'lﬂt" Il B,
el b

Pour s’en convainere, il suffit de désigner par ¢, le complé-
mentaire de I, et d’appliquer la régle de de Morgan (§1,V) au
th. de Lindeldf,

Pour les espaces contenant une base, les homéomorphies peu-
vent 6tre caractérisées parmi les transformations continues par
une infinité dénombrable de conditiony comme guit:

9. Pour que la transformation continue | de Uespace 1 en Vexpace
f(1) soit une homdomorphic, il faut et il suffit que

B.CRy entrafne  f(Ig) f(1--Jep) 0.

Bn effet, f étant une homéomorphic, Vinclusion RECR;, en
tant quéquivalente i D'égalité Ry (1—E;) =0, implique que

f(By)-f(1—R2) =0, f(Bor)  f(L-—Lg) = 0,

done f(Ry)-f(1—E;)= 0, puisque I'ensemble f(It) est ouvert.

Tnversement, si f est continue sans &tre bicontinue, deux cas
peuvent se présenter: ou bien f n’est pas biunivogue, ou bien il
exigte un @ ouvert tel que f(G) nest pas ouvert. Dang le premier
cas, il existe deux points o et @’ tels que azka’ ot f(2)==f(@"); il existe
done un 1 tel que :

weR et o e1—Ry d'ol f(@)=f(@') € f(L—R1).

Dans le deuxidme cas, il existe un point z tel que e ¢ eb
f@) € f(1)—f(6G); il existe done un I tel que
weBICE, dolt (@) e f(1)—f(I).

Dans les deux cas, on & done f(a) e (1)

d’oh

D’autre part, comme » e By, il existe d’aprés (1) un k£ tel que
xe Ry et ByCR. On a done f(w) € f(Ry) f(1— Ry, ¢ . 1.

3. Le théoréme suivant mous apprend gulen  intreoduisant
Pax. V on peut en méme temps remplacer lax, IV par Paxiome
de .régularitd” (§ 12, IX), qui est moing vestrictif, '
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Théoréme de M. Tychonoff'). Si un espace régulier sa,tisfcﬁt
auw axiomes I, IT, 11T et V, 4l satisfait aussi & DPaziome IV. '
Soient, en effet, A et B deux ensembles fermés disjoints. En
vertu de I’ax. de régularité (et de ’ax. du choix), & chaque point a
de A correspond un ensemble cuvert G, tel que a ¢ G, €t G,-B=0.
Par conséquent ACD' G, et d’aprés le théoreme de M. Lindelét

on peut poser ACG:—?— Qo+ ... ,

D’une facon analogue, il existe une suite d'ensembles ouverts
{Hys,} tels que BCH, +Hy,+... et A-H, = 0.

Posons U,=G,, V,= H,—U, et de facon générale:

Un:Gan’""(vl"i" +Vn—-l)) Va= an—( Z—]1+ et Efn)'

Les ensembles ouverts G=2, U, ¢t H=2'V, contiennent 4
n==1

n==x1
et B. En effet, comme ACY G, ¢t A-V,CA-Hp, = 0,il vient ACE.
=1 :

De facon analogue BCH. Reste 4 démontrer que GH=0, c. &d.
que U, -Vi=0. Or, si m<n—1, on a (d’aprés la définition de Up)
Pégalité U, -Vn,=0; si, an contraire, n<m, il vient U, Va=0.
Done en tout cas Un-V,=0.

II. Rapports aux espaces métriques séparables. Tout espace
métrique séparable satisfait & Paxiome V. De plus, ¢ étant un nombre
positif donné, on peut supposer que (R, <e.

En effet, ’aprés 1a définition de Pespace séparable, il existe un
ensemble dénombrable § dense dans Pespace. Scit Ry, R,,... la suite
de toutes les sphéres ouvertes ayant pour centre un point arbi-
traire de S et pour rayon un nombre rationnel arbifraire (que 1’on
peut, d’ailleurs, supposer inférieur 4 £/2).

~ Soit @ un ensemble ouvert et p € G. Tl existe un >0 tel que

() |g—p|<n entraine xze@.

L’ensemble S étant dense, il existe un point s € § ¢t un nombre
rationnel p tels que

(i) ls—p|<o<n/2.

1y Uber einen Metrisationssatz vom P. Urysohn. Math. Ann. 95 (1925),
pp. 139—142. .
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R, étant la sphére ouverte de centre & et de rayon g, on a
d’aprés (ii): p e R, Bn outre, i@ e Rn, ona [o—s|< o, done selon (ij):
|o—p|<|w—s|+|s—p|<n, ce qui 1mp11quo en raison de (i) que
ze@. Aingi R,Cd, c. g. £, d.

Remarques. 1) Xn particulier, dans un espace cartégien,
les spheres dont le rayon et les coordonnées du centre sont ration-
nels constituent une base.

2) Tout espace satisfaisamt & Vaw. V est séparable. Car, en
choigissant un point dans chague R, on obtient un ensemble denge
dang l'egpace.

3) Selon §1b, IX, § 16, IV et § 17, LI, ‘chaque espace mém'que'

sdparable satisfail aux awiomes I—V. Nous allons voir qu’an point
de vue topologique il y & dguivalence entro espace métrique sépa~
rable et cspace satisfaisant aux ax, I—V, Nous montrerons en effet
que ce dernier est toujours mdirisable.

4) Dans chaque espace mdlrique séparable, il ewiste une suite
densembles fermds-ouverts tels que chaque ensemble fermé-ouvert est
Uimite (dans le sens de § 13, VI, 8) d’une suite de certains termes de
celte suite 1)..

Cela résulte aussitot du théordme suivant, appartenant  la
Théorie des Engembles:

Boit Gy, Gy,... une suite de sous-ensembles dun ensemble fiwe 1.
Soit A la famille de tous les ensembles X tels que X, de méme que X',
est somme de certains termes de cette suite. Il ewisie alors wume suite
d’ensembles Ay, A,y ... appartenant & A telle que chaque A € A est do
la forme
A o Limes Ay,
k=z0
Pour g’en convainere, envisageons tous les systémes com-
posés d’'un nombre pair d’entiers POsitifs (Mey...,Mmp Ngy...yNz) POUT
lesquels il existe un X e 4 tel que

(l) Glno"l"' --;+Gmkcx Gt Gno"}‘ ‘..—I‘G',,hc.x/.
Rangeons tous les systdmes de ce genre en une suite infinie

Sl’gg, o

1) Voir W. Sierpinski, Sur une propridié des espacos mélriques séparables
Pund. Math. 80 (1938), p. 129.

Dang un ordre d’ideés analogue ef. J. de Groot, .4 nole on 0-dimensional
8pacss, Indagationes Math. 9 (1047), p. 94.
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(m{;,...,mﬁq, nﬁ,...,nﬁi) étant le i-éme terme de la suite {s;}, nous
désignons par 4; un ensemble X e A satisfaisant & (1) (en ajou-
tant Pindice ¢), d’ailleurs arbitraire.

Soit 4 ed. Il existe par hypothése deux suites d’entiers
Mgy My ... €6 NgyNy,... telles que .
A=Gpn+Gn+.. et A'=Gp+ G+ ...

Posons s;,= (1gy ..., Mz, N,
pour chaque k, il vient

Gt A GmgCAyy €6 Gngt oot GayCAL,

.yMz), L'ensemble A satisfaisant & (1)

d’olt

Gmo+~--+GmkfijAfk+, et G,.0+.._.+G,,kchOA2~k+j,
done

4 Ck;(‘) ,Q Ay, et A'C 2 ,_[_{ Ay, o
et finalement

AcgogA’k+kagj§A'*+fCA c.ahd. A= L}flfs Ay

II1. Conséquences de- I’axiome V.

1. Chaque sous-ensemble d’un espace satisfaisant & Vaw. V satis-
fait également & cet awiome. En effet, XR;, XR,,... est une base re-
lative & l’ensemble X, puisque chague ensemble ouvert dans X
est de la forme X@, ol @ est ouvert (dans I’espace entier).

2. Chaque espace satisfaisant aux ax. I—V est un espace de
Hausdorff, domc wn espace [L*. Plus précisément, si le terme
entourage ouvert du point p (au sens de Hausdorff)” signifie
.ensemble ouvert contenant p” et si Iégalité p= lim p, veub dire
que chaque entourage ouvert de p contient tous les p, & partir
d’un indice suffisamment grand, alors les axiomes A—E de
Hausdorff (§ 7, I1Y), ainsi que les axiomes 1° 3° qui définissent
Pespace .L* (§ 14, I), se trouvent vérifiés.

En effet, les ax. I—IIT entrainent les ax. A—C (§ 7, III),
I’ax. IV entraine D (en posant dans ’ax. IV: A=p, B=¢q, @=TU
et 1—G=V) et Pax. V entraine évidemment E. Enfin, chaque
espace de Hausdorff est un espace .L* (§ 14, VIL).

Ainsi, tous les théordmes concernant I’espace L* s’appliquent
A DPespace satisfaisant aux axiomes I—V. Clest, comme nous ver-
rons, un cas particulier du théoréme général qui va suivre.
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IV. Métrisation de ’espace et introduction des ecoordonnées.
Théoréme @ Urysohn ). Tout espace & satisfaisant aux awiomes
IV est homéomorphe & un espoce mélrique sépurable. ' :
Plus précisément: & est topologiquement contenu dans le cube
fondamental % de Hilbert:

FCg*.
lop
Autrement dit ?), il existe une suite de fonctions fHa), fA(w),...
(les .coordonnées” du point @), définies sur Pespace &, ayant leurs
valeurs situées dans Tintervalle 01.et telles qu'en définissant la
distance entre les suites (de nombres réels) y = [y®,y®,..} et
2=[z",2®, ...} par la formule :

(i) ’y ____z[ o né; 9~ n, |3/(")-—- z(,,)j’

la fonction f(x)=[f'(w), f*(),...] est bicontinue.

Extrayons en effet de la suite Ry, R,,... (qui forme la base de
Pespace) tous les couples (Ry,,REm,) tels que By CRn,. D'apres le
théoréme § 16, III, il existe une fonction continue f(z) telle que

(i) 0<fr(@)<1, fM(w)= 0 pour we By, et f4(x)=1 pour snon-e Ry,

Chacune des fonctions f(x) étant continue, il en est de méme
de la fonction f(w)=[f'(x),fAx),...] (§ 14, IV). Pour prouver que la
fonction f(x) est bicontinue, il reste & démontrer (voir § 13, VIII, 3a)
que la condition p non-« X entraine f(p)non-e f(X).

Or, d’aprés I'ax. 'V, il existe un indice m, tel que p ¢ Bp C1—X
ety en vertu de I (1), il existe un %, tel que p ¢ Ry CRy -

Soit @ € X. Donc @ non-e Ry, et, d’aprés (ii), fﬂ(m)mlj.‘ D’apres
la méme formule on a fr(p)= 0, d’ov selon. (i): |f(w)—f(p)|>1/2m
Qela. veut dire que dans la sphére de centre f(p) et de rayon 1/2»
il n’y a aucun point de l'ensemble f(X). Donc f(p) non-e f(-X—)

Corollaire I. L'espace J* a le rang topologique le plus dlevd
parmi les espaces satisfaisant auw ax. I—V, ou, ce qui revient au méme
parmi les espaces métriques séparables. ’

1) Zum Metrisationsproblem, Math. Ann. 84 (1925), p. 31
%) Voir § 14, V et § 15, VI. b
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Car Despace I™, en tant que produit d’espaces métriques
séparables, est lui-méme métrique séparable (§ 14, VI) et satisfait
par conséquent aux ax. I—V (on peut d’ailleurs définir directe-
ment la base de I% comme constituée par les ensembles de la
forme R;X..XRBaXIXIXIX.., ou R; désigne un intervalle
variable i extrémités rationnelles et situé dans lintervalle &).

Il résulte du théoréme d’Urysohn et du corollaire précé-
dent que tous les théorémes concernant Pespace métrique sépa-
rable sont applicables & Uespace satisfaisant aux ax. I—V. On
en conclut anssi que Péiude des espaces topologiques assujettis aux
axiomes I—V wlest rien dautre (au point de vue topologique) que
celle des sous-ensembles de T% ou encore celle des sous-ensembles de
Vespace &% de Fréchet (puisque T* et & ont cvidemment le méme
rang topologique).

Corollaire II. Tout sous-ensemble dun espace satisfaisant aum
axiomes T—V leur satisfeit aussit).

Remarques. 1) Tl est intéressant de rapprocher le théoréme
d’Urysohn (et le corollaire I) au théoréme suivant de MM. Banach
et Mazur2): tout espace méirique séparable est isometrique & un sous-
ensemble de Vespace C de toutes les fonctions réelles continues dans
Dintervalle 0<a<(1, 1a distance entre deux fonctions-éléments de
cet espace étant définie par la formule

]fl_le: sup Vl(m)—‘fa(x)l

Ainsi Pespace C posséde également le rang topolegique le plus
élevé parmi les espaces métriques séparables. Au point de vue topo-
logique, il a envers l'espace g e désavantage d’8tre non compact;
au point de vue géométrique, il a 'avantage d’avoir non seulement
le plus grand rang topologique mais le plus grand rang géomeirique
parmi les espaces métriques séparables.

2) D’aprés le théoréme d’Urysohn, T’axiome V constitue une
condition suffisante pour qu'un espace satisfaisant aux axiomes I—IV
soit métrisable. Bien entendu, cette condition n’est pas nécessaire
(lorsqu’on n’exige pas d’avance que espace soit séparable).

1) Pour une démonstration plus directe, voir P. Urysohn, Math. Ann. 94
(1925), p. 286.

2) §. Banach, Théorie des opérations lindaives, p. 187. Of. aussi P. Ury-
sohn, Sur un espace méirigue universel, Bull. Sc. Math. 151 (1927), pp. 1--388.
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Je dois & M. Arongzajn la condition suivante, qui est ndeessaire
et suffisante pour qu'um espace satisfaisant awuw axiomes I—II1 soit
méirisable?): cest Vewistence dume swite infinie de familles I,
(n=1,2,...) composdes d’ensembles owverls tels que:

10 quel que soit m, Vespace est la somme des ensembles-éléments
de I,

20 dtant donnés um point p, deux suites densembles G, et G%
(n=1,2,...) tels que p € Gy Gn-Gr==0, Gy eIy, G eIy, et un en-
tourage quelcongue B de p, il ewiste un indice k tel que GpGECH.

Citons encore, dang le méme ordre d’idées, le théoréme suivant
de M. Chittenden?). Supposons qu’on ait défini dans Pespace

une fonction non négative de deux variables (1’,écart”) g(x,y) telle

que g(z,y)=g¢(y,2) et [p(@,y)=0]=[w==y] (la loi du triangle n’est
pas supposée vérifiée); dans ces hypothéses, il existo une fonetion f(f)
réelle de variable réelle, tendant vers 0 avee ¢ et felle gque les iné-
galités oz, y)<t et @ly,2)<t entrainent g(w,2)<jf({), Vespaco est
métrisable (la notion de limite étant définie d'une fagon dvidente
& Daide de Décart ¢(x,y)). '

Y. Réduction d’ensembles fermés & des points individuels.
Soit F un sous-ensemple fermé d'un espace F satisfaisant aux
axiomes I—V. En identifiant tous les points de F, on obtient un
né)uvel espace satisfaisant également & ces axiomes. Plus préei-
sement:

13). I1 ewiste une fonction continue | qui tramsforme Vensemble B
en un seul point, n’appartenant pas & {(F—I), et qui est une ho-
méomorphie sur %-—F. .

En effet, en vertu du théoréme A’Urysohn, il est légitime
d’f.hdmettre que FC&*% c. ad. que les points # de ¥ sont des
suites de nombres réels: z-[x'a%a%..]. Posons, pour abréger,

1) Une com.li‘tion analogue a 6té donnée par MM. Alexandroff et Ury-
slohn, (gf)n,e (?oazgzt@on nécessaire 6l suffisamte pour qu'une classe (L) soit une
classe » C. R. Paris 177 (1923), p. 1274. Cf. i P i, 1
st 420 y Do aussi .M. Fréchoet, Hepaces

) th g’u@’valendﬂ ‘ 0’ éc(ﬂt a‘nd 'v()’us"/"/a/ﬂ L} . oK .
0% G [ .l Tans, A.ln X M J l L ;()C 8
(1911)’ P. 161- tAd] 0! ) 1 1
8) & 01T Mma note Rema’) g’u:es Bur 11(58 1 [msfm mations CON"G’I/'Z'“OB dOH cdptw(m

-mdiriques, Fund. Math, 80 (1938), 1. 48 et T, Ilausdor: — .
! ' » D [, Ilausdortt, Hrwe
stetigon. Funktion, ibid. p. 40, ausdorit, Hrweilerung cinor
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8(x)=o(z,F) et désignons par f(z) le point de &% défini comme
suit: . :
fl@) =[8(@),2*- 6(x), 2% 6(w), ...}

Si zeF, on a 6(x)=0, dolt f(x)=[0,0,0,..]. Invergsement,
cette derniére égalité entraine é(z)=0, d’oi z e F.

Chacune des coordonnées de f(x) étant une fonction continue
de x, la fonction f est continue (§ 14, IV).

Enfin la fonction 7 est une homéomorphie sur F—F. En
effet, la condition lim f(x,) = f(z) entraine lim §(z,) = 6(z) et

n=o00

lim ©%- 8(x,) = x*- 8(z) pour chaque k. En supposant que z e X—F,

on a &(x)==0, donc §(z.)=+0 pour n suffisamment grand. Par con-
séquent

3 k., ;
BRI L CAN— S Y
e e O(@m) | Lm(@n) o)

Done Iim z,=2.

Le th. 1 se généralise comme suit: :

2. Etant donné dans un espace méirique séparable &, n ensembles
fermés et disjoints Fy,...,Fn, il existe une fonction continue | qui trans-
forme & en espace meéirique séparable de fagom que Tes ensembles
F(F)y ey f(Fr) se réduisent & n points individuels Py-..pn (différents),
dont aucun n'appartient & [E—Fy+...+Fa)l, € que la fonction f
est une homéomorphie sur X—(Fi+...-+Fn).

Par Papplication itérée du th. 1, on réduit en effet successi-
vement les ensembles Fy,F,,... en des points py,ps,... de la, maniére
demandée.

Dans le méme ordre d’idées, on établit I'extension suivante
des théorémes d’Urysohn et de Tietze:

3. Soient F=FCFCI® et fe(ﬂ”“)ﬂ. Il existe une transfor-
mation continue g de Vespace E tout entier en sous-ensemble du
produit cartésien T¥xTxI% qui coincide aves f sur F et qui est
une homéomorphie sur F—F.

Soit, en effet, f*e (E]“”)a: une extension de la fonction f (cf.-
th. de Tietze, § 15, XI, 3). Posons?)

g(@)=[1*(®), o(x,F), %-o(@,F)] okt & e&.

1) Ibidem.
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