PREMIER CHAPITRE.

Notions fondamentales. Calcul topologique.

e

§ 4. Systdme d’axiomes. Rdgles de calcul.

1. Axiomes. Nous considérons dang ce chapitre: 19 un en-
semble, que nous désignons par L et que nous appelons espace,
20 une fonetion X définie pour chague sous-ensemble X de 1 de
facon que XC1 et que nous appelons fermeture de X. Low (lé-
ments de l'espace sont dits des points.

Nous admettons ley trois axiomes suivants?):

I) XF¥=X+%

II) st X ne contient qu'un seul point ou n'en contient anucun, on @
X=X

II) X=X.

1) Des axiomes analogues ont été introduits par M, I, Rieny, Sletigheile-
begriff und abstrakte Mengenlehre, Atti del IV Congr. Int. d, Mat,, vol. II, Roma
1909, Voir aussi ma note Sur Vopération 4 do I Analysis Silus, Tund, Math, 8
(1922), pp. 182—199. M. M. Fréchet appelle acoessiblos low expaces nsrujettin
aux axiomes I—III. Voir son livre Hspaces absirails, Paris 1028, p. 186,

Dans ma note précitde, j'envisage & la place de Pax, IT les doux snivants:

I ACA ob 117 0 =0,

Le systér{\e de 4 axiomes qui résulle du systdme I—IIT on remplagant IT
par ces deux axiomes est plus général, Il diffédre aussi du systdme I—IIT par la

propriété d’dtre formulé en termes de ".Algdbre de Boole, suns Inire intervenir la.

notion de point (pour I'Algdbre de Boole, voir p. ex. M. H, Stone, Trans, Amer,
Math, Soc. 40 (1936), p. 37 ou A. Tarski, Fund. Math. 24 (1988), p. 177), Ceo
sont les espaces satisfaisant & ces 4 axiomes que MM, P. Alexandrof! et
H. Hopf ont nommés espaces topologiques dans leur traité Taopologie, vol, I, p, 87
Berlin, Springer 1935), en donnant le mnom d’espaces T'y aux espaces subisfaisant
aux axiomes I—III, .

Ajoutons quen termes de I'Algdhre de Boole complétéo pur la notion A
on peut développer une partic considérable do la Topologie (ef. R, Bikorski,
Fund. Math. & paraitre) : -

1§ 4, 11T} Systéme d’axiomes. Régles de calcul, 21

II. Interprétation géométrique ). Dans le cas ol 1 désigne I'espace euclidien
A% n dimensions), X est 'ensemble X augmenté de ses points d’accumulation,
Nous allons prouver que les trois axiomes sont alors vérifiés.

Supposons d’abord que pe X+ ¥, donc quel’on a p=1im p, ol p, e (X4 T).
11 existe alors parmi les p, une infinité de termes qui appartiennent soit tous
4 X, goit tous & ¥; dans le premier cas on a p € X et dans le second pe ¥. Done,
-dans tous les cas, pe X+ Y. Ainsi X+¥ CX+X.

Il est, d'autre part, évident que, si p appartient & la fermeture de X,
p appartient, & plus forte raison, & la fermeture de chaque sur-ensemble de X,
done & X+ Y. Par consbquens X+ ¥CX ¥, d’oit on conclut que ’axiome I
-ert vérifié.

L’axiome II étant manifestement vérifié, reste & démontrer axiome III.
On a par définition XCX, Afin de prouver que XX, supposons que peX
et que § s0it une sphére (& n dimensions) qui contient p & son intérieur. Le point
«p appartenant & la fermeture de I’ensemble X, il existe & P'intérieur de § wn
point r ¢ X; cette dernitre condition implique l'existence d’un point s apparte-
nant & SX. Ainsi, toute sphére qui contient p & son intérieur, contient un point
de X, Cela entraine la formule pe X, ¢. q. £. d.

1II. Régles du ealeul topologique:

1. XCY impliqgue XCY

2 XYCX.Y 3. X-YCX-Y
4, :’f,cl‘]f, 5. _LSJX,CALT’L
6. si X est fini, X=X

7. XCX 8. 1=1 9. 0 =0.
10. gl nzgfﬁ-nlzmg

Les cing premiéres régles résultent de l'axiome I.

En effet, pour prouver 1, remarquouns que (selon §1, II)
Tinclusion XCY équivaut & légalité ¥=X+4Y¥, qui entraine
Y =X17¥, done, d’apres I'ax. I, ¥ =X+7, ce qui équivaut & l'in-
clusion XC7Y.

1) Le N°IT n’interviendra pas dans la suite: il n’a pour but que de rendre
les axiomes plus compréhensibles. Cf. aussi § 7, IIL.

Pour une interprétation dans le domaine de la Logique mathématique,
woir A. Tarski, Der Aussagenkalkiil und die Topologie, Fund. Math, 31 (1938),
p. 103.
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La régle 1 entraine 2. Car les inclugions XYCX of X¥YCy
impliquent X¥CX et X¥YCY, d'olt XVCX. Y.

L'identité X+ ¥ =(X—Y)- ¥ entraine en vertu de 'axiome I
XLF=F—7+7 et, en multipliant les deux membres do colio

régle 3.

La régle 4 est une généralisation de ln régle 2 (b un ensemble
arbitraire, dénombrable ou indénombrable, de facteurs) o olle
se démontre de fagon analogue. On a, en effot, pour chaque
indice x: ] X,CX,, d’ot [TX.CX,, done [[X.C]] X,.
12 3 . L3

¢

De fagon analogue, Vinclugion X, CY.X, implique que X,C NX,,
] 13
dou Y X,CSX, La régle 5 se trouve ainsi établio,

La régle 6 est une conséquence immdédiate dos axiomes T ol 11,

La régle 7 résulte de l'axiome IT ot de la rdgle 1, Iin offel,
la_formule peX équivaut & DVinclusion (p)CX, qui ontraine
(p)CX et comme, A’aprds Lax. IT, on a (p) =(p), il vient (p)CX,
done p e X. Aingi 'inclusion p ¢ X entraine p ¢ X, ¢ q. I d.

La regle & résulte directement de 7 et la rdgle 9 ext implici-
tement contenue dans l'axiome IT.

Les régles 5 ot 1 impliquent que le membre droit de l'iden-
tité.lo _est contenu dans le membre gauche. Pour démontrer l'in-
clusion inverse, supposons que p n’appartienne pas au membre droit.

Il existe alors un % tel que p soit 4tranger & | a1 o
et & 3 Xy, donc & Xyt ot Kooy + Xy T Koms b o

Pruet] ,’“ wes

La d'e.rniére somme étant égale, d'aprés lax, I, au membre
gauche de la formule 10, cette formule se trouve ainsi ¢lablie.

IV. Relativisation.  étant un ensemble de points fixe et
X un sous-ensemble arbitraire de B, on appelle fé%metm‘e de X
Telqmve ¢ B lensemble B-X. La fermeture relative satisfait aux
axiomes I—TIT relativisés par rapport & B o'est-b-dive que, X ef, ¥
étant des sous-ensembles arbitraires de B, on a: T

s EX{¥=B.X+E.Y
ITg) 8¢ X ne contient qu'un seul point ou wen contiont aucun, on a
E X=X

1) E'ﬁmﬂ-x,

icm
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En effet, les propositions Iz et Iy sont respectivement des
conséquences directes des axiomes I et II. Quant & la proposi-
tion IIIgz, on a d’aprds la régle 2 et Vaxiome ITI:

\

et, l'inclusion inverse étant une conséquence de la régle 7, on
obtient 1'identité IIlg.

11 est ainsi établi que les axiomes I—III peuvent étre rela-
tivigés par rapport & un ensemble arbitraire E. Il en est dope de
méme de tous les thdorémes qui résultent des axiomes I—ITI: ils
restent wvalables lorsqu’on considére comme l'espace un gous-en-
semble arbitraire  de 1 (et que l'on relativise la fermeture).

Nous avons vu au N9 IT que les axiomes I—IIT sont vérifiés dans ’espace
euclidien, Il en résulte que ces axiomes sont aussi remplis lorsqu’on prend pour
espace un sous-ensemble arbitraire d'un espace euclidien.

V. Analyse logique du syst®me d’axiomes.

Tes axiomes I—III sont indépendants. En effet, si on prend pour
I’espace un ensemble composé de deux éléments a et b, et si I'on pose: 0=0,
(@)= (a), (b)=(b) et (a,b)=0, les axiomes IT et III sont vérifiés, tandis que I ne
1’est pas. 8i, pour un espace non vide, on pose X=0 quel que soit X, les axio-
mes T et IIT sont remplis, mais IT ne ’est pas. Enfin, pour prouverl'indépendance
de I'ax. IXI, considérons I'exemple trés instructif suivant!): I’espace se compose
de toutes les fonetions réelles de variable réelle; X étant un sous-ensemble de
cet espace, toute fonction-limite d’une suite de fonctions extraites de X appar-
tient & X. I’espace des fonctions, ainsi congu, satisfait aux axiomes I et II,
mais ne satisfait pas & I’ax, IIT. En effet, 4 désignant I'ensemble des fonections
continues, on a A= 4, puisque la fonction (de Dirichlet) égale & 1 aux points
rationnels ¢t & 0 aux points irrationnels appartient & 4, mais n’appartient pas
& A. .

Chacun des 4 axiomes: I, 11/, II” et 1II peut &tre énoncé sous la forme
F(X1,...Xr)=0 ot la fonction F ne fait intervenir que les opérations de
1’Algébre de Boole et I’opération X. Tl est remarquable gu'il n’existe auvcun
autre axiome de cette forme qui soit indépendant du systéme envisagé et qui
soit valable dans ’espace euclidien n-dimensionnel %).

La solution d’un cas particulier de ce probléme est fournie par la table
suivante. :

1) df & M. Fréchet; voir sa Thése, Rend, del Circolo Matem. di Paler-
mo 22 (1906), p. 15.

%) Théoréme de MM. J.C.C. Mc Kinsey et A. Tarski, The Algebra of
Topology, Ann. of Math, 45 (1944), p. 141—191.
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Supposons, en. cffet, que I'on applique & un ensemble & les donx opéra.
tiong: X et X’ (=1-—2X). Quol ext le nomwbroe d'ensembles quo on oblient¥ On
prouve que ce nombre est 143), Les 14 ensembles on guestion sont contenus
dans la table ci-dessus?). La mbue table renferme fowles log inelusions valubles
pour chaque sous-ensemble de la droite,

§ 5. Ensembles fermés, ensembles ouverts.

I. Définitions. X st un ensemble formd lorsque X .- X#),
X est un ensemble ouvert lorsque lo complimeniaire de X cst
fermé, c'est-d-dire lorsque 1—X& =:l--X, ou encore, lomque
X=1—1—X.
‘ Bwemples. Dans Lespace des nombres réels, Jos nombres naturels con-
stituent un ensemble fermé; intervalle aszas<bd ost formé; Uintervallo a«< metd
est ouvert (non fermé); dans le plan, ce dernier ensemble wost pas ouvert,

) " o -
Dans P'espace des nombres naturels, chaque ensemble est simultanément
fermé et ouvert,

f étant une fonction borm.ie définie dans Vintervalle aswsb, ron image
géomeétrique, o, & d. ensemble [f,' [y == f(2)], ost Tormde (dune lo plan), lorsque

. ) » *
la fonetion f est continue et dans ce ons sewloment (cf, § 23)

.

1) Pour la démonstration, voir ma note oitée de Fund, Muth. 8, i 106,

0 ) Pour defs raisons typograpbiques nous derivons X~ aw lieu da X; lu
léche remplace ici lo signe d’inclusion (-,

?) Notion due & G, Cantor, Math, Ann, 21 (1883), p. 51,

icm
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II. Opérations, La somme de deuw ensembles fermés est un
ensemble fermé. Cela résulte de I'axiome I, lorsqu’on pose X=X

et ¥ =Y. :

Le prodwit (d'un nombre fini ou .in;fini) d’ensembles fermés est

fermé. En effet, en posant X,=X, dans la régle 4, ona [| X,C[] X,
et comme on a []X,CJ] X,, daprés 7, il vient [[ X,=]] X..

t [ 2 12 13
Bn vertu de la formule de de Morgan (voir § 1, II et V),

d’aprés laquelle on a 1—XY=(1—2X)-+(1—Y), et, en général,

1—J] X, =3 (1—X,), on déduit des

’ L
que le produil de deuw ensembles ouverls est ouvert et que la somme

propositions précédentes

d'une famille arbitraire &’ ensembles ouverts est ouverte.

D'apros les régles 8 ot 9, les ensembles 0 et 1 sont simulta-
nément fermés et ouverts?).

III. Propriétés. D’aprés l'ax. III, la fermeture est un en-
gsemble fermé. On peut donc définir les ensembles fermés comme

les ensembles de la forme X. D'une facon analogue, les ensembles
ouverts coincident avec les ensembles de la forme 1—X.

8i G est ouvert, on a GXCGX quel que soit X.
Car, par définition de l'ensemble ouvert, on a d=1—1—6¢,

done G- X=X—T1—GCX—(1—G)=GX en vertu de Ja régle 3.

L'inclusion 6XCEX implique GXCGEX et, en tepant compte

de la formule XCX, on a GXCGX, d’'ou I'égalité importante

GX —GX.

1V. Relativisation. Conformément & la terminologie adoptée

au § précédent, un ensemble X est fermé relativement & B lorsque

Y_%.X. L'ensemble X est relativement ouvert lorsque XCE

.et que E—X est relativement fermé (par rapport & H); autrement

dit, lorsque X =E—E—X.
Ta condition nécessaire ct suffisante powr gu’un ensemble soit

fermé (ouvert) relativement & E est qu'il soit le produit de E et d'un

ensemble fermé (ouvert).

1) La notion d’ensemble fermé (ou celle d’ensemble ouvert) peut &tre
admise comme primitive (au lieu de lo fermeture); en admettant comme axiomes
1os énoncés du N°IT, on obtient un systéme analogue au gystéme basé sur les
ax. I—IIT. Cf. P. Alexandroff, Math. Ann. 94 (1925), p. 208 et W. Sierpin-
ski, Math. Ann. 87 (1926), p. 335, Topologia (1928). Voir aussi plus loin § 7, I1I.


pem


26

Chapitre I, Notions fondamentales, Caleul topulogique,
En effet, la condition oest nécessaire, car dans le ens oft ¥

relativement ouvert, on & X < H—If—X B+ (LK~ ¥),
Pour prouver qu'elle est suffisante, supposons d'whord que

Linelugion inverse régulte directement de la rople 7,

Bpfin, dang le cas ot X =K¢ ot ¢ est ouvert, Uenscimble
E—X, comme égal & B—BG =H.(1—G), est lo produit do B
et d'un ensemble fermé; il est done fermé relativement & F, Par
conséquent X est relativement ouvert, c. q. L. d.

En particulier, si B est fermd (ouvert), la proprictd d'dve fermd
(owvert) relativement & K entraine lo méme propricdld aw sems absoly.
Cela régulte du théortme précédent, on tenant compte du fait, (que
le produit de deux ensembles formés ost formé of que lo produit
de deux ensembles ouverts est ouvert (voir NO IT),

Le méme théoréme implique que la propriété d’6tre relative-
ment fermé est transitive, ¢. & d. que si X ost fermé dans ¥ of Y
ost fermé dans B, X est fermé dans J.

et, comme produit de F et d'un ensemble fermé, X ost rolativement
fermé dans B.

Il en est de méme de la propriété d'dtre relativement ouvort.

V. Ensembles I, ensembles (75 La somme dune famille de-
nqmbmble ') densembles fermés est dile un Iy, le produit d'wne fa-
mille dénombrable & ensembles owverts est dit un 4,

On voit aussitds que le complémentaire d’un ensemble 1, st
w’a Go' et' que le complémentaire d'un G4 est un F,. L. sommeo
d'une infinité dénombrable d’ensembles F, est évidemment un Ty

1 NO.IIS entendons par ensemble dénombrable un ensemble dont los Gl6-
ments se laissent ranger en une suite finie ou infinio, Notons ue, da o
tout ensemble fini est dénombrable. e, Sl 6o moTy
. blﬂ)f(}esédeux11101'.i011‘s, qui constituent une généralisntion des notions ('en-
'F}?gor? elrmfeﬁ d ensemble ouvert, ont é6é dtudides surtowt pour les buts do 1o
ie des onchons.l Cepondant elles se sont montrées trds wtilos wussi dang
les probldmes géométriques de Topologie (volr suriout chap, LI, 8§ 20»«8:‘2).

Ces notions b ) 1. Youn o ore
g sont dues & M. W, H, Young, Bor, Ges, Wik, Teiprig 68 (1008)

»

icm
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(§ 8, VIJ

Le produit de deux ensembles Fy est un Fy; soit en effet, 4 =3 4,

n==1

et B=) B,; donc AB = E A,B,, et, ley ensembles 4, et B, étant.

n==1, n,m=1

fermés, leur produit A,-B, est aussi fermé; l'ensemble AB est
done un Fy. Par raison de symétrie, le produit d’uneinfinité dénom-
brable d’ensembles Gs est un G5 et la somme de deux ensembles
G's est un Gy. :

Tout ensemble F, est somme d’une suite d’ensembles fermés.
croissants, On a, en effet,

Fl"‘l“.Fz’i‘Fg"i" e 2F1+(FL+F2)+ (Fl‘{'lﬂz"i"lﬂs) "*“‘...

et les ensembles entre parenthéses sont fermés. ,

De facon analogue, tout engemble Gy est produit d'mne suite-

d’ensembles ouverts déeroissants.
Pour que X soit un ensemble F, (un ensemble &) relativement

A B, il faut et i1 suffit que X soit un produit de E et d'un Fy
(d’un Ga).
Cela résulte des identités:
F, B4+ Fy-B+..=F+F+..) B
(G, B)-(GyE)-...=(G Gy ...) - B

En particulier, si B est un F, (un Gs), X lest également.
D’aprés Pax. IT, tout ensemble dénombrable est un F.

et

Ainsi, par exemple, Pensemble des nombres rationnels est, dans l'espace-
des nombres réels, un F;. L’ensemble des nombres irrationnels est done un Gy
Noug verrons plus tard que ce dernier n’est pas un Fg,

VI. Ensembles boreliens. En généralisant les notions d’en-
semble fermé et d’ensemble ouvert i l'aide des opérations de la-
Théorie des ensembles (comme nous I'avons fait dans le N° pré--
cédent), on est conduit & considérer les ensembles qui se dédui--
gent des ensembles fermés (ou ouverts) par les opérations d’addi--
tion et de multiplication dénombrables, aingi que par celle de-
goustraction. On parvient & la définition suivante.

Défimitiont). La famille F des ensembles boreliens est la-
plus petite famille assujettic auw conditions sutvanies:

1) Voir E. Borel, Legons sur lo théorie des fonctions, Paris 1898, p. 46 et
T. Hausdorif, Mengenlehre, § 18 ,Borelsche Systeme®, et Grundziige, p. 304..


pem


28 Chapitre I, Nofions fondumentules, Calenl topologigue,

1) chaque ensemble fermd appartient & 17,
2) ¢i X appartwm & A 1~ X Tui apparbicnt r'galmnmzt

3) o1 Xy (n:
tient dgalement.
On voit augsitdt que la condition 1) peut &tre remplacdée par

1') chaque ensemble ouwvert appartient b Iy

et que la condition 3) peut &tre remplacée par lu condition 37),
qui résulte de 3) en y substituant 3 & [J.

1,2,...) appartient & I, Uensemble [ [ Xu lui appar-

Létude plus détaillée des ensembles horeliens se brouve daus lew Ghapis
tres I1 ot III.

Les ensembles que Pon rencontre dans la mujorité des wpplicntions de la
“Topologie sont horeliens, D’autre part, commo nous le verrons, on eonpuil des
exemples 'engembles non horeliens,

Bn ce qui concerne les onsembles relativement boreliens, on
a le théordéme suivant: K dant un cnsemble donnd, les ensembles bo-
reliens relativement & B comcident avee les ens mbles de la forme B,
ol B cst un ensemble borelien variable.

Bn effet, la famille des ensembles X tels que XK esl bore-
lien relativement & JF satisfait aux conditions 1)-—3), car 10 gi X
-est fermé, XF est fermé dans J, done borelien relativement i H,
20 gi XB est borelien dany K, (1—X) H lest dgalement, puisque
(1—X)-B = E XE, 8% si chacun des ormomb’km J')X,, el borolion

dans E, E. ]]X,, Vest égalemoent, puisque Ida][ Xy ]] (J1.X p).

Or, 1a, mmllle des ensembles humlmm t’* u.m. ]n, plus poetite
“famille mtlﬁjmsa.nt aux conditions 1)=3), olle est contenue dans
la famille des ensembles X en question. Autrement dil, si A est
borelien, XZ est bovelien relativement i M.

Inversement, la famille des ensembles X - BE, ot 1 ext bo-
relien, satisfait aux conditions 1)—3) relalivisées par rapport
4 E, car 1° chaque ensemble fermé dans B appartient & cotto famille,
2° si X =B, l'ensemble [—X =J(1—B), comme produit de X
-et d'un ensemble bore]ien, a,p;mwtimn i ]a. famille  couniddrde,

3% 8 X,=EB,, on a ][X E’-][B,,, done [[ X, appartiont wussi

A la famille conmdérw. Pay (oum’\quomt cm,m famille contiont Ta
famille des ensembles boreliens rolativement & J. Iin d'auiros {or-

mes, si X est borelien relativement & #, X est lo produit de H el

«'un engemble horelien,

icm
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Trontidre, intérieur d’ensemble, 2%

§ 6. Fronti¢re, intérieur d’ensemble.

1. Définitions ), La frontitre de X est U'ensemble

r(X)=X.1—X.
Limtérieur de X est Uensemble

Int (X)=1—1—2X.

Txemples. Sur le plan cuclidien, X désignant le cercle x?4y2<l,.
Tr(X) est la civconférence du cercle, Int (X) est lo disque ouvert. Rien ne change,.
gi Pon remplace le gigne < par <.

Dans L'espace des nombres naturels la frontidre de chaque engemble est
vide,

Dans Uespace des nombres réels I’ensemble des nombres rationnels a pour-
frontidre ’espaco tout entier,

¥ élant un ensernble arbitraire situé dans D'espace des nombres réels.
ot } 6lant 1a fonction définie par les conditions: f(z)=1 pour ze X et flx)=0
aillours, la frontidre de X constitue Vensemble des points de discontinuilé de la.

fonction | (voir §13).

II. Formules de ealeul. Nous nous servirons dans la suite:

des formules suivantes?):

(1) Int (X¥)=Tnt(X)-Int(¥) (1) XCY impligue Int (X)C Int (¥).

2) 3 Int (X C Tt (3 X

(3) Int (X) ;J« —1-X=X—-TFr(X)CX

4)  Fr(1l—X)=Fr(X) (5) Fr (X)CFr (X
6) ¥r(X) =X -I—X++(X—-X) (7) X+Fr(X)=X

(9) Fr (XY)CFr (X)+Fr (¥y
Fr [Int (X)}CFr (X)

(6)
(8) Fr (X+Y)CFr (X )-+Fr (Y)
Int (X)- Fr (X)=0

Int [Fr (X)] =X Int [Fr (X)]=1Int [Fr (X)}—X

(10) (11)

(12)

1y Cf. (-}. Cantor, Gottinger Nachr. 1879, p. 198 et C. Jordan, Journ.

de Math. (4) 8 (1892), p. 72. .
2) Quelques-nnes Ho trouvent chez M. Zaryeki, Quelques notions fon-

damentales de ' Analysis Situs aw point de vue de VAlgébre de'la Logfz,que, Fund.

Math. 8 (1027), pp. 3—15. T anteur étudie en onlre dautres fonetions d’ensembles,.

telles que Lo ,bord =X =X, 1 extérieur = 1—X.
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Les formules (1)—(3) se démontrent comme suil:

—¥) ~il= X -7

\‘h’ In‘[ (-X/ 1 - I[ l .t& 1"“‘ [[ 1"*"“./‘ fllt (”}J ,,(V().
.1—«TI;§€C1-—(1~X) =X, done Int(X) X-(l—l—X) XeleX
=X X I XXX X 1=K e X X L X Xl (X)) C XL

Les formules (4) et (5) sont évidentes,

T I-X=X 1=X) X (X 1—X)- (L -X), doit 'iden-
$ité (6) en vertu des inclusions X C.X ef L—2XC L~ Y.

XA PFr (X)=X-4X Je X - (X—X) X} (X)) X,
FPrX+Y)=X4 ¥ I=(XFY) =X ] ¥V (l—X) (1Y) C
CXI-X1I-F+71-X.I-YCX I—X4- Y . 1—Y =Fr (X) | v (Y).
Fr (XY) =Tt (1—X¥) = T [(1—~X) - (l—T)]C

CFr (1—X) -+ Fr (1—¥) = Fr (X) - Fr (Y).

La formule (10) est évidente et la formule (11) résulte do (4)
et (5).

Iinclusion Fr (X)CX impligue en verbu de (1') el (3) que
Int[Fr (X)]CX. En désignant par ¢ I'ensemble (owvert) Int [ L' (X)],
on a done ¢ =GX, d’ol, en raison de § 5, ITL: & - G.X - dX, co qui
donne la premié.re des dgalités (12). La deuxiéme en résulte,
en, substituant 1—2X & X et en tenant compte de (4 )

Au point de vue du ealeul topologique les formules suivan-

tes, que nous citons sans démonstration, présentent un cortain
intérét:

Tnt [In (X)] = Int (X), Tnb (X—¥)C Int (X)—TInt (¥),

T e e X)) = Tl ()] C B (),

= Int (X) -+ Int (. ) sera dlablio au § 8.

icm
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IIL. Rapports avee les ensembles fermés et ouverts.

On voit aussitOt que loute frontiére est fermée et que tout n-
terieur est ouwvert!). De plus, lintérieur de X est le plus grand
goug-ensemble ouvert de X car, @ étant un sous-ensemble ouvert
de X, on a 1—XCl—@=I—¢ dot I—XC1l—@, donc
G C1l—1—X == Int (X). '

8i _X_, est fermé, on a Fr (Xy=X.1—X; si X est ouvert, on a
Fr(X)=X~—X.

Chacune de ces égalités caractérise respectivement les ensembles
fermés et ouverts, car on déduit de (6 ) dans le premier cas X— X =0,
d’oit X=X, et dans le deuxiéme cas X -1—X =0, d’ot I—X=1—X.

En particulier, Végalité Fr (X)= 0 équwaut & l'hypothése que
X est simultanément fermé et ouwvert.

La condilion ndeessaire et suffisante pour que X soit une dif-
ference de dewa ensembles fermds est que X—X soit ferme?).

In effet, soient X==F—1, ot E et F sont fermés. On a

X=X (B—F)=X-E—X.F

et comme XCE, il vient XCE, d'oi X-E=X. Par conséquent
X=X—X.F, ot X—X=X.F; donc X—X est fermé.

Inversement, si X—X est fermé, 'ensemble X, comme égal
A X—(X—X), est' une différence de deux ensembles fermés.

IV. Théordme sur Padditivité. On rapprochera 4 la formule (2)
le théordme suivant (dont nous nous servirons au § 8):

{X} dtant wne famille (de pwissance arbitraire) de%sembles
owverts relativement & la somme ZX,, on a:

(1) Int (Y X.) =} Int (X
(i) Int () X 2’ Int (X

1) (ebte dernidre proposition équivaut & Pax, T11;sous le nom de »eondition
de M. Hedrick® clle a ¢té considérée par certains auteurs comme un axiome.
Voir B, R. Hedriek, Trans, Amer. Math, Soc, 12 (1911), p. 285 et M. Fréchet,
Bspaces absirails, p. 201. )

2) Voir la note de M. W. Sicrpiiski et de moi-méme, Sur les différences

de dewx onsembles formds, Tohoku Math, Journ, 20 (1921), p. 22.
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i

En effet, en posant § = Y’ X, on a par hypothise X, = 88X ,C
3
Cl—8—X,, done SCY(1—F=X). Il vient: Int(§) S -Ini ()¢

CY (18X, (1mT=R) = 3 (L (KX ) -f (LN ,;;,'(1. ~~~~~ -8X) -

=Y (1—1—X,) = Int (X,) et, en vertu de (2), on en tive (i),
Daprés le § 5, N IIX on a Int (8) - Tnt (8)-8C Int ()4,

Comme nous Pavons prouvé, §CY (1—8—X); il vient done
3

Int (§) C Int (8) « ¥ (1 — 8 —=X) == Y (Int (§) — 8~ X,). Or,

It (§) —§— X, C8—F—X, C8—~(8—X) X, ey, lo promicr
membre de cette inclusion étant ouvert, il est contenu dung Pin-
térieur de X,; ainsi Int (8)— §—X,CInt (X). Ln tenant comple
de la formule préeédente, on obtient Iut (S)C NInt (X)), done

Tut (8)C Y Int (X,).

Reste & prouver linclusion inverse. Or, d’aprds (17), Tni ( bole

CInt (S). Done Y Int (X,)CInt(8) et finalement N Int (X,)Chnt ().
12 ]

§ 7. Entourage d’un point. Localisation des propriétés.

I Définition. L'ensemble X cst dit entowrage du point p
lorsque p € Int (X), c. & d. lorsque p est un point. intérieur de X;
autrement dit, lorsque p n'appartient pas & I— X,

Un ensemble ouvert est un entourage de chacun de ses points.
Un entourage de p contient un entourage ouvert do p, i savoir,
Uintérieur de cet entourage.

Chaque sur-ensemble d'un entourage de p el un entourago
de p. Le produit de deux entourages de p est un entourage do p.
Car (cf. § 6, IT (1)): Int (XY)-~Int (X)-Int ().

Un sous-ensemble X de B est dit entowrage relatif de p par
rapport & I lorsque p appartient b lintérieur de X velatif 3 X,
c.ad. pe B—E—X,

St pour ©==0 et 1, Vensemble X; est un entowrage de p relatif
& By Vensemble X,+4- X, est un entourage do p relatif & H,-| B,

On a, en effet, peByh — (Hy— X, - B - X, Comme
(By— X))+ (By— X)) 5 [y (Ao ] - e (xS

"’—::(EO"I" El)"“"(.XO”I" X]_), il Vi(}l’].ft P e (]’jo”|]b’1)m(

— (X

v
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II. Equivalences. 1. Pour que p e X, 4l faut et il suffit que tout
entourage B de p satisfasse & Vinégalite XH=0.

Supposons, en effet, que p ¢ X et soit B un entourage arbi--
traire de p. Cela veut dire que p n’appartient pas & 1—5 et il
vient p ¢ X—1—EC X—(1—F)=XE. Par conséquent XE0.

Supposons, d’autre part, que chaque entourage B de p satis-
fagse & linégalité XFEs~0. Il en résulte que ensemble 1— X n’est
pas un entourage de p, done que p e 1—(1—X)=X.

Ce théoréme entraine directement le corollaire suivant:

2. Pour que peXr(X), il faut et il suffit que tout entourage B
de p satisfasse & lo double indgalité BEX =404 H—X.

Il est & remarquer que dans les deux énoncés préeédents on
peut remplacer lo terme entourage de p par ensemble ouvert con-
tenant p. Car chaque entourage de p contient un entourage ouvert
de p. .

IIl. Espace de Hausdorff. T.a notion d’enfourage (ouvert) du point p est
le termo primitif des espaces de IHausdorff 1). Un tel espace est assujetti aux
b axiomes suivants:

A. A chaque point p correspond au moins un entourage, Chaque entou-
rage de p conticnt p.

B. U ot V étant deux entourages du point p, il existe un entourage de p
contenn dans UV,

G, 81 U est un entourage de p et ge U, il existe un entourage 7 de g con-
tenu dans U,

D. 8i p-q, il oxigte deux entourages U et V des points p et ¢ respecti-
vement, tols quo UV =0,

I, A chaque point p correspond une suite (dénombrable) d’entourages
tello quo tout entourage de p est sur-cmsemble dun terme de cetbe suite?).

On voit facilement que les entourages ouverts d’un espace qui satis-
fait aux axiomes I—IIT vérifient les propositions A, B et C, tandis que les pro-
positions D et B peuvent tre en défaut 3). Inversement, si I’on définit la ferme-

1y Grundeiige der Mengenlehre, p. 218. Au point de vue historique il est
intéressant do rapprocher le systéme de F. Hausdorif & cclui de D, Hilbert,
G-ottinger Nachr, 1902 (reproduit par ex. dans Grundlagen der Geomeirie, Leipzig
1913, p. 1656). Cf aussi les espaces (P) (b voisinage) de M. Fréchet (Hspaces
absirails, . 172), espaces sutisfaisant & Paxiome A; axivmes de »Séparation’
(do M. Kolmogorof! et autres) dang Alexandrotf-Hopi, Topologie I, p. 58.

2) ,Das ersto Abziihlbarkeitsaxiom®, F. Hausdorlf, ib. p. 263.

3 M, Fréehet, 1. ¢, p. 212,

C. Kuratowski, Topologie I.
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ture dang Tegpaco de Tausdorfl par In condition exprimde dans la proposition 1
du NOTI, les axiomes I-~ITL so trouvent vérifids?),

Ceci généralise lo fait que chaque espace ouclidien salinfuil niux axiomes
I—IIT (ef. § 4, LI), car un espaco cuelidien esl un expueoe do Hansdorf! (lorsgque
p. ex. les wphéres ouvertes de centroe p sonk considérdes comme den entournges
de p). '

‘IV. Localisation. Titant donuée une propriété P d’ensembles,
désignons par P la famille des ensembles jouissani de cotie pro-
priété. La définition suivante de la localisation s’impose dansg de
nombreux cas: '

Définition. L'ensemble X jowit de la propridid P aw point p,
lorsqu'il emiste un entourage B de ce point tel que XK e I, Le sym-
bole X* ddsigne VUensemble des poimls p (appartenant ou non i X)
en lesquels X me joust pas de lo propridd P, '

Aingi, par exemple, s1 I esti 1o famille composto de Uensem-
ble vide, on a, d’aprés le théordme du NOIT, X* X, Iin localisant
les propriétés d’éfre un ensemble fini et d’étre un enserble dénom-
brable, on parvient, comme nous le verrons (§§ 9 et L8), anx no-
tions d’ensemble dérivé et d’ensemble des points de condensation
de X.

V. Familles héréditaives et additives (idéaux). Nous allons
étudier 'opération X*, en imposant & la famille 1* deux conditions
qui seront réalistes dans plusicurs cas importants; & savoir, que la
famille P (non vide) est hdréditaire el additive, c. i . quo

(1) les conditions X ¢ I ¢t ¥ CX entratnent Y e I,
(i) les conditions X e P et X ¢ I entratnent X .| Y ¢ P,

Toute famille héréditaire et additive est dite un 4ddal H,

" Consdquences de (i). La condition (i) supposdée virifide, on
beut dans la définition du N° précédent imposer i Pentourage 1 la
condition d’8tre ouvert. En effet, d’aprog lo NO I, chague entourage
E de p contient un entourage ouvert & de p; done, 8 U'on suppose
que XF e P, Uinclusion XGCXH entraine X¢ e 1.

') F. Hausdorft, 1. c., pp, 288—4.,

%) par anplogie anx idéuux en Algdbro, Cf M, 11, Btowe, Lrans, Amer,
Math. Soe. 40 (19365, p. 37.
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De 1a résulte que I'ensemble 1— X* comme somme d’ensem-
bles ouverts, est ouvert. Par conséquent X* est fermé.

Jomme P=+0, on a 0e¢ P,
Nous allons prouver que

(1) XCY impliqgue X*CY*
(2) X*®CX*=X*CX
(3) st G est ouvert, on a GX*=@. (GX)*.

. En eifet, soient XCY, p ¢ X* et & un ensemble ouvert con-
tenant p. Done X@ non-¢ P o, comme XGCY@, on conclut de (i)
que Y@ non-¢.P. Il en résulte que p e Y*.

Comme (1—X)X=0eP, on a 1—XC1—X*, ¢ ad X*CX.
Dot (X*)*CX* X¥,

Supposons enfin que p e GX* Done H étant un entourage
de p, on o HGEX non-¢ P (puisque HG est un entourage de p). Il
en régulte que. p e (GX)*. Aingi GX*C(QX)*. D'autre part, d’aprés (1),
T'inclugion GXCX entraine (GX)*CX* d'ou G-(GX)*CGX*, ce
-qui implique 1'égalité (3).

© X’égalité (3) montre que le fait qu'un ensemble X posséde
20U non une propriété an point p dépend de 'entourage de ce point;
.¢’est done un fait ,local“.

Remarquons enfin que la proposition (1) entraine (voir § 4, III)
les formules suivamntes: :

(4) (XX)CX* X* ) (qIxrCpx
(6) JXFC(ZE)
Consdquences de (i) et (ii):
(1) (XX ==X*T* 8) X*—XY*C(X-X)~

i effet, si p non-e X*, il existe un entourage G de p tel
que XG e P. De méme, si pnon-e ¥*, il existe un entourage H
de p tel que YH ¢ P. Selon (i): XGH ¢ P et YGH ¢ P, d’ou se-
lon (ii): (X+4Y)-GH e P, ce qui prouve que p non-e (X-{—Y)‘-‘.
Done (X-+Y)*CX*--¥*. L'inclugion inverse est un cas parbi- .
«culier de (6).

La formule (8) résulte de (7); cf. § 4, IIT, régle 3.
ki
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§ 8. Ensembles denses, fronti¢res, non-denses.

I. Définttions. 1. X est un ensemble dense lovsque X 11,

9, X est un ensemble fromticre lorsque som complémentaire est
dense, c. & d. lorsque 1—4X - 1,

3. X est un ensemble non-dense lorsque sa fermeture st un
ensemble fromtiére, c. & d. lorsque 1—4& - 1%),

Buemples, Dans Vespace des nombres véels, les nowbres rationnels con-
stituent un ensomble dense et frontidre, Cependant, cet ensernble n’ewl pas non.
dense,

Dans le plan, la circonférence d'un corclo est non-dense,

Dang Uintervalle 01, Uengemble € de Cantor ost non-dense,

On voit aussitdt que tout sur-ensemble d’un ensemble doenge
est dense, tout sous-ensemble d’un ensemble frontitre est fron-
tiére, tout sous-ensemble d’un engemble non-dense est non-dense,
La fermeture d’un ensemble non-dense esl non-densoe,

Tout engemble non-dense ogt frontiere, Inversement, tout
ensemble frontidre et fermé est non-dense, .

Un ensemble frontitre ne pout &lre ouvert que #'il est vide.

II. Conditions néeessaires et suffisantes 3), I’dgalité I—X 1
équivaut & la formule Int (X)==0. Les ensembles frontidres peu-
vent done dtre définis par la condition qu'ils ne contiennent auweun
point intérieur ou encore, qu'ils me contiennent aucun ensemble
ouvert non vide. I'égalité Int (X)=-0 étant dquivalente & Vinelu-
sion X C Fr (X) (voir § 6, IL (3)), on peut aussi définir un ongem-
ble frontitre comme ensemble conlenu dans sa fromtidre ou encore:
comme engemble satisfaisant & Pinclugion XC1—.X. On en conelut
que pour que X s0it un ensemble frontitre, il faut ot il suffit quo
Pon ait XC1—X ou, ce qui revient au mdéme, que

XC1—-X.
Cette  derniére inclusion caractérise done les ensembles non-
denses.

1) G. Cantor, Math, Ann. 16 (1879), p. 2,
2 - - 1 N ) .
) Qetto notion remonte & P, du Bois-Roeymond, Dic allyemeine Functio-
nentheorie I, Tibingen 1882,
¢ 3) Pour de nombreuses propriélés dos ensembles denses, froutidres ol none

denses, voir A, D, Wallnco, On non-bowndary sols, Bull. Amer i oe
sy y sels, Bull, Amer, Mulli, Soe, 48
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Une autre condition nécessaire et suffisante pour qu'un en-

gemble X soit non-dense est la suivante: chaque ensemble ouvert

non vide contient un ensemble ouvert non vide et disjoint de X.

In effet, si X est non-dense, I'ensemble X, comme ensemble
frontitre, ne contient aucun ensemble ouvert non vide. Done,
G (tant un ensemble ouvert (s40) arbitraire, I'ensemble G—X est
non vide, ouvert, et disjoint de X.

D'autre part, si X n’est pas non-dense, X n'est pas un en-
gemble frontitre, donc Int (X)s£0. Or, ¢ étant un sous-ensemble
ouvert non vide de Int (X), il vient GCInt (X)CX, d’ot G-X=£0
done GX =0 (voir § 5, III) ce qui prouve que l'ensemble ouvert
non vide Int (X) ne contient aucun ensemble ouvert non vide qui
goit digjoint de X. :

111, Opérations. La somme d'un ensemble frontiére o d'um
ensemble mon-dense est un ensemble frontiére®).

Soit, en effet, 1—X==1l=1—Y. En tenant compte de la
rdgle 3 du § 4, on conclut que

1-Y =1—-X—Y C(I—X)—Y =1—(X+Y),

Aol Leal—YCI—(X+Y) et finalement 1—(X+Y) =1

Tl en résulte que la somme de deuw, dome d'un nombre fini
d'ensembles non-denses ecst non-dense®). '

Car, X et Y Gtant non-denses, il en est de méme des en-
gembles X et ¥. D’apris ce qui précéde l'ensemble XY esb
frontitre et, comme ensemble fermé, il est non-dense. Il en est de
méme do X-+Y, puisque X+YCX+7.

{X.} dtant wune famille &ensembles ouverts relativement & la
somme 3 X, st chaque X, est un ensemble frontiére, _;’XL Vest éga-

L

Jement; si chaque X, est mon-dense, Y X, Uest également.
L

(est une conséquence des formules (i) et (ii) du § 6, IV, en
y posant Int (X,)=0 et Int (X,)=0 respectivement.
1) tandis que Ja somme de denx ensembles frontiéres peut ne pas &tre un
ensoinble frontidre: tel est lo cas de Lensemble des nombres rationnels ¢t fle celui
des nombres frrationnels dans Pespace des nombres réels,

2y ¢, 8, Janiszewski, These (1911) p, 26,
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IV. Décomposition de la frontitre. La fronti¢re d'un  ensemble

se compose de deuw ensembles fronticres, & savoir, de Vensemble

La formule ¥r (X)=X.1—X-} (X—X) a &é ¢tablic au §6
(formule 6). Il suffit de prouver que Uensemble AT L-——AX et un
ensemble frontitre, car I'ensemble X—X g'en oblient par substi-

tution de 1—X & X. O, on & =1 — X {1d—X ) CL =X | L lm X =

Il est & remarquer que nous avons démontré, en méme temps,
que les ensembles frontidres peuvent dire identifids aux ensembles
~ de la forme X.-T—X (donc aussi & ceux de la formoe X— X).

V. Ensembles dont la frontiére est noun-dense. 86 lun des
ensembles X-1—X ou X—X est non-dense, la frontidre Wr (X) cst
non-dense, car, d’aprés III, elle est alors un ensemble frontidre,
done, en tant qu’ensemble fermé, elle est non-dense,

En particulier, si X est fermé, on a X—X -.0. Par consé-
quent, la frontidre d'un ensemble fermd est non-dense. Do mbme, la
frontidre d’un ensemble ouvert est non-dense.

En vue d’établir une condition néeessaire et suffisante pour que
Fr (X) soit non-dense, remarquons d’abord que les ensembles dont
la fronticre est non-demse constituent un corps, ¢. & d. que la somme,,
le produit et la différence de deux ensembles de co genre ost oncore
un engemble de ce genre?),

Cela résulte directement des formules 8, 9 et 4 du § 6, XI ot du
fait que la somme de deux ensembles non-denses est non-dense.
. Pour que la frontidre de X soit mon-dense, il faut et il suffit
31“6 X soit la somme d'un ensemble ouwvert et d'un ensemble non-
ense.

) Ainsi par exemple, la frontidre d’une différence de deux ensembles fermds.
est non-dense. Il en est encore de méme dos ensembles qui 8 obticunent & purkie

des ensembles fermés par appliention itéréo do ln soustrastion e da I"nddition w

noxzabre fini de fois, Une géndralisation de co fail aux opbeations infinies sern
1(311'&11;(50 au § 12, Uno autre famille importante d’ensembles nyant la frontidre nons
ense ost cells des ensembles olairsemds (voir § 9). Tn nobion d*ensemble & fron-

zié;g 1;;);1)-&@1150 correspond & colle de fonation ponsluelioment dissontinue (voir

icm
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Considérong, en effet, 1'identité
X =TIt (X)- [X—Int (X)1.

§i Fr(X) est non-dense, 'ensemble X—Int(X) V'est & plus
forte raison. La formule précédente montre done que X est la
gomme (’un ensemble ouvert et d'un ensemble non-dense.

Remarquons, d’autre part, que N étant un ensemble non-
dense, Xr (N) est aussi non-dense comme sous-ensemble de Ten-
gemble N, qui est non-dense. Par conséquent, si X est somme
d’un engemble ouvert et d’un ensemble non-dense, done de deux
ensembles ayant la frontidre non-dense, Fr (X) est aussi non-
dense, ¢. g. f. d.

11 résulte du théordme préecédent que pour que Fr(X) soil
non-dense, il faut et il suffit que X soit une différence d'un ensemble
fermd ot d'um ensemble non-dense.

tax d’une part Fr (X)=Fr (1—X) et d’autre part, si X est
gomome (’un ensemblo ouvert et d’un ensemble non-dense, 1—-X
est différenco d'un ensemble fermé et d’un ensemble non-dense,
et réciproguement, puisque 1—(G+N)=(1—@G)—N.

Dans la famille des ensembles ayant lo frontiére non-dense les
notions d'ensemble frontidre et & ensemble non-dense coimeident.

Tn effet, si X est un ensemble frontitre de la forme X =G +N,
I'ensemble ouvert G est vide, donc X est identique & l'ensemble
non-dense N.

VL Relativisation. §i XCH, X est par dQéfinition, dense,
frontiére, mon-dense relativement & I, lorsqu'on a respectivement

X BB,  B—X-E=E, E—X.-E=E,
"¢ b d. lorsque BCX, BCE—X, ECE—X respectivement.
D’apros 11, la condition pour que X soit frontidre (respective-

. . . . .
ment non-dense) relativement & B, g'exprime aussi par Vinclusion

] —

XCi—X (respectivement XCE—X).
On voit aussitdt que . .
1. X est dense dans X; par conséquent X—X est ff;“orr.mere
dans X3 ’apros § 6, LI (12), Vensemble X -Int [Fr (X)] est simul-
tanément dense ¢t frontitre dans Tnt [Fr (X)];
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2,5t X est demse dans K, X ext dense dang chague sous-cn-
semble de B (qui contient X); si X est frombitve (vu non-densge)
dans B, X Vest dgalement relativement & chaque sur-cuscemble de K,

3. 81 X est dense dans X ¢t Y Uest dans Z, X est dense dans 4,
En particulicr, si X est dense dans X, X est dense dans Y.

4. s3 X est non-dense dans B, X1 est non-dense dans 1,

In effet, on a par hypothése: XCH-—X, Done on verty
de la formule F—X =F—XCE~X, il vient XCE—X, ol
XBECE~XCE—XE, c. q. 1. d.

5. G dlant un ensemble owvert, si X est fronlire (non-dense),
il.en est de méme &+ X relativement & O, ot de XG relativement & G.

En effet, si X est un ensemble frontitro, on a XX,
dono XGFC1—X ¢ et, comme on a L'aprds § 5, ILL, L—X - (CH=X,
il vient XG¢CH— X - (- X(.

De facon analogue, si

ogue, .l enl non-dense, on a ;\,’f(;”;‘l‘-;%;;\’,
d'ot XGC1—X . ¢CH—XCl— X,
En outre, X.G =X@--X-(GF—¢) ot ensomble G—d, done

X-(@—@), étant selon 1 non-dense dans Gy le xesto do I'énoncd b
résulte de III.

VIL. Localisation, Pur définition, X esl frontiére (non-dense)
o point p, lorsquil existe un entourage ¢ de p tel que Pensemble
XG soit frontidre (non-denso)

N

. Alrzm P. ox., dans le plan, Penseinble composé d'un serele {(intériour y oom-
Nt ' K " - . : !
Pris) et d'un segment n ayant quiun seul point p conunun avoe 1o corele, ent locu-

le,nmnt non-dense en chagque point du segment, sauf au point p, mais vot ensemble
n’est non-dense en aucun point du cerelo,

Ptan l(éhfgq;izms;;?-ﬁfemble d’gn (m_ﬂfffﬂ?lf’ frontitre (non-dense)
3 6, peut, dans la définition précédente, rempla-
cer le terme entourage par entourage ouvert (cf. § 7, V). |

Pow que X soit mon-dense aw point p, 1l faut et <l suffit
que X s0it un ensemble fromtidre en ce point,

En etfet, si X est non-dense au point p, il existe un ensemble
ouvert G contenant p et tel que G.X soit non-dense, ¢ i d. que (X
soit frontidre. Il vient (§ 5, III): GX (le\}, I'ensomble ¢ X osb
done frontitre, ce gui implique que X est frontidre an point p

"
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Inversement, si X n’est pas frontiére au point p @, il existe
un ensemble ouvert, I tel que 0s4HCE-X. Done HCGE-XCGX,
¢e qui montre gue X n’est pas non-dense au point p.

Int (X) est Lensemble des points en lesquels X n’est pas loca-

Temend fromtidre; Tnt (X) est celui ot X n’est pas localement non-dense.
H

Soient, en effet, p e Int (X) et G un entourage ouvert de p.
TVinégalité ¢ It (X)=0 entraine 054G -Int (X)CGX, ce qui
prouve que X n’est pas fronticre au point p.

Tnversement, si p e 1—Int (X), lensemble G=1—1Int (X) est
un entourage ouvert de p tel que GX soit frontiére, car

La deuxitme partie de notre proposition résulte de la pre-
mitre en vertu de la proposition préeédente. '

Iensemble des points de X ot X est localement frontiére (non-
dense) cst un ensemble fronticre (mon-dense).

Tn particulier, si X est en chacun de ses poinis localement
frontidre (non-dense), X cst un ensemble frontiére (nom-dense).

On a, en effot, X—Int(X)CX—Int(X) et ce dernier en-
semble ¢lant d’aprés le N° IV un ensemble frontiere, Pensemble -
X—Tnt (X) Vest également.

De fagon analogue, X—Int (X)CX—Int (X) et, ce _c}_eg&gg
eusemblo ¢tant fermé et frontitre, donc non-dense, X —Int (X)
est non-densoe.

(hague sous-ensemble d'un ensemble non-dense étant non-
dense et la somme de deux ensembles non-denses T'étant égale-
ment, la famille des ensembles non-denses est héréditaire et a;dd::l—
tive. On peul done, dans les tormules (1)—(7) du §'7, V, substi-
tuer Int (X) & X* Il vient, en particulier:

(i) Int (X)--Int (¥)=Int (X+Y), %]Int (X,)CInt (g"jf,).

De la proposition § du N° VI nous déduisons que:

(i) O ctamt un ensemble owvert et X un msembl.e ﬁ’tmtzév\”e gnomi
dense) en un point p, XG Vest au point P relativement a (5%
pel) et X G Vest relativement & G (st ped).


pem


42 Chapitre X. Notions fondamentales, Calenl topologique,

En effet, il existe par hypothése un entourage I de p tel
que HX soit frontitre (non-dense). Done d’aprés VI, & (ol lon
substitue HX & X), HGX est frontitre (non-dense) relalivement & ¢
et HGX Vest relativement i @; do plus, len ensembles 101G ot 116G
sont des entourages de p relatifs & ¢ et & @ respectivement,

VIIL Domaines fermés?). Un ensemble X est dit un domaine
fermé lorsqu’il est fermé et n’est localement mon-dense en aucun
de ses points; autrement dit (voir NO'VII), loxsque X Int (.\), ou
encore, lorsque X -=1—1—X

X. .

Les domaines fermdg peuvent O&lre définis aussi comme los
fermetures des ensembles ouverts 2). Bn offet, la formule précédento
montre que chague domaine fermdé est la fermeture d’un ensemble
ouvert. Inversement, si G est ouvert el X - &, ¢ osl un sous-on-
semble ouvert de X. On a par conséquent GCInt (X)CX, d'oi

GCInt (XjCX =@, done X -Int (X).
Linelusion Tr (X)CInt (X) earactdrise les  domaines  fermes
parmi les ensembles fermds.
Lille est, en offeti, salisfaite si X ost ur
que Fr (X)CX. Inversement, si ¥r (X)C In

lomaine fermé, puis-
)y il vient

X =Fr(X) + Int (X) =Fr (X)- Tt (X) - Int (4.

8i X est un domaﬂw fermd, on a ¥r (X)=Tr (1-X) - Fr[Iot(X)].
Car Fr(X)=X -1—X =l—1—X. 12X . Fr (I X).

- La somme de deun domaines fermds est un domaine fermd.
Plus généralement: {D,} clant une famille de domaines fermd,,

Vensemble D D, est un domaine ferme.

. "
- Ce sont des conséquences de VIL (i).
. X diant un sous-ensemble &'un domaine fermé D ot P dlant un
point de D, la condition mécessaire et suffisante pour que X soit

frontiére (non-dense) aw point p, est que X le soit relativement & 1
en ce point.

*) Pour ce terme, ef. H. Lebesgue, Tund, Muth, 2 [

i » ef. H. s . i, 1921), p. 273, Pour
les théorémes, voir mes notes do Fund, Math,8 (1022). 1 ( § Pund, Mot
ony o . 8 (1022), pp, 1025 ot Tund, Matl, 5

%) L’engemble Int (X) étant un domaine formd, il en rvésulto quo

L

Int Int (X) =Tnt (X),

=

done que e

Cette identité implique que le nombre de
: pli no. 08 OIRE
A partir de X & I'aide des opérations X :

L X Lo,
mblos qui #obtionnont
ot 1—X ot lini (voir § 4, V),
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TIn effet, la condition est nécessaire, car on peut, dans VII (ii),
remplacer @ par D. Inversement, sl ¢ est ouvert et GX est fron-
tidre (non-dense) relativement & D, il l'est relativement & I'espace
tout entier, ce qui prouve que la condition est suffisante.

On voit ainsi que, dang les mémes hypothéses concernant X
et D, la propriété de X d'tre un ensemble frontiére, non-dense, un
domaine fermé, équivaut respectivement & la méme propricté relati-
visde par rapport & D, puisque la premitre (la deuxitme) propriété
signifiec que X eost en chacun de ses points localement frontiere
(non-denge) et la troisitme propriété signifie que X n’est non-dense
en aucun de ses poinds.

On en conclut aussi que la propridté &élre un domaine fermé
relatif est tramgitive, ¢. & d. que, si X est un domaine fermé par
rapport & ¥ et ¥ pax rapport & Z, X lest aussi par rapport & Z.

IX. Domaines ouverts, Un domaine ouvert est le complémen-
taire (’un domaine fermé?).

Los domaines ouverts peuvent étre caractérisés aussi par 1'éga-
1ité X .-Int (X). Bn effet, silon a X =Int (X) =1:_1:2_€, I’engem-
Dle X, comme complémentaire du domaine fermé 1— X, est un do-
maine ouvert. Inversement, si X est un domaine ouver et si l'on
pose D -1—X, il vient 1—1—X=1—1—1—D=1—D=1, puis-
que D est un domaine fermé.

On peut aussi définir les domaines ouverts comme ensem-
bles ouverls satisfaisant i linclusion Fr (X)CInt(1—X). Car
Fr (X) = Fr (1—X) et, pour due 1—X soit un domaine fermé,
il faut et il suffit que Fr (1—X)CInt (1—X). -

8i X st un domaine ouvert, on o Fr(X) =Fr(X)=Fr(1—X).

Car Fr (X)=X—X =X—Int (X) =X.1—X =Fr (X).
La somme de deux domaines fermés étant un domaine fermé,
on en conclut que le produit de deux dqmaines ouverts est un do-

maine ouvert. .

1) Pour une application intéressante do cet?;e notim} au probléme_ d% 1’11(;-
terprétation topologique du Caleul des propositions, voir A. Tarski, .unG.
Math, 81 (1088), p. 127, Pour des applications a I'Algébre de Boole, voir G
Birkhoft, Latlics Theory, Coll. Publ, 25, New Yok 1940, p. 103; M. H. Stong,
Trans, Amer. Math, Soc, 41 (1937), D. 378 ot Tund. Math. 29 (1937), p. 263.
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§ 9. Points d’accumulation.

1. Définitions, p cst un point &accumulation de UVensemble X
dorsque p € X—p. L'ensemble X' des points acemmulation de X
est dit U'ensemble dérivé de A

p est un point isold de X, lorsque p e XX ),

Exemples, Tout nombre téol est point d'accumulation do Pensemble de
$ous les nombres réols, Tout nombre naturel est isold duns Pansemble do loug
1es nombres naturels; le dérivé de cet ensemblo est vide, Llensemhle A des
pombres 1fn+1/m (n=1,2..., m=1,2,...) 4 pour ddrivé Penseamnble compond
-des nombres 1/n ot du nombre 0; son deuxidme dérivé (e, &, To ddrivd da déri-
v6) 8o conrpose du nombre 0 seul; son broisidme ddrive est vide,

Dans lo Chapitre 11, § 19, NOIV, nous étudicrons lew dérivés d'owdro
transfini,

II. Bquivalences, Pour que pe X', il faut el il suffit que lout
entourage B de p satisfasse & Vindgalitd XH—p -0,

Pour que p soit un point isold de X, i faut el 4l suffit qu'il
-existe un entourage B de p tel que XI --p,

Car, d’aprés le § 7, XL, la condition p e X—p wexprime par
Tinégalité (X—p) - E=40.

D’aprés la méme proposition, on peut remplacer le terme
.entourage par entourage ouvert,

Les termes ,linégalité XE—ps=£0¢ peuvent dlre remplacds
par la condition ,XE est infini*,

En effet, si # est un entourage de p tel que Pensemble XK
est fini, alors XF—p est fermé et lensemble A . K- (XHE-—p)
est un entourage de p tel que XA—p .0,

Ceci établi, on en conclut que la condition p e X' rovient
A dire: X n'est pas localement fini aw point p.

I1I. Caleul?). La propriété d’'dlre un cengemble fini éant
héréditaire et additive (§ 7, V), on peut appliguer & 'opération X°
les formules du § 7 concernant la localisation, Il vient, en pax-
ticulier:

1) Notiong dues & G Cantor, Math, Ann, 5 (1872), p. 120, Cantor
employait en outre los termes ,cohéronce® ot ,ndhdronce’ ]i(»lu' dduigner les
ensembles XX ot X— X vespectivement,

%) Des formules analogues concernant Vopéreation X X' (I cohdrenco
-de X) ont &6é ébablies par M. Zaryeki, Allgemeine Rigensohaften der Cunlors
~schen Kohdrenzen, Trang, Amer, Math, Soe, 80, p, 498, l
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1. (X)) XX 2. X'-YCx-y)' 3 X'Cx°
4. (I‘]X,,)‘C[LIX,,‘ 5. _.\;XQC(%]XJ‘ 6. X' =X~
7. XCY impligue X'CY". - :

On a, en outfre, la formule
8. Xe=X4X".

_Tin effet, sipeX et pmon-eX, on en tire X—p=X et
p e X—p; par conséquent pe X' Inversement, si peX', on a
pe X—pCX. |
Tin, vertu de Videntité évidente p'=:0, on conclut de 1 que
le ddérivé do chaquo ensemble {ini est vide et que

9. (X—p) =X (X +p),

¢. & d. quon n'altire pas le dérivé d’un ensemble en ajoutant & cet
ensemble, ou en lui enlevant, un nombre fini de points.

IV. Ensembles isolés. Un ensemble composé exclusivement
de points isolés est dit ensemble isolé.

Tout ensemble fini est igolé. Tout sous-ensemble d'un en-
gemDble isold est isolé.

I’onssmble X—X ' est isolé, car chaque point de X—X,
comme point igolé de X, est un point isolé de X—X

La condition pour que p soit un point isolé de l'espace s'ex-
prime par la formule p non-e T—p, qui exprime que le point p
constitue un ensomble ouvert, Pour que lespace soit isolé, il faut
et il suffit qu'on ait 1'-0, ou encore: que chague sous-ensemble
de ccb espace soit fermé.

V. Ensembles denses en soi. X est dit dense en soi, lorsque
X no contient aueun point isold, c. d d. lorsque X CX'1).

Si X ost fermé et dense en soi, X est dit parfait; cette con-
dition peut tre exprimée par Uégalité X=X ' (puisque la condi-
tion pour que X soit Lermdé yexprime (’apres ITL, 8 par l'inclusion
X CX), :

1y 64, CGantfior, Muth, Ann. 23 (1884), . 471.


pem


46 Chapitro I, Notions fondamentules. Caleul topologique,

1. 8i X et dense en soi, X cst parfuwil.

Car, par hypothése, XCX Y d'olt X '~ X |- X C X Caprds ITL, 8,
Tn appliquant IIT, 1 et 3, il vient (X)'-X X" X% X, done (X)* X,

9. La somme &'un nombre arbitraire d'ensembles denses on soi
est demse en soi (en vertu de la formule TXL B).

3. 8 Vespace est demse en soiy, chaque cnsemble owverl, wingi
que chaque ensemble dense, est demse en soi.

Posons, en effet, 1CL' ¢ dant ouvert, on a ¢ 1—I" ob
F'CF. 1 vient 1—FCl—F 'CL—F'C(L—I)" (",

Soit, d’autre part, X 1. Don¢ X X' 1L, d’olt X | B A A
comme X “'CX' et LCLY, on en tire 1CX" done XC A

4. 8i X est dense cb fronticre, Vespace est dense en sot,

Par hypothtse X - L-—X L. Soit p e X5 done L—XClep,
Aot 1-1—XCi=p ol par suile p el—p, done pel’ Afusi
XC1' Par raison de gymétrie, L—XCLY Done LCLY

B. Les ensembles Int [ (X)] eb X -Int [Fe (X)] sont denses en
801 quel que soit X

Selon § 8, VI, 1, Vensemble X.Int [Ifr (X)] est denge ol fron-
titre dans Int [Fr (X)]. Ce dernier est donce dense en soi d’apros 4,
Comme sous-ensemble dense d’un ensemble dense en soi, I'ensemble
X-Int [Fr (X)} est dense en soi selon 3.

Bxemple, T2ensemble € de Cantor (§ 1, VIII) el parfuit (e on mbma
temyps, non-dense) dans Iintervalle 01,

VI. Ensembles clairsemés. X est it clairsemd *) lorsque X ne
contient aucun ensemble denge en goi et non vide.

Tout ensemble igolé est clairsemd, Tout gous-engemble d'un
ensemble clairgsemé est clairsemd.

La fermeture d’un ensemble clairsemé (mémeo d’un ensemble isold) pout
ne pas &tre clairsemée, En offet, éerivons chaque nombre rationnel de intor-
vallo 01 sous la forme de fraction irréductible p/g; ensemble des points (p/g, 1/g)
du plan est isold, bien que sa formeture contienne Vintervallo 01 tout entier,

1. Dans un espace dense en soi, chaque ensemble clairsemd est-

‘non-dense. Son complémentaire est done dense en sod,

En effet, si X n'est pas non-dense, Vensemble @ -.-Int (X)
et un ensemble ouvert non vide. Il vient ¢ ¢XCEX, co qui
prouve que (X ‘est denso dang l'ensemble ¢, qui ~ comme on-

1) wQeparierie Menge” do &, Cantor, ibid,
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gemble ouverl — ost d’aprés V, 3, dense en soi. Selon la II-dme
partie de la méme proposition, GX est dense en soi. Done X n'est
pas clairsemd. D’aprés la propogition V, 3, le complémentaire d'un
engemble fronticre est dense en goi. ‘

Y. La somme de deux ensembles clairsemés est clairsemde.

Supposons, en effet, que X et ¥ soient clairsemés et que Z
8oit denge en soi et tel que 0s£ZCX-+Y. Done Z—ZXCY et,
Z étant dense en soi et ZX dant clairsemé, Z—ZX =40, De plus,
en vertu de la proposition 1 (en y posant 1=2Z2), I'ensemble Z—ZX
est dense en goi. ¥ ne peut done étre clairgemé.

3. Tout espace se compose de deww ensembles disjoints dont Vun?)
est parfait et Vautre clagrsemé (bien entendu, I'un ou l'autre peut
8tre vide).

Hoit, en offet, P la somme de tous les ensembles denses en
goi. Selon V, 2 ot 1, P et P sont denses en soi; done, chaque en-
gemble dense en soi étant sous-enremble de P, il vient PCP, ce
qui prouve que P est fermé. Comme feriné et dense en soi, P est
parfait. Bnfin, 1—P ne contient aucun ensemble dense en goi.

4. La frontiére d'un ensemble clairsemé est non-dense.

jomme sous-ensemble de Pensemble clairsemé X, I'ensemble
X.Int [Fr (X)] (qui est dense en soi en vertu de V, 5) est vide. Il
vient Int [Fr (X)]=0, puisque l'ensemble X-Int [Fr (X)] est dense
dapns Int [Fr(X)] (selon’§ 8, VI, 1). L'ensemble Fr (X) est done
un ensemble frontidre; comme il est aussi fermé, il est non-dense.

‘ecl Gtabli, on conclut de § 8, V qu'un ensemble clairsemé est
1o somme d'un ensemble owvert ¢t dun ensemble non-demse (ainsi
que la différence d’un ensemble fermé et d'un engemble non-dense);
s un ensemble clairsemd est um ensemble frontiére, il est mon-dense.

5. La condilion ndcessaire ¢t suffisante pour que X soit clair-
semé est que, pour tout ensemble parfait P, XP soit non-dense dans P 2).

Soit, en effet, X un ensemble clairsemé. D’aprés 1, si P est
parfait (ou, plus généralement, dense en soi) et si P est considéré

1) nommé noyau de Lespace. Dos rogles du caleul concernant le noyau,
analogues d colles do lo formoture, du dérivé ete., ont 6té Gtablies par M. Zaryeki,
Uvor den Kern einor Menge, Juhresber, d, D. Math, Ver. 39 (1930), p. 154.

8) (4, M. Préohot, Qualques propriéids des ensombles abstraits, Fund. Mat‘.h.. 10
(1927), p. 330, Voir aussi A, D enjoy, Journ, de Math, 1916, od cette condition
st adinise commo délinition des ensembles clairsemés.
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comme espace initial, Iensemble APy cst pon-dense. La condition
est donc nécessaire.

Pour prouver qu'elle est suffisante, admetions que X ne soil
pas clairsemé. Soit D un ensemble dense en soi et non vide, cons
tenu dans X. Posons P --D. Sila condition du théordme exl sup-
posée satisfaite, XD est non-dense dans D. Done (§8, VI, 4), XD cst
non-denge dans D, ce qui est impossible, car XD D £,

Remarquons finalement que dans Uénone¢ § le texme parfait
peut &étre remplacé par dense en 805,

§ 10. Ensembles de premiére cutégorle.'

1. Détinition. Un ensemble est dit de premicre caldgorie lorsqu'il
est somme d'une swite dénombrable & enxembles non-denses 1),

Tzemples. Dans Uensemblo des nombres véels, Pensemble des nombres
rationnels et Gvidemment do I.o catégovie. Cependant Vensenibly des vome

bres irrationnels ne est pas: cela résulte du fait quo Pespace & des nombres

réols n'est pas de I-e catégorie (par rapport & soi-mbma),

(2]
(e dernier énoneé?) peut dfre établi comme suit: soit Q== \IN" WL Bl
nes

senoble de I-e catégorie (N non-dense). Lensembls Ny Gtant non-dense, il exisle
un intervalle fermé Iy tel quoe I+ ;= 0. Procédons par induction: dbant donnde
une suite finie d’intervalles, chacun, embolité dans lo précddents 117D D Inw1,
goit I, un intervallo tel que Von ait Tn(CIp—1 6b Tn+ Nn= 0 (un intervalle do co
genre existe selon § 8, II, puisquo Np cst non-dense), Draprds wn Ahdordmo
classique &’ Ascoli, il existe un point commun & tous leg Tn, mow1, 2,005 co point
n’appartient done pas & @ et par suite &+ Q.

La notion d’ensemble de T-ro eatégoric intervient fréquermment dans la
théorie des fonctions; citons commoe excnplo lo théordme suivant (voir § 27, X):
Stant donnée une suite convergento de fonctions conbinues {fa(w)}, les points
de discontinuité de la fonetion f(®) == lim fu(x) constituent un ensemble do I-o
catégorie. e

Dans de nombreux probldmes de Topologie, lo rble do 1a notion d’ensemble
de I-e catégorie est analogue & celui d’ensemblo de mesure 0 duns la thdorie
de la mesure (ensembles ,négligeables®).

1) Notion introduite par R. Baire, Ann, di Mat. (8) 3 (1889), p. 05,
M. A, Denjoy emploic lo termo ,gerbé* pour les onsembles do I-e catdgorie ob
le texm.o ,rdsiduel pour leurs complémentinires, Voir Journ, de Math, (7), 1 (1916),
p. 123—35.

) Cest un cas particulier du théordme de Baire (veir plus loiu Chap, 111,

§ 80, IV).
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I1 ost remnrquable que la famille des sous-ensembles de I-e catégorie
de Uintervalle est — on admettant Phypothése du continu — équ.ivalenté 21.1;
gons de la Théorie des ensembles & la famille des sous-ensembles de mesure 0:
c. & d. qu'il existo une transformation binnivoque de Pintervalle en lui-mém(:
qui dtablit une correspondance biunivoque entre les éléments de ces deux familles 1):

IL. Propriétés. La famille des ensembles de I-e catégorie
est hdrdditaire ot additive (méme au sens dénombrable), c¢. & d. que
chaque sous-ensemble d'un ensemble de I-e catégorie est de T-e
catdgorie ot que la somme d’une infinité dénombrable d’ensembles
de I-o catégorie est encore de I-e catégorie,

Tout ensemble frontitre Fo est de I-e catégorie.

N . o

Lin effet, i 'onsemble X:xsé\]llf‘n est un ensemble frontiére,

. n=s .
chacun des ensembles, #, Pest également; comme ensemble fron-
titre el formd, ¥, est non-dense,

Lout ensemble de I-e catégoric est contenu dans un ensemble
Xy de I-¢ catégorie.

n=l n=s=l

dense, N, l'est également (voir § 8, I).

IXL. Théoréme sur I'additivité. {X,} dtant une famille (de
puissance arbilraire) d'ensembles ouverts relativement & la somme
8 :~7_\_,‘ X, st chaque X, est un ensemble de I-e catégorie, S Tes
dgalement %),

Noit, on effel, G, 0y, ...,Gq,... une suite (transfinie) bien
ordonnée d’ensembles ouverts non vides et disjoints, assujettie
aux deux conditions: 1° 8G, est de I-e catégorie, 2° la suite est
saturée, ¢. b d. quil n’existe aucun ensemble G ouvert, non 'vide;
digjoint de tous les termes de la suite considérée et tel que S& soit
de I-e catégorie. ‘

1) W, Sierpinski, Sur la dualité enire la premidre catégorie et la mesure
nulle, Tund, Math, 22 (1934), p. 276 et Hypothése du continu, Monografie Mate-
matyczne, 6. 4 (1034), p, 77. :

Dans lo mdme ordre d'idées, voir E. Szpilrajn-Marczowski, On the
equivalence of some olasses of sebs, Fund, Math, 30 (1938), p. 285 et J. C. Oxtoby
ot B, M, Ulnm, On the equivalence of any set of first category to a set of measure
goro, Fund, Math, 81 (1938), p. 201,

9 8, Bunach, Théoréme sur les ensembles de premiére catégorie, Fund.
Math, 18 (1030), p. 3056,

C. Kuralowski, Topologle 1. 4
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On a évidemment § ==Y Sy (8= 3 Gu).
. [/ 4
Te théoréme sera démontré, lorsque nous Gurons prouvé que:
1. Y 8G, est de I-e catégorie, 9, 8=, osl non-dense.
1

142

1) L’ensemble 8G. étant pax hypothése de I-¢ calégorie, on
o SGu=Nt+Nit.od-Nu-t.y ol los ensembles Ny (n-1,2,..)
cont non-denses. Posons Nn=XNi+Na+t ..t Nul.. DPar con-
séquent ) SGe =Ny ANo-t oo b Npt ee

1 s’ggit‘, de prouver que N, est non-dense. Or, les ensem-
bles G, étant disjoints, linclugion NuCe entraine Ny-Gp =0
pour tout fska. Done Nj= NE. Gy w%‘ N& Gpoe Ny Gy co qui
prouve que Uensemble N} est ouvert dans Nu. Iin appliquant e
théoreme du § 8, LII, d’apreés lequel la somme d’engembles otvoerts
dans elle et mon-denses est elle-méme non-dense, on conelut que
Tengemble N, est non-dense.

2) Pour montrer que S— Y G est non-dense, il guflit  de

[42

prouver que 1~§G;, est non-dense, done, ce dernier ensemble
«
tant fermé, que 1— Y G, est un ensemble frontidre,

Supposons, par c(;ontre, que H soit un ensemble ouvert tel
que 0zHC1—) Go D’aprés la définition de la suite {Ge}, Len-
semble SH n’es‘: pas de I-e catégorie. Soit X, un _ensemble tel
que HX,50. Considérons I'ensemble ouvert ¢ --II -

Or, 8G est de I-e catégorie, car X, étant ouvert dans 8, on
a X,=8—8—X,, done 8G=8H—8—X, ~HX,CX,. D'autre part,
G40, car, comme nous venons de prouver, 0= HX,CG. Tinfin,
G-G,==0, quel que soit a, puisque GCHCL— 3 Ge.

3

«
On parvient ainsi & une contradiction avec 1o ddéfinition. de
la suite {Ga}.

IV. Relativisation. 1. Si X est de I.e catégorie relativement
a B, X lest également relativement & chaque sur-ensemble de K.

9. 8i X est de I-e catégorie relativement & H, XE est de
I-e catégorie relativement & .

3. @ 6tant un ensemble ouvert, si X est de L-o caldgorie,
X6 Tost relativement d @ et X @ relativement & @

Ces trois propositions sont des conséquences immédiates des
propositions § &, VI, 2, 4 et 5.

cm

1§ 10, V] Ensombles de I-e catégorie, 51
V. Localisation, Par définition, X est de I-e catégorie dans
um point p, lorsquil existe un entourage @ de p tel que 1’ensemble
X@G est de I-e calégorie.
L’oowmzblq des points ol X n'est pas de I-e catégorie (points
ol X est de ,,deuxiéme catégorie) sera désigné par D(X).
‘ m famille des ensembles de I-e catégorie étant héréditaire et
-additive, on peut substituer D(X) & X* dans le § 7,V. On en
conclut d’abord que, dans la définition précédente, le terme en-

dourage peut ttre remplacé par entourage ouvert. Puis, on a les rela-
tions suivantes:

1. DX A4Y) =DX) - DY) 9. D(X)—D(Y)CD(X—Y)
8. (]| X)C[[D(X) 4. SDX)CDS XN

5. XCY  impligue D(X)CD(X)
6. 8t G est ouvert, G- D(X)=G D(GX).

D’aprés le théordme du NOITL, si X est en chacun de ses points
de I-¢ catdgorie, X est un ensemble de I-¢ catégorie. En etfet, par
hypothése, chague point p de X appartient & un ensemble ouvert Gy
tel que X .G, est de I-e catégorie. X est done somme d’ensembles
ouverts dang X qui sont de I-e catégorie et d’aprés le théoréme
précité, X est lui-méme de I-e catégorie ). On parvient ainsi & 1'é-
quivalence: :

7. {X est de I-¢ catégorie} = {X .D(X) =0} = {D(X)=0}.

Car I'égalité D(X)=0 entraine X.D(X)=0 et celle-ci impli-
que, comme nous venons de voir, que X est de I-e catégorie. In-
versement, il est évident que si X est de I-e catégorie, on a D(X)=0.

De 14 nous concluong que

8. D[X~—D(X)]=0,

1) I26galité peut ne pas avoir lieuw: soit par ex. dans lintervalle 0.<2<1,
X Uintervalle 1/n<iz<<l, Comp. toutefois 13, p. 52,

%) Cotte proposition se laisse établir d'une fagon plus directo (sans avoir
rocours au théor. du N IIT), lorsqu’on suppose que l'espace admet une base dé-
nomhrable composée A’ensembles ouverts By, Ry,..., ¢. & d. que chaque ensem-
blo ouvert #ohtient par La véunion d'un certain nombre des En (nous ferons cette
hypothdse wu Chap., I1, § 17). lin offet, dons cotte liypothdse, Uensemble ouvert Gp
potrt dro vomplacd par un Rngy ob, X+ B étant de L-e catégorie, il en est de
méme de la somme dénombrable %{X-Rn(p)-::X.

pe
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c. & d. que les points de X o X est de I-e catégorie conslituent w
ensemble de I-e catégorie. Hn effet, selon 5, on a D[X—D{X) |CD(X),
done [X—D(X)] .I)[X—-—.'I)(XHCZ'[X—-I)(X)] D)0, ol la
formule 8 en raison de 7. ,

La formule 8, rapprochée de 2, auanil Ot

implique que

D(X)—D[D(X)]=0, donc que D(X)CDLD(X)]: I inclusion inverse.

étant vraie selon § 7, V, (2), on en tire:
9. DID(X)]=D(X).

Trensemble des points ol X n'est pas non-dense ¢tant égal
(selon § 8, VII) & Int (X), il vient:
10. D(X)CInt (X)CX.
Tn tenant compte du fait que D(X) est fermdé (§ 7, V), on
déduit de 10 la double inclusion DLD(X)ICInt [D(X)]CD(X), doi
en vertu de 9: '

11. D(X) = Int [D(XY],

ce qui prouve que D(X) est un domaine fermé (§ 8, VITL). Aingt
D(X)=£0 implique que X n'est de I-e catdgorie en aucun point de
Uensemble ouvert mon vide Int [D(X)].

12. 8i D(X)=0, on 4 D(X+T):=D(X) = ID(X—Y),

¢. & d. que X reste de T-e catdgorie au point p, si on y ajoute ow
en enléve un ensemble de points de I-e calégorio, Celbe propo-
gition est une conséquence immédiate des formules 1, 2 el b,

13. L'ensemble D(3 Xn)—S.;’D(X,.) est non-dense.

n==1 ===l

Il s'agit de prouver que, @ 6Gtant un ensemble

B-D(3 X,)—3 D(X,)~0 et HCG.

6GX,CX,—D(X,), done G- EiX"CEl[X,,mD(.L\T,,)], de sorte que
nes: Tl
G‘-RZ,;X,, est gelon 8 de I-e catégorie. Par conségquent D(G- ﬁx,,),xso,,
= =1
®

ce qui implique en vertu de 6 que @ D( zix,.) == e, en posant
H =@, on obtient I'égalité demandée. "~

ouvert.
non vide, il existe un ensemble ouvert non wvide H tel que
o ,

icm
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Supposons done quil existe un a tel que G .D(X,)s40. Po-
gons H- G- Int[D(X,)]. D’'aprés 11, on a H=%0 (voir § 5, III)
ot comme [TCD(X,), I satisfait d 1’égalité demandée.

YI. Formules de décomposition:
14. X [ X—D(X)]+ X -D(X),

X =X T [ X X=D(X)] =
= XTIt [D(X)]--X - Int [D(X)].

15,

fog formules représentent une décomposition de X en deux
parties disjointes dont la premidre est de I-e catégorie et la deu-
xitme n’est de I-0 catégorie on aucun de ses points; en outre, dans
1a formule 14, le premier sommande est ouvert relativement & X
el dang 1o formule 15 i1 est fermé.

Iin effet, dapres la formule 8, l'ensemble X—D(X) est
de T-o cabégorie, done d’aprés 12: D[X - D(X)] = D(X), d’onr
X - D(X)CD(X) DX -D(X)], ce qui prouve que 1’ensemble X - D(X)
n'est do X-e catégorie en auncun de ses points.

D'autre part, Pensemble X-X—D(X) est de I-e catégorie,
comme somme do deux  engembles: X - D(X) - X—D(X) et
[X—D(X)}- X —~D(X), dont le premier est non-dense, en tant que
goug-ensemble de Pensemble non-dense D(X)-1— D(X)=Fr [D(X)},
et lo deuxidme est de I-e catégorie, en tant que sous-ensemble
de Pensemble X -~D(X) (c¢f. § 8, V et 8).

I’ensemble X-X— D(X) étant de I-e catégorie, on conelub
de 12 que D[X—X—D(X)]=D(X) et il vient:

.ce qui prouve que l'ensemble X—X—D(X) n’est de I-e catégorie
en aucun de ges points.
18, Dans un espuce dense on soi chague ensemble Z de puissance Ry qui n’esk

pas de I-e oatdgorie se compose d'une famille indénombrable d’ensembles drsjoints
dont aucun n'ewt do I-e catégoriet),

1 Phéordme de M, 8. Ulem, Uber' gewisse Zorlegungen von Mengen, Fund,

Math, 20 (1933), p. 222,
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En effet, Qapres un théordme de la Théorie générale des ensembles ).,
8 7 st un ensemble de puissance ¥, ob N o8l une fam ille de sous-ensembles de %
telle que, pour chaque suile Aty A9y eees iy ooe diensembles apparienant N, le diffé.

rence Z —-—_i’o/l n o8t indénombrable, 4l exisle wne infinité inddnombrable de sous-
n=1
ensembles de Z disjoints et n’apparlenant pas & N.

Dégignons done par N la famille des sous-ensenthles de 7 de T-e eatdgo-
rie. Chaque point individuel étant un ensemble do T-o eatégorie (puikguo Pespueo
est dense en soi); on conclut du théordma préeédent qu'il exisbe une infinité:
indénombrable de sous-ensembles de Z, dm_l()lntn ef dont aveun West do Tee

1

catégorio. En augmentant Pun de ces gous-ensenbles do tour les points de 7
qui n'appartiennent pas aux aubres, on obtient lu déeomposition  demanddo,

Ajoutons sans démonstration le théordme suivant:

17. Ohaque ensemble 7 contena dany Vindervalle &, qui w'est do T-0 culd-
goﬁe en aucun point de I contient deuw ensembles disjoinls qui joutsnent de lo mbme
propridtd 2). Plus oncore: on prouve (il en sontient wie infindld inddnombrable,.
gl Pon admet Phypothdse du continud),

§ 11. Propriété de Baire.

I. Définition. X jouit de la propridd de Baire (aw sens lavge),.
en symbole: X ¢ B, lorsque X est de la forme

X oGP R

ot @ est ouvert et P et R sont des ensembles de I-¢ calégorie4),

Tes engembles que Pon rencontre .pratiquemens® joulssent toujours do
la propriété de Baire; d'ailleus, il en exisbent qui ne la possddent pas, voir
NOIVa. Le role de la propriété de Baire en Topologio est analogue & eolui do
la mesurabilité (QCensembles ou de fouctions) en Aualyse., Nous reviendrons
sur ces questions au Chap.I1II, § 30.

Dans la définition précédente, Vensemble ouvert ¢ peut &tre
remplacé par Vensemble fermé F.
1) Théoréme de M. 8. Ulam, Fund. Math. 18 (1930), p. 145. Ce théo-

réme a ¢66 géndralisd plus tard par M. Sierpinski & fous les alefs inféricurs
av premier alef ,inaccessible”, co qui permet de géndraliser ’uno fagon ana-

Jogue le théoréme du texte; voir W. Hierpifiaki, Fund. Math. 20 (1083), p. 214..

?) Théordme de M. N. Lusin. Voir 'W. Sicrpituki, Hypothdse dw con-
tinw, p. 172,
) W. Sierpinski, ibid., p. 115,

1) Cotte notion se rattache & In Thase de R, Baire, Ann, di mat, (8)
3 (1899). Lebesgue appelait les ensembles do co genve uensembles Z%; voir

Jowrn. de math. s. 6, vol. 1, p. 186,

icm
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Yin citet, i =GP+ R et si Pon pose F=G et Py=P+(G—@),
il vient X - F—Pi--R, ol F est fermé et P, et B sont de I-e
catégorie, puisque Vensemble G—G est non-dense, comme fron-
tiere d’un ensemble ouvert (voir § 8, V).

Inversement, si X -~ F—P+ R, on pose @G=1Int(F) et
Ry = B - 1Int (F)—P + K et il vient X=G—P-+R, ol R, est
de I-¢ catégorie, puisque Densemble F—Int (F)=F.-1—F est
non-dense, comme frontiére d’un ensemble fermé.

I1. Généralités. Evidemment, chaque ensemble de I-e caté-
gorie, ainsi gue chague ensemble owvert et chaque ensemble fermé,
jouit de la propriété de Baire. I en est de méme de chaque somme
dun ensemble ouvert et dun ensemble non-dense, done (voir §8, V)
de chaque ensemble ayant lo frontiére non-dense. Chaque ensemble
cladrsemd dtant un ensemble de ce genre (§9, VI, 4), les ensembles
clairsemds jouissent aussi de la propriété de Baire.

III. Opérations. 1. Si BeB, on a (1—B) e B.
Car Thypothése Bs==@G—P-4 R entraine

1B = (1~ G+ P)=-R = (1L—&)— R+ (P—R)

ot, Vensemble 1—@ étant feamé et Pensemble P—R étant de I-¢
catégorie, il résulte du N° I que (1--B)e B.

2. 8i Bye B pour n=1,2,..., on a (3 B,) eB.
1

n==
Pogong, conformément & la définition: Bj,- =@G,~-P +Rn.
En tenant compte de identité

E B, ’"““—;\: G~ ( V (Tn"",:? Bn)+ (E Bn"’Z Gn)’
n n n n n

il suffit de prouver que (_5_,‘ G~ \’B et Z‘B ~--V’(”\ sont de

mcluslons

n
I-e catdégorie. Or, cela résulte des

.}41 Gn """"" V Bn C \1 ((Tn"— B ) = V [Gn

n
C\ ’Gn“‘" (G ——P,,)]C va
...\_11 Bn \1 Gu C > (-")n - Gn)' V (I‘)n - Gn) V R"

(e
3. 80 ByelB, on a (HI,B,,)e B
]
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Clest une conséquence directe des deux propositions préeé-
dentes (en vertu de la regle de de Morgan, §1,V).

4. Chaque ensemble borelien jowdt de la proprictd de Bairel),

La famille B satisfait, en effet, aux trois conditions suivantes:
10 elle contient tous les engembles fermés, 29 clle contient les
complémentaires des ensembles gui lui apparticunent, 3% clle con-
tient les produits dénombrables des engembles qui Tui appartien-
nent. Or, la famille des ensembles boreliens ¢tant lo plus petite
famille assujettio & ces trois conditions (§5, VI), elle constitue une
partie de la famille B, c. g. £ d.

IV. Equivalenees 2). Chacune des conditions swivwntes csh me-
cessaire ot suffisamte pour que X jouisse de la propridid de Buwire:

1. Il emiste un ensemble de I-¢ catdgoric P leb que X - I el
fermé et ouvert relativement & 1—P;

2. X est'la somme dun ensemble Gy et dun ensemdle de
I-e catégorie;

3. X esl la différence @unm ensemble Ky el dun ensemble de
I-e catégorie;

4. I'ensemble D(X)-D(1—X) cst non-dense; aulvement dif,
dams chaque ensemble ouvert (s:0) 41 cwiste wn point ol soil X, soil
1—X est de I-¢ catégorie™);

5. Densemble D(X)—X est de I-e catégorie.

Supposons, en effet, que X e B. On a alors, ’upres NO I

_ZY St G'—“I")l"[" P2 . 1’1"““’“1)3 "l'“ 'l)'ﬂ

oli @ est ouvert, F fermé et P, de l-¢ catégorie. S8i 'on pose
P=P,+P,+ P+ P,, il vient X—P: G~-P - F—1, ce qui prouve
que X—P est simultanément ouvert ot fexmé dany 1—1°

1) Théordme de H. Lebesgue, L e¢it. p. 187. Lo thiéordme inverse n’est
pas vrai; voir plus loin § 35.

2) Of, W. Sierpinski, Sur Pinvariance topologique de lo propridld de Baire,
Fund, Math. 4 (1928), p. 319 et La propridid de Baive des [onetions el de lewra dnagos,
ibid. 11 (1028), p. 308, E. Szpilrajn-Marezawski, O mierzalnoged @ warunku
Baird'a, C. R, du I Congrés des Math, des Lays Sluves, Vaursovia 1020, p. 200
ot ma note Sur la propridid de Baire dans los espaoes mélrigues, Tund, Math. 18
{1930), p. 390.

) (et bien eette condition qui a &6 admire primitivement cormma A6
nition de la propriété de Buire.

icm
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Ceel établi, posong X—P #G‘-(l—«l’). Soit - (conformément

4 § 10, II) 12 un engemble Fy de I-e catégorie qui contient P. On a

X~ X—Rt X - X—P—R+ XR= G—P—R+ XR = —R-+ XR.

L’engemble G-I étant un Gy et XR étant de I-e catégorie,
X ge trouve décomposé en un Gy et un ensemble de I-e catégorie.

S8i XeB, 1—X cst également un engemble de la famille B
(selon NY 11T, 1); on en conelat que 1—X =M+ N, olt M est un G
et NV est de J-e catégorie; il vient X ==(1—M)—N, ce qui prouve
que X est différence d'un F, et d’un ensemble de I-e catégorie.

Inversement, chague Iy, chaque G5 et chaque ensemble de I-e
eatiégorie ¢tant un engemble de la famille B, on en conclut (en vertu
de NY LLY) gue Jew conditions 2 et 3 sont suffisantes.

1T est ainsi établi que chacuone des conditions 1,2, 3 est né-
cessaire o6 suffisante. Pour prouver que les deux autres le sont
également, supposons que X eB ¢t posons, conformément & Ia
définition, X d—P+R. 11 vient 1—X =(1—@)—R+(P—R).

Or, on n’altére pas lensemble D(E), en ajoutant & E
ou en lui enlevant un ensemble de I-e catégorie (voir § 10,
V, 12). Par congéguent D(X)-=D(G) et D(1—X)=D(1—@).

Comme D(HCE et D(A—-ECI—EG (§10, V, 10), il vient
D(X) D(1~X)C G T=-G - G— G ct, Vensemble G—G étant non-
denge, il en résulte que D(X) - D(1—X) Yest également.

Tlengemble D(X)—X est done de I-e catégorie, car on a

D(X)—X - [D(X)—X]-D(1—X)+[D(X)—X—D(1—X)]C

CD(X)- D(1—X)+[1—X)—D{1—X)],
ott D(X)-D(1—X) est non-dense par hypothése et (1—X)—D(1—X)
est de I-¢ catégorie selon §10, V, 8.
Tnfin, si Pon suppose que lensemble D(X)—X est de I-e
catbgorie, on a X e en vertu de Videntité

X - D(X)—[D(X)~X]+ [X—D(X)],

oll D(X) est tormé b Jes cngembles [D(X)—X] et [X—D(X)] sont

Jo Leo eatdgorie, ,
Le théordme se trouve aingi complétenent démontré:
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Corollaire 1. Chaque ensemble X est contenw dans un ensemble 7

qui est un Xy tel que la condition XCBe B entratne que Z---B esl

de I-¢ catégorie?).

En effet, lensemble X—D(X) étant de I-¢ et tagorie (selon §10,
V, 8), il existe un F, de I-e catégoric W tel que X—D(A)CW.
Par congéquent, Pensemble Z =W4-D(X) ext un L, contenant A

De plug, si XCB, il gen suit (§ 10, V, §) que DX)CTD(B), dolu

Z— B =W—B -+ [D(X)—BICW -+ [D(B)~1]

et, engemble D(B)—B étant de I-e catégorie en vertu du théordme.
préeédent, on conclut gue Z—B Vest également.

Corollaire 2. §i un ensemble X jowissant de lu propridid de Baire
nlest de I-e catégoric en aucun point de Pespace, Pensemble 1.-X
est de I-e catégorie; s'il mlest de I-¢ catdgoric en aucun de ses points,
il contient un point ot 1-—2X est de L-¢ catdégoric (pourow que X=£0),

En effet, Phypothése 1= D(X) implique selon In condition 4,

que D(1—X) est non-dense. D’autre part, selon §10, V, 11
cest un domaine fexmé. Ces deux propriétés impliquent que
D(1—X)=0, donc (§10, V, 7) que 1—X est de L-¢ catégorie.

D’autre part, si XCD(X), on ne peut pas avoir ACH(1--X),
car Lengemble X serait alors non-dense {(d’apris 4), contrairement
4 I'hypothése.

Corollaire 3. X dtant un ensemble & propridé de Dwire, la con-
dition XY =0 entraine Iut [D(X)]-Int [D(Y)] 0.

En effet, Végalité XV =0 entratne (§ 10, 'V, 5): D(Y)CD(1-—X),
d’olt D(X)-D(Y)CD(X)-D(1—2X), ¢e qui implique d’aprés 4 que
Yengemble D(X)-D(Y) est non-denge. Tl vient Int [D(X)-D(Y)] -0,
d’ol Videntité demandée (selon § 6, L1 (1)).

IVa. Théoréme d’existence. Hn tenant compte de NO IV, d,

nous allons établir Pewistence des ensembles dépourvus de la propridié
de Baire dans Vespace & des nombres réels.

Décomposons, & c¢e but, engemble & en sous-cnsembles dig-
joints, en rangeant dang un méme goug-engemble deux nombrey
lorsque leur différence est rationnelle. En vertu de Paxiome du choix,
il existe un ensemble ¥, qui conticnt un et un seul dlément de chacun

1) Théoréme de M. K. Szpilraju-Marezewski, L eit, p. 200,

icm
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de ces sous-ensembles. Nous allons prouver que ¥, ne posséde pas
la propriété de Baire 1).

Soit 7y Tgy.eyny... la suite des nombres rationnels (==0). Dé-

'signons par V, Pensemble qui s’obtient de ¥V, par la translation

& . A *®
Y =1 On voit aussitét que &= V,. En outre, Vo V=0

n=0
(pour n==0), car en cas contraire il existerait dans V, un nombre y
de la forme -7, olt eV, Mais on aurait alors y—a =r,, tandis.
que par définition Vy ne contient aucun couple d’éléments dont
la différence soit rationnelle. v

I’espace & n’étant pas de I-e catégorie sur lui-méme (§ 10, I),
on en conclut gqu'un des ensembles V, n’est nonplus de I-e caté-
gorie. 11 en rdgulte que Vi, n'est pas de I-e catégorie, car V, s’obte-
nant de V, par translation, ces ensembles sont de la méme catégorie..
I1 existe, par conséquent, un intervalle ab tel que V, n'est de I-e
catégorie en aucun point de cet intervalle (§ 10, V, 11).

Or, supposons, par impossible, que V, jouisse de la propriété
de Baire. D’aprés la condition 4, ab contient un sous-intervalle
cd (a<<e<<d<<b) tel que 'ensemble ed— 7V, est de I-e catégorie.
Soit 7, un nombre rationnel tel que 0<r,<c—a.

La condition V- V,=-0 implique que V, cdCed—V, L’en-
semble V,-cd est done de I-e catégorie et il en est de méme de la
partic de V, contenue dans Vintervalle ¢—r, d—r, (puisqu’elle
gobtient de V,-cd par une translation). Mais cela contredit Phypo-
thése que V, n’est de I-e catégorie en aucun point de ab.

Iemarques. 1) Chague ensemble de puissance %, dépourvu de le
propriété de Baire, contient une famille indérombrable de sous-en-
sembles disjoints dcpourvus de celte proprieté.

Pour ’en convaincre, on substitue & N dans le théoréme de
M. Ulam (§ 10, VI, p. 54) la famille des sous-ensembles de Z jouissant.
de la propriété de Baive. ’

1) (Pest la construction qui a servi & G. Vitali (Sul problema della misura
dei gruppd di punti di una rette, Bologna 1905) pour démontrer Pexistence des:
ensenshles non mesurables au sens de Lebesgue.

Une démonsbration de Uexistence des ensembles dépourvus de la propriété:
do Baire o &6 donnde aussi par H. Lobesgue, Oontributions & Vétude des cor-
rospondances de M. Zermelo, Bull. Soc. Math. de France 35 (1907), pp. 202—212.
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2) La démonstration de Pexistence des ensembles dépourvus
de la propriété de Baire dans Pespace & est mon-cffective, o, i d,
quelle ne donne aucun moyen de nommer un ensemble individucl
de ce genre. Le probléme d’en donner une démonstration effective
reste ouvert?').

Tl en est de méme du probléme de Texistence des enscembles
non mesurables au sens de lebesgue.

Y. Relativisation. 1. La propridid de Baire est transitive, ¢, i d.
que X jouissant de la propriété de Baire relativement i H, la con-
dition T ¢ B entraine X ¢ B.

On a, en cffet, X U--P ont U est un Gy relativement & K
et P est un engemble de I-¢ eatégorie relativement i K. Tar
conséquent U -V H, ott V esh un Gy (voir §5, V). Comme pro-
duit de deux ensembles appartenant & B3, Pengemble U appartient
également & B. Iniin, P dtant de L-e catégorie, on en conclub
que Pengemble X = U--P appartient & B.

9. §i X jouit de lo propridié de Baire relativement & I, X1
jouit de cette propridid relativement & E.

Car on a X =G—P-+R, ol G cst ouvert dang B et P et B
sont de I-e catégorie dans B. Bn multipliant par H, il vient
X =GE—PE-+RE. Liensemble GE ¢tant ouvert dang B ob les
engembles PE et RE dtant (selon §10, IV, 2) de T-¢ eatdgorie
dans B, notre proposition se trouve démontrée.

VI. Propriété de Baire au sems restreint. X jouit de lo pro-
pridté de Baire au sems restreint, en symhbole: X e BB,y lorsque quel
que soit E, Pensemble XF jouit de la propriété de Baire relative-
ment a H.

Nous allons prouver que, dans cette définition, le domaine
de variahilité de B peut étre restreint & celui des engembles par-
faits.

En cffet, B étant un ensemble arbitvaive, soit B =4 -0 la
décomposition de E en un engemble parfait et un ensemble clair-
semé (voir §9, VI, 3). 1 vient X F -Xd4-- X0, Par hypothose,
XA jouit de Ia proprié¢té de Baire relativement i A, done selon

1) Ce probléme a &té posd par R. Baire. Voir & ce sujet uno indieation
do H. Lebesgue daus son Mémoire du Journ, do Math. s 6, 1, p. 186,
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N°V, 1 relativement & Z. L’engemble XC étant clairsemé, il jouit:
augsi de la propriété de Baire relativement & F (voir N© II). Il en
est done de méme de leur somme XA+ XC=X-F. On en con-
clut en vertu de N°V, 2 que XZ jouit de la propriété de Baire rela-
tivement o H, ¢. q. £, d.

Ceel ¢tabli, on voit que le domaine de variabilité de E peut
étre défini aussi comme celui des ensembles fermes.

La relativisation des théorémes des NONO précédents donne
des énoneds concernant la famille B,. En particulier, si X est un
ensemble borelien, X est un ensemble borelien relativement 5 B
(voir § b, VI) et jouit par conséquen§ de la propriété de Baire rela-
tivement & K, de sorte qu’on a alors X ¢ B,. D’une facon analogue,,
chaque ensemble clairsemé appartient 4 B,

Le théoréme du NOIV implique que la condition nécessaire et
suffisante pour que X e B, est que chaque ensemble % fermé dans X
soit une somme d’un ensemble borelien et dun ensemble de I-e ca-
tdgorie dans Z7).

Ilimportance de cette condition tient au fait que, dans les espaces ou la
notion d’ensemble borelien est un invariant topologique, p. ex. dans les espaccs
métriques complety, elle implique directement l'invariance topologique de la
propriété de Baire au sens restreint (voir § 31).

Dansg les espaces métriques le terme borelien peut &tre remplacé par Gs.

Tn effet, X-Z ayant la propriété de Baire relativement i Z,
on a Z«X-Z-=M+P, o M est un ensemble @, relativement
& Z et P cst un engemble de I-e catégorie dans Z. Comme pro-
duit d'un G5 et de Pensemble fermé Z, Pemsemble M est done
borelien; comme ensemble de I-e catégorie dans Z, Iensemble P
est aussi de I-e catégorie dans Z (§ 10, IV, 2).

Supposons & présent que la condition du théoréme soit satis-
faite. Tl s’agit de prouver que X e B,, autrement dit que, F étant:
un ensemble fermé arbitraire, XF jouit de la propriété de Baire
relativement 4 F. Or, par hypothése XF =M+ P, ot M est un
ensemble borelien (relativement i Pespace) et P est de I-e caté-
gorie dans XF. Par conséquent M est borelien relativement & F*
et P et de I-e catégorie relativement & F (§10, TV, 1). Llen-
gemble X jouit donc de la propriété de Baire relativement & F.

1) Théordme de M. Sierpifiski, Sur Pinvariance topologique de la pro-
pridté de Baire, Fund. Math. 4 (1923), p. 319.
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VII. Opération (HA). La propricid de Baire est wn invariant
de Vopération (A)*).
Soit, en effet,
) X 3 T X g1 gy
5 n=1

Tes ensembles Xy jouissant de la propri¢té de Baire (:pour les
notations et les propriétés de I'opération (A) voir §1, VI).

Le systéme des ensembles Xy ;. Doub étre supposé ,régu-
Ler”, car, le produit dun nombre fini d’ensembles & propriété
de Baire étant un ensemble du méme genre, on peut remplacer
X 1,..3n par IYbi. ;"6132""’;‘{761-"3"‘ . ‘

Trapres LV, il existe wn ensemble Z qui est un A tel que:

(2) XCZ
(8) si BeB ¢t XCB, Vensemble Z—0D et de Lo eatdgorie,

De facon générale, il existe un Zyy_y jouissant de la propriééé
de Baire et tel que

-]
(2a) : 2 Hi-Xpi...:_)i Al an CZgt...x05
3 =

(3a) si BeB et %’wngl‘-ypi-"@ibl---?t"C'B’ Pengemble  Zyg =B

-egt de I-e catégorie.
On peut supposer, en outre, (ue

(€3] 291‘_.91CQYZ)1'._91,

puisque Densemble Zy oy Xy gatisfait dvidemment aux con-
ditions imposées & Zy - .

Bn tenant compte de lidentité X ==Z—(Z-—X) et du fait
que Z est un F,, tout revient & prouver que Z—-X est de I-¢ ca-
tégorie. Or, en appliguant successivement leg propositions (1), (4)
et §1, VI, 4, il vient

0o ) 00 o0
7Z—-X x:,Z—’%’ il{ A’Z)L'-DICZ«“!Z‘I!Z{ ZDL._%),'C %112([: (Zplu_vl"‘l;%zpi,,,vi ,,,)'

1y Voir: 0. Nikodyn, Sur une propridld de Popdration (5), Wund. Math, 7
{1925), p. 149 ob (. R. Soc. 8¢, de Varsovie 18(1026), p. 2045 N. Lusin ot W, Bior-
pifiski, Sur quelques propridtds dos ensembdles (A), Bull. Acad. Cracovie 1918,
p. 36; 1. Sapilraju-Marezewski, L e N, Lusin, G R. Paris 164 (1917).
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. 3 N s
La sommation 2[20 étant dénombrable (§ 1, VI, 3), il reste
p =
oo
4 prouver que Iensemble (Zy1 1),~—2 Zy.i) ot de T-e cabé-
. v DT gl
gorie. Mais c’est wne conséquence de (3a) ot Pon peut poser

o0
d
B =), Zigi...pt €0 vertu de la formule

me=1

oa oo [ oo
" }
%b!;ﬂxpl",pi Hogn ™ Z Z HA Pdim 61---3"Cm§1291‘”1)i m

m==1 3 n=1

qui résulte des propositions §1, VI, 1a et (2a).

Jorollaire. La propriété de Baire au sens restreint est un in-
variant de Vopdration (H).

Bn effet, B étant un ensemble fixe, on a selon (1)

B-X=3[[(E-Xy_ )

3y n=1

Done, si Yon suppose que B-X; .. jouit de la propriété de
Baire relativement 3 FE, il en est de méme de F-X d’aprés le

théoréme précédent.

Remarques. Llinvariance de la propriété de Baire est un cas
particulier du théoréme suivant de la Théorie générale des en-
sembles: '

Soit 8§ une famille de sous-ensembles d’un espace donné satis-
faisant aux conditions suivantes: 1° la gomme d’une infinité dé-
nombrable d’ensembles appartenant & 8 appartient & S, 2°le complé-
mentaire d'un ensemble appartenant & la famille § Ini appartient

bgalement, 3° 3 chague ensemble X (de 'espace donné) correspond
un ensemble ZDOX de la famille S tel que les conditions XCSe §

et YCZ—AN entrainent ¥ ¢ 8.

Sous ces hypothéses, la propriété d’appartenir & la fdmille h
est un invariant de Vopdration (HA)*).

Ta famille des ensembles jouissant de la propriété de Baire
est une famille § (’apres TIT et 1V, cor. 1).. Un autre exemple impor-
tant ’une famille S fournit la famille des ensembles mesurables
aw sens de Lebesgue. Tn effet, les conditions 1° et 20 sont évidemment

1) Théordme de M. Szpilrajn-Marcezewski, loco cit. p. 300.
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réaligées; la condition 3 est également, car on peut prendre pour Z
un ensemble Gy ayant la mesure égale & la mesure extéricure de A&
et Tengemble Z—8 est alors de mesure nulle.

TLa mesurabilité au sens de Lebesgue est dome aum dnpariant de

Vopération (A).

§ 12. Séries alternées d’ensembles fermés.
I Formules de la Théorie générale des emsembles ). Soit
(1) X05X17-~-7X§7--'7Xw
une gsuite transfinie d'ensembles déeroissants, ¢ v d. tels que la
condition &>¢ entraine X CXp. Supposons, e oubre, que:
(2) Xy 1,

(8) Xj=[] X¢ si A est un nombre-limite ou bien #i A o
§<a

-

On prouve facilement gue

(4) | 1=X—X;+ XXt .+ X Xpps -k oo X
: gé\;; (XX gpt) + X
Les ensembles (X g—-X ANyt oon) b (Xp= Xy XAy b Yo
étant digjoints, il vient:
(da) 1—(X =X+ Xy A4 .. V) X Xy Xy X g v X
IIL Détinition. Un ensemble de L Jorame
B =B —Fy4- Fy—F - o~ F gl g 0y
ot les termes sont fermds déeroissants, est dit développable en série

alternde d’ensembles fermés décroissamts ou, tout court, ensemble dé-
veloppable.

Dans les espaces complets, les ensembles développables colncident avee
les ensembles qui gont simultanément des Xy ot g (Chap, 11T, § 30, VI). Plusicure
propriétés importantes des ensembles Ky e ¢ mout des conséquences do lour
développabilité; ¢’est nune des raisons pour laguelle le ensemblen développables
méritent d'étve ¢tudids. Cf. aussi § 13, VI,

1) Voir F. Wausdoril, Mengenlehre, p. 80.
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IIL Théordme de séparation, Développement en série alternée.
B et I étant deux engembles arbitraives donnés, admettons que la

suite (1) remplisse les conditions (2) et (3), ainsi que la condition
guivante: ‘

Xep1=X; B-Xe H.
Jav guite (1) est évidemment composée d’ensembles fermés.
Elle est, en outre, décroissante puisque Xepy C X=X Done,

& partir d’un certam indice, tous ges termes sont identiques; c'est
cet indice que nous dt’*mgnorons par a—1, Par conséquent

Togons: ]',gm.}\'gwuw, I{me;-—l’?_ﬁ Done X;—-.X§+1=P§+.R§,
d’olty en vertu de (4),

1 szj’gw}* Zlﬁg-]« X, done 1— ) PgCZRg—l—X;.
i w ey £ E<e
Drautre part, PgoxXe—Xg BC Xe— X B =X;—EC1—E, Qoil

f&LC

2 PeClB, done BCL— P:C Y Re+ X,.
ia i<
De facon analogue, Z,‘L’gCl—-« H. On obtient ainsi:
i<e
B XoC ) Rey  H-D Re==0
i<a f<a
De plus, Densemble
}_,1{.: DN XXy H) ~1—HA+-B-H—E BH+EHEH—..
- LN
est la somme dune séric aliernde d’ensembles fermds décroissants,
car X‘E»H A’g-lﬂ«X@f:‘[C;\,’g-H.
De 1y on conclut, en particulier, que

10 ¢ Péquation X —XE.-XH ne posséde que la racine X =0,
il existe un ensemble developpable D (L savoir Pensemble D = Z,' Re¢)
tel que HCD et WD =07, b

1) Nous nous servirons do et énoned pour démontrer un théoréme im-
portant do Baire sur les fonebions do T-o classe (voir Chap. I, § 27, X).

(& Kuralowskl, Topologio 1. B 5
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20 en posant H=1—1H, on a:
(6) Xopy =Xz B Xg—B = frontidre do X¢- 1 relative & Xg,

'3 E7 T N Iy = 11{

(6) Xal’-"-.;‘.oc'.l(J'Xa““‘,lfl (/t ]i‘ X 5%; Ey
car 3 R:C1—H=EF et R;CX¢— Xerq, de sorte que I’ensermnble
i<a . ) x_X
3-eNHe g X —Xeq), est digjoint do X

5% R, comme sous-ensemble de gé( s —Xgi1),
On a done gZRgCE——Xa.
<o

el R I
On voit aingi qu'en retranchant de B le .reste” Xg Il on
obtient un ensemble développable. Pax congéguentis
30 g e reste Xo B 'annule, on a (en posant H =1—H):

(i) E=) Ry=1—I1—E+E 1—E— BB 4l - 1L - Bl ...
i<

. Do 3 G A .;E:‘:’F_“ A" M
(1) _E=::1—-~Hm1—~§,<21’5.~1—~5§‘(Ag X H) 5%;( ¢ s41)

B 1B+ 1—E—E - 1—E-H—8+... (V'apres I (4a)).

N

1V. Propriétés du rveste. I’ensemble X, de la formule (6)
est le plus grand ensemble satisfaisant & Péguation

(7) X XE-X—I.

En effet, si X satisfait & (7), on 2 <‘1:’ab'c.);?d. YC Azgr_mw;il.rl.’lfl%s.,
si XCXg, il vient X .ECXy-E et X—ECX—1Ii, (1’9}‘1“%..111~ .uf-,le
CXe B -Xe—E, done, suivant (3) et (7),rX.CX§+1.. Jux‘xflr},;lu]i)gllr
chaque &< 2 (A nombre limite) on a X CXy, il vient X Cg{ £ g X

Ainsi, en vertu du principe de linduction trangfinie, X est
un sous-ensemble de chaque X done de K.

T1 est & remarquer que Végalité (7) équivaub i

(8) XE =X = X—F.

Hlle implique, en effet, que XCXEH ot XCX—U ety on a
d'autre part XHCX ot X—ECX, dot Péquivalence demandée
puisque, en vertu de (7), X ==X.
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V. Conditions néecessaires et suffisantes. Chacune des condi-

Llons suivantes est mécessaire et suffisante pour que Vensemdle E soit
-developpable:

10 Pégalité (8) implique que X =0; autrement dit, quel que soit
~Z’msemb_@__fermé Fs£0, la frontiére de FR relative & P, e ad Ven-
semble FE-F—E, est +F;

2% quel que soit Vensemble fermé I, la frontiére de FE relative
& F est non-dense dans F.

30 le reste s'ammule, ¢. 4 d. X, - E=0.

Démonstration. 1. La condition 1° est nécessaire, Suppo-

:sons, en effet, que H soit développable en une série alternée d’en-
:gembles fermés décroissants:

0) B=Fi~Fot-By—Fyt ot Fe—Fypah...  (E+1<a).

On peut évidemment supposer que les indices limites sont
omis dans ce développement. Or, si Ton admet que Fy=1,
7, =§g Py (pour 2 limite) et 7, =§H F¢, on conclut de (4) que

<

(10) JME:FU‘_ 1+F2‘“ st e+ Fo.

Nous allons prouver que égalité (8) entraine XCFy quel
que s0it £ On a d’abord XCF,=1. Admettons que XCF;. Dans
le cas on & est pair, on conclut de la formule (9) que XECFgyy
{car toutes les différences qui précédent Fzyy sont disjointes de Fg,
done de X, tandis que tous les termes qui suivent F:, sont con-
tenus dans Ferq). Done X = XE CFepr. De facon analogue,
81 £ est impair, on conclut de (10) que X —ECFgy, dou
X =X—HCF¢4. Finalement, si XCF; pour chaque &<, il vient

XC[[Fe=F,.
£<a _

Il est ainsi établi que XCF;, quel que soit £ Par consé-
quent XCF,. Cela implique en raison de (10) que XCl1—%,
-d’olt XE =0, donc X =XF=0.

2. La condition 1° entraine 20 En effet, d’aprés § 6,
II (12), on a Int[Fr(E)]=Int[Fr(E)].-E =Int[Fr (E)]—E. On en
conclut que l'on peut poser dans (8): X=Int[Fr (E)] en tenant
-compte du fait général que I'dgalité X=2XE entraine X—XE
{puisque XECXECX). Or, si lon suppose que Dégalité (8)

5¥
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entraine X ==0, on en conclut que Int[Fr ()] 0, done que la

frontitre de B ne possdéde pas de points intéricurs, c. a d. qu’elle
est non-dense. ‘

De plus, i Pon considére FH & la place de H et la frontidre
de FE relative & F, & la place de la frontitre de #, on parvient
A la conclusion que cette frontitre relative est non-dense dans I,
car Ia condition 1° entraine la méme condition .,relativisée” par
rapport & F (cette dernidre signifie en effet que la condition 19 et
réalisée pour tout XCI).

3. La condition 2° entraine 3° In effet, en posant

F=X, dans 2°, on en conclut que la frontitre de Xq-F velative -

4 X, esb non-dense dang X,. Ille ne peut done Ctre identigue
& X, que dans le seul cas ot Xg=0. Ainsi, en vertu de (6), on
a Xp==0, Aol Xy =0, ‘

4. La condition 3° est suffisante Qapros 111, 39,

Le théoréme est aingi compléterment démontrd,

Comme nous l'avong prouvé au §8, V, pour que la frontidre
d’un ensemble soit non-dense, il faut et il suffit que cel engemble
soit somme d’un engemble ouvert et d’un ensemble non-dense
(ou encore qu'il soit différence d’un epsemble fermé et d'un
engemble non-dense). On en conclut en vertu du théoréme préeé-
dent que :

La condition nécessaire et suffisante pour que 1) sotl un ensemble
developpable est gque, relativement & chague ensemble fermd B, Uen-
semble EF soit somme d'un ensemble ouvers et d'un ensemble non-dense

(ou, ce qui est équivalent, qu’il soit différence d’un ensemble fermé

et d'un ensemble non-dense).

La condition 1° du théoréme précédent conduit i la suivante:
quel que soit Uensemble fermé non vide T, il cwiste dans I wn point
ot soit FB, soit F—1T est ,localement vide” relativement & I'Y), c. & d,

gu’il existe un entourage & de ce point tel qu’on ait soit GFE =0,

8oit GF—E =0. ‘

Bn effet, si FE=F -~F—H, Vlinégalité Q=40 entraine
GFE=#05=GF—E (voir §5, III); la condition on question im-
plique done 19, Inversement, si p e F—TFH, on pose G - 1—bf

done GFE =0. $i p e P-—F—F, ou pose ¢ -1~

HCE§7, 1V et §11, 1V, 4

se (LK,
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VI. Propriétés des ensembles développables.

1. Les ensembles developpables constituent un corps 1), c. 4 d.
-que la somme, le produit et la différence de deux ensembles dé-
veloppables sont des ensembles développables.
, ("est une conséquence de la condition 2° du théoréme du N°V
et du fait que les ensembles ayant la frontiére non-dense consti-
tuent un corps (§ 8, V).

2. Tout ensemble développable jouit de la propridié de Baire
au sens restreint.

Car E dtant un ensemble développable et F un ensemble
ferm¢, Pensemble EF est somme d*un ensemble ouvert et d’un en-
semble non-dense dans F (cf. NOV),

3. 81 un ensemble frontitre est développable, il est mon-dense.
Car dans le domaine des ensembles ayant la frontiére non-
-dense, les notions d’ensemble frontitre et d’ensemble non-dense
coincident (§ 8, V). ‘
4. Tout ensemble clairsemé est developpable, car la frontiére
-d'un ensemble clairsemé est non-dense (§ 9, VI, 4).

VIL Résidus?). L’ensemble X-X—X est dit le résidu de X
Jfan sens de Hausdorff).

L’ensemble X.-E (le reste de F) est identique & son résidu.

Car E et X ¢tant deux ensembles qui satisfont i la formule (8),
XE est identique & son résidu: X =X—E=X—XE=XE— XE
puisque X =XE; il en résulte que XE=XE -XE—XE.

La condition nécessaire et suffisante pour que E soit un em-
semble développable est qu'aucun ensemble Y (5£0) fermé dans E ne

\

.80it identique & son résidu.

Supposens, en effet, que Y=Y -Eet Y =Y. Y—Y. Par congé-
.quent Y =YFH et, d’autre part, YCY—Y =Y —YE=Y--ECY.
Done YE=Y=Y--F et, en substibuant ¥ & X dansV, 1% on a
Y ==0. La condition est donc nécessaire. Elle est aussi suffisante,
car elle implique en vertu de I’énoncé précédent que X, -F -0,
«done d’aprés V, 3% que l'ensemble E est développable.

1y Cf, B, Hausdortf, Mengenlehre, p. 82.
2) I, Hanedorfl, Grundzige der Mengenlehre, p. 280,
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Il est & remarquer que la condition nédeessaire el suffisante
pour qu'un ensemble soit différence de deuw cnsembles fermés st

que son résidu soit vide.

Bn effet, d’aprés § 6, III, X est la différence de deux en-
gembles fermés lorsque Lensemble X—X est fermé, autromolzlt dit,.
lorsque X—XCX—XC1—X, c. & d. lorsque X - X=X o

VIII. Résidus d’ordre transtini. E étant un ensemble donné,.
on forme la suite des résidus de tout ordre de la fagon suivante:
R1=1e régidu de B, Req=Ile résidu de R et Ry= [] R; pour 2 li-

<2

" mite. La guite deg régidus aingi définis étant décroissante, on aboutit
4 un certain nombre f tel que Rg==Rgy==... D'aprés I (4), on a:
B—Rp==E— R, By— By ...

Les termes de cette série «then}éo ne sont pas fermds, mais.
en vertu de Pidentité X—X—X=X—X—X (puiggue X—-w Y X X 0),.
on a Rg—Rgyy= Ry— By Re, done

(1) B—Rp=E—B—B+ E-B—B—...+ Be—Ee— R+ ...

En particulier, si B est developpable, le dernier rdsidu” Ry de B
est vide (voir N°VII) et la formule (1) présente un développement.
de I en série d’ensembles fermés décroissants.

IX. Ensembles localement fermés dans les espaces réguliers,.

D’aprés la définition générale de la localigation, lengemble X
est dit localement fermd aw point p lorsqu’il existe un entourage A
de p tel que l'engemble EX goit fermé,

Byidemment, un ensemble fermé est localement fermé en
chaque point. Tout engemble est localement fermé en cha,que point.
isolé. 8¢ X est fermé au point p et Y est fermé dans X, Y est fermé
au point p, car, 'ensemble BX étant fermé, la conditicm Y=Y X
implique que HY est fermé.

Admettons & présent que Vegpace satisfasse d Paxiome de ,ré-
gularite”’, d’apres lequel, s¢ p n’appartient pas & un ensemble fermé 1,
il ewiste un entourage B de p tel que B J-=01),

1) On prouve facilement .que chaque espace méirique satisfait A& ceb.
axiome, do sorte que le N°IX resto valable pour les espaces métriques,

Voir pour cet axiome L. Vietoris, Mon. {. Math. w. Ph, 81 (1921), p. 178
et H, Tiotzo, Beilrige zur allgemeinen Topologie, Math, Aun. 88 (1928), p. 301.
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Nous allons démontrer que, sous cette hypothese, Densemble
des points ou X n’est pas localement fermé est égal & X—X, ce qui

implique que le résidu de X coincide avee l’ensemble des points
de X ol X n’est pas localement fermé.

Soit d’abord p e1—X_X. Soit, conformément & Iaxiome de
régularité, ¥ un entourage fermé de p tel que E- XT—X=0. Ilen
résulte que - X—X =0, d’ot B-XCX, donc E-X=E-X, ce qui
prouve que l’engemble EX est fermé, done que X est fermé au
point p.

Supposons, réciproquement, que X soit fermé au point p,
donc que EX=EX et pel—I1—H. Il g'agit de prouver que
p e 1—X— X. 11 suffit évidemment d’établir I'inclusion X— XCI—E.
Or, en tenant compte de la formule générale X—¥YCX—Y, on
démontre en effet facilement que

X—XCX—BX=X--FXCX¥—EX--X—ECI_E,

et par suite X— XCI1—E.

Ceci établi, on en conclut en vertu des propositions du N° VIT
que:

10 la condition necessaire ef suffisanie pour qu'un ensemble E
soit ddveloppable, est que tout ensemble non vide fermé dans E con-
tienne um point ol il est localement fermé,

29 la condition mécessaire et suffisante pour qu'un ensemble E
soit localement fermé en chacun de ses points est qu'il soit différence
de deux ensembles fermés?), c. & d. que le résidu de E soit vide, ow
encore que E—E soit fermé (voir § 6, III).

Le dernier résidu R, étant identique & son propre résidu,
c’est un ensemble qui n’est localement fermé en aucun de ses points.
Nous allons démontrer que, parmi les ensembles fermés dans X,
Vensemble Ry est le plus grand qui ne soit localement fermé en aucun
de ses points.

Supposons, en effet, que I'ensemble ¥ soit fermé dans X et
que Y—Ry=~0. Il ’agit de prouver que Y contient un point ol
il est localement fermé. Or on déduit, en tenant compte de la dé-
composition VIII (1), Pexistence d’un indice £ tel que YR;—Re 1550

1) Voir la note de M, W. Sierpifiski et de moi-méine, Sur les différences
de deuw ensembles fermés, Toéhoku Math. Journ. 20 (1921), p. 22.
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Admettons que & désigne le plus petit indice de ce genre. Par con-
géguent Y CRe, done Y est fermé dans R et, ensenoble Ry étant
le régidu de R, Pensemble Ry est localement fermé en chaguoe point
de Re— g1, done en chaque point de ensemble non vide Y Rg—Igp.
Cela implique (comme nous l'avong démontré auparavant) que
I’engemble Y est aussi localement fermé en chague point de ¢e dernier
engemble.

§ 13. Continuité. Homéomorphie.

I. Définition. Soient & et Y deux cspaces satisfaisant aux
axiomes I—ITT. Soit ¥ —/f(2) une fonction ayant & pour I'ensemble
des arguments et dont les valeurs apparticnnent & /. La fonetion f
est dite continue aw point x, lorsque, pour chague engemble X, lu
condition ¢ X entraine f(z) ¢ f(X) 1.

Si la fonction f ¢st continue en chaque point, clle est dite
continue, tout court. La famille des fonetions continues ayant &
pour Pensemble des arguments et dont les valeurs apparticnnent
4 Y sera désignée par Y%

‘ Dans le cas ot & et Y désignent des ensembles de nombres
réels, la notion de continuité econsidérée ici coincide avee celle de

I’Analyse classique. Ainsi, p. ex. &7 désigne la famille des foncetions

continues & valeurs réelles, définies gur lintervalle 0<{aC{l,

II. Conditions néecessaires et suffisantes. Pour gqu'une fonce-
tion | soit comtinue au point x, il faut et iU suffit que, Y dlant un
entourage arbitrairve de f(w), Vensemble f~(X) soit un entourage de u;
en d’autres termes, que pour chague Y

1 f(@) eTnt (¥) entraine xelInt[f(¥)],
ou encore (en remplagant ¥ par ¥—7Y) que

(2) wef(Y) entraine f(z)eY.

En effet, on prouve en vertu de § 3, IT, 12 que la condition (2)
est nécessaire, en posant dans la définition: X=7"'(¥). La
suffisance résulte de § 3, II, 11, en posant dans (2): ¥ ==fX)?2).

1) Cf. F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehrs, Chap. 9, §1.

Dans le cas ol los aspaces & ot Y ont des points communs, il est ddsi-
rable do distinguer enfre la fermeture dans & ot dans 9. Pour simplitior log
notations, nous omettons cette distinetion.

%) Tei n'intervient que Pax. 1, qui est @’aillenrs superfl s f st binnivoquo.
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En tenant compte du fait quil existe dans chaque entourage
d’un. point un ensemble ouvert contenant ce point, on parvient
4 la condition suivante (,,définition de Cauchy™):

(8) mour que f soit continue aw point x, il faut et il suffit qu'a

chaque ensemble ouvert H contenant f(x) corresponde un ensemble
owvert G contenant et tel que {(G)CH.

. III. L’ensemble D des points de discontinuité. Par défini-
tion, on a @ eD lorsqu’il existe un ensemble X tel que z ¢ X et

J(@) non-¢ f(X), e. 4 d. tel que 3 e X—f'[F(X)]. Tl vient:

(1) D= ZHX—f XN, ot /(D)= JIAX)—FX)],
la sommation §’étendant & tous les sous-ensembles X de &.
En effet,
D) SHX—f Y = 31X 1Y —FE =
=2 {f(X)-[?/—f(X)]}#g[f(X)—(Tﬂ,

«’aprés § 3, I1, 13.

En vertu des propositions IT (1) et (2), on a:

@ D=3 {7 Int (Y)]—Int [FN D) = Y I HT)—F YD),

Y

-car d’une part la condition f(z) e Int (X) éql_l_ivaut 4 zef ' [Int (X)]

et d’autre part j(z) e ¥ équivaut & o e f(T).
On peut enfin supposer que dans la premiére des égalités (2),
la variable ¥ parcourt la famille des ensembles ouverts et que dans

la deuxidme, elle varie dans celle des ensembles fermés.

En effet, si ’on pose Int (¥)=6, on a
F7[Int (X¥)1—Int [f~(X)1CF (@) — [Int F ()]

<t si Pon pose ¥==F, on a
FHE) IS~ ().
Alngi:

(3) D= Y {7 G —Int [TH@T} = ;U”(F)#"%Fu.

)
@
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La premiére des égalités (3) implique que DCE *(dérivé de &),
car tout point isolé de Pespace, comme point intérieur de chaque
ensemble qui le contient, n’appartient pas & FHE) — ot [

Les Ggalités suivantes définissent deux classes importan-

tes de fonctions: 10 D=0 les fonctions continucs, 20 F—D -~ F

les fonctions ponctuellement discontinues.

1V. Fonctions continues en chague point. Si la fonction f
est continue, on a D=0 et f(D)==0. Les formules 111 (1)—(3) four-
nissent aussitot les conditions suivantes, nécessaires et suffisantes
pour qu’une fonction f soit continue:

1) HX)CHX), quel que soit X,

(

(2) FUY)CI™(T), quel que soit Y,

(3) 17H@) est ouvert, quel que soit Vensemble ouvert (¥,
(4) U est fermé, quel que soit Pensemble fermé .

Les deux dernitres conditions résultent de Pégalité IIT (3),
car la condition D=0 équivaut & I'hypothése que, pour chaque
ensemble ouvert @, on a f~ (&) — Int[f(@)] =0, done que (&)
est ouvert; de méme Phypothése [~ (F)—f '(F)==0 signifie que
P est fermé.

En particulier, f(z) étant une fonetion continue & valours réelles ot ab un
intervalle, les ensembles [l{a<f(®)<h), [Flascf(w)} et [i{f(w)= a} sont formés;.
x " &
Pensemble [ {a< f(x)< b} est ouvert.
X
En tenant compte du fait que Popération f™ est additive ct
multiplicative (§ 3, II, 6a et 7a), on déduit de (3) et (4) que

(B) si Y est respectivement un Fy ouun GQs, |~(¥) Vest dgalcmem.,

(6) La superposition de deux fonctions continues donme une fonction
continue. Plus précisément: si la fonction f est continue au point n
et la fonction g Uest au point f(x), la fonclion superposde h==gf est.
continue aw point ®.

En effet, en vertu de la continuité¢ de la fonction f, la con-
dition # ¢ X entraine f(w)ef(X) et celle-ci entraine, en vertu de la
continuité de la fonction g, la condition g[f(@)]egif(X)], d’ol la
conclusion demandée.
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Y. Relativisation. Fonctions partielles. Rétraction.

Rappelons que l'on désigne par f|A la fonetion qui s’obtient
de f en restreignant &4 A l'ensemble de ses arguments (§ 3, IT). La-
fonction partielle /|4 est dite comtinue au point @ relativement & A,
lorsque # e A et que la condition @ e XA entraine f(z) ¢ f(XA). ’

1. Lo continuitd d’une fonclion en un point p est une pro-
priété locale, c. b d. que, A étant un entourage de p, la continuité
de la fonction partielle f|4 en un point p entraine celle de la
fonction f en ce point.

Soit, en effet, peX. On a évilemment X=XA+4 (X—A4),
dott X=XA+X—ACXA+F—A et, comme par hypothése p
wappartient pas & F—4, il vient p e X4, d’oli, par suite de la
continuité de la fonction partielle: f(p) e /(X A)CHX).

2. 8i £=A+B, peAB et les fonctions flA e f|B sont conti-
nues aw point p, la fonction f Dest dgalement.

En effet, si p e X=XA-+XB, on a soit p ¢ X4, soit p e XB.
Done f(p) e (XA)CHX) ou bien f(p) e (XB)CHX).

3. 8i F=A-+ B est une décomposition de & en deux ensembles
fermés et si les fonctions f|lA et f|B sont continues, | est continue
sur &. '

Oar, dans le cas ol p e AB, la fonction f est continue en p
d’aprés la proposition 2 et dansle cas ol p nmon-e 4, p esbun point
intérieur de B, de sorte qu’on arrive alors & la méme conclusion
en vertu de la proposition 1. )

Un sous-ensemble A de & est dit un rétracte de F*) lorsqu’il
existe une transformation continue, dite rétraction, f de ¥ en A
telle que f(¢) =@ pour # € 4; autrement dit, lorsque Videntité restreinte
aux points de 4 admet une extension continue f sur lespace &
tout entier et telle que f(&)=A.

La réctraction peut étre considérée comme une généralisation de la pro-
jection: étant donné un produit cartésien (fini ou dénombrable) FiX FoX -oon
on définit une rétraction de ce prodvit en V'axe &, en posant f(@y, @y, .ee) =T~

4 A diant un réracte de &, toute fomction continue f définie
sur A (et dont les valeurs appartiennent & un espace Y) admet une
extension continue 1* sur ¥; c. & d. que f=r*l4.

En effet, g désignant une rétraction de & en A, il suffit de
poser 7*(x) =[lg(x)] on @ ¢ &.

1) Voir-K, Borsuk, Sur les rétractes, Fund, Math, 17 (1931), . 158.



pem


76 Chapitre I. Notions fondamentales. Caleul topologique.

VI. Fonctions caractéristiques. On appelle fonction caracléri-
stique d'un ensemble A la fonction qui admet la valeur I aux points
de 4 et Ja valeur 0 aux points du complémentaire de A.

On a Végalité suivante:

(1) C T (A) =),

c. d d. que la froutitre de A coincide avee I'ensemble des points
de discontinuité de la fonction caractéristique de A.

Soit, en effet, f(x)-=a pour xed et f(@)=D pour zel--4.
11 suffit de considérer le cas olt @ e 4.

Si l'on suppose que @ el'r (4), Vensemble A - 1) nest
pas un entourage de m, bien que ensemble composé du point e
geul soit un entourage de f(z). 11 en régulte selon 1L que @ e D).

Inversement, 8i e 4 —Tr (4), on a @ ¢Int (4) et, en vertu
de la méme proposition, @ est un point de continuité de la fonetion f.

Tridentité (1) implique que la condition nécessaire et suffisante
pour que la fonction caractéristique d'um ensemble A soit respecti-
vement continue ou ponctucllement discontinue est que cel ensemble
800t & la fois fermd et ouvert ou bien possédc la. frontiére non-dense.

Car la condition D=0 équivaut » V'égalité Tr(4)=0, qui
gignifie que 4 est simultanément fermé et ouvert.

On en conclut en vertu de §12, 'V, 29 que pour que la fonction
caractéristique dun ensemble A soit ponctuellement discontinue sur
tout ensemble fermd, il faut et i1 suffit que Vensemble A soit dévelop-
- pable en sdrie allernde d’ensembles fermds déeroissants.

Ajoutons aux propriétés topologiques des fonetions caracté-
rigtiques les formules suivantes, qui apparticnnent & la Thdorie
générale des engembles et dont la démonstration ne présente aucune
difficulté1): ¢(w, ) désignant la fonction caractéristique de 4, on a:

1. e(z,1)=1 2. ¢x,0)=0 3. elw,A') = I-c(,.4)
4. o(®,) A,) =-max ¢(w,4.,) 5. ofw,[[A,) = min co(w,4,)
6. (@, AB)=-c(w, A)-c(@,B) '

e(w, 4 —B) = o(w, A)—c(®,.4B)

8. Limes A, désignant Vensemble 2_, ] [ Ana= ] I 2} Apr (dans

n==00 Nl fz= =m0 =0

le cas ol cette dégalité a licu), on o c(w, ],41mes Ap) = 1im e(w,d p).

ns=oQ nemed

1) Voir par ex. T. Wausdor!t, Mongenlehre, 1. 20,

icm

[§18, VIII] ‘ Continuité, Homéomorphie, v 7

La notion de fonetion caractéristique est employée aussi rela-
tivement aux swites (finies ou infinies) d’ensembles!). On appelle
fonction caractéristique du systéme d’ensembles A,,...,4, la fonction
y ==f(w) qui fait correspondre & chaque x un systéme de nombres:
g =[yW,...,y®] tels que y® =1 ou 0 suivant que ze A, ou © e 1—A,,
k=1,...,m; autrement dit, y® =& (z) est la fonetion caractéristique
de A.k.

La fonction caractéristique y=f(z) d’une suite infinie d’en-
gembles Ay, 4,,... admet pour valeurs les points de lensemble C
de ("mtor; & savoir, y® =2 ou 0, suivant que zed; ou zel—A4A;,
Ir=1,2,... Comme on voit, L/®(x) est la fonction caractéristique
d(‘« A. Re

VII. Fonetions biunivogues et continues, Supposons i pré-
sent que la fonetion f, qui transforme DPespace & en ¥, soit biu-
nivoque, c. & d. qu’h des arguments différents correspondent toujours
des valeurs différentes de la fonction. Les propriétés suivantes.
gont des tnvariants des transformations biuniveques et continues:

1. la propriété &ére un point daccumulation de Despaces.
en effct, ©e & —x entraine f(x)e (X —2a) =Y — f(x), puisque
H&E—w) = {(&E)—f(») (voir § 3, IIT); '

2. la propriéé d’étre dense en sot (c’est une conséquence immé-
diate de la proposition précédente);

3. la proprietd d’étre un enscmble frontiére dans Uespace, car I'éga~
lith &-=F—X entratne Y ={&)=[F—X)J(FE—X)= Y -f(X).

YI11. Fonetions bicontinues. Homéomorphie.

Ta fonction y=f(z) transformant Pespace & en lespace Y
(tout entiexr) est dite bwommua si elle est blumvoque et si la fon-
ction f(x), ainsi que la fonction inverse f~ Y(y), est continue. La
transformation est dite alors une homéomorphie?) et les espaces.
¥ et Y s'appellent homéomorphes (o du méme type fopologique;
ef. aussi § 3, IV). En symbole:

& = Y (équivalence topologique).

Dans le cas ol ¥ =%, Phoméomorphie est nommeée auto-
morplzz(= (topologique).
TR, Sapilrajn-Marczewski, Fund. Math. 26 (1636), p. 302 et 31 (1938),

p. 207.
3 welon une dénomination de H. Poincaré, Journ. Ee. Polyt. (2)‘1 (1895)

p. 9.
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On voit aussitét que I’homéomorphie est une relation symé-
trique, tramsitive et réfleaive.

Ohacune des conditions swivantes est ndcessaire ct suffisante
pour quune fonction biunivogque f soit bicontinue:

(1) HX) =fX), quel que soit X,
(2) FNT) =f(X), quel que soit X.

En effet, d’aprés IV (1), Pinclusion f(X)CH(X) équivaut & la
continnité de la fonction f, tandis que Vinclugion f(X)CHX) équi-
vaut, d’aprés IV (2), & la continuité de la fonction 7L De 1y
résulte la premiére partie du théoréme, Par un raisonnement ana-
logue on en démontre la deuxiéme?).

Une condition néeessaire et suffisante pour Phomdéomorphie
-est aussi la suivante:

(3) X =ff(X)] quel que soit X,
qui équivaut évidemment & la condition:
(38) {0« X} ={(2)  (X)}.

En effet, dans le cag of la fonction f est biunivoque, notre
énoncé est vrai, car alors I'égalité (3) équivaunt & (1). 1l 8’agit done
de prouver que toute fonction satisfaisant & la condition (3) est biu-
nivoque. Posons f(p)=f(g). Il vient: P=f"[f{p)]=f "[{9)] -3,
done p==¢, ¢ q. f. d.

IX. Propriétés topologiques. Comme mnoug Pavong indigué
déjh au §3, IV, chague propridié topologique de Vespace (c.d d.
propriété énoncée i Paide de lopération X) est imvariante par
rapport aux transformations bicontinues.

D’une fagon plus générale, si un point a (ou un ensemble 4,
ou une famille d’ensembles 4, ete.) posséde relativement i Pes-
pace & une propriété donnée et si la fonetion f trangforme 1es-
pace & en lespace I dune facon bicontinue, le point f(a) possdde
la méme propriété relativement & Pespace %Y.

1) Cette démonstration ne dépend d’avcun axiome lopologique. Voir 11,
Tenvoil).
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Aingi, deus espaces homdomorphes me peuvent éire - distingués
Vun de Vautre par aucun moyen topologigue. De facon analogue,
si 4 et B sont deux ensembles situés respectivement dans les espa-
ces & et I, et ¢'il existe une transformation bicontinue de & en Y
qui transforme 4 en B, les ensembles 4 et B sont dans leurs espaces,
au point de vue topologique, indiscernables. Nous les appellerons
topologiquement équivalents (par rapport aux espaces & et ).

11 importe de remarquer que deux ensembles peuvent &tre homéomorphes
ot, cependant, leur situation dans I’espace peut étre différente, de sorte qu’il
n'y ait pas d’éguivalence topologique entre eux. Par ex. dans Pespace des nom-
bres réels, un enscmble composé d’'un point, d’un segment et d'un second point
{dans Pordre indiqué) n’est pas équivalent (tout en étant homéomorphe) A un
ensomble composd de deux points et A’un segment qui les suit. T.es mémes en-
sembles (conpidérés comm.e sous-ensembles du plan) sont équivalents par rapport
au plan.

Une propriété dun ensemble A situé dans un espace ¥ qui
est invariante par rapport aux transformations homéomorphes de A
en sous-ensembles de &, ou plus généralement, en sous-ensembles
des espaces appartenant i une famille § d’espaces— est dite un
invariant intrinséque par rapport & 'espace &, respectivement par
rapport a la famille § d’espaces.

Aingi par exemple (comme on verra plus tard), la propriété d’étre un
gous-ensemble ouvert A de 'espace cartésien 6" est un invariant intrinséque
par rapport & &7 Tel est aussi le nombre des régions en lesquelles I'espace &*
est coupé par un sous-ensemble fermé et borné 4. Bien que ces propriétés soient
des propriétés ,oxtérieures” de A, elles sont équivalentes (dans le domaine des
sous-ensembles de &) A des propriétés ,intérieures (c. & d. exprimées en termes
topologiques en considérant 4 comme Iespace). De 1a résulte leur invariance.

Le role-de 'espace est ici essentiel. Si 'on prend pour l'espace l'inter-
valle J au lieu de &7, les deux propriétés mentionnées ne sont pas des invariants
‘intrinséques. .

Comme on verra au § 31, IV, la propriété d’étre un ensemble Gs est un
invariant intrinséque par rapport & la famille des espaces complets.

Toutes les propriétés de espace, de ses sous-ensembles, des points etc.,
.considérées jusqu’ici, sont des propriétés topologiques, done des invariants des
transformations homéomorphes de l'espace.

X. Rang topologique, L’espace & est dit topologiquement
.contenu®) dans Lespace Y #'il est homéomorphe & un sous-ensemble
de Y. En symbole:

¥ t% 9 (inclusion topologique).

1) Qaprés M. P. Alexandroff.
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Si & est topologiquement contenu dans Y ¢t Y Vest dans &,
nous dirons que & et Y ont le méme rang topologique ). Par contre,
si cette relation n’a lieu que dang un seul sens, on dit que le rang

topologique de l'un des espaces est supérieur & celui de Pautre.

Bien entendu, deux espaces peuvent avoir le méme rang topologique
sans qu’ils soient homéomorphes. Tels sont par ex. la drvoite illimitée et Vinter-

valle fermé, On a cependant, d’aprds un théordme de la Théorie des enscnbles 2),

la proposition suivante: & et Y ayant le méme rang lopologique, il existe un en-
semble A C & et un ensemble B C Y tels que A est homdomorphe & I eb & —
est homdomorphe ¢ Y — 1.

Les rangs topologiques de deux espaces peuvent 8tre 'wwompambl(-s Tel
est par exemple lo cas d’une circonférence et d'un ensemhble compond de trois
segments n'ayant quune seule extrémitéd en commun.

XI. Ensembles homogénes. Un engemble A est dit homo-
géne dang D'egpace, sl pour chague couple a, b de wses points, il
existe une automorphic f(z), ¢. i d. une 'br'x.nﬂi’m‘n‘m;l‘;iou bicontinue
de Pespace en lui-méme, telle que f(a) =0 et [(4)=:4. KEn porti-
culier, Pespace entier est homogene, si tous ses p(mm, bOllt topolo-
giquement équivalents (dans le geng du NOIX).

Tels sont par ex. une circonférence, un espace euclidien & n dimensions,
Ces espaces sont, on oubre, bihomogines, . & d. qu’il exivto une transformation
faisant correspondre b & a et a & b gimultandment. 11 st QCaillours & remarquer
qu'un espace peut dtre homogéne sansg éwre hihomogdne3).

Dans le méme ordre d’idées, on prouve ) que A dtant un ensemble fermd
et ouvert simultanément, ¢ et b doux points dquivalents o tels que aed et
bel—d, les points @ ¢ b sont bi-équivalents, e. & 4. qu’il existe unoe transtor-
mation bicontinue f de 'espace en lui-méme telle que f(a)=b ot f(b): a 8),

Un cerigemble A peut ne pas étre homogdne dans Pespace qui lo contient,
bien qu’il soit homogene quand on le considére comme un cspace pour Jui-méne,

I1 résulte facilement de la définition que, A dant un ensemble
homogéne, chaque propriété topologique qui appartient & um point
de A appartient & tous les autres. Hn particulicr, si Pon cnvisage

1) = ,type de dimensions“ de M. Fréchet (voir Math. Aun. 88, 1910,
p. 145—188)==,,IHomoie” de M. Mahlo.

%) 8. Banach, Fand. Math. 6 (1924), p. 236--289,

#) Voir ma note Un probléme sur los ensemblos homogines, Tund, Math. 3
(1922) p. 14—-19 (prohléme de M. Knaster).

4) fhidem, p. 16,

5 Dans une note Ceber lopologisch homogene I ontimua, Fuud, Math, 15
(1930}, p. 102, M. van Dantaig distingue Qwulres genres do homogdndité, on
particulier Ibomogénéité involutoire. Coes nolions peuvent ansgd dlre localisées,
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les propriétés d’étre un point mtémeur, un peint daccumulation,
un point ol Pensemble donné est de I-e catégorie, on en conclut
respectivement que fout ensemble homogéne A est

19 soit un ensemble owvert, soit un ensemble frontiére;

29 soit dense en soi, soit isolé;

30 soit un ensemble de I-e catdgorie, soit un ensemble qui n’est
de I-¢ catégorie en aucun de ses points.

Dans cet ordre d’idées on a le théoréme suivant?l):

Soit $ une famille dautomorphies de Vespace telle qu’d chagque
couple de points x,y corresponde unc automorphie h appartenant
& cette famille et satisfaisant & Végalite y=:h{x). Soit Z un ensemble
tel que Von ait pour chagque élément h de $

(4) soit Z=MWZ), soit Z-h(Z)=

Dans ces hypothéses, si Z jouit de la propriété de Baire, Z est
ou bien un ensemble de I-e catég JO?”’L(‘ ou bien un ensemble simulia-
nément fermc et owvert.

Pour le démontrer, remarquons d’abord (cf. N°IX) que, 2 étant
un point de Z, si Z jouit d’une propriété (topologique) au point 2,
Pensemble h(Z) jouit de la méme propriété au point k(z). En outre,
Z est homogene, car on peut faire correspondre au . point 2, eZ
une automorphie h telle que =z =h(z) et, comme z eZ-h(Z), il
vient en raigson de (4): Z=NW(Z). ,

Il en résulte selon 3° que si Z n'est pas de I-e catégorie,.
Z n’est de I-e catégorie dans aucun de ses points. On en conclut
en vertu de la propriété de Baire (§ 11, IV, cor. 2) qu’il existe un
point z e Z dans lequel 1—Z est de I-e catégorie. Seit donc G un
engemble ouvert tel que ze¢@ et que §—Z soit de I-e catégorie.
Nous allons prouver que G—Z=0.

Supposons, par contre, que p e G—Z. Soit b une automorphie
appartenant & $ et telle que p=nh(z). Comme p e W(Z)—Z, il vient
d’aprés (4): Z-MZ)=:0, d’oh WZ)C1—Z, done G-MZ)CG—Z, ce
qui prouve que G-h(Z) est un ensemble de I-e catégorie. Par con-

1) Ce théoréme présente une extension aux espaces vopologiques d'un
théordms de 8. Banach concernant les groupes topologiques (voir N° suivant).
Lo théoréme de Banach & trouvé des applications importantes dans le Caleul
fonctionnel. Voir 8. Banach Théorie des opérations lindaires, cette Collection
Tome I (1932), p. 20; voir aussi ma note, Sur la propriété de Baire dans les groupes
méiriques, Studia Math. 4 (1933).

C. Kuratowski, Topologie I. 6
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géquent, h(Z) est de I-e catégorie au point p ==Rh(2). Mais cela con-
tredit la remarque faite au début de la démonstration, puisque Z
n'est pas de I-e catégorie au point 2.

L'inclusion GCZ établie, il en résulte que 2 est un point
intérieur de Z, done, Z étant homogéne, Z est ouvert (selon 19).

Reste & prouver que Z est fermé,

Soit peZ et zeZ. Posons, comme auparavant, p==h(e).
I’ensemble Z étant ouvert et h étant une automorphie de I'espace,
MZ) est aussi ouvert. Par conséquent leg formules p e Z et p e M%)
entrainent Z-h(Z)0, d’ot Z=NW(%), done p ¢ Z, ¢. . . d.

XII. Applications aux groupes topologiques. Un espace topolo-
gique (satisfaisant aux ax. I—III) s’appelle groupe topologique?),
lorsqu’on a fait correspondre & chagque couple de points @,y leur
psomme” z=g-4y de fagon que: 1° (w—}«y)—kzwwl- (y-+2), 2% il
existe l’élcment-zéro 0 tel quc G- 0= 0+a, 304l oxiste 1616-

continues 2).

Posons h,(2) =a-+ . On voit aussitét gue la condition y - h,(2)
entraine z=h_,(y). On en conclut gue hy(x) est (pour a fixe) une
automorphie de 'espace et que la famille § de toutes les fonctions h,
satisfait & 1'bypothése du théoréme du N XI.

On appelle sous-groupe chaque ensemble qui, avec @, contient
(—w) et, avec & et y, contient z-+y. On vérifie facilement que, Z étant
un gous-groupe, la condition XI (4) est réalisée. D’aprés ce qui pré-
céde, chaque sous-groupe est homogéne (en particulier, chaque groupe
topologique est homogeéne). En wvertu du théoréme du N XI, tout
sous-groupe qui joust de la propridié de Baire est soit un ensemble
de I-¢ catégorie, soit un ensemble & la fois fermé et ouvert.

1) Pour un excellent exposé de la théorie des groupes topologiques, voir
L.Pontrjagin, Topological Groups, Princeton 1946, Voir aussi D. van Dantzig,
Zur topologischen Algebra, Math. Ann. 107 (1932), 'p 587626, ol I'on trouvera
de nombreux renvois hibliographiques.

2) Une fonetion continue de deux variables est une fonction continue
d'une seule variable parcourant un produit cartésien (voir § 24, I). Pour les appli-
cations dont il est question ici, il suffit de supposer la continuité par rapport
& ohacune des variables séparément.
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DEUXIEME CHAPITRE.

Espaces métrisables et séparables.

A. Introduction de la limite, de la distance et des coordonnées
(§§ 14 —17).

Nous allons ajouter, & présent, aux axiomes I—III deux nou-

veaux axiomes (§§ 16 et 17). I’espace satisfaisant aux ax. IV con-

stitue, comme nous ’avons indiqué déja dans la Préface, le domaine
le plus important de la Topologie. Il est d’aprés un théoréme du

§ 17 homéomorphe & un sous-ensemble de l'espace &% clest bien

ce théoréme fondamental, qui est un de nos buts les plus proches.

Afin d'y parvenir d’une facon méthodigue, nous étudierons d’abord

deux genres d’espaces: espaces .L*, munis de la notion de limite,
et espaces métriques, munis de 1a notion de distance. Les §§ 14 et 15

contiennent plusieurs définitions et théorémes importants, liés & ces
notions. Dés que le théoréme fondamental sera établi, tous les
théorémes concernant les espaces .L*, ainsi que les espaces métri-
ques, pourront &tre considérés comme des théorémes sur lespace
agsujetti aux ax. I—V, puisque dans un espace de ce genre la limite

" et la distance se laissent introduire de facon que cet espace de-

vienne .L* et métrique.

§ 14. Espaces .L* (pourvus de la notion de limite).

I. Définition. Un ensemble d’éléments arbitraires devient
un espace L£* lorsqu’on a fait correspondre & certaines suites (dites
CONVETGentes) PiyPDay---sPny-.. A’€léments de cet espace un élément
p=limp, de facon que les conditions suivantes soient réalisées?):

n=00

1) Les espaces abstraits ayant la notion de limite pour terme prinitif ont

.6té introduits par M. Fréchet dans sa These, Paris 1906 et Rend Circ. Mat.

di Palermo 22 (1906), Sur quelques points du Caleul fonclionnel. Pour la cond. 3°,

voir P. Alexandroff et P, Urysohn, C. R. Paris, t. 177 (1923), p. 1274 et

P. Urysohn Sur les classes (L) de M. Fréchet, Ens. Math. 25 (1926), p. 77—E3,
ol les espaces L* sont désignés par L,

6*
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