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INTRODUCTION

Nous rappellerons ici quelques notations et théordmes élémen-
taires de la Théorie générale des ensembles et de I’Algébre de la
Logique. ‘Les notions de la Théorie des ensembles seront d’emploi
constant (excepté l'opération (H), qui est d’un caractére plus
spécial). L'Algébre de la Logique, dans la majorité des paragraphes
(surtout dans ceux de nature ,géométrique”) ne sera pas employée,
tandis que nous en ferons usage dans certains problémes (surtout
liés & la Théorie des fonctions) ol l'emploi des notations logiques
g’'impose de facon trés naturelle et permet de simplifier les raison-
nements (p. ex. aux §§ 27, 33—35).

En premiére lecture, on peut omettre tout ce qui concerne
I’Algébre de la Logique.

. § 1. Opérations de la Logique et de la Théorie
des ensembles.

I. Algébre de la Logique. o« et 8 étant deux propositions,
a' désigne la négation de o (c’est & dire ,non o), a-p la somme
logique (,az ou %), a-B le produit logique (,,a et B“); a—pB veut
dire que a entraine f (implication), a=f veut dire que o équi-
vaut & S.

Citons, & titre d’exemple, les théorémes suivants: a’'=a (loi -
de double négation), (a—p)= ('—a’) (loi de contraposition),
(a:f)' =o'+ f',(a+B)'= (a'- f') (lois de de Morgan), (e —p) =(a’'+6),
a (B+y)=af-+a-y.

Chagque proposition admet 1'une des deux valeurs 0 (le ,faux”)
ou 1 (le ,,vrai“), On a a - o'== 0 (principe de confradiction), a +a'=1
(principe du tiers exclu).

C. Kuratowski, Tepologie I . 1
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IL. Algébre de la Théorie des ensembles. .H(’)H‘; 1 _un en-
gemble donné (ce sera dans la suite 1’eapqce. congidérd). Lea. 616~
ments de cet ensemble (les points) seront déslgnés par (‘105 minug-
cules latines a, b, @, ¥,...; 1es sous-ensembles de 1’c>1.mmnble 1 seront
désignés par des majuscules A,B, X,...; les £ahmll.loﬁ de  sous-en-
sembles (ensembles du deuxiéme rang) par 4, B, X, .4 o

zeX signifie que @ est un élément de 1’(?118(5“%1)10 'A,. ’()n
désigne respectivement par X+Y, XY (ou XJ.K' ),‘ Xr —MY. : ‘10141-
semble composé des éléments qui appartiennent gmt a X, Boit & Y,
lensemble formé par la partie commune de X et Y, l'ensemble
des éléments qui appartiennent & X, mais non hy 1’ L’ensemble
vide est désigné par 0. On écrit X CY, lorsque X eab” un gous-
ensemble de Y. Le ,complémentaire de X = X' == L~ X

On a ainsi les équivalences suivantes:

(med)=(@ed), @ecd)- (xeB)mmwe(d-|- B),
(ed) - weB)=(wed-B), l= (wel)y, O==(wel),
(ACB)=[(wed)— (@weB)], (4d=B)=[(wecAd)s==(weB)],

les symboles ‘, -+, -, 1, 0, ayant dans le membre gauche leur
sens logique et dans le membre droit leur sens en Thdéorie des en-
sembles.

Citons les formules suivantes:

A—AB+(A—B), ABCACA+B, (A+B) =A'B', (AB) =A'+B’,
(A=B)=[(4 CB) - (BCA)],

Deux ensembles A et B sont dits disjoints, lorsque AB ==0.
On a A(B—A)=AA'=0 (quel que soit B).
L’ensemble compogé d'un seul élément o est désigné par (a).

III. Fonctions propositionnelles, Soit ¢(w) une fonetion pro-
positionnelle dont la variable x parcourt l'espace 1, supposé =0,
@(v) exprime une condition; elle devient une proposition vraie
pour toute valeur de » satisfaisant & cette condition; elle devient
une proposition fausse dans le cas contraire; si, par ex, dans
LTespace des nmombres réels, on congidére la propriété d’8tre un
nombre positif, on a @(2) = (z> 0).

') Les différents’ caractéres metbent on évidence les différents fyper
logiques de variables,
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2o(x) veut dire: il existe un « tel que @(x) (c. & d. un @
.ﬁa,tisf;isa,nt a la condition congsidérée).

[9(®) veut dire: quel que soit », on a ¢(x) (c. 4 d. que
1a co;lcdition est vérifiée par chaque x).

Par exemple: g(m + 2> ), g} (2= ).

On a les formules suivantes, faciles & vérifier:

(%”(p(m))’ = L‘[qo’(m) (formule de de M or g a n généralisée),
f'(lx‘!qv(w)) - (%’w(w)), [§¢(W) + 2y(2)] 2
Te@ - [Iv@) =[Ite(@ - v(@), Sk@ p@]—>Ie  Ivl),
To@) + [Ty @]~ lp@) + (@]

=3 [o(2) + ()],

Rien n’empéche de considérer toute proposition a comme
une fonetion propositionnelle (qui est soit identiquement vraie, 80it
identiquement fausse). On a

Sa=

X

aEyCﬁ g[a-¢(m)]sa-2¢(m),

X

a +H¢(w)EIZ[a + o (@)}

IV. Opératenr Fo(x). L'ensemble des # qui satisfont & la
-condition ¢ est désigné par Fo(2). Par ex. F (2> 0) est l'en-
.semble des nombres positifs. F'(#®= ) se compose de deux nom-~

‘bres: 0 et 1.
On a lidentité

1. teglp(m)as‘ﬁ(t),
«d’olt on déduit facilement en vertu des équivalences du NO IT les
formules:

2. Ely (@)} = [@fp(w)]'

3. Elp(@)+ (@] =Ep(@) +E v(@

4. Elp(@) -y

X

(m)}=xE¢(w)-wa(W)-

1*
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Ainsi, par ex., on prouve la derniére égalité comme guit:
te]xf[qv(w) cp(@)]=g(t) - p(t) =1 e!jm(@]'[t ¢ ﬁj’w(m)}
=te [ g [ p@).
x X

En outre, [ 0=0, f'1==1, les symboles du membre gauche

ayant, comme toujours, le sens logique et ceux du membre droif
le sens mathématique. :

V. Opérations infinies. Soit 4, un ensemble dépendant
d’un paramétre ¢ (qui parcourt un ensemble donné)!)., Les engem.
bles Y 4, (,,somme des ensembles 4,“) et [] 4, (,produit des ensem:

bles A4,“) sont définis par les identités:
Sted)=[te} A], Il (teA,)m[te![A,,].

In remplacant dans les formules du N XX les fonctions pro-
positionnelles ¢(») et y(z) par 4, et B,, @ par ¢ et —par C, on
obtient des formules- concernant les opérations Y 4, et 7.4, de la

¢

Théorie des ensembles; citons comme exemple la rdgle de de Mor
gan généralisée: (3 4,)'=[]4,.

Dansle cas ou le paramétre n parcourt l'ensemble des nombres
o] ]

naturels, on emploie les symboles Y 4, et [[.4, par analogie avec
=l nl,

les séries et les produits infinis de I’Analyse.

VIZ). Opération (HA)3). Supposons qu’on ait fait éorrespondre
& chaque systéme fini d’entiers positifs ki,..,%, un ensemble

') En général indice ¢ parcourra un ensemble arbitraire, dénombrable
ou non; cependant 4, k, n ete, désigneront un nombre naturel variable.

%) La lecture du N° VI peut 8tre remise jusqu’d celle du § 11,

%) Voir les notes de MM. Souslin et Lusin dans les Comptes Rendus
Paris, t. 164 (1917), p. 88 8s.: voir aussi T, Hausdortt, Mengenlehre, § 19,

L’'importance de I'opération (HA) tient surtout au fait que, malgré mo gé
néralité, il y a des propriétés importantes (belles que la mesurabilité, la pro
priété de Baire, of, § 11) qui en sont des invariants,

s 1, VI Opérations de la Logique et de la Théorie des ensembles, b

Akl_,, ke L’ensemble-somme de tous les produits de la forme
]]1 Ay .. v, et dit ,résultat de I'opération (A) effectuée sur le sys-
A

téme des ensembles Ap

n

L'opération (HA) est une opération indénombrable (la somma-

tion étant indénombrable). Les opérations dénombrables 5 et ﬁ
n=1 n=1

-en gont des cas pai*ticuliers, cas, oit 'on pose soit Ap ., 2y= By
80it A, . ry=2B,.

~ Soit 3=1[3% 3%...,3%...] une suite variable de nombres na-

turels (on peut considérer 3 comme le nombre irrationnel dont le
développement en fraction continue est l—:;il—i— %J—f—...-{-é—"' R

Le résultat de I'opération (A) s’exprime alors par la formule

..R =2n Aal_“‘an.

3 n=1
Le ;systéme d’engsembles {Aal.na"} est dit régulier lorsque
-A31“,3n gkl CA?,L,. 3
Chagque systéme {Aal--~a"} peut &tre ,régularisé“: en posant
"(1) 'A'a*l...arl:-A'al 'A3132 e 'A3132,,_an

-on. constate aussitdt que 1’on n’altére pas le résultat de I'opération ()
en remplacant le systéme {4, ;) par lesystémerégulier {A;l_._an}.

Citons les formules suivantes concernant l'opération (A)
effectuée sur un systéme régulier?):

=] oo 0
L. mé;%vkl:—{Am L ;%,ng Aal'" B
et d'une facon plus générale:
(>~ o0 (=]
la. m‘i_zl %’kglflgl... Dim 3l gk x.f;’kglAyl...g)ial...aﬂ

1) Cf. N. Lusin et W. Sierpifiski, Sur quelques propriélés des emsem-
bles (4), Bull. Acad. Se. Cracovie 1918, p. 35,
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2. Aal_“ 3 CBgl...ak entraine %’){]JA gl C \ ” 13&" "
3. la. sommation )j 2 1 080 ddnombrable

§ =t
(1’enseinble des systémes finig de nombres naturels dtant dénom.
brable);

b A3 4. pC352 5 (
3 b=

a~=0

o0
""'x.\‘] -Aal... a m)i
=1

ol T'on pose A@l...z,le":A pour k=0

Pour prouver cette dernitre inclusion, UPPOKONE (ue P el
et que p n'appartienne pas au membre droit de I'inclusion; done
en symboles logiques:

o] 0Q
g]ﬁg)[(? edy . ) ":,./_J\jl(%’) edyem)l
ce qui veut dire que, m,...m, étant un systéme fini (kz0) d'in
dices tels que p e Ay, .., m,, il existe un indice m tel que p €Ay mym
Or, comme ped, on en conclut que, pour un certain indice 7,
pedn; d’ou pour la méme raison peAmlm2 ete. Tl existe pa
conséquent une suite infinie d’indices my, my, ... telle que

%0 s
Pe IY Ami o mp? done p 64\] ”‘A‘a’l... ks
k=1 ’ \ 3 Jezn]

ce qui prouve que p n'appartient pas au membre gauche de linclu
sion 4, c¢. q. f. d.

5. 8iles ensembles Ay on et Ay yn sont disjoints dds que leur
systémes d'indices, somt distincts, on a

Ay

00
— T \1
3 n=1 - 3" Wnl-ll % Aal“' e

Q
En effet, I'inclusion Y ”1 4 g gn & Loujours lie
a s

0
oot Cula!i %7 4
(méme i le systéme n’est pas régulier; voir d’ailleurs §2, IV
Supposons done que p appartienne au membre droit, Il exist
alors un et un seul indice m, tel que p €4, ; d'une facon analogu
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il existe in couple d’indices I, m, tel que pedy m,. Comme 4, ,, CA4,,
il vient ped, et on en conclut que I,=m,. On démontre de la
méme facon qu’il existe un indice m, tel que p eA,,,1 mymg ©6C. En
désignant par 3 la suite infinie m,, m,, Mmy,..., On .voit Dbien que
2. Done pe H v
6 n=1

61). FE dant le résuliat de Uopération (A) effectuce sur le sysiéme

(régulier ou irregulier) {41, ), posons pour a<<Q (ol Q désigne

pour chaque n on a p sAal

-

le plus petit nombre ordinal indeénombrable):

(2) -Agl an:Aal,,.yn (3) A;ﬁ_.l. an”“A;i...an'lé;A;i...anm
(4) ", g Aflm o Dour A limite.

Posons, en outre:
(5) Euzg-Aku; (6) Tw::%?”g,;( ;:;..‘an”"-AaC;—_{fan))
(7) Ky=E,—T,.

On a alors
(8) SNSK,=E=][]E,.

J a<<Q

Soit d’abord zeX,. On a done @eE, et z non-¢T,. La pre-
mieére de ces formules implique (d’aprés (5)) 'existence d'un indice &,
tel que weAf} en vertu de la deuxidme on a: @ mon-¢ (45— A5
(ce quirésulte de (6) en posant 3= [k;,1,1,...] et n=1); d’ott we A5'".

'On en conclut en vertu de (3) qu'il existe un indice %, tel que we.Aj 4,.

De 14 (en posant dans (6) 3= [k, k,, 1,1,..
xnon-e(Aj p,— AZ‘E), done 2 eAZj‘,}i.

Aingi, on définit de proche en proche une suite infinie d’entiers
positifs %, ky,... telle que wedy, ., quel que soit m. Autrement
dit, en posant 3=1[k, ks,...], 00 &

.] et n==2) on déduit que

me”A

n=1

9 g

1) W. Sierpinski, Sur une propriélé des ensemblos (4), Fund. Math, 8
(1926), p. 362, On y trouve quelques autres citations sur ce sujet.
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D’autre part, on constate facilement pat Vinduetion frang-

finie que

(10) & gD A g pour a<f.
Il vient
4% 5= Ay ., ol wel.
Tl est aingi établi que
{11) YK,CE,
‘ al
Afin d'en déduire (8), nous allons démontrer gue
(12) BC[] B A, et (18) [ [ Ty
el e
On a, pour chaque o et m:
(14) n]li-A-al 3nC—A Lt

Cela se démontre par l'induction transfinie en tenant compte
de (2), (4) et de la formule
n' A;ﬁt an bn-l-i c -A«;:tl .A. ‘ f}

o
alod g

S A%
- 3 k—%’l ot

qui prouve que, si Vinclusion (14) est sum)oaéu réalisde pour o (eb
pour chaque m), elle est réalisée aussi pour a-- 1.
En substituant dans (14) m==1, il vient
HAal anCA CZA]?Z !‘CH
n=1 k=1
d’otr Vinclugion (12).
Pour établir (13), supposons par impossible que xeT,, quel

que soit a<<Q. A chaque a correspond par conséquent un gystéme
d’indices %y,..., k, tel que

1] oo,
we(dpy.. n— Aigt 1)

L’ensemble de tous les systémes finis d’entiers positifs étant
dénombrable et I'ensemble des nombres ordinaux < £ étant indé-

(15)
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nombrable, il existe deux nombres ordinaux différents « et § auxquels
correspond le méme systéme d'indices; h cOté de (15), on a done

(16) we(Af . p— AL L)
Il est légitime d’admettre que a<f, donc que a+1<p. 11
vient, en vertu de (16) et (10): we A", , contrairement & (15).
Les formules (12) et (13) établies, passons & (8). En tenant
compte de (12) et (11), il reste & prouver que

] BaC 3 Fe.
all

Or cela résulte aussitot de (13):
en existe un a tel que

€(By—1T,) =

8i weX, pour chaque a, il

=K,C Y K,.
¢t<S2

VI1Y)., Crible. Soit R l'ensemble des fractions binaires fi-
nies 0 <r<<l:

(1) o 1< my<<.o<<Mp.

Toute fonction qui fait correspondre 4 chaque re¢ R un ensem-
ble W, est nommée un crible. L’eénsemble A des z pour lesquels
il existe une {uite infinie de nombres 7, 7,,... de KR tels que

{2) et weWr - W ...

est dit eriblé par le erible W,.

7‘1‘< 7’2< aee

En d’autres termes: posons

(3) M= (@eWs), c. hd. (4) W,.=F (relLy).

A est I'ensemble des # pour lesquels I'ensemble M, n’est pas bien
ordonné selon la grandeur décroissante de ses éléments?).

1) La lecture des NN° VII et VIII peut dtre remise (sauf la définition de
I’ensemble de Cantor) jusqu’a celle des §§ 26 et 34.

2) Ces notions sont dues & M. Liusin, Cf, Fund. Math. 10 (1927), p. 9. Dans
le cas od les encembles W, sont contenus dans I'espace des nombres réels, on peut
imaginer 'engemble W, placé gur la droite y=r. L'ensemble M coincide alors
avee’intersection de Pensemble-somme des W, (ol 7e R) par la “aroite verticale
d’abscisse .
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Désignons par A, pour a-<£&, Pengemble des & pour lesquels
le type d’ordre de l'ensemble M, est a. On a done

(5)

Cest la décompogition de A’ en conslituantes (relatives au
crible W,). Elle joue un grand rOle dans U'élude des ensembles pro-
jectifs.

Nous allons démontrer & présent que opération (HA) effectudo
sur un systéme d’ensembles Ay ..x, Deut étre remplacée par lopé-
ration du crible, en définissant les ensembles W, d'une fagon con-
venable.

Nous allons congidérer, dans ce but, los gystémes linis d’cntiers.
positifs %,,...,k, comme des fractions binaires finies (d'une fagon
analogue, les suites infinies d’entiers positifs ont ¢lé congues dank.
le NO VI, p. 5 comme des nombres irvationnels). Plus précisément,
nous faigons correspondre au gystéme %y,..., &, le nombro

1 1 1
(6) " + YT +oo STy
Autrement dit, au nombre r donné par la formule (1), cor-
respond le systeme I(r)=[my, My— Myy.ry Mp— Mpt ) ON a aingl
une correspondance biunivoque entre la famille de tous les systémes
d’entiers positifs et l'ensemble R.

Thdorémet). A étant le résultat de Vopédration (H) effoctude
sur le systéme régulier {4y, .2}, A est cribld par lo crible A .

. Posons, en effet, W,=dry. Si wed, il existe une suite in-
finie %, ky,... telle que wedy - Ajp,-... Les nombres 7, donnés
par la formule (6), ol n = 1,2,..., satisfont done & (2).

Admettons, inversement, que la formule (2) soit remplie. Posons

. @ 1. . ‘
1,.13,10“ =,,£'z"a; ol 1<my<my<<... Solent &y =my ot iy == my— My
. nol, 1
our . . ) ;
pour n>1. Il existe un #;, tel quei:%zmﬁw,n ﬁ%m Dang lo dé-

1) Voir N, Liusin et W. Sierpinski, Journ. de Math, 11 (19238), p. 65-—08,
Cf. W Sierpifiski, Te crible de M., Lusin o Vopération () dans les észmcaa ab-
straits, Fund. Math. 11 (1928), p. 18, N, Lusin, Fand. Math, 10 (1927), p. 20
et E. Sélivanowski, C. R. Paris t: 184 (1927), p. 1811,

icm

[§ X, VITI] Opérations de la Logique et de la Théorie des ensembles. 1T

veloppement de r,n::;ii—]—...-}—g‘l—; ou 1L <...<l;, on a donc

b= Mqyeeey lu=my,. I1 en résulte que les n premiers termes du sy-
stéme I(r;) coincident respectivement avec les nombres k... kn-
Le systéme d’ensembles {4 .} étant régulier, on a l'inclusion
AI(,.jn)C Apy ..y, A'O0 Zedy, x, quel que soit n. Done weA.

VIII. I’ensemble € de Cantorl). On appelle ainsi ’en-
semble de tous les nombres ¢ de lintervalle 0<{¢<1 qui §'écri-
vent dans le systéme de numération triadique sans le chiffre 1;
c. & d. que ‘
e ‘
9

4

1) =" o
3

t(")

- + .., ou =0 ou 2.

—
27

I’engemble C s’obtient aussi comme suit. Partageons lintervalle 01 em
3 intervalles égaux et enlevons intervalle (ouvert) central: 1 /3<C 3<C%,; il se com-
pose évidemment des nombres ¢ dont le premier terme du développement tria-
dique est nécessairement égal & 1, Procédons d’une fagon analogue avec les deux
intervalles 0,%/; et 2/, 1; partageons-les en 3 intervalles égaux et enlevons-en
les intervalles ouverts centraux (ils se composent des t tels que #® est nécessaire-
ment = 1), En procédant ainsi de proche en proche on obtient 1’ensemble C,

On constate aussitdt que la formule (1) établit nne correspon-
dance biunivoque entre la famille des suites infinies formées de
deux nombres: 0 et 2, et les points de l'ensemble de Cantor. Ces
deux notions seront souvent identifides.

A chaque teC nous allons attacher un type d'ordre . Ran-
geons, en effet, 'ensemble R du N° VII en une suite infinie: 7,7,,...
et désignong par R; l'ensemble des 7, tels que 1™ = 92; i désigne
le type d’ordre de ensemble R, ordonné suivant la grandeur décrois-
sante de ses éléments.

L’ensemble R étant dense, chague ensemble ordonné dénom-
brable est semblable & un sous-engsemble de R. Chaque sous-en-
semble de R étant une valeur de la fonction Ry, ot te C, T parcourt
donc tous les types d’ordre deénombrable. Autrement dit,

(2) en posant L,=J (I=7), on a L;=0,
t .

quel que soit le type d’ordre dénombrable 7.

1) G. Cantor, Math. Ann, 21 (1883), p. 590.
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En particulier, « désignant un nombre ordinal et
, L
{3) Lm{g’(z<:{2), on aLwagbLa,

décompogition en ensembles non vides.
Les ensembles L, sont les constiluantes de L ddéterminées par
le erible O,==[ (reRy). En tenant compte des éguivalences
t

(4) (te Op) == (rn e B) m= (117 = 2),
o constate, en effet, que I'ensemble C—L est eriblé par le crible €.

~ § 2. Produit cartésien.

I. Détinitionst). Le produit caridsien (gu'il ne faut pas con-
fondre avec le produif == partie commune) des ensombles A of B
est l'ensemble 4 X B comporé de tous les couples ordonnds a,b
ol aed et beB., D'une facon analogue, élant donnde uno suite
finie ou infinie d’ensembles A;,..., 4n,..., leur produit eartérion
se compose de toutes les suites finies (formdes de n termes) ou in-
finies dont les termes sont extraits successivement des onsembles
donnés. On désigne ce produit par lg'Ak et ﬁA.,, regpectivement.,

. Rl na=l

Dang le cag ol 4y =...== 4, =4, on pose Ay X... X4, = A" Si

tous les termes du produit cartésien infini igAu gont identiques & 4,

on déerit =l
o0

IAlz = 4, Ko .

n=

Ainsi, par ex., le plan des nombres complexes est lo ,onrré" do espace
«des nombres rdels; J désignant Uintervalle 01, g% désigne un carré, % un
-oube, ™ 1o ,,cube fondamental® de Hilbert (voir §14), Dans le oas od, 4 8o com-
pose de deux éléments, AN peut 8tre congu comme lensemble & do Camtor
{ef. § 1, VIII); si A désigne I’ensemble des nombres naturels, AN gt ’ensemblo SV
«des nombres irrationnels de l'intervalle 01 (voir §1, VI, p. ).

11. Formules de caleul. En g’appuyant sur log équivalences:
{@y)eAx By ={(wed)-(y eB)}, Uy, @) € PAY = [ [ (g € An),y
-on prouve facilement que ! ’

1 (A—I-B)X(O-I—I))mAXO—+~AX1)*|“B><O“1*“B><,D
et d’une facon générale: '

1) Cf. F. Hausdorft, Grundeige dor Mongenlehre, p, 37,

[§ 2, II1] Produit cartésien. 1%
1a. (2 4.) X (X By) =2 (4,X B,);
. (A40) X (BD)=(4 x B)-(C x D),
2 a. (HA;)X(HBx)zn(-AL XBz),
2D. HPAt,n:,Pn-AL,n§
3. (A—B)x(=4Ax(0—Bx0;
4. [ACB et OCD|=[AxCCBxD] (si A& 0==0),

42, 8i AXO=BXD, on a A=B ¢t (=D (4 moing qu'un de-
ces ensembles ne soit vide),

4b. 8i PA,=PB,,on a 4d,=B, (81 A= 0 ==B,, pour chaque k).

Si 4 est un sous-ensemble de 'espace & et B de l'espace Y~
(ou, plus généralement, si 4,C%F,), on a les formules suivantes:

5. (AXB)=A"XY+ FxXB,
5a. , (PAy) =3

ol 9'[:1 = fflx %2 Ko X %‘n—1 X (c%.n—".An) X r%'n_HX...;
. AXxB=(A4Ax¥Y) - (£xB),
6 a. . P-An:“—"n%[n

ot Wo=F; X Fy X oo X g X An X & X ...

ITI. Axes, coordonnées, projeetions. & et Y étant deux
espaces donnés, nous les appelons (par analogie & la Géométrie-
analytique) azes du produit cartésien & X Y. Chaque point 3 du
produit 3 =& x Y étant de la forme (z, y), on appelle z et y les.
coordonnées de 3 (I’abscisse et l'ordonnée). La projection ,paralléle
a laxe Y d’un ensemble & contenu dans & X Y est I'ensemble:
des abscisses des points de &; ¢’est done Vensemble f 3 [(», y) « Gl

x ¥

Les définitions précédentes se généralisent aussitdt au cas du
produit d’un nombre arbitraire de termes. En particulier, 3 étant
un point de 'ensemble P %,, la n-8me coordonnée de 3 est dé-

n

signée par 3; de sorte que
3= [3(1)5 3(2); ey 3(::)’ .-
(les parenthéses seront, d’ailleurs, souvent omises).
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14 Introduetion,

1V. Fonetions propositionnelles de plusiears variables,

Une fonction propositionnelie p(o,y) de deux variables dont
I'une parcourt I'espace & ot T'autre Vespace Y peul élre considdvée
comme fonction d'une seule variable 3 qui parcourt le produit
cartésien & x %Y. Les formules du § 1, IIL restent done valables
lorsquon considére des fonctions de plusicurs variables ot quw’on
remplace la variable # par le gystéme des variables. On & en oulre:

%‘«p(w,y) = zg p(@,y) = %7% p(@y),
[Toley) = [1l] p(@y) = L] #@y),
Sol@) Zyla) =2 [9(a) ()],
1T o(@)+[] i) =[] [p(e)+ 9@,
Tpl@)+[] v(@) = 2 ][ lp(@)+p(@)] = [] 31e@) b pla))
Sol@)- [ wiw) = 3 [] lp(@) p(@*)] = [] 3 gl ()]
§{]¢(w,y) »ll;lgi’fp(w,y)-

Si les variables ¢ et 4 parcourent le méme cspace & - ¥,
on a la table suivante d’inclusions:

/S plw,y)—> [ 2 ola,y)
VAN IS AN

AN N/

q‘l’(w’y)_“""" [ ¢(x, ) "/'/"\('* 2?’(“’9”) W};};‘l‘(w;y)‘
X, x X Xy
a /
\%’gm(w,y) ———ﬂjgrp(w,y)/

Ememple. Le fait qu'une fonction f de variable réelle est continue en
chaque point §'exprime de cette fagon:

I {] ?[,-,7 {I[] < 8] = [|f(@ -+ h) ~f(@)| < &},

iom

{§ 2. VI] Produit cartésien. 15
V. Relations entre les opérateurs J et 3.
X X

L. @'yEip(w,y) =§E(p(w,y)-

En effety, d'aprés § 1, IV, 1, te /Y o(z,y) = o(t,y). En dé-
‘ x y ¥
:signant par A, Vensemble Fo(z,y), on a ¢(t,y)=te Fo(x,y)=1tec 4y
. X x
’ol selon § 1, V:

§
quo(t,y)——*—:%’(t edy)=teYAy,=1ed Fo@y).
. y I

X

D'une fagon analogue:
2. qu’(%y) =g§(ﬁ(wyy)‘

3. L'ensemble [ X o(z,y) estla projection de Uensemble F o(x,y)
xy . xy

paralléle & Vaxe Y1), ‘
En effet, si l'on pose E=Ff ¢(ry), on a l'équivalence

@(,y) = {(=,y) €« €}; donc Vensemble E 3 o(»,y), en tant qu'iden-

tique & F 3 {(x,y) € €}, est la projectio;t ‘e ® (voir IIT).
, T

VI. Multiplication cartésienne par un axe. On a l'identité:
1. gw(y)=$><€?¢(y)- ‘
Aingi, par exemple (cf. § 1, IV, 3),
g [ (@) + w(y)] L_g (@) + xlgw(@/)=[@qﬂ(w)] Xy+$xyE¢(y)-
De méme (cf. II, 6):
Elol@) vl = (£ @)1 x Y} 1% x Ev@)} = #(o) X Evly)-

xy : y

Exemples, 1. Soient A I'ensemble des nombres entiers ot B celui des nom-

bres rationnels. On a, par définition:

R=F33{(yed) (ze A)-(zz=y)- (2= 0)}.

x g z

1) Ces énoncés se trouvent dans la note de M. A. Tarski et de moi-méme,

Les opdrations logiques et les ensembles projectifs, Fund, Math. 17 (1931), p. 243.
Of. E. Schroder, Vorlesungen dber die Algebra der Logik, t. III. p. 52.

I’importance de la proposition 3 tient au fait que la projection est une
opération continue.

-ou « et h parcourent ’ensemble des nombres réels ot s et 8 sont >0,

En renversant Lordre des opérateurs [] et %:’, on obtient la définition
. . s x
«de la continuité uniforme,
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16 Tntroduction,

Posons €= Ji {(yeA)-(ve A) (@e==y): (e O}, D'aprés § 1, 1V, 4, oot
ayz , 10 de I )
ensemble est la partie communo de quatre ensembless 19 de  Penremble

Flyed)=&x Flyed)xZ, o & A4, de Vensemble des pluna  paralldles
]

:g; plan & X % et passant par los points entiers do axe 9, 2% do Pomacmble

F (ze ), qui est également un ensemble constitué par des plans, 3" du
;f;mboloids hyperbolique défini par Iéquation ye=wz, 4° do Pensunble

E (24 0), c. & d. de Lespace Ex Y x Z diminué du plan 2#=0,
xyz D'aprds V, 3, l'ensemble E g’obtient & partiv de €, en lo projetant.
d’abord sur le plan £ x Y et puis, en projetant cetto projection sur Vaxoe &,

2, Soit f,(2),fy(@),... une suite de fonctions continues, L'ensemble des
points de convergence de cette suite est par définition:

O LTS i@ el < -

x k nom
1 £ w:’; [52]
En posant Apme=f, (Febm ()~ ()| = w.;}, on a done Ues [[ N [] Ayt
* l b kel posd mwd

Lrensemble Anmz 6tant fermé, on en eonclut que ¢ osl un Fag (ef. § 26, ILT),

§ 8. Fonctlons.

1. Notations. Soit f une fonction définie par la relation
y=f(x) et dont les arguments appartiennent & L'espace & ob les
valeurs & l'espace 3. Posons:

A =TVensemble des argumenits, V = Uensemble des valeurs.

On a done ACE et VC¥Y.
X étant un sous-ensemble de &, f(X) désigne 'onsemble des
éléments de 9 qui correspondent aux éléments de X. En symbole:

y e i)} =2 (2 « X) [y =f(@)].

Inversement, si YC, on désigne par f~(¥) (’ensemble de
tous les # dont les valeurs appartiennent & ¥. En symbole:

{foef"(M={fw) e X}, dot F(¥)=[{f(@) ¢ T)}.
D’une fagon analogue, X étant une famille d’ensembles (en~

semble du deuxitme rang), f(X) désigne la famille qui g'en déduit
en remplacant les ensembles X qui lui appartiennent par f(X).

cm

[§ 3, II] Tonctions, 17

I1. Formules de ealeul. ,On_..pxouye facilement que:
L fGt K) =fE)+AE)  la f(SX)=3/(X)
2. {( Xy Xp) CHZy) f(Xy) 2a. (1 X)CI] /(X))
3. f(X)—HX) CHX,— X,) 4. 51 X, C X, f(X;)CH(X)
5. {f(X) =0} ={XA =0}
6. fH(YytTo) =f (Y +1 (Vo) 6a. (3 X) =3/ 7(¥)
T (Y o) =f(X) 7 (T) Tan [ X =[]F7(X)

8. FH T —To) = X0) —F ()
9. ‘ Y,CY, entraine f(X¥,)Cf(X,)
10. {(X) =0}={TV =0}

11. XACFf{(X) 12. i YY) =XV

13. HX) Y =X {(T)}

A titre d’exemple, nous établirons la formule 13. Supposons
que y e f(X)-¥, ¢. & d. qu’il existe un we X tel que y=f(x)¢ X,
done que ef '(¥). Par conséquent 4 ef[X-f'(¥)]. Ainsi,
f(X). YO X-f(¥)]. Inversement, d’aprés les formules 2 et 12,
on a f[X-fYXY)ICHX) -/ (X)=fX) ¥, d’o la formule 13.

En restreignant les arguments de la fonction f & un sous-
ensemble B de 4, on obtient une fonction partielle, désignée par
fIE 1). On a les propositions suivantes:

14. g=flE entraine g~ (¥)=B-f(Y)

18, si A=3B, et fi=f|B, ona FH(Y) ==_§,’ft(Y*‘).
En effet, 14 résulte des équivalences:
[0 e g~ (X)]=[g(®) e Y1=[2 ¢ B]-[f() ¢ Y]=[w ¢ B-f (Y]

et, quant & 15, on a FN(¥)=Y7"(X)-B~=Y{ ().

1) Voir F. Hausdorff, Mengeylehre, p. 194.

C. Euratowski, Topologie I.
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18 Tnteoduetion,

1L Fouetions biunivoques. Lorsque la engnditi(.m .]’(ml) - Jlag)
entraine 1'égalité oy~ @, la fonction { est dite bzmzwog?fa, _Im,
fonction inverse @==f~i(y) {ransforme alors d’'une Pagon binnivo-
que 'ensemble V en 4. On a évidement.:

i) =0 pour wed, [["Ny) y pour Ye v,
(=g} ={f()~T(m)} pour ay,wyed, {weX}m=i{f(®)ef(X)} pour X CA.

i y [} |« v 1 5 4 R {
Dans les formules, 2, 2a, 3 et 11, le signe d'inclusion peat. tre
remplacé par celui d’identité.

IV. Fonctions topologiques. Dans la . suite, nous mnpluiuro,nm,. mutre les
fonctions propositionnelles primitives de la Logique ¢f do lfn, 'l«‘lumm’u (lfm on.
sembles: m=y, x¢ X (btendues b tous les typos d'ordre des vurinbles: X ¢ X oln,),
1a fonction propositionnelle primitive lopologigue @ e X (vl X, nmnmé‘/nrmnl,u.rn
de I'ensemble X, est un sous-ensemble do Uespuce), Lew lrois opdrations logis
ques +, /ot 3, offectudes sur ces fonclions primitives, aul/:iuem & conalruire
la Topologie toute entidre; toute fonetion propositionnelle ainui obbenua wera
dite fopologique.

On a vu au N° préeédent quo, f(») dtant une transformation biunivoque
de Lespace & en Y, la relation @y=w, oquivant & f(wy)=sf(wg) ot la mlzfibi(m
zeX 3 flx)ef(X). Supposons, en outre, que ln relation wedX dquivale
4 f(#) e fIX). La transformation f est dite alors une homdomarphiot),

On vérifie que, f élant une homdomorphie, toute fonolion proporitionnclle

" topologique concernant Vespace & équivaut & la fonolian propositionnelle qui 'on
obtient en substituant f(@) & , f(X) ¢ X ele.

En d'autres termes: fout ce qui 8¢ laisse ewprimer & Paide de fonotions
propositionnelles topologiques st um invariant de U homéomorphie,

Aingi par ex., considérons la propriété de L'espuce & d'8tre dense en #oi,
Elle s’exprime par la condition JTxe & —(x). Posons ys=f(z). Ta fonction

f étant supposée une homéomorfihie, on en conclut que J7y e J(&) (Y

|7
done JTy e Y—(y), ce qui signifie que Vespace Y est dense en soi,
]

La condition que I'ensemble X, situé dans 'espace &, soit fermé g'exprime
par 'égalité X=X, Il vient {X)=J(X), ce qui signifie que Pensemble qui eor-
respond & X est, dans Vespace ¥, fermsé,

V. Notations auxiliaires. Les notations dont il a 666 question jusqu’d
présent suffisent théoriquement — comme nous 'avons dit — pour fonder la
Topologie. Mais pour des raisons pratiques on se sert en outre d’autres nota-
tions, qui ont un caractére auxiliaire?),

1) Nous reviendrons sur cette notion au § 13, VIII,
*) Bien que, du point de vue logique, les nobations suxilinives ne soient

pag indispensables, elles sont trés utiles dans le développement d’un mywidme
mathématique.

‘ 1§ 3, V] TFonctions. 19

C’est ainsi, par exemple, que l'on pourrait se passer de la notation f(x)
qui est employée pour désigner une fonction variable. Toute fonction est, en
effet, un ensemble de paires ordonmdes (satisfaisant 3 certaines conditions) et
la paire ordonnée ab est par définition identique & l’ensemble [(a,b),(a)]; une
fonction est done un ensemble du 3-me ordre.

Lo cas des notations des nombres naturels (ou réels) est analogue. Si I’on
-suppose que 1’espace considéré est infinil) (ce qui est, en général, légitime), les
nombres naturels se laissent définir dans cet espace de fagon‘imrinséque. A sa-
voir, en classant les sous-ensembles finig de I'espace selon leur puissance, on d4-
£init une suite de classes qui peut dtre considérée comme la suite des »nombres
naturels“, A 1’aide de I’ensemble des nombres naturels (ainsi congus), on définit
par des procédés classiques I'ensemble des nombres rationnels, réels, complexes
ete. (ainsi, par exemple, la propriété d'un espace topologique d’étre une image
continue de I’intervalle 01 des nombres réels est—de ce point de vue—une pro-
priété intrinsdque: pour dtre formulée sang variables auxiliaires, elle demanderait,
bien entendu, l'emploi de variables d’ordre tras éleve).

Quant & l'emploi des nombres iramsfinis, ils interviennent toujours en
"Topologie do fagon telle gu’on peut les éliminer & ’aide de la méthode générale
d'élimination des nombres transfinis des raisonnements mathématiques 2),

1) Cetite hypothése peut &’exprimer ainsi: il existe une famille d’ensem-
bles X0 telle que, pour chaque X ¢ X, il existe un ensemble ¥ satisfaisant

aux conditions: ¥ e X, YCX, ¥4 X. Voir A. Tarski, Fund. Math. 6 (1924),
. 49,

%) exposée dans mon ouvrage de Fund. Math. 8 (1922), p. 76—108.

9%
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