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PRZEDMOWA

Matematyka dzisiejsza rozpada si¢ na szereg dzialéw, kidrych
nazwy sg zazwyczaj krdikie, czesto ustalone od stuleci i nie da-
jace wyobrazenia o tym, czym si¢ dany dzial zajmuje. Tak jest
i z Teoria liczb, kiéra zreszta, zaréwno ze wzgledu na swa tresé
i metody jak ze wzgledu na swéjstosunek do innych nauk, zajmuje
pewne. odrgbne stanowisko wéréd résnych dzialéw Matematyki.
Sadzac¢ z nazwy, moina by przypuszczad, ze jest to jaka$ ogélna
nranka o pojeciu liczby i jego stopniowych nogélnieniach, a wigc
zajmujaca sie kolejno liczbami naturalnymi, calkowitymi, wy-
miernymi, rzeczywistymi, zespolonymi i moze Jeszcze innymi
rodzajami liczb, oraz rozwijajaca teorig dzialad na tych liezbach.
Nauka taka rzeczywiScie isiniejg, ale nosi nazwe Arytmetyki
teoretycznej. B

Przedmiot Teorii liczh jesl natomiast bardziej specjalny: zaj-
muje sig ona badaniem mwlasnosci liczb calkoritych, samo za$§ po-
jecie liczby calkowitej, jak réwniez teorig dziatahn arytmetycznych
na liczbach catkowitych, bierze gotowe z Aryimetyki i Algebry.

Nie znaczy to jednmak, by Teoria liczb nie poslugiwala sie
innymi liczhami jak tylko calkowitymi. Wiele wlasnoéci liczb
catkowitych wykryto przy pomocy liczb niewymiernych lub ze-
spolonych, a wiele twierdzed o liczbach calkowitych tatwiej jest
dowie§é, nie tylko poslugujac sig liczbami niewymiernymi lub ze-
spolonymi, lecz stosujac tez nieraz rachunek rézniczkowy i cal-
kowy lub mawet teori¢ funkeji analitycznych. Ten dzial Teorii
liczb, ki6ry postuguje sie Rachunkiem nieskofezonoseiowym luly
innymi dzialami Analizy Matematycznej, nazywamy Analityczna
teorig liczb, w odréznienin od Flemeniarnaj feorii liczh, nie postu-
gujacej si¢ pojeciem granicy.

Trebcia niniejsze] ksiazki jest Elementarna teoria liczb, jak-
kolwiek mniejednokrotnie nawilazujemy w niej do Amnalityczmef
teorii liczb, dajac dostgpniejsze jej zastosowania,
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v PRZEDMOWA.,

Ninicjsze wydanie tej ksiazki jest joj wydaniem (rzecim.
Pierwsze ') ukazalo si¢ w 1914 r;, przed pierwsza wojna $wiatowa,
jako tom X serii Il Biblioteki Matematyczne-Fizycznej, wyda-
wanej przez A. Czajewicza i 8. Dicksteina. Drugie, z 1925 1.,
wydane przez Kas¢ im. Mianowskiego, bylo odbiciem fotomecha-
picznym pierwszego, z wyjatkiem pierwszych dwu arkuszy, ktére
zostaly zmienione.

Od czasu pierwszego wydania tej ksigzki minglo przeszto
35 lat. Przez ten czas Teoria liczb uczynile wielkie postepy.
Wprawdzie cze§é jef wynikéw klasyeznych pozostata w postaci
niezmienionef, a czeSé zachowala trwaly wartedé historycana, ale
wykryto tez w ostatnich dziesiatkach lat szereg nowych iwier-
dzen oraz uproszezone dowody wielu dawniejszych. W tym tez
czasie ukazalo sig w réznych krajach wiele podrecznikéw Teorii
liczly. oraz monografii po$wieconych réinym jej dzialom, nie
méwiae juz' o wielkiej -flodel rozpraw poswigconych réznym
zagadnieniom tak Flementarnej, jak i Amnalityoznej-teorii liczb.
Ukazala si¢ tez w latach 1918-1934 trzytomowa Historia Teorii
Liczb Dicksona?.

Totez niniejsze wydanie tej ksiazki znaczuie sig rézni od-po~
przednich. Poza wwzglednieniem wazniejszych nowych wynikow,
rbinica polega na wprowadzeniu licznych éwiczer, ktéryeh celem
jest z jedne strony danie czytelnikowi pola do sprawdzenia przy-
swojonych wiadomoéci i nabyeia wprawy w operowaniu wylozo-
nym materialem mmlmwym z drugiej za§ strony — zapoznanie
go z wynikami, ktére nie znalazly miejsca w tekécie, ale sa cie-
kawe. Celem tej ksiazki jest wige nie lylko wylozenie Elemen-
tarnej teorii liczb, ale i przygotowanie czytelnika do ewentualnej
samodzielngj pracy w tej dziedzinie, Liczne cytaty ulatwia mu
poglebienie interesujacych go kwestii,

Do zrozumienia tekstu ksinzki wystarcza znajomosé Arytme-
tyki i Algebry elementarnej; niekidre tylko micjsca, kidre sreszta
w picrwszym czytaniu moga byé powiniele, wymagaja podsta-
wowych wiadomodel z Analizy. Ksigzka moze byé zatem vozu-
miana nie tylko przez siudentéw pierwszego roku matemaiyki,

Y) Bylo eno poprzedzone przez dwa wydania litogratowane moich wykla-
déw uniwersyteckich z lat 1908 i 1912, kiére ukazaly sie nakladem Kolka
Matematyezno - Fizycanego Ucznibw Uniwcrﬁytctu Jana Kazimierza.

Y L. E. Dickson, Hisfory of the Theory of Numbers, New York 1934,

PRZEDMOWA. v

ale réwniez przez nauczyciel lub kandydatéw na naucrzycieli,
jako tez przez nie-matemalykéw, kiérych mtercsujq pewne za-
gadnienia Teoril liczb.

Teoria liczh, jakkolwick jest dzialem matematyki dosyé spe-
cjalnym, stanowi nicodzowne uzupelnienie ogélnego wyksztalcenia
matematycznego (nie méwiac juz o tym, ze pewne wiadomosci
# Teorii liczb konieczne sq w innych dzialach Ma‘tematyki,
zwlaszeza w Algebrze wyzszej).

Dla oséb, pragnacych poprzestaé na poczatkowych lylko
wiadomogciach z Teorii licah, wydatem w 1933 r. (wyczerpany juz)
kilkudziesiceioslronicowy Wstep do Teorii Liczb, nakladem XKsiaz-
nicy-Atlas we Lwowie. ’ .

Spelniam mily obowigzek, wyrazajac na tym miejscu podzig-
kowanie Komitetowi Redakcyjnemu ,Monografii Matématycznych”
za umozliwienie nkazaniasi¢-tej ksiazki, a w szezegdlnoéei czlon-
kowi "téf6 Komitetn panu profesorowi dr Bronislawowi Knaste-
rowi za trud, ktérego nie szczedzit podezas jej druku.

Dzickuje wreszcie Drukarni Uniwersytetu i Politechniki -we
Wroclawiu za staranne wykonanie roboty drukarskiej.

Waclaro Sierpiriski

Warszawa, w kwi}f'tniu 1950 r.
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‘ Otéz jest ono liczba rézng od PisPase - .. Pas gdyz wobec (%)
liczba 2p,p2:..pn:"-a nie jest podzielna przez ¢. Liczbh pierw-
szych postaci 2pk--1 jest wiec mnieskoficzenie wiele.
Jako natychmiastowy wniosek stad otrzymujemy:
Kaidy z postepéw arytmetycznych
6k+1,  10k+1,  14k1,  22k1,  26k-b1,
tym bardziej wiec kazdy z postepdmo arytmetyeznych
3k--1,  5k--1, k-1, 11k--1, 13k-1
zaroiera nieskonczenie miele liczb piermszych,
kiﬁg. 'EOWieéé’ ze jezeli liczba a nalezy wedlug modutu m do
wykladnika 6,68,, to liczba a% nalezy wedlug mod ' -
Vindnica 5. _ y wedlug modutu m do wy
136. Dowiesé, ze je‘z'eli {6,8:)==1 i liczba a, nalezy wedlug
n‘lodulu m do wykladnika &,, a liczba a, do wylktadnika 4,, to
liczba a,a, nalezy do wykladni'ka 3y 8,.

2] Ob. tamze, str. 93.

PRZYPISY

Do str. 19. Pelny tytul pracy Kulika jest nastepujacy:
Magnus Canon Dipisorum pro omnibus numeris per 2, 3, 5 non
divisilibus et numerorum primorum interjacentium ad Millies cen-
tum millia accuratius ad 100.330.201 usque.- Authore Jacobo
Philippo Kulik, Galiciano Leopoliensi, in Universitate Pra-
gensi Matheseos sublimioris Prof. publ. ac ord.

Rekopis ten, ktéremn Kulik poSwiecil 20 lat zycia, sklada
sig. z 6 toméw in 4%

*  Jakub Filip Kulik urodzil si¢ w 1793 r. we [swowie i tam
ukonczyl gimnazjum. Od 1826 r. az do &mierei w 1863 r. byl
profesorem astronomii i matematyki na Uniwersytecie w Pradze.

Blizsze szczegély o jego Zyciu i dzielach podaje Z. Krygowski

w Sprawozdaniach z ezymmodci 1 posiedzen Polskiej Akademii
Umiejetnoéei, tom 48 (1947), str. 237, |
. 9

Do str. 21. Jak zauwazyl A. Bermant '}, wzér ipw;—'——l daje
same liczby pierwsze dla liczb pierwszych p<C37; natomiast dla
p=737 wzbr ten daje liczbe zlozons, podzielng przez 1777.

Do str. 22. W pierwszym tysiacu jest tylko 5 dekad zawie-
rajacych po 4 liczby pierwsze, mianowicie 2, 3, 5, 7 oraz czworki
k-1, k-3, k+7, k+9 dla k=10, 100, 190 i 820; poniZej za$
10 tysiecy sa jeszcze tylko takie dekady dla k=1480, 1870,
2080, 3250, 3460, 3650 i 9430. Ob. Scripta Mathematica, tom 13
(1947), str. 230.

Do str. 52. Rozwigzywanie kongruencji 1-go stopnia metods
C. Sardiego.

" Niech bedzie dana kongruencja ax==b(modm), gdzie a1

.i (a,m)=1. Niech af—:m—aE(%); Jak latwo widzieé, Jest

1y Ob. G. Berman, Czislo i nauka o niom, Moskwa 1948,
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0<<a,<Ca, gdyz m nie jest podzielne przez a. MnoZse dana kon-

. m .
Sruencje przez ——E(;), otrzymujemy

a,x=-—bk (n_‘%) (mod my),

zatem kongruencje, w ktérej a,<<a. Postepujac w ten sposdh
dalej, dojdziemy do a,=1, wiec do kongruencji x==c¢(mod m).

Do str. 61 i 62, Tablicg liczh zlozonych n<10% spelniaja-
cych kongruencje 2*'==1(modn) podal P. Poulet; ob. jego Ta-
ble des nombres composés vérifiant le théoréme de Fermat pour
le module 2 jusqu’a 100.000.000, Sphinx, tom 8 (Bruksela 1938),
str. 42-52.

Do str. 79, Twierdzenie Lejeune-Dirichleta o postepie
arytmetycznym mozna z latwoSela wyprowadzié ze slabszego
(jakby si¢ zdawalo) twierdzenia nastepujgcego:

(*) W kazdym postepie arytmetycznym ak--b, gdzie a i b
sg liczbami naturalnymi, k==0,1,2,... oraz (a,b)==1, istnieje co
najmniej jedna liczba piermsza

Istotnie, zalouuy twierdzenie (*) i przypuéémy, ze w postepie
ak-}-b jest tylko skofczenie wiele liczhb pierwszych. Istniataby
wige taka liczba naturalna m, ze wszystkie liczby a(m-+k)--b,
gdzie k=0,1,2,..., bylyby zlozone. Ale a(m+k’)—|—bzak—|—(8m+b)
oraz (a,am—b) __1 wobec zalozenia, ze (a,0)=1. Dla b’ =am-?b
postep aryimetyczny ak - b* skladalby si¢ zatem z samych liczh
zlozonych, mimo ze {(a,b)==1. Przeczy to twierdzeniu (). Tak
wiec z twierdzenia () wynika twierdzenie Lejeune-Dirichleta
o postgpie arytmetycznym, c. b. d. o.

Do str. 105. Flementarny dowdd twierdzenia Waringa, po-
dany przez J. Linnika i oparty na pomyéle L. Schnirelmana,
wyltozony jest w ksigzeczee A. Chinczina, Trzy perly teorii
liczb (po rosyjsku). Moskwa-Leningrad 1948, str. 34-63.

Do str. 109. Z tozsamoéci ‘

41 2554 = [8(255 + 2x)]' — [8(255 — 2x)]* -+ (320 — 255) — (32 - 255)4

wynika natychmiast, ze kasda liczba wymierna jest sumg alge-
braiczng czterech bikwadratéw liczh wymiernych.

Do str 116, Mozna dowiesé droga elementarna, Ze do kazdej-

liczby naturalnej n istnieje taka liczba naturalna s,, iz kazda
Liczba calkowita jest suma algebraicang s, n-tych poteg liezb
catkowitych.

Przypisy. 597 .

Wrynika to z Yatwodcia z nastepujacej tozsamoéei Boutina %):
2h(txtamt... kx) =nl2"xxe. . x0,

gdzie po lewej stronie sumowanie nalezy rozciagnaé na wszyst-
kie 2" kombinacyj znakéw wewnatrz nawiasu, biorac jako znak
przed nawiasem iloczyn wszystkich znakéw wewnatrz nawiasu.
Innymi sto jest to tozsamo$é

¥ WY,

2(_1 a1+ag+...+un[_1 ulx1+ "-"1)0‘2.302'"}“...—3—(*“'1)“".1”]":

R L)
=nl2"x1x0... &0,

gdzie sumowanie po lewe] sironie nalezy rozciagnal ma wszysi-
kie 27 uktadéw a,.ay,..., 1, utworzonych liczb 01 1.

Otéz z tozsamoéci Boutina wynika (dla x,=x,=...=x,=1),
ze kazda liczba calkowita podzielna przez nl2* jest suma alge-
braiczng 2" n-tych poteg liczb calkowitych. Poniewaz zaé kazda
liczba calkowita jest postaci n!2"x-kr, gdzie x ir sa liczbami
calkowitymi oraz 0<r<{n!2™, wi¢c kazda liczba calkowita jest
suma algebraiczna 2°-+n!2%! n-tych poteg liczb calkowiiych.

Do str. 135. Juz Leibnitz i Bernouilli, a péZniej Euler
zajmowali si¢ zagadnieniem, zwanym partific numersrum, miano-
wicie wyznaczeniem dla liczby naturalnej n liezby g» wszystkich
réznych jej rozkladéw na sume liczb naturalnych niemalejgeych.

Oto kolejne wartoéel funkeji ga:

g=1 g=2, ga:3 &:=3, & =7,
S=11, g;=15, g =22, &9 =730, Gio=42.

Mozna dowiesé, ze liczby g. wystepuja jako wspélezynniki

pewnego rozwinigcia na szereg potegowy, mianowicie Ze dla

tal<t 1 jest
= . 1 n
[[i===1+ D e
n=1 a==1

Osmaczajac przez h. liezbe wszystkich réinych rozkladéw
liczby naturalnej n na sume liczb naturalnych resnacych, mamy
— jak Iatwo dowiedé — dla [x{<1

H 12" —i—rZhnx" (Euler).

n=l
4y A. Boutin, L'intermédiaire des Mathématiques, tom 17 {1910), str. 122-123
i £36-937. Por. tes P. Tardy, Annali di Scienze Mathematiche e Fisiche, tom 2
(1851}, str. 287, oraz Nouvelles Annales de Mathématique, tom 2 (1843}, sir. 454,
Ob. réwniez L. E. Dickson, Hislory of the Theory of Numbers, tom 2, New

York 1934, str. 723 i 728.

e B ot

i ot e e AR o ott anenn ee

e A 81 B P b



kzaml
malutki


528 Przypisy.

Oto kolejne wartoéci funkeji hy.:
hy==1,  hy—1,  hy=2, h=2, h, =3,
hy=4, h,=5,  hy=6, hy=8, h,=10.
Oznaczmy przez k, liczbe wszystkich roznych rozkladow
IlC?by n na sumg liczb naturalnych, uwazajac za rézne rozklady

réznigce si¢ choéby tylko porzadkiem skiadnikéw. Tutaj latwo
dowiesé¢ przez indukeje (co pozostawiamy czytelnikowi), ze

k,=2on—1 dla n=1,2,..,

Tak np. liczha 4 rozklada sig oémioma réinymi sposobami
na sume liczb nateralnych:

4=34+1=1-F3=242=24 1L (=
=12t =14 121 (1.
Oznaczmy jeszeze przez I, liczbe wszystkich réznych roz-

kladéw liezby naturaluej n na sume niemalejacyeh lezb natural-
nych nieparzystych. Jest tu dla |x|<1

== 1 n
[[i=am=1+ Db
n=1 ' k=1

Godne uwagi jest, ze — jak mozna dowie$é —
bv=hy dla n=-1,2,.

Badano tez funkcje liczbows gn, oznaczajaca liczbe rozkia-
déw zbiorn o n elementach na sume zbioréw niepustych bez
elementéw Wspolnych gdzie nie uwaZza sie za réine rozkladéw,
réznigeych sie tylko porzadkiem skladnikéw.

Pierwszymi warto§ciami tej funkeji sa:

q1=1, s =2, quzi q,=15, qs =52.

Dla ¢» mozna wyprowadzié wzér zwrotny 1)
n
ot =1 E (k)Qk,
P

o > gnx*/n!

1.0. Ore, Duke Mathematical Journal, tom 9 (1941), str. 575.
% G. Birkhoff, Lattice Theory, New York 1948, str, 17: por. G. Wll_
liams, American Mathematical Monthly, tom 52 (1945), str. 323-397.

jako tez wzdr ?)

Przypisy. 529

Zajmowano sie takze liczbg réinyeh rozkladéw liezb calko-
witych na sume liczb ciagu 1, 2, ..., m—1 wedlig moduiu m.
Stern dowiddl '), ze jezeli p jest liczba pierwsza nieparzvsta,
to kazda liczba catkowita daje modulo p dokladnie (2-1—1)p
réznych rozkladéw na sume réinych liczb z ciagu 1, 2, ... p—1.

Tak np. dla p==5 jest:

={-+4=2-+3=1+42-+53+{(mod>5),
== l_"—r-l———I—I-Q—I—S(modS)
2=2=3+4=1-}2}4{mod 3),
3 =1 2=1—J—3—]-4 mod 5),
d= E1+SE —+3-+4(mod 5).

Do str. 142, Istniejq takie liczby naturalne n, 2e @) =g(n+1).
Dla n < 1000 Jest 10 takich liczh, mianowicie

n=1, 3, 13, 104, 164, 194, 255, 495, 584 i 975.

Do str. 208. Duaﬁama na- liczhach w ukladzie dwéjkowym
majg zastosowanie przy budowaniu maszyn rachunkowych. Obh.
L. Couffignal, Comptes rendus de FAcadémie des Sciences,
tom 229, Parvz {949, str. 488 1 489,

Do str. 227, Liczhg niewymierna, kidrej rozwiniecie na ula-
mek dziesiginy nieskoficzony zostalo obliczone z najwieksza
liczha ¢yir po przecinku, jest liczba 172, Coustal 2 podal jej
rozwiniecie z 1032 znakami po przecinku.

Do str. 243. W zwigzku z twierdzeniem 3 zauwaimy, Ze row- .

nanie x*--y*-z'=t" jest rozwiazalne w liczbach naturalnych,
gdyz up. :
1241 154 204 = 4812,

Do str. 245, W zwiazkn z przvpusmzeniem Fulera co do
nierozwiazalnosei réwnania x*~4-pyt—+z*=# w liczbach natoral-
nych zauwazmy, ze uklad réwnan

xtpyitri=2#, Xyt r=02f2

ma nicskoniczenie wiele rozwigzan w liczbach naturalnych. Wy- -

nika to z tozsamosbci:
(2— 1 4-@2n4 - (nP 4 2np =202+ n+1),
(2—1P-+@2n 12t 2np=2n2+ n-+1)2,

‘) M. A, Stern, Journal fiir Mathematik, tom 61 [1863), str. 66.

*) Ob. R. Coustal, Compies rendus de VAcadémie des Sciences, tom 230,
Paryz 1950, str. 431. Por. uwagi E. Borela co do tego rozwiniecia, tamze,
str. 591-595.

‘W. Sierpitski, Teoria Liczh 34
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Przypisy. 531

jak réwniez z toZsamoéei: .
Wreszcie, mozna dowie$é, ze dla x dosiatecznie Inalych €o
(dnp - Gn22n— 1302 — 2n—1)t=2(3n2 - 1)4, -+ do wariodci bezwzglednej mamy rozwiniccie
(@nP—+Gn2 20— 04302 —2n— 12 =203 1)2 ;
. i e WL
Tak np. _ {3 T Uni X
- =0
345 =T, 30450 -82=2.72, Jeko éwiczenie pozostawiamy czytelnikowi do udowodnienia
TG (5= 2. (34, 81520 (32 nastepujace wzory dla n=1,2,...;
L . . . , Ly e — <
Do str. 292, Ciggiem Fibonaceiego nazywamy ciag nie- ] bty Un=Utn e — {Lucas),
skoficzony t,,us,..., okredlony przez warunki: ) Aty -tz = Uy,
. = . I U, = U -
=1, =1 1 Up==Uy1—+ln dla n==75,4.5,... et e = U — 1,
‘ wFu, b uae g == Usn/2,
lerwszymi 10 wyrazami lego clagu sa wiee: 2
Pierwszymi 10 wyrazami tego ciagu sg wic . A R T N

2 2 2
uy==1, uy==1, Uy =2, u==3, uy =5, UL U2ty == b gy )

u;==8, =13, uy=21, u,=34, 1,=55. N .
pOb. 5. M, Plotnick, Scripta Mathematica, tom 9 [{939), str. 197;

Zatem ‘ 1. banders Scripta Mathematica, tom 14 (i948). sir. 162 oraz ]. Ginsburg
Un+a i ) o i Ch. W. Raine, tamze, sir, 164,
e dla n=1,2,...,
Uni1 (yn+1)
iy i ’ e
skad wuosimy ze dla n=0,1,2,... liczha Enf—z jest n-tym reduk-
n+1

tem rozwiniecia na ulamek lancuchowy nieskofczony taw. lezby
zlotej
e T L F
Latwo tez dowic§é przez indukcje, ze
2V Sun= (L +V/5"—(t—V5)"  dla n=1,2,...
Ze wzoru tego mozna wyprowadzié wniosek, ze
| Ty dla min 1_1aturalny(:.]1.

Wobee u;=2 wnosimy siad naprzykiad. ze dla ke=1,0, ..
wszystkie wyrazy u,, sa liczbami parzystymi.
F.atwo réowniez dowie$é, ze

u"+1=('g)_|_(nT 1)+(n§2)+ dla n=1,2,...

{
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SKOROWIDZ NAZW

Liczby oznaczaja stronice.

Algebraiezna podzielnodé 496.

Algorytm Eulklidesa 31, 208, 384,
429, rozwiniecia normalnego 213,
uvlamka cigglego 31, — w cicle licz-
bowym 429,

Aryimetyczna podzielnogé 496, -¢ am-
ki laficuchowe 267 :

Arytmetyki twierdzenie zasadnicze 6.

Bertranda postulat i4.
Bezmzglednie najmuniejsza reszia 63,
Blizniacze liczby 21,

Boutina tozsamo$é 527.

Catalana toisamo§é 102,

Catkomita liczba 1, — ciala 422.

Cechy podezielnosei 11, 46, 48.

Charakterysiyczna wlasno§é funkeji
Gaussa 152, — liczb pierwszych 57
-.1{5 warunek dla funkeji Mobhiusa
152

Ciato liczhowe 416, — najprostsze 416,
— nieprzywiedlne 417, — utworzone
przez dolgczenie liczby 417.

Cigg Fibonacciego 530, okresowy

217.

Ciggle ulamki 262.

Cyfry (przy zasadzie g) 205, — niere-
gularne 219,

Czysfy okres 219 (281},

Descartesa twierdzenie 123.

Dtugosé okresu 217,

Dodutnta forma 368, -e rozwigzanie
réwnania 248,

Dolgezenie Hezby do ciala 417,

Doskonale liczby 116, — drogiego ro-
dzaju 123.

Dwdjkorwa jednorodna forma 351i.

Droumienna kongruencja 311.

Dyskryminanta czyli wyrdéinik 351

Dzielnik 1, 431, najwiekszy wsp6lny 2,—
idealow 456, podstawowy 433, wspdl-
ny 2.

Eisensteina prawidlo 341.
Entier (z x) 49.
Eratosthenesa sito 16
Eulera tozsamosé 96,

Fermata twierdzenie male 59, —
o liczbach pierwszyeh 73, — wielkie
242 (426), rownanie 238 {248).

Forma dwdjkowa jednorodna 351, ka-
noniczna jideatu 445, kwadratowa do-
datnia 368, liniowa (najwickszego
wspblnego dzielnika) 27, 386, r6wua-
wazna niewlasciwie, wladciwie 355,
zredukowana 368, -y rbwnowazne 354,

Funkeja § 151, 'Gaussa 140, Liou-
ville'a 154, Mevtensa, Mébiusa

Gauwssa funkcja 140, lemat 324,
Gesty zbibr liczb 419,

Gtérony ideal 447,

Grupa przedstawief 358,

Hermite'a tozsamodé 134,
Hipoteza Goldbacha 22,
Hurmwitza tozsamosé 519,

Jdeal 443, gléwny 447, najprosiszy 447,
pierwszege, drugiego stopnia 461,
pierwszy 458, sprzezony 451, -y réw-
ne 448, wzglednie pierwsze 457,

Iloczyn idealdw 450.

Indeks czyli mskaznik 174 (196).

Izolorsana liczba pierwsza 79,

Jacobiego twierdzenie 399, 401, 519,
symbol 335, .
Jednorodna forma dwéjkowa 351.

Hanoniczna forma idealu 443,
Klasy form kwadratowych 356.

Skorowidz nazw.

Kongruencja 41, dwumienna 311, sprze-
ezna 51, tozsamosciowa 51, -i pier-
wiastek 49. .

Kwadratowa dodatnia forma 368, nie-
reszta 54, reszia 54.

Lagrangea tozsamosé 97, twierdze-
nie 93, 177, — o ulamkach laficu-
chowych 293. i

Lamberta szereg 151,

Legendre'a symbol 62

Lemat Gaussa 324.

Liczba calkowita 1, -— zespolona 379,
ciala 422, doskonala 116, — drugiego
rodzaju 193, najbardziej 2lozona 1i4.
naturalna 1, nierozkladalna 436, pierw-
sza 8, — izolowana 79, pseudo-pierw-
sza 60, 389, rodna 225, sprzezona 365,
420, wyrazéw okresu 217, zespolona
pierwsza 389, — sprzezona 380, zlota
530, zictona 9, zredukowana 365,
-y. blizniaeze 21, calkowite 1, matu-
ralnej rozwiniecie 205, niewymierne
réwnowazoe 363, odpowiednie 53.
przystajgce 41, stowarzyszone 382,
435, trojkatne 92, wzglednie pierw-
s7e R, 387, zaprzyjaZnione 125,

Liniowa forma 27, 386,

Lionneta twierdzenie 520,

Liouville'a funkcja 154, tozsamo$é
147, 400,

Lucasa tozsamosé 103.

Latcuchowe vtamki 262.

Mate twierdzenie Fermata 59.
Matsunago réwnanie 241.
Mertensa funkeja 136,

Mefoda kolejnych dzieled 31, Sar-
dieg o 525, wyznaczania liczb dosko-
nafyeh 119,

Mnozenie Dirichleta 131.

Modul kongruencji 41.

Mébiusa funkeja 136,

Muira twierdzenie 285.

Naujbardziej ziosone liczby 114.

Najmnicjsza wspblna wielokrotno$c 3,
389, — idealbw 448.

Najprostsze cialo Hezbowe 416, -y ideat
447

Najmwiekszy wsplny dzielnik 2, 385, —
ideatow 456.

Nalezenie liczby do wykladnika 172.

Naturalne liczby 1.

Nieoznaczone rjwnanie 35.

Niepozostaloéé kwadratowa 54, *

533

Nieprzymwiedine cialo liczbowe 417.
Nieregularne cyfry, wyrazy 219.
Niereszia kwadratowa 54,
Nierozkladalna Liezba 436.
Niemymicrnodé drugiego slopnia 290.
Norma liczby zespolonej 581 421}, —
_ciala 424, idealu 451,
Normalne rvozwiniecie 210.

Obraz rozkladu 87,

Odpmviednie liczby 53,
QOdpzoromanie rozkladu 87.

Okres czysty 219 (281), zasadniczy 217.
Okresomwe Tozwiniecie 217, -y ciag 217.
Osie 87.

Poriitio numerorum 527.

Periodyczne rozwiniecie 217.

Piermiastek kongruencji 49, pierwotlny
172 {173,

Piersza liczha 8, -y ideal 458.

Podstamaroy dzielnik 433.

Podzielnosc 1, idealow 454, liczb calko-
witych ciala 431, zespolenych 381,
wielomianéw algebraiczna, arytme-
tyczna 496.

Postulat Bertranda 14.

Pozostaiodé kwadratowa 54.

Pditnormalne rozwiniecie 277,

Pramwidlo Eisensteina %il.

- Prawo najlepszego przyblizenia 274,

przechodniodci 42, symetrii 41, tozsa-
mosci 41, wzajemnosci liczh pierw-
szych (326} 331,
Proba mnozenia za pomocy liczby 9
47,
Przechodnioéé podzielnoéei 2.
Przedstansienie wiasciwe 352,
Przystarwanie liczh 41.
Pseudo-piermwsza, liczba 60.
Punkty sieciowe 87.

Ramanujana tozsamosé 247,

Redukt rozwiniecia (przy zasadzie g)
210, wlamka ladcuchowego 262.

Regularne cyfry, wyrazy 219.

Regula zivijania ulamkéow okresowych
225,

Reszta 50, bezwzglednie najmniejsza 63,
kwadratowa 54.

Rodna liczba 225,

Rémwnanie Fermata 238 {248), Mai-
sunago 241, nieoznaczone 35 (269},
Pella 274, 248, Pytagorasa 229, —
uwogblnione 237,

Rémonoéé idealow 448.

Rémwnomazne formy 354, liczby niewy-
mierne 5363
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534 - Skorowidz nazw.

Rownowainoéé niewladciwa, wlasciwa
363,

Rozmwigzanie dodatnie 248, wlasciwe 229.
Rozminiecte liczby na czynrniki pierw-
sze 10, — naturalnej 205, — rze-
czywistej 210, — ujemnej 208, — na
utamek skoficzony 214, — normalne
210, 268, — okresowe czyli perio-
dyczne 217, — pdélnormalne 277,
Rzadki zbi6r liczb 153.

Schiffera-Zarankiewicza twien-
dzenie 101.

Sieciomwe punkty 87.

Sito Eratosthenesa 16.

Sprzeczna kongruencja 51.

Sprzezona liczba ciata 363, 400, — e~

. spolona 380, — ideal 451.

Srednia warto§é 89, -

Srednioboczne tréjkaty wymierne 259,

Storarzyszone liczby 382, 435,

Symbol Jacobiego 335, Legen-
dre'a 62 :

Symefrii prawo 41,

Szered Lamberta 131,

Toisamosé Bouiina 527, Catalana
102, FEulera 96, Hermite'a 134,
Hurwitza 519, Lagrangea 97,
Liouville’a 147, 400, Lucasa 103,
Ramanujana 247, - prawo 44,
-oma kongruencja 51,

Trdjkai indyjski, pytagorejski 260, -y
wymierne srednioboczne 2359.

Tréjkaine liczby 92.

Tréjkaty wymierne srednioboczne 259.

Twierdzenie Descartes’a 123, Eu-
lera 59, 169, Fermata male 59,
o liezbach pierwszych 73, — wielkie
242 {426), Gaunssa 321, Goldba-
cha-Winogradowa 23 Jaco-
biego 399, 401, 519, Lagrangea
93, 177, — o ulamkach laficucho-
wych 295, Leibniza 57, Lejeune-
Dirichleta 79, Lionneta 520,
Muira 285, Waringa 102,519, Wil-
sona 57 (58, 321), Woska 123, Za-
rankiéwicza 517, Zarankiewi-
cza-Schiffera 101, zasadnicze
arytmetyki 6 {388), — teorii idea-
16w 461.

Utamki clagle czyli laiicuchowe (34)
262, — arytmetyczne 267, — nieskos-
czone (przy zasadzie g 210, — okre-
sowe 225.

Wallisa wizor dla = 400.

Waringa twierdzenie 519,

Wartodé §reduia 89, ulamka laficucho-
wego 207.

Warunek charakterystyczny dla fun-
keji Mébiusa 152,

Wielkie twierdzenie Fermata 242
(426). :

Wielokrotnoéé 1, najmniejsza wspélna
3, 389, 458,

Wielomisn  podzielny algebraieznie,
arytmetycznie 496,

Wlaseime przedstawienie liczby 352,
rozwigzanie réwnania 229,

Wlasnosé  charakterystyczna funkceji
Gaussa (14d) 152, — liczh pier-
wszyeh, 57,

Wskaznik 174 (196).

Wspdlna najmniejsza wielokrotnosé 3,
389, 458, -y najwiekszy dzielnik 2,
385, 456,

Wymierne tréjkaty érednioboczne 259,

Wyrazy regularne, nieregularne 219.

Wyrdznik 551,

Wyznaczenie rozwinieeia normalnego
214,

Wzglednie pierwsze ideaty 457, — licz-
2, — — catkowite zespolone 387.
Wzir Brounckera 40f, Eulera dla
& 400, 401, 415, LejeuneDirich-
leta 130, Wallisa dla » 400.

Zaprzyjesnione liczby 125.

Zarankiemwicza twierdzenie 517.

Zasada nymeracji 205, — zmienpa 220,

Zasadnicze twierdzenie arytmetyki 6

© [388), — teoril idealéw 461, -y okres
217

Zbidgr liczb gesty 419, — rzadki 153,

Zespolone liczby catkowite 379, — sprze-
Zone 380.

Zlota liczba 530,

Ztozona liczba 9.

Zmienna zasada numeracji 226.

Zredukomwana forma 368, liczba 365,

(a.b)
la, 5]
bia
(01 Ca... Cm)
)
[#)-

E{x)

a4

1

=14, 82: o> &0l
indan

KD}

N(z)

Nt .

N .

SKOROWIDZ ZNAKOW

Liczby oznaczaja sironice.

o]

205

Pa
sign z
Stx).
¥(p).
A
{(s) .
Bn)
aln)
a(x)
o).
{n) .
pln) .
PPr:Pas-os Puss X

fa;

wl
Lo
(s

-
Ul
]

185

131
113
136

18
113
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SKOROWIDZ NAZWISK

Liczby oznaczaja stronice.

Arnold 20, 24, 109.
Aubry 26,
Axer 417.

Bachet 95.
Bachmann 60, 351, 407,
Banachiewicz 61.
Bang 108,
Barbilian 100,
Berger 186, 498.
Berman 525,
Bermant 525,
Bernonilli 527.
Bertelsen 508,
Birkhoif 528,

Bertrand 14, 18, 19, 24, 141, 143, 503, 504,

Blumer 278.
Boll 490.
Boncler 67.
Bonse 141.
Borel 13, 167, 263, 529,
Boutin 527,
Brauer 3, 429,
Breusch 14,
Brioschi 97.
Brouncker 401.
Brown 125,
Brun 18, 21, 22,

Cantor 207, 451,
Catalan 102.
Chinezin 526,
Chrystal 114.
Clement 502,
Couffignal 529,
Coustal 529,
Czebyszew 14,

Davenport 103, 105,
Dedekind 241.
Degen 97.

De la Vallée-Poussin 165.
Descartes 123, 125,
Dickson 104, 110, 111, 241, 246, 429, 500,

527,
Dirichlet 79, 91, 130, 131, 146, 407.

Eisenstein 341, 345,
Eratosthenes 15, 16, 17.
Erdss 420,

Escott 125,

" Estermann 103,

Euklides t4, 51, 119, 267, 384, 498, 420,
430.

Euler 19-23, 59, 95, 97, 110, 122, 125,
150, 169, 171, 172, 175, 186, 245, 334,
347, 400, 401, 415, 500, 507, 517, 518,
527, 529,

Faber 297.

Fauquembergne 19, {22,

Fermat 20, 59-62, 066, 67, 73, 76, 81, 84, 93,
109, 110, 120, 125, 125, 169, 172, 238,
242, 248, 347, 392, 398, 426, 428, 438,
463, 488, 495, 496, 507, 513, 5i8. '

Ferrier 19, 58,

Fibonacei 530,

Fitz-Patrick 8, 17, 31, 182

Fraenkel 23.

_Gauss 41, 44, 58, 91, 101, 140, 144, 152,

176, 183, 241, 321, 331, 410, 520,
Genocehi 98,
Gérardin 246,
Ginsburg 531,
Glaisher 228,
Goldbaeh 22, 23,
Gottschalk 942,

Hadamard 165.
Halcke 237,
Hardy 103, 167,

Skorowidz nazwisk. 537

Hausdorff 277,
Heilbronn 23, 103.
Hermite 134.
Hilbert 102,

Hua 430,

Hunter 105,
Hurwitz 519.

Jacobi 335, 336, 345, 509, 401, 407, 519.

Kavan 20

Klein 243.

Ko 108, 420,

Kraitchik 20, 45, 08, 122, 172, 288,
Krygowski 525,

Kulik 19, 595.

Kumumer 140.

Lagrange 92, 93, 97, 100, 101, 105, 177,

241, 293, 410, 519,
Lambert 131,
Landau 22; 23, 91, 161, 165, 166.
Landry 20.
Le Besgue 97, 478.
Legendre 49, 62, 199, 200, 241, 303, 323,
346.
Lehmer 19, 62, 122,
Leibniz 57, 400, 527..
Lejeune-Dirichlet 79, 91, 130, 526.
Le Lionnais 167, 490.
Lietzmann 44.
indemann 243.
Lienik 526.
Lionnet 520,
Liouville 104, 147, 154, 400.
Littiewood 103.

- Lubelski 51, 108,

Lueas 103, 531,
Yojasiewicz 154

Mangoldt 150.

Matsunago 241,

Matulewicz 506.

Meizel 508.

Mertens 136,

Min 430.

Mabius 136, 157, 159, 146, 149, 152,
Muir 285,

Newton 67, 518,
Nieweglowski 6.
Nogueés 242.
Norrie 245.

Ore 490, 505, 508, 518, 528.

Paganini 125,

Pascal 20.

Paterson 245,

Patz 286

Peavo 97, 227.

Pell 234, 248, 251, 470,
Perron 278, 285.

Pillaf 3. .

Piza 247, 426.

Plotnick 531,

Poletti 19,

Polya 45, 143, 147, 170, 208,
Pompeiu 489. -

Porges 521.

Poulet 123, 526.

Powers 122

Poznaiski 186.

Pytagoras 87, 125, 229, 241, 242, 244,

Rademacher t41.
Raine 331,
Ramanathan 116,
Ramanujan 98, 111, 246, 247,
Rédei 429.
Reinhart 490.
Remak 141.
Richmond 109.
Rosser 167,

Roth 100.
Ruziewicz 15.

Sanders 531.
Sardi 525.
Scherk 23.

- Schiffer 101.

Schnirelman 23, 526.

Scott 162.

Seelhoff 122,

Sierpifiski 18, 131, 200, 208, 223, 298,
380, 400, 404, 414, 501, 513.

Sispanov 60, 61.

Skolem 89.

Smitgoud 57.

Sommer 435.

Stéplanos 227,

Stern 529,

Stielijes 4,

Stirling 401.

Storchi 354,

Stozek 506,

Strauss 287.

Szego 45, 143, 147, 170, 208.
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Tannery 265,
Tano 287.
Tardy 527,
Tchudakoff 23.
Thue 505.
Toeplitz 141.
Trost 498,
Tarski 100, 101.

Van den Broeck 511,

Wallis 246, 298, 400

Skorowidz

Waring 68, 102, 105, 108 519, 526,

nazwisk,

Werthein, 186.

Wieferich 102, 106, 108.

‘Williams 528.

Wilson 57-59, 68, 74, 180, 321, 495, 502,
Winogradow 23, 24, 114, 522,
Wolfskeh] 242.

Wolstenholme 45.

Wosk 123,

Zahlen 503.

Zarvankiewicz 101, 516, 517, 518,
Zaremba 217,

Zeitz 18,

PRZEDMOWA . . . . . . . . . . . . . . .
ERRATA . . . . . . . . .

SPIS RZECZY

ROZDZIAL I. PODZIELNOSC LICZB I ROZKEAD NA CZYNNIKI PIERWSZE.

§
§
§
§
§
§

5

5

§

1. Podzielno$é jednej liezby przez druga . . . ... . . . .
2. Wspéblne dzielniki dww Liezb . . . . . . . . . . . .
3. Najwickszy wspélny dzielnik . . . . . . . . . . . .
4. Najmniejsza wspdlna wielokrotno$é . . . ., . . .

5. Wlasnosé najwigkszego wspélnego dzielnika . ., . ., . . .

6. Zalezno$¢ miedzy najwiekszym wspélnym dzielnikiem a najmniejsza
wgpblng wielokrotnoseig dwu licgb . . . . . . .

7. Zasadnicze twierdzenie aryimetyki . . .
8. Liczby pierwsze i ich wazniejsze WIHSHOSCL Llczhy ztomne i u:h T0Z-

Iklad na czynniki pierwsze . . PR
9 Dowdéd, ze liczb pierwszych jest mesL.onczeme wmle

ROZDZIAY I1. ROWNANIA NIEOZNACZONE PIERWSZEGO STOPNIA,

§
§
§

wn wn o0 N

. Forma liniowa dla najwigkszego wspélnego dzeloika . . . . .
. Warunek na to, by dwie liczby byly wzglednie plerwsze . . .
. 'Wyznaczanie naijekszego wspblnego dzielnika za pomoca algorytmu
Euklidesa . . TS,
. Rozwijanie liczby na uIameL lztncuchowv e
. Réwnania nieoznaczone 1-go siopnia o 2 niewiadomych . . . .
Réwnania nieoznaczone 1-go siopnia o r niewiadomych
. Wyznaczanie najwiekszego wspélnego dzielnika i najmpiejszej wspol—
nej wielokrotnodei nliezb. . .. . . . . . . . .

Al

O

ROZDZIAZL III. ZASADNICZE WEASNOSCI; KONGRUENCIL! KONGRUENCIE

§

§

- §

§

1.go STOPNIA O MODULE PIERWSZYM.

1. Kongruencje i ich wazniejsze wlasnosei . . . ..
2, Zastosowame kongrueneji do oirzymania cech podzlelnoscj, przez 9, 11,

, 13, 27137 . . . ...
3. Plerwmstkl kongruencji. Reazty wedlug danego modulu e

4, Zwigzek miedzy kongruencjami a pewng klasa réwnai nieoznaczonych,
Kongruencje tozsamoéciowe i kongruencje sprzeezne . . . . .
5. Kongruencje 1-go stopnia o module pierwszym . . . . .

Str.
I

VI

[N o B Lo

WLl

14

[ LoR ]
0~

ied
il

41

46
49

50
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540 . Spis reeezy.
L)
ROZDZIAL IV. TWIERDZENIA WILSONA, EULERA I FERMATA. TWIER.
* DZENIA 0 ROZKLADACH NA SUME KWADRATGW.

§ 1. Reszty i niereszty kwadratowe. Dow6d twierdzefi Wilsona, Fulera
i malego twierdzenia Fermata. Symbol Legendre’a

‘§ 2. Reszty ])ezwzgl(;dmo najmniejsze. Symbol Legendre’a (é—)) jako reszta

r—1
bezwzglednie najmuiejsza licshy 5 2 wedlig modulu p

§ 3. Reszty kwadratowe dla modulu pierwszego. Ieh wyznaczanie i liczba

§ 4 Dowdd twierdzenia Fermala o rozkladzie licz) pierwszych formy
4k +1 na sume dwu Lwadraiéw

. Tloéé liczb pierwszych formy 4k -1, 4‘I\+3 a.k-l— i Bhk4-1 .
. Twierdzenie Lejeune-Dirichleta

. Wyznaczanie rozkladédw na sume dwu kwadraléw i drednia ich ilogé
. Rozidady liezb naturalnych na sume trzech kwadraiéw

10. Bozklady liczbh naturalnych na-sume czlerech kwadratow. Tw1erd/l..—
nie Lagrange'a

§ 11. Twierdzenie Waringa

5
6 .
7. Warunki rozkladalnodei na sume dwu kwadratéw .
8
9

wr W Un Wp R e

ROZDZIAL V. LICZBA I SUMA DZIELNIKGW, LICZBY DOSi(ONALE, WZORY
SUMACYJVE,

§ L. Liczba dzielnikéw Hezby naturalnej

§ 2. Suma dzielnikéw liezby naturalnej P

§ 3. Liczby doskonate. Metoda Euklidesa. Wyznaczanie pierwszych dziesie-
ciu liczh doskonatych parzysiyeh :

§ 4. Liczby doskonale drugiego rodzaju

§ 5. Liczby zaprzyjaznione . . . .o

§ 6. Wzory sumacyjne dla liezhy dm,lmkow lm?])y 11aturd1ue] .
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