CWICZENIA DO ROZNYCH ROZDZIALOW

1. Dowie$é nastepujacego twierdzenia D. Pompeiu *): Na to
zeby liczba naturalna n byla zlozona, potrzeba i wystarcza, zeby
byla suma czterech liczb naturalnych:

(¥ n=a-+b+tc+d, gdzie (=*) a:b=c:d.

Dowéd. Jezeli n jest liczba zlozona, to istnieja takie liczby
naturalne r i s, ze n=(r-}-1)(s+1). Liczby

a=rs, b=r, c=s, d=1

spelniaja wzory (¥) i (*+). Warunek jest wigc konieczny.
~ Na odwrét, jezeli liczby naturalne a, b, c¢i d spelniaja wzory
(#) i (), to ze wzoréw tych znajdujemy
bn=ab-+bb—-+}cb--db=ab-+bb-+ad-+|db=(a+b)(b+d).
Nadto ze wzoru (¥) wynika, 26 n>a-+b i n>b-d. Liczba
n nie jest wiec dzielnikiem zadnej z liczb a-+b i b—+-d, ktérych
iloczyn bn jest podzielny przez n. Wynika stad, Zze n nie jest
liczba pierwsza, a ze na mocy (¥) jest n>>1, wiec liczba n jest
ztozona. Warunek jest zatem wystarczajacy.
2. Dowieéé, ze na to, by liczba naturalna a byla zlozona, po-
trzeba i wystarcza, zeby istnialy takie liczby naturalne b i ¢, ze

(* clab i (=) a=>c>b.

Dowéd. Jezeli a jest liczba zlozona, to istnieja takie liczby
naturalne m=>1 i n>1, ze a=mn. Liczby c=m i b=1 spel-
niaja wzory (¥) i (#), gdyz a=mn>m=c>1=>b. Warunek jest
wiec konieczny. '

Na odwrét, przypusémy, ze a jest liczba pierwsza. Gdyby
bylo (a,c)=1, to wobec (¥) byloby c|[b, wbrew (¥*). Jest wiec
(a,¢)>1 i, skoro a jest liczba pierwsza, musi byé ale, znowu
whrew (**). Warunek jest wiec dostateczny.

1} Zostalo mi ono nadesfane w liScie z pozwoleniem umieszczenia w ni-
niejszej ksiazce.
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3. Korzystajac z cech podzielno§ci przez 7, 11 i 13, dowiesé,
e 7-11-13[108 1.

4. Rozlozyé na czynniki pierwsze liczbe 99999999.

Odpowiedz: 108—1=3-11-73-101-137.

5. M. Boll i J. Reinhart?') pisza, ze kazda liczba postaci
1-+pips...pn (gdzie p, oznacza n-ta z kolei liczbe pierwsza) jest
pierwsza. Dowie§é na trzech réinych przykladach, ze jest to

bledne.

Odpowiedz Fatwo sprawdzié, ze

59|11 ~p1ps...Dss 19|11 +pyps...Pos 347|1~+pyps...Ds-

6. Dowiesé, ze jezeli do dowolnej liczby czterocyfrowej (na-
pisanej w ukladzie dziesietnym) dopisaé te sama liczbe, to otrzy-
mana w ten spos6b liczba oS§miocyfrowa jest podzielna przez 137.

Dowéd wynika z tozsamoéci 10*n—+n=137-73-n.

7. Dowieé§é, ze liczby 2, 3, 5 i 7 oraz wszystkie liczby natu-
ralne x pierwszej setki, niepodzielne przez zadna z tych czte-
rech liczb, sq wszystkimi liczbami pierwszymi pierwszej setki.

Dowdéd wynika stad, ze 2, 3,5 1 7 sq wszystkimi liczbami
pierwszymi niewigkszymi od /100 (Ob. twierdzenie 10, str. 15).

8. Dowiesé, ze jezeli najmniejszy dzielnik pierwszy p liczby

5
naturalnej n spelnia nieréwnosci Yn<p<n, to liczba n/p jest
pierwsza 2).

Dowdéd. Wobeec p<<n jest n/p>1. Gdyby liczba n/p byla
zlozona, byloby n=pab, gdzie a>1 i b>1. Oznaczajac przez
q i r odpowiednio dzielniki pierwsze liczb a i b, mielibyémy
g>p i r>p na mocy zalozenia, ze p jest najmniejszym dzielni-
kiem pierwszym liczby n; stad za§ wobec a>q i b>r otrzy-

3
maliby§my n=pab>pqr>>p®, wbhrew nieréwnoéci y/n<p.

9. Dowiesé, ze jezeli p=>2 jest liczba pierwsza i p liczb
pierwszych réznych od p tworzy postep arytmetyczny, to réznica
tego postepu jest podzielna przez kazda liczbe pierwsza nie-
wieksza od p.

) Ob. cytowang juz na sir. 167 ksiazke Les grands courants de la pensée
mathématique, présentés par F. Le Lionnais, Cahiers du Sud, 1948, str. 353.

?) Ob. O. Ore, Number Theory and its History, New York-Toronto-Lon-
dyn 1948, str. 52. '
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Dowéd. Niech liczby pierwsze ¢,q+d,...,q--(p—1)d two-
rzg postep  arytmetyczny. Gdyby réznica d tego postepu nie
byla podzielna przez p, mielibySmy (p,d)=1 i wobec zalozenia,
ze q#p, istnialaby w ciagu 1,2,....,p—1 w my$l twierdzenia 2
z Rozdzialu III (§ 5, str. 52) taka liczba k, ze kd=—q(modp),
skad plq+kd i hiczba g+kd=>p nie bylaby pierwsza.

Niech teraz r<<p bedzie liczba pierwsza. Gdyby d nie bylo
podzielne przez r, mielibySmy (r,d)=1 i istnialaby w ciggu
0,1,2,...,r—1 taka liczba k, ze kd=—q(modr), skad rlg-}kd
i liczba q-+kd>p=>r nie bylaby pierwsza. Liczba d jest wigc
podzielna przez kazdg liczbe pierwsza r<p, e. b. d. o.

Umaga. Moritz Cantor przypuszeczal (w 1861 r.) ze poza
tréjka liczb 3,5,7, nie ma kolejnych liczb pierwszych, tworza-

cych postep arytmetyczny. Nie kolejne istnieja: np.

31, 37, 45; 41, 47, 53, 59 61, 67, 73, 79.

10. Niech m>1 i s>m/2 beda liczbami naturalnymi oraz
a,,a,,...,a; — ciagiem réznych reszt modulo m. Dowiesé, ze kazda
liczba catkowita przystaje wedlug modulu m do sumy dwu liczb
z ciagu a,,48,,...,8; (niekoniecznie réznych).

Dowéd. Niech k bedzie liczba calkowita. Reszty modulo m
liczb ciagu k—a,,k—a,,....k—a, sa wszystkie rézne. Gdyby
byly one rézne od kazdej z liczb a,, a,...., a;, mielibydmy razem
2s>m roéznych reszt modulo m, co niemozliwe. Istnieja zatem
takie liczby naturalne i<s i j<s, ze k—a;=a;(modm), skad
k=a;+}a;(modm), c. b. d. o.

11. Niech n bedzie liczba naturalna. Ile co najwyzej liczb
moze zawieraé zbiér Z liczb naturalnych nie wigkszych od 2n,
z ktérych zadna nie jest podzielna przez zadna inng?

Odpowiedz: n.

Dowéd. Oznaczmy dla k=1,2,...,n przez Gy zbiér wszyst-
kich liczb naturalnych niewiekszych od 2n, kiére sa postaci
or—1(2k—1), gdzie r jest liczba naturalna. Zadne dwa ze zbioréw
Gy, Ga, ..., Go nie maja — jak latwo widzie¢ — elementéw wspol-
nych. Latwo tez widzieé, ze zbiér G, G,—-...-~ Gy jest zbiorem
wszystkich liczb naturalnych niewigkszych od 2n, gdyz jezeli
2k —1 jest najwigkszym dzielnikiem nieparzystym liczby I<2n,
to I nalezy do zbioru Gi.
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Dla kazdego k=1,2,...,n z dwu réznych liczb zbioru G
zawsze wigksza jest podzielna przez mniejsza. Skoro wigc na
mocy okreélenia zbioru Z zadna z jego liczb nie jest podzielna
przez zadna inna, to dla kazdego k=1,2,...,n zbiér Z moie za-
wieraé co najwyzej jedna liczbe ze zbioru Gir. Poniewaz zbiér Z
jest zawarty w zbiorze G, 4 G,...+ Gy, ktbry — jak widzielismy
— jest zbiorem wszystkich liczb naturalnych niewigkszych od
2n, wiec zbiér Z moze sie skiadaé co najwyzej z n elementéw.

Z drugiej strony, zbiér n liczb naturalnych

n+1, n+42, ..., 2n,
ma oczywicie t¢ wlasno§é, ze zadna z nalezacych do niego liczb
nie jest podzielna przez zadna inng liczbe tego zbioru. _
Umaga. Dla n=100 otrzymujemy stad wniosek: jezeli z dwu-
stu liczb 1,2,3,...,200 wybrano dowolnie 101 liczb, to wéréd wy-
branych liczb znajduja si¢ zawsze takie dwie, z ktérych jedna
jest podzielna przez druga ?).

Inny latwy wniosek: kazdy zbiér Z liczb naturalnych nie-
wiekszych od 2n-1, z ktérych Zadna nie jest podzielna przez
zadng inna, zawiera co najwyzej n--1 liczb. Ze za§ moze ich
zawieraé¢ n-1, wynika stad, ze z n--1 liczb

n+1, n+2, ..., 2n, 2n41

zadna nie jest podzielna przez zadna inna.

12, Niech n bedzie liczba naturalng. Dowieéé, ze zbiér Z
liczb naturalnych niewiekszych od n, z ktérych kazde dwie sa
wzglednie pierwsze, zawiera co najwyzej z=(n)--1 liczb i daé
przykiad takiego zbioru Z o =(n)-+1 elementach.

Dowo6d wynika stad, ze dwie liczby wzglednie pierwsze,
o ile sa obie wigksze od 1, musza posiadaé rézne dzielniki pierw-
sze. Zadanym przykiadem jest zbiér Z zlozony z liczby 1 i wszyst-
kich liczb pierwszych niewiekszych od n.

13. Wypisaé wszystkie zbiory o #(10)41 elementach, utwo-
rzone z liczb naturalnych pierwszej dziesiatki, z ktérych kazde
dwie sg wzglednie pierwsze.

1,23 57 1,2%
1, 2

3, 1. 2% 3 5 %
1, 2, 3%, 5, 7, 1,92 32

o 4 . 7,
Odpowiedi: 7. 1,28, 32, 5, 7.

L]
') Daje to rozwiazanie zadania 20, umieszczonego w czasopiémie ,Matema-

tyka”, zeszyt 1, 1948, str. 61 (por. tez uwage w zeszycie 2, 1948, sir. 53, oraz
rozwigzanie w zeszycie 2, 1949, str. 53).
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14. Ile jest réznych zbioréw o z(100)+1 elementach, utwo-
rzonych z liczb naturalnych pierwszej setki, z ktérych kazde
dwie sg wzglednie pierwsze?

Odpowiedz: 6-4-2-2=96.

15. Dowieéé, ze dla kazdej liczby naturalnej m =2 istnieje
nieskoniczenie wiele liczb pierwszych, ktére nie sa postaci mk—1
(dla k=0,1,2,...).

Dowéd. Niech n bedzie dowolna liczbag naturalna. Ponie-
waz m=>>2, wiec m-n!l—1>1; liczba ta moze zatem byé przed-
stawiona jako iloczyn samych czynnikéw pierwszych wiekszych
od n, gdyz jest ona niepodzielna przez zadng z liczb pierwszych
p<n (bo przy dzieleniu przez p<n daje reszte p—1). Gdyby
kazdy z tych czynnikéw pierwszych byl postaci mk-1, to réw-
niez ich iloczyn bylby tej postaci i mieliby§my mn! —1=mk--1,
skad wynikaloby, ze m|2, co niemozliwe wobec m=>2. Dowied-
lismy wiee, ze dla m>2 liczba m-n!—1 ma dla kazdej liczby
naturalnej n co najmniej jeden czynnik pierwszy wiekszy od n
i nie bedacy postaci mk—1. Stad juz wynika istnienie nieskon-
czenie wielu liczb pierwszych, nie bedacych tej postaci, c. b. d. d.

16. Dowiesé, ze dla wszelkich liczb naturalnych a,b, 1 i m,
spelniajacych warunki

(*) (Im)=1 i (x¥*) a'=b",
istnieje taka liczba naturalna n, ze a=n™i b=nl.

Dowéd. Jest to oczywiste dla a=1 (gdyz wéwczas tez b=1).
Zalé6zmy wiec, ze a1, skad wynika tez wobec al=>bm, ze

i b>1. Wobec (**) liczby a i b maja te same czynniki pierwsze.

Niech
a=pipe...pit i b=phpl...pk
Jest zatem wobec (¥*)

ley leeg mg; . _mf, mgp.

leey.
P1 Ds "'pkak:pl Ps "o Pr s
skad p“i=p/* dla i=1,2,...,k, a przeto la,=mp;. Wobec (¥)
mamy stad 'ai=myi, gdzie 1y, jest liczba naturalna; zatem
Imy,=mp,, skad g;=Iy;. Dla n=php}*...p}* wynika stad z lat-
woscia, ze a=n™ i b=nl c. b. d. o.
17. Znalezé wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych liczba
on-L1 jest podzielna przez 9.
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Odpowiedz. Sa to liczby naturalne postaci 6k—3, gdzie
k jest liczba calkowita. Jest bowiem 2'=1(mod9), skad
20k=1 (mod9). Liczby postaci

Gk+1 6k+2 Gk+3 Gk+4 . G645
gfk+1 gfk+2 grs Qi+ i g

przystaja wiec modulor 9 odpowiednio do
2, 4, —1, —2 i —d.

Zatem dla liczb naturalnych n=06k-3 i tylko dla nich za-
chodzi kongruencja 2"=-—1 (mod9), c. b. d. o.

18. Biorac pod uwage, ze 7381 =112-61, ‘dowieéé, ze
' 37380 =1 (mod 7381).

Dowéd. 3°=243=1 (mod 112), skad 3"%°=(3%)1"={ (mod 112),
a w my$l malego twierdzenia Fermata jest 3°°=1 (mod61),
skad 37%%0=(3")'*={ (mod 61). Liczba 37%°—1 jest zatem po-
dzielna przez 11% i przez 61, a wiec wobec (11,61)=1 réwniez
przez ich iloczyn 7381, c. b. d. o.

19. Rozwiazaé kongruencje

() 2*=ux?(mod 3).

Rozwigzanie. Wobeec 2°=1(mod3) jest 2*+%=2% (mod 3)
dla wszelkich x>0 calkowitych i dla k=0,1,2,..., a ponie-
waz (x—+3l)?=x®(mod3) dla wszelkich I calkowitych, wiec je-
zeli x jest pierwiastkiem kongruencji (¥), to jest nim tez kazda
liczba postaci x—6¢, gdzie t=0,1,2,...

Sposréd liczb 0,1,2,...,5 pierwiastkami kongruencji (%) sa tylko
liczby 2 i 4. Wszystkimi jej pierwiastkami sy wiec liczby postaci
246t i 4-}-6¢ gdzie t=0,1,2,...

Umaga. Liczba, przystajaca do pierwiastka kongruencji (¥)
wedlug jej modulu, moze wigc nie byé pierwiastkiem tej kongru-
encji, np. liczba 5.

20. Rozwiazaé kongruencje 2¥=x2(mod 5).

Odpowiedz: x=a-20t, gdzie a jest kiérakolwiek z liczb
2,4,16 1 18, a t=0,1,2,...

21. Rozwiazaé kongruencje 2*=73%(mod 7).

Odpowiedz: x=~6t, gdzie t=0,1,2,...

22. Dowiesé, ze jezeli liczby naturalne a i b spelniaja kon-
gruencje a=b(mod 6), to a*=>" (mod 6).
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23. Znalezé wszystkie pierwiastki naturalne kongruencji
x*=73(mod 7).

Odpowiedz: x=5-442¢ i x=>531-}42¢, gdzie {=0,1,2,...

24, Znalezé wszystkie pierwiastki naturalne kongruencji
x*=5 (mod 7). . ;

Odpowiedz: x=17-}-42¢ i x=19-[-42¢, gdzie t=0,1,2,...

25. Dowie§é, ze na to, by liczba naturalna x spelniala kon-
gruencje x*—1=0(mod 7), potrzeba i wystarcza, zeby liczba ta
przystawala modulo 42 do jednej z liezb 13, 27, 35 i 41.

26. Znalezé wszystkie rozwigzania kongruencji x=a(mod x)
w liczbach naturalnych, gdzie a jest dang liczba naturalna.

OdpowiedZ Sa to wszystkie dzielniki naturalne. liczby a.

27. Dowieéé, ze kongruencja x?=1 (mod x) nie ma rozwigzan
w liczbach naturalnych wigkszych od 1.

28. Znalezé wszystkie rozwiazania kongruencji 2*= x?(mod x)
w liczbach naturalnych.

Odpowiedz: x=2F gdzie k=0,1,2,...
29, Tle rozkladéw na sume dwu liczb pierwszych ma liczba

48 (jezeli nie uwazaé za rézne rozkladéw, réznigcych sie tylko

porzadkiem skladnikéw)?

Odpowiedz: 5; sa to rozklady:

48=5-43=7-141=11}+37=17-++31 =19-}-29.

30. Dowieéé, ze liczba n=1729 jest zlozona, a jednak ma te
wlasnoéé, ze a*'=1(modn) dla (a,n)=1.

Wskazowka: 1729=7-13-19; zastosowaé rozumowanie ze
str. 60.

31. Dowie§é, ze jezeli p jest liczba pierwsza nieparzysis, to
pllp—3)1+2772

Wskazéwka. Zastosowaé twierdzenia Wilsona i Fermata.

32. Dowiesé, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb zlozonych
postaci n!-1 jako tez postaci n!—1.

Dowéd. Z twierdzenia Wilsona wynika, ze dla liczb pierw-
szych p jest (p—1)!41=0(modp), a wiec liczba (p—1)!+1
jest zlozona dla kazdej liczby pierwsze] p>3. Z tego za$. ze
(p—2)!(p —1)+1=0(mod p), wynika, ze (p—2)!—1=0 (mod p),
a wiec liczba (p—2)!4-1 jest zlozona dla kazdej liczby pierwszej
p>T.
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33. Daé przyklad wielomianu W (x) o wspdiczynnikach cal-
kowitych, ktéry jest podzielny arytmetycznie przez dana liczbe
pierwsza p, tj. dla wszelkich wartoéei calkowitych x ma warto§é
podzielna przez p, ale ktéry nie jest podzielny algebraicznie przez
p, fj. nie jest tozsamoSciowo réwny iloczynowi liczby p przez
wielomian o wspélczynnikach calkowitych.

Odpowiedi: W(x)=xP—ux.

Na mocy malego twierdzenia Fermata jest bowiem p|xP —x
dla wszelkich x calkowitych, natomiast — jak wiadomo z Al-
gebry — nie moze byé tozsamo$ciowo x? —x=pW, (x), gdzie
W,(x) jest wielomianem o wspélczynnikach calkowitych, gdyz
wspdlczynnik przy najwyzszej potedze x po stronie prawej jest
podzielny przez p, a po lewej nie.

34. Dowie§é, ze liczba a, ktéra w ukladzie dziesigtnym wy-
raza si¢ za pomoca 91 jedynek napisanych jedna po drugiej, jest
liczba zlozona.

Dowéd. Po pomnozeniu liczby a przez 9 i dodaniu jednosci

01__
109 1. Lecz liczba

otrzymujemy oczywiscie 109, Zatem a=
10%—{=10""8—1 jest podzielna przez 107—1. Zatem a jest po-

0"—1
9 =1111111,

35. Dowieéé, ze liczba 11111 jest zlozona.
Dowdd: jest ona podzielna przez 41.

dzielne przez z

36. Zbadaé, ktére z wyrazéw ciagu nieskonczonego
101, 10101, 1010101,
sg pierwsze.
Odpowiedz Tylko pierwszy.
Dowd6d. 101 jest liczbg pierwsza. Niech a, bedzie n-tym

10241 —

i -
99 Dla n>1

nieparzystych liczba 10"+*!'— 1 jest podzielna przez 9 i przez 11,

zatem przez 99 i

wyrazem ciagu. Jak laiwo widzieé, jest a,=

107+1—{
=—pr (10 1)

jest rozkladem liczby a, na iloczyn dwu liczb naturalnych wigk-
szych od jednosci. Jezeli za§ n jest liczba parzysta, to, 9|107+1 —1,
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17— ; 107+ -1
9 11-
liczby a, na iloczyn dwu liczb naturalnych wiekszych od 1.

11]10"*14-1, a zatem an=

jest rozkladem

37. Dowie§é, ze wszystkie wyrazy ciagu nieskonczonego
1001, 1001001, 1001001001,

sa liczbami zloZonymi.
Dowéd. Niech a, bedzie n-tym wyrazem tego ciagu; zatem

_ 103(+1) — 1 _ (10n+1_1)(102(n+1}+10n+1 ._,_ 1}

4 ="k —1 - 10°—1

1071 —1
(1o~+1—1,108—1)
jest dzielnikiem liczby a, wigkszym od 1, a mniejszym od an.

Jezeli n>2, to 10"*1—1{>10—1 i przeto

Liczby a, sa wiec zlozone dla n>2. Lecz i liczby a=1001
oraz a;=1001001 sa zlozone, gdyz pierwsza z nich jest podzielna
przez 7, druga za§ — przez 3.

38. Dowieéé, ze wszystkie wyrazy ciggu nieskonczonego

10001, 100010001, 1000100010001,
sa zlozone.

Dowédd: a;="73-137, 3|ay i as=10001-100000001, a dla n>3
dowodzimy podobnie jak w éwiczenin 37, ze a. jest liczba
zloZona.

39, Wyrazié za pomoca funkcji liczbowej E(f) liczbe -f(x)
liczb naturalnych niewiekszych od x i majacych co najmniej je-
den dzielnik pierwszy mniejszy od 10, oraz obliczy¢é granice

)

X=eo X

Ouapoieas: s o) +55) o)
(g {53035+

+5{3g)+8 (558 (55 l555) (%)

]im@ =?—§.
X=rpc=a x 39

W. Sierpifiski, Teoria Liczb 32
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40. Dowieéé wzoru

Ry {1 —tim| -J1 (=) ]}
n=3 s

dla liczb rzeczywistych x> 2.

41. Dowie§é niewymiernosci liczby log , 2.

Dowéd. Gdyby liczba log,,2 byla ulamkiem nieprzywiedl-
nym I/m (gdzie | i m sa liczbami naturalnymi, gdyz log,,2>0),
to byloby 10'=2™, co niemozliwe, gdyz lewa strona jest po-
dzielna przez 5, a prawa nie.

42. Wyznaczyé wszystkie liczby wymierne dodatnie x, dla
ktérych log,,x jest liczba wymierna.

Odpowiedz: x=10% gdzie k jest liczhg calkowita.

43, Znalezé wszystkie rozwigzania réwnania

(:*) 3h—gM=1

w liczbach naturalnych m i n (por. éwiczenie 9, str. 44)1).

Rozwiazanie. Niech liczby naturalne m i n spelniajg réw-
nanie (%) _ .

Jezeli n=2k—--1, to wobec 3% =={ (nod4) jest 3%*+1=73 (mod 4),
skad 2m=73"—1=3%+1—{=2 (mod 4), a zatem 2"=2 (mod 4), co
dowodzi, ze m<{1 czyli m=1.

Jezeli za§ n=2k, to 2mn=73"—{=73%—(=(3k—1)(3k}1),
skad wynika, ze 31|27 liczba 3¥--1 jest wiec potega dwdjki.

Niech 3*+1=2!; wynika stad (p. str. 44, éwiczenie 9), ze
k=1; zatem n=2 1 m=>3.

Réwnanie () ma wige w liczbach naturalnych m i n tylko
rozwigzania: m=1, n=1 1 m=3, n=2.

44. Dowiesé, ze jezeli x, y i z sy liczbami wymiernymi nie-
ujemnymi, to dla wymiernosci liczby Vx—+Vy-+1/z potrzeba

i wystarcza, zeby kazda z liczb x, y i z byla kwadratem liczby
wymiernej.

') Por. G. Berger i E. Trost, Elemenle der Mathemalik, tom 4 (1949),
str, 17, zadanie 36.
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Dowéd. Dostateczno$§é warunku jest oczywista. Aby dowiesé
jego koniecznoéci, zalézmy, ze }'x-4-1y--1Vz=mw>0, gdzie w
jest liczba wymierna. Zatem J/x--1y=mw—} 'z skad

® x+y+2Vxy=n’+z—2m)7
a wiec 2)/xy=m*+z—x—y—2my) z skad
(#%) 4xy-‘-:(m’*'-{—z-—-x—~y)3-|~4rvzz—4m(mg-l—z—x-—yh';-

Gdyby bylo m=0, mielibySmy x=y=2z=0=0% Gdyby za$
bylo m*+z—x—y=0, mielibymy 2} 'xy=—2m}/z wobec (¥),
co w razie w0 daje xy=0 1 z=0, zatem albo x=2z=0, skad
y=mn? albo y=z=0, skad x=mw>% Mozemy wiec przyjaé, ze
w70 i m*+4-z—x—y++0. Lecz woéwezas ze wzoru (¥%) wynika,
ze Yz jest liczbg wymierna, a przeto ze z jest kwadratem liczby
wymiernej. W ten sam sposéb dowodzimy, ze liczby x i y sa
kwadratami liczb wymiernych. Warunek jest wiee konieczny.

45. Dowiesé, ze jezeli x, y i z sa liczbami naturalnymi, to
dla wymiernoéci liczby ) x4V y-1'z potrzeba i wysiarcza zeby
liczby x, y i z byly kwadratami liczb naturalnych.

Dowéd opiera si¢ na éwiczeniu 44 i na wniosku ze str. 7,
w myél ktérego liczba naturalna, kiéra jest kwadratem liczby
wymiernej, jest kwadratem liczby naturalnej.

46, Dowie$é, ze jezeli x i y sa liczbami naturalnymi, a liczba
3 3

} x4y jest wymierna, to liczby x i y sa szecianami liczb
naturalnych.

Dowéd. Niech d=(x,y). Zatem x=da i y=db, gdzie ai b
sq liczbami naturalnymi oraz (a, b)=1. Jezeli Vx-+Vy=m, gdzie

3 3
mw jest liczbg wymierna, to x~4y--3d ()a?b+yab?)=n®, skad
3 3

wynika, ze liczba }a’b-+) al®=u jest wymierna dodatnia.
Niech wiec u=1/m, gdzie l i m sa liczbami naturalnymi, i niech
(I, m)=1. Gdyby bylo m=>1. mieliby$my

s 8
m® [a?b+ab‘1—i—3ab (1/:1 b?—l—}"a‘lb)] =P;
3 3
zatem wobec ) a?b-+)/ab*=1/m byloby

m?{ab[(a-}b)m-+31]} =P,

32*
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co jest niemozliwe wobec (I,m)=1 i m>1. Musi wigc byé m=t1;
zatem

(1) abla4-b43)=1I.

Latwo widzieé, ze
(11) (@, a4-b+3)=1,
poniewaz w przeciwnym razie istnialaby taka liczba pierwsza p,
ze pla i pla+b-+31, a wtedy wobec p|a i (i) byloby p|E, skad
p|l i przeto wobec p|a i p|a+b-31 mieliby§my p|b, co niemoz-
liwe, gdyz (a, b)=1. Podobnie dowodzimy, ze
(i) (b, a--b-30)=1.

Z (a,b)=1, (ii) oraz (iii) wnosimy z latwoScia na mocy (i),
ze liczby a i b sa szeScianami liczb naturalnych:

a=md, b=nt
8 '8 8
Ale z wymiernosci liczby Vx—+)y=vyd(m-+n) wynika, ze
3

liczba )/d jest wymierna; zatem — w my$§l wniosku ze str, 7 —
naturalna, skad d=s® gdzie s jest liczba naturalna. Jest wiec
x=da=(sm)® i y=db=(sn), czyli liczhy x i y tez sa szescia-
nami liczb naturalnych, c. b. d. o.
3 3
47. Dowies¢, ze liczba Y213 jest niewymierna.

48. Znalezé wszystkie rozwigzania réwnania x?=y* w licz-
bach wymiernych dodatnich x5y 1).

Rozwiazanie. Niech x,y bedzie takim rozwiazaniem i niech

np. y>x. Liczba m=y—f_; jest wymierna dodatnia. Zarazem
1
Yy '=(1—]—%) x i przeto xb'zx(1+5Jx, a ze x¥ =y*, wiec x(l+rlu)”=y*,
. 141 i 1 i
co daje x Tw=y= (1 —}——) x, skad xw= (1 —[——), a zatem
o o
M
= (1 + o Y=\ +m :

!) Zagadnieniem tym zajmowalo sie wielu matematykéw z Eulerem na
czele; ob. L. E. Dickson, History of the Theory of Numbers, tom 2, New York
1934, str. 687.
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Niech m=n/m, gdzie (m,n)=1, i x==r/s, gdzie (r,s)=1.
> 1=, . m—l—n)%_r . (m4-npr m
Wobec x—(1+m) jest wiec (———n =y skad A
Obie strony tej réwnoéci sa ulamkami nieprzywiedlnymi, gdyz
wobec (m,n)=1 jest (n+n, n)=1, skad ((m—n), n")=1, a wobec
(r,s) =1 jest (r™,s™)=1. Wynika stad, ze (m—-n)*=rm™ i pr=sm,
Réwnosci te daja wobec (m,n)=1 (ob. éwiczenie 16, str. 493)
m—+n=k™ i r=k" oraz n=I" i s=I" gdzie k i I sa liczbami
naturalnymi. Zatem m-}-Im"=k™ skad k>I-41. Gdyby bylo
m>1, mielibySmy k"> (I4-1)">In+-mlm—14-{>Im}m, a wiec
k™>I"+m, wbrew temu, ze m-4I"=m-+n=Fk™", Jest wiec m=1,
skad m=n/m=n. Ostatecznie wiec

() x=@+&ﬁ y=0%lrﬂ,

n

gdzie n jest liczba naturalna.

Na odwrét, tatwo sprawdzié, ze tak wyznaczone liczby x i y
spelniaja réwnanie x¥=y~. :

Zachodzi wiec nastepujace twierdzenie:

Wszystkie rozmwiazania romwnania x¥=y* m liczbach rymier-
nych x,y, gdzie y=> x>0, zamwarte sq we mwzorach (¥), gdzie n jest
domwolna liczba naturalna.

Ze wzoréw tych wynika natychmiast, ze tylko dla n=1
otrzymujemy rozwiazanie w liczbach naturalnych, mianowicie
x=2, y=4. Réwnanie x¥=y* ma wiec tylko jedno rozwigzanie
w liczbach naturalnych x, y, gdzie y=x ). Natomiast w liczbach
wymiernych x,y, gdzie y>k, rownanie x¥=y* ma nieskon-
czenie wiele rozwigzah, mianowicie:

2, 4, 3%02%, 33/28, 43/38, 44/34, 5¢/48, 55/45,
Tak np.

5~

!} Wynik ten, mozna tez otrzymaé na innej drodze, np. wykazujac, ze
s 2 4 5 6 T 1
V3>V2=V1>V5>V6>V7>...>V1.
Ob. W. Sierpiniski, Dzialania nieskoriczone, Monografie Matematyczne,
Warszawa - Wroctaw 1948, sir. 139.
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Mozna tez dowieéé, ze réwnanie xV=y* ma nieskonczenie
wiele rozwiazah w réznych liczbach x,y, ktére sa obie niewy-
mierne, jako tez z ktérych jedna tylko jest wymierna. Wreszcie,
ma ono tez nieskonczenie wiele rozwigzan w réznych liczbach
porzadkowych pozaskoficzonych.

49. Dowie§é, ze liczba s,® wszystkich réznych rozkladéw
liczby naturalnej n na sume trzech liczb naturalnych niemale-

nz—{—())
12 r

Dowéd. Liczba s,® wszystkich réznych rozkladéw liczby

naturalnej ' n na sume dwu liczb naturalnych, z ktérych druga

jacych wynosi E(

jest niemniejsza od pierwszej, wynosi E(g) Lecz, jak latwo
widzieé,

W= o oy — s =2 sy —[E(2) —1]
bo dzielac wszystkie rozklady n=k-+I+m, gdzie k<I<m,

na klasy wedlug pierwszego skladnika k, otrzymujemy w k-tej
klasie oczywiScie s, —(k—1) rozkladéw. Stad

n—2

®__p{n—1 H_E(;) 1 E‘ (1)
SH_E( 2 )+E( 3 )+“'+E ) QE(B)[E(S) 1]‘

Badajac kolejno 6 przypadkéw n=06k,0k—1,...,0k-}5,
nz—|—6)
2 )

sprawdzamy w kazdym z nich wzér sS]:E(

50. Dowie§é, ze na to, by liczby naturalne n i n--2 stano-
wily pare liczb blizniaczych, potrzeba i wystarcza, zeby zacho-
dzila kongruencja
(*%¥) 4[(n—1)!4+1]4+n=0@mod n(n-+2)) *).

Dowéd. Zaltézmy, ze liczby n i n-+2 sa obie pierwsze.
W my$l twierdzenia Wilsona jest wiec (n—1)!+1=0 (mod n);
zatem lewa strona kongruencji (%¥) jest podzielna przez n.

Zarazem (n--1)!-+1=0(mod n+2), a z6 n=—2(mod n--2)
i nt+i=—1(modn-+2), skad (n+1)!=2@n—1)!(mod n-}2),

1) P.A. Clement, American Mathematical Monthly, tom 56 (1949), str. 23-25,
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wiec 4(n—1)!=—2 (mod n-}2); zatem wobec n=—2(mod n—2)
lewa strona kongruencji (%¥) jest tez podzielna przez n—-2.

Jako podzielna przez liczby pierwsze n i n—-2, lewa strona
kongruencji (*¥) jest tez podzielna przez ich iloczyn n(n--2).
Kongruencja ta jest wiec spelniona, co dowodzi, ze warunek jest
konieczny.

Zalé6zmy teraz, ze dla liczby naturalnej n zachodzi kongru-
encja (%¥). Gdyby liczba n byla parzysta, n=2k, mieliby$my
n—1>k, skad k|(n—1)! i przeto 2k|4(n—1)!, skad wynikaloby
4(n—1)!=0(mod n). Na mocy (*¥) byloby wiec 4=0(mod n), co
dowodzi wobec n=2k, ze n=2 lub n=4. Lecz — jak fatwo
sprawdzi¢ — kongruencja () nie zachodzi dla zadnej z tych dwu
liczb. Liczba n musi wigc by¢ nieparzysta.

Z (**) wynika, ze 4[(n—1)!+1]=0(mod n), co wobec nie-
parzystoéci liczby n daje (n—1)!-++1=0(mod n), a zatem (ob.
Rozdzial 1V, § 1, str. 57) liczba n jest pierwsza.

Z drugiej strony, wobec

n=—2(modn+2) i 2@n—1)!=@-+1)!(modn-+2),
kongruencja (%¥*) daje

2[(n+1)!41]=0(mod n-2),
co wobec nieparzysto§ci liczby n, a wiec i liczby n2, daje
(n-+1)!4-1=0(mod n+}2), skad wnosimy jak poprzednio, ze liczba
n-2 jest pierwsza. Warunek jest wiec zarazem dostateczny.

51. Oznaczmy przez B postulat Bertranda (ob. Rozdzial I,
§ 9, str. 14), a przez T — twierdzenie nastepujace:

Kazdy ciag skoticzony kolejnych liczb naturalnych, ktory za-
miera co najmniej jedna liczbe pierrosza, zamiera tez co najmniej
jedna liczbe pierroszg rozgledem kazdego z pozostalych myrazdr
tego ciagu ?)-

Dowiesé, ze twierdzenie T jest réwnowazne postulatowi B.

Dowéd. Z B wynika T. Istotnie, niech

(%) k,k41,...,1

bedzie ciagiem skoficzonym kolejnych liczb naturalnych, p za$§ —
najwieksza liczba pierwsza, zawarta w tym ciagu. Gdyby
bylo 2p <1, istniataby w my$l postulatu B taka liczba pierwsza g,

1) Por. J. P. Zahlen, Euclides, tom 8, Madryt 1948, str. 115-121.
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ze p<<q<2p<l whrew okreSleniu liczby p jako najwickszej
liczby pierwszej ciggu (¥). Jest wiec l<2p i — jak latwo wi-
dzieé — liczba p jest pierwsza wzgledem kazdej z liczb 1,2,...,1
réznej od p, w szczegblnosci wiec wzgledem kazdej liczby ciagu (¥)
roznej od p.

Z T wynika B. Istotnie niech n>1 bedzie liczba naturalna.
W my$§l twierdzenia T w ciagu

&) 23 2c 55 20

ktéry zawiera liczbe pierwsza 2, istnieje co najmniej jedna
liczba p, pierwsza wzgledem kazdej z pozostalych liczb tego
ciggu. Liczba p musi byé liczbg pierwsza, gdyz w razie p=ab,
gdzie a>1 i b>1, liczba a#p nalezalaby do ciagu (}) i nie by-
faby pierwsza wzgledem p. Gdyby bylo p < n, mielibySmy 2p < 2n
i liczba 2psp nalezalaby do ciagu (§), nie bedac pierwsza wzgle-
dem p. Jest wiec p>n, a ze p<2n, gdyz p nalezy do ciagu (),
i p#2n, gdyz p jest liczba pierwsza, wiec n<<p<<2n.

52. Opierajac sie na postulacie Bertranda, dowie§é, ze jezeli
n>>1 jest liczbg naturalng, to w ciagu (rosngcym) wszystkich
liczb naturalnych wiekszych od 1 i pierwszych wzgledem n!
pierwsze trzy wyrazy s liczbami pierwszymi.

Dowéd. Niech najwieksza liczba plerwsza p<n bedzie s-ta
z kolei liczba pierwsza, p;,. Wystarczy oczywiScie okazaé, ze w ciggu
(rosngcym) wszystkich liczb naturalnych pierwszych wzgledem n!
pierwszymi trzema wyrazami sg liczby psi1; pss2 1 psts. W tym
za§ celu wystarczy okazaé, ze zadna liczba k<< p.ys rdézna od
ps+1 1 od psia nie jest pierwsza wzgledem n!

PrzypuSémy, ze jest przeciwnie. Niech:

(k,nl)=1, k << Ps+3s ks Ps+1 i k#pﬂ--}.

Wobec (k,n!)=1 jest (k,p)=1 dla i=1,2,...,s (gdyz p,<n,
a wiec pipz...ps|nl). Stad ks#p: dla i=1,2,...,s+1 1 wobec
k<<ps+2 liczba k jest zlozona. Zatem k=ab, gdzie a>1 i b>1,
a wobec (k,nl)=1 jest tez (a,n!)=11 (b,nl)=1.

Niech p bedzie najmniejszym czynnikiem pierwszym liczby a.
Wobec (a,p)=1 dla i=1,2,...,s jest wiec p>pss1. Podobnie,
jezeli g jest najmniejszym czynnikiem pierwszym liczby b, to
q>>ps+1. Zatem k=ab>pq>pf+1, a ze k<<ps+3 wiec musi byé
pf+1<pa+3. Lecz w my$l postulatu Bertranda jest psio<{2pss1
i ps+3<2psts, a przeto, psyys<4psr1. Zarazem dla n>2 jest p,>3
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i ps12>5, skqd 4~£p;+1 i 4psi1<psir Mieliby$my wiec nieréw-
n08¢ psi3<4psp1 << p,+1<:ps+3, co niemozliwe. Tym samym twier-
dzenie jest dowiedzione dla n>2. Zachodzi ono réwniez dla n=2,
gdyz kolejnymi liczbami naturalnymi pierwszymi wzgledem 2! sa
liczby 3, 5 i 7, ktére sa pierwsze i wieksze od 1.

Umaga. W dowiedzionym twierdzeniu nie mozna liczby trzy
zastapié przez liczbe cztery, gdyz czwarta z kolei wieksza od 1
liczba nieparzysta, czyli liczba 9, jest zlozZona.

53. Opierajac sie na postulacie Bertranda, dowiesé, ze dla
liczb naturalnych k i n, gdzie n>>2*, w ciagu wszystkich liczb
naturalnych wigkszych od 1 i pierwszych wzgledem n! pierwsze
k wyrazéw sa liczbami pierwszymi.

54. Dowiesé, ze jezeli (a,m)=1, to istnieje co najmniej jedno
takie rozwiazanie kongruencji ax=y(modm), iz 0<x<ym
i 0<|y|<Vm.

Dowéd. Mozemy oczywiscie zalozyé, ze m=>1. Niech
qg=E(/m). Wezmy pod uwage liczby ax—y dla x,y=0,1,...,q.
Jest ich (¢ 1)>=>m. Istnieja wiec rézne uklady xy,y; 1 X5.Ys¢
spelniajace kongruencje ax,—y,=ax,—y,(modm). Gdyby tu
bylo x, =x,, mielibyémy y, =y, (modm), skad wobec

0<y<E(l/m)<m

znalezliby$my y, =y,, wbrew zalozeniu, ze uklady x;,y, i x,5,¥s
sa rézne. Jest wiec x,7#x,, np. x,;>x, 7Z drugiej strony,

a (% — %) =y, —y,(mod m)
i wobec x,y=0,1,...,q jest 0<:x1-—x2-‘§(;~c;1f’r}_1 oraz

ly— 1| < g <Ym.

Umaga. Twierdzenie to znalazl Thue!. Ore stosuje je
do dowodu, ze kazda liczba pierwsza p postaci 4k—-1 jest
suma dwu kwadratéw. Dla liczb pierwszych p postaci 4k--1

jest bowiem ("-—;—I)=1 i istnieje taka liczba calkowita a, ze
a’-+1=0(mod p). Jezeli teraz
ax=y (mod p), 0<x<)Yp i ly|<Vp,

1) A, Thue, Archiv fiir Mathematik und Naturwissenschaft, tom 34 (1914)
n°15. Ob. tez O. Ore, Number Theory and Iis History, New York 1948, str. 268.
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to a*x*fxt=y'+tx*=0(mod p) czyli x*+y*=tp, gdzie t jest
liczba naturalna.. Lecz x4 y2<2[E(Y/p)t<2p, gdyz E (Vp)<Vp.
Zatem 0<<t<<2, skad t=1, a wiec x*-}y*=p.

55. Dowie$é, ze 2047 jest liczba zlozona, dla ktérej
92047 =9 (mod 2047) (K. Matulewicaz).

Dowéd. 2047 =23-89. Poniewaz 2''=2048=1 (mod 2047)
1 2046=186-11, wiec 2% ={ (mod 2047), skad 2*"7=2 (mod 2047)
(por. str. 61).

56. Znalezé wszystkie liczby catkowite podzielne przez 7,
ktére przy dzieleniu przez kazda z liczb naturalnych mniejszych
. od 7 daja reszte 1. Znalezé najmniejsza taka liczbe dodatnia.

Odpowiedz Sa to liczby formy 420f—119, gdzie { jest
liczbg calkowita. Najmniejszq taka liczba dodatnig jest 301.

57. Niech x bedzie dowolna jedno- lub dwucyfrowa liczba
naturalna (w ukladzie dziesietnym). Dowie§é, ze jezeli do reszty
z dzielenia liczby x przez 3, pomnozonej przez 70, dodamy reszig
z dzielenia liczby x przez 5, pomnozong przez 21, oraz reszte
z dzielenia liczby x przez 7, pomnozona przez 15, to reszta
z dzielenia otrzymanej sumy przez 105 jest liczba x1).

Dowéd. Niech ry, ry i r; beda odpowiednio resztami z dzie-
lenia liczby x przez 3, 51 7 i niech s=70r,+2ir,+415r;. Mamy
przy pewnych calkowitych £, ¢, i ¢,

x=r,+3t,=r,+5t,=r,-+7t,,
skad 106x=s-+105(2¢, -t 1,).

Jezeli x<<105, to stad wynika, ze x jest reszta z dzielenia
liczby s przez 105, c. b. d. o.

58. Dowieéé, ze kazda liczba naturalna ma wielokroinoéé,
wyrazajaca sie w ukladzie dziesietnym za pomoca samych je-
dynek, po ktérych nastepuja ewentualnie same zera 2).

Dowo6d. Kazda liczba naturalna n moze byé przedstawiona
w postaci n=n,-2%58, gdzie (n,,10)=1, a a i § sa calkowite nie-
ujemne. Na mocy twierdzenia, dowiedzionego w ¢wiczeniu |,
str, 171, liczba n, jest dzielnikiem liczby m, wyrazajacej sie

) Por. Number Curiosifies, The Lucknow University Mathematical Asso-
ciation, 1949, str. 16 (wydanie litografowane).

?) Twierdzenie to zostalo zakomunikowane w tym brzmieniu B. Knaste-
rowi przez ép. profesora Wlodzimierza Stozka w 1939 1. we Lwowie.
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w ukladzie dziesietnym za pomoca samych jedynek. Zarazem
2%58107, gdzie y=max (a,f). Jest wiec n|m-10%.

59. Dowie$¢ nastepujacego twierdzenia Fermata:

Jezeli p jest liczba pierrosza wicksza od 3, to kazdy dzielnik
naturalny liczby (20 -1)/3 jest postaci 2kp=-1.

Dowéd. Niech d bedzie dzielnikiem naturalnym liczby
(27 +1)/3, ktéra jest calkowita, gdyz przy nieparzystym p jest
(2+1) |27 +1. Jezeli d>1, to niech q bedzie dzielnikiem pierw-
szym liczby d. Gdyby bylo q=3, mieliby§my 27--1=0(mod?9),
skad wynika (ob. éwiczenie 17, str. 493-494), ze p=6k-3, co
niemozliwe, skoro p jest liczbg pierwsza wieksza od 3.

Zatem q+#3. Wobec 274-1=0(modq) mamy 2%=1 (mod q).
Niech ¢ bedzie wykladnikiem, do ktérego nalezy liczba 2 modulo q.
Nie moze tu byé d=1 ani =2, gdyz ¢+#3. Jest wiec §=>2.
Lecz 6| g—1 (ob. str. 173), jako tez 6| 2p wobec 22=1 (mod g).
Liczby 2p i q—1 maja zatem wspélny dzielnik wiekszy od 2, co
dowodzi, ze liczby p i ¢—1 maja wspélny dzielnik wigkszy od 1.
Poniewaz p jest liczba pierwsza wiec p |g—1, czyli g=pt—1,
oraz q=2kp-1, gdyz 2| g—1, a (p,2)=1. Kazdy dzielnik pierw-
szy q liczby d jest wiec postaci 2kp-F1, zatem tez i liczba d,
ktéra jest ich iloczynem, jest tej postaci, c. b. d. o.

60. Niech q,,¢s,...,qs beda wszystkimi dzielnikami pierw-
szymi liczby naturalnej n—1=>1. Dowie§é, ze jezeli istnieje liczba
calkowita a, dla ktérej

n—1

(i) a*'=1 (mod n), (i) a% ==((modn) dla i=1,2....,s,

to liczba n jest pierwsza. )

Dowéd. Gdyby liczba n nie byla pierwsza, to (ob. Roz-
dziat VIII, § 5, twierdzenie 7, str. 186 1 éwiczenie 5, str. 172) ist-
nialaby taka liczba naturalna k<<n—1I, ze

(i) a¥=1(mod n).

Niech k bedzie najmniejszg z takich liczb naturalnych.
Oczywiscie k+#1, gdyz w razie k=1 byloby a=1(modn) wbrew
(ii). Niech r bedzie reszta z dzielenia liczby n—1 przez k. Dla
pewnego calkowitego t>0 jest wigc n—1=kt-}-r, skad wno-
simy wobec (i) oraz (ii), ze a’=1(modn). Wobec r<<k i w mysl
okreélenia liczby k dowodzi to, ze r=0. Jest wiec n—1=Fkt
i wobec k<<n—1 znajdujemy t>>1. Liczba f, jako wickszy od jed-
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noéci dzielnik Ii'czby n—1, musi by¢é podzielna przez jedna co naj-
mniej z liczb gy, gs,..., gs. Niech np. t=gnu; stad n—1=kt=kqmnu

n—1
oraz a=a%m s=1(modn), wbrew (iii). Liczba n musi wiec by¢
pierwsza, ¢. b. d. o.

61. Zastosowaé dowiedzione twierdzenie do dowodu, ze liczba
700001 jest pierwsza, obierajac a=3"1), oraz do dowodu, ze liczba
373831 jest zlozona, obierajac a=2.

62. Obliczyé &rednia geometryczna wszystkich dzielnikéw
naturalnych liczby naturalnej n.

Odpowiedz: Yn. Wynika to ze wzoru dla iloczynu wszyst-
kich dzielnikéw naturalnych liczby n (ob. (18), str. 124).

63. Dowiesé, ze iloczyn Sredniej arytmetycznej wszystkich
dzielnikéw naturalnych liczby naturalnej n przez ich Srednig
harmoniczng jest réwny liczbie n 2).

64. Dowieéé, ze dla wszelkich naturalnych n i k zachodzi
réwnoéé ¢ (n*)=n*1g(n).

65. Dowies¢, ze jezeli py,ps,...,pn sa wszystkimi kolejnymi
liczbami pierwszymi niewiekszymi od ¥x, gdzie x>1 jest liczbg
rzeczywista, to B )

W{x)"—‘“(l/x)+1}’(PnPa:---:Pnax)"“ls
gdzie y jest funkcjg okreSlona wzorem (8), str. 138. Zastosowaé
ten wzér do obliczenia liczby =(100).

Umaga. Wzér ten byl punktem wyjécia w obliczaniu war-
tosci m (x) dla wielkich x, np. dla x=10° (Meisel) i dla x=10°
(Bertelsen)®).

66. Dowiesé, ze istnieje nieskonczenie wiele par réznych
liczb naturalnych x,y, dla ktérych o(x%) =0 (y?).

Dowéd. Réwnosé ta zachodzi dla x=4m, y=>5m, jezeli
(m,10) =1.

67. Dowiesé, ze o(p)=p-+1 dla liczb pierwszych p i tylko
dla nich. _

68. Dowiesé, ze jezeli liczba n jest zlozona, to o(n) >n-y/n.

Dowé6d. Liczba n, jako zlozona, ma taki dzielnik d, ze
1<<d<n, skad 1<n,"d<n Jezeli d<Vn, to nj/d> Vn, a ze n/d

1) Ob. O. Ore, Nu.mber Theory and Ifs History, New York 1948, str. 332.
) Tamze, str. 91.
) Tamze, str. 69.
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tez jest dzielnikiem liczby n (niekoniecznie zreszta réznym od d),
dla ktérego 1 <<n/d<n, wiec o(n)>n--yn-+1.

69. Dowieéé, ge dla kazdej liczby naturalnej k istnieje taka
liczba naturalna n, dla ktérej o(n)—o(n-}1)>k.

Dowéd. Jezeli n+1 jest liczba pierwsza i n41>k>-}1,
to o(n+1)=n~+2 i n jest wtedy liczba zlozona, skad
o(n)>n-+yYn-1
(p. éwiczenie 68). Jest wiec o(n) —o(n-+1)>yYn—1>k.
20. Znajac rozklady liczb naturalnych I i m na sume dwu

- kwadratéw liczb calkowitych, rozlozyé liczbe I/m na sume dwu

kwadratéw liczb wymiernych.
Odpowiedz. Jezeli l=a’+b* i m=c*}d> to

: - (acczi 33)2 + (accg—ij cZ;f)2 '

71. Dowieéé, ze nato, by liczba naturalna n byla suma kwa-
dratéw dwu liczb naturalnych, potrzeba i wystarcza, zeby w jej
rozkladzie na czynniki pierwsze kazdy czynnik pierwszy po-
staci 4k-}3 wystgpowal w poiedze o wykladniku parzystym
i zeby, o ile liczba n nie jest podwéjnym kwadratem, byla ona
podzielna przez jedna co najmniej liczbe pierwsza postaci 4k—-1.

72. Wyznaczyé wszystkie liczby naturalne n<100, ktére sa
sumami kwadratéw dwu liczb naturalnych.

Odpowiedz: 2,5, 8, 10, 13, 17, 18, 20, 25, 26, 29, 32, 34, 37,
40, 41, 45, 50, 52, 53, 58, 61, 65, 72, 73, 74, 80, 82, 85, 89, 90, 97, 98.

73. Dowie$é, ze iloczyn dwu liczb nieparzystych, z ktérych
kazda jest sumg kwadratéw dwu liczb naturalnych, jest suma
kwadratéw dwu liczb naturalnych.

Dowéd. Zachodzi tozsamosé
(a2 b)) (c?+d?) = (ac+bd)2+(ad — bc) = (ad+ bc)*4-(ac—bd)*.

Nie moze byé ad=bc i ac=>bd, poniewaz wéwczas byloby
a*de=0>b%cd, skad dla ¢ i d naturalnych wynikaloby a?*="5° co
niemozliwe, skoro liczba a®--b* jest nieparzysta. Dalszy dowadd
nie nastrecza trudnoSci.

?4. Dowieéé, ze dla kazdej liczby naturalnej n réwnanie
x?--y?=2" ma nieskoficzenie wiele rozwigzai w liczbach natu-
ralnych x,y,z.
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Dowéd wynika z poprzedniego twierdzenia (éwiczenie 73)
i z réwnodci 5°=12-42% liczby (5% dla k=1,2,... sa sumami
kwadratéw dwu liczb naturalnych. .

?5. Sprawdzié, ze kazda liczba naturalna n<100, o ile nie
jest suma kwadratéow trzech liczb calkowitych, jest postaci
x®+y?+227% gdzie x, y i z sa liczbami calkowitymi. Napisaé
rozklady takich liczb n.

?6. Dowies¢, ze istnieje nieskoniczenie wiele takich liczb

naturalnych n, ze ani n, ani n-1 nie jest suma trzech kwa-
dratow.

Dowdéd wynika z twierdzenia 14, Rozdzialu IV (§ 9, str. 90)
i stad, ze jezeli n=8(16k+413)+7, to n+1=16(8k-7).

?7. Niech a, b, ¢ i n beda takimi liczbami naturalnymi, ze
an=bc, n>b i n>c. Wyznaczyé efektywnie rozklad liczby n
na iloczyn dwu liczh naturalnych mniejszych od n.

Rozwigzanie. Liczba b, =b/(a, b) jest naturalna i b, < b<n.
Zarazem b,> I, gdyz w razie b,=1 mielibySmy b=/(a,b), skad
bla, a zatem a=kb, gdzie k jest liczba naturalna; wobec an=bc
byloby wiee kbn=bc, skad c=kn>n wbrew zalozeniu. Lecz b,
jest dzielnikiem liczby n, gdyz dla a,=b/(a,b) mamy (a,, b,)=1
i ajn=b,c, a przeto b,|n. Stad rozklad n=">0,-n/b,.

?8. Dowieéé, ze kazda liczba naturalna, ktéra jest dzielni-

kiem iloczynu dwu liczb naturalnych od niej mniejszych, jest
ztozona.

Dowéd oprzeé mozna na éwiczeniu 77, albo tez na twier-
dzeniu, ze kazda liczba pierwsza, ktéra jest dzielnikiem iloczynu
dwu liczb naturalnych, musi byé dzielnikiem co najmniej jednej
z nich. .

?9. Dowiesé, ze kazdy szeécian liczby naturalnej jest réznica
dwu kwadratéw liczb catkowitych, z ktérych co najmniej jeden
jest podzielny przez 9.

Dowéd wynika natychmiast z tozsamo$ci

n? =[n(”';‘ 1)]2_ [n (n; 1)]9.

80. Dowieéé, ze 28"=5%"=—1 (mod 3**1) dla n=0, 1,2, ...
Dowéd wynika przez indukcje na mocy tozsamoéci

o +1=(a+1lla+1)(a—2)+3].
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81. Dowieéé. ze 3*2|(43"45%") dla n=0,1,2,...
Dowéd wynika przez indukcje na mocy tozsamoéci

att+b=(a+bP—3abla+b).

82. Dowie§é przez indukcje nastepujacego twierdzenia Van

den Broeckal):
3n+2]103" —1 dla n=0,1,2,...

Dowéd wynika przez indukeje na mocy tozsamosci

a'—1=(a—1)[(a—1)(@a+2)+3. |
83. Dowie§é, ze jezeli p jest liczba pierwsza, to kazda liczba
catkowita przystaje modulo p do sumy dwu kwadratow.
Dowéd. Dla p=2 jest to oczywiste. Jezeli p jest liczba
pierwsza nieparzysta, to — jak wiemy (ob. str. 70) — Zzadne dwie
z liczb ciagu

2 2 52 p_—-—l)"
02, 12, 2%, e (2

nie przystaja do siebie wedlug modulu p. Podobnie, jezeli k jest
liczba catkowita, to Zadne dwie z liczb ciagu

. 2
k—0,  k—12, ..., k—(p—gi—)

nie przystaja do siebie wedlug modulu p.

Poniewaz kazdy z dwu wypisanych ciagéw zawiera po %
liczb, a réznych reszt wedlug modulu p jest tylko p<<p--1, wiec
co najmniej jedna z liczb pierwszego ciggu przystaje do pewnej
liczby drugiego ciagu; istnieja wiec takie liczby catkowite x i y,
ze x2=k—y?(mod p), skad k=x?>+4y?(modp), c. b. d. o.

84. Wyznaczyé najmniejsza liczbe naturalng m o tej wlasno-
§ci, ze nie kazda liczba calkowita przystaje modulo m do sumy
dwu kwadratéw.

Odpowiedz: m=4, gdyz w razie 3=x*-}-y%(mod4) byloby
4k-+3=x24y2 co niemozliwe.

85. Wyznaczyé najmniejsza liczbe zlozona m o tej wiasnosci,
se kazda liczba calkowita przystaje modulo m do sumy dwu
kwadratéw. Dowieéé, ze istnieje nieskonczenie wiele takich m.

1} Ob. Mathesis 6 (1886}, str. 70.
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Odpowiedz: m=6, co wynika z kongruencji:

0=02+02(mod 6), 1=12402(mod 6), 2=12-}12(mod6),
3=7324-0? (mod 0), 4=22-40?(mod 6), 5=22-112(mod 6).

7e takich liczb m jest nieskonczenie wiele, wynika z latwo-
$cig stad (por. éwiczenie 83), ze jezeli m=2p, gdzie p jest liczba
pierwszg nieparzysta, to liczby ciagu

09: 129 22, LI (P_i)z

dajg przy dzieleniu przez m same rézne reszty. Istotnie, jezeli r
i s>r sa dwiema liczbami z ciagu 0,1,2,...,p—1, to s—r<p—1
i s+r<2p—2, a przeto gdyby bylo s*=r?(mod2p) czyli
2p | (s—r)(s—+r), to musialoby byé s-+r=p, wobec czego liczby
s—Fr i s—r bylyby nieparzyste whrew 2p | (s2—1%).

86. Wyznaczyé najmniejsza liczbe naturalng m o tej wias-
nosei, ze nie kazda liczba calkowita przystaje modulo m do sumy
trzech kwadratéw.

Odpowiedz: m=8, gdyz w razie 7=x?-|y?-2%(mod 8)
byloby 8k -7 =x2-y2-+2% co niemozliwe (ob. str. 90).

87. Wyznaczyé wszystkie reszty szeScienne dla modufu 13.

Odpowiedz: 0, 1, 5, 81 12.

88. Dowieéé, ze kazda liczba catkowita przystaje modulo 13
do sumy dwu szeScianéw.

Dowé6d wynika z kongruencyyj:

0=0%--0° (mod 13), 1=1%+0° (mod 13), 2=1%41%(mod 13),

3=2%-1-2%(mod 13), 4=4%+17%(mod 13), 5=0°+}7°(mod 13),

6=12-47% (mod 13), =23 48 (mod 13), 8=0%+42°(mod 13),

9=1%4-2%(mod 13), 10=7°+47%(mod 13), 11=4%+4-4%(mod13),
12=0°-+}4? (mod 13).

89. Dowie$é, ze nie kazda liczba calkowita przystaje modulo
7 do sumy dwu Jub mniej szeScianéw.

Dowéd wynika stad, ze liczba 4 nie przystaje modulo 7 do
sumy dwu lub mniej szeScianéw, gdyz szeScian kazdej liczby
calkowitej jest postaci 7k lub 7k 1.

90. Dowieéé, ze kazda liczba calkowita przystaje modulo 13
do sumy trzech lub mniej bikwadratéw, ale nie kazda przystaje
modulo 13 do sumy dwu lub mniej bikwadratéw.
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91. Znalezé wszystkie liczby naturalne m>1 o tej wlasnosci,
ze kazda liczba calkowita jest resztg szeScienng dla modulu m.

Odpowiedz Sa to wszystkie liczby naturalne, bedace ilo-
czynami skoficzenie wielu réznych liczb pierwszych, z ktérych
zadna nie jest postaci 3k—-1 7).

Dowé6d. Zalézmy, ze liczba naturalna m=>1 nie jest iloczy-
nem samych réznych liczb pierwszych. Istnieje wowczas taka
liczba pierwsza p, ze m=p?l, gdzie | jest liczba naturalna. Niech
x=pl. Zatem 0<<x<<m i x*=p'PP=pPm=0(modm). Gdyby
kazda liczba calkowita byla reszta szeScienna dla modulu m, to
reszty z dzielenia liczb

(*) 0%, 5 2?8, S (m—1)

przez m musialyby byé wszystkie rézne, gdy tymczasem jest
x*=0(modm). Liczba m musi wiec byé iloczynem samych réz-
nych liczb pierwszych.

Gdyby wéréd czynnikéw pierwszych liczby m byl czynnik
p=3k-}1, to mielibySmy O0<<k='/;(p—1)<<p—1 i, oznacza-
jac przez g pierwiastek pierwotny dla modulu p, mieliby$my
g*=~1(mod p), skad piszac m=pm,, otrzymalibysmy

gkm,==m; (mod m).

Natomiast, wobec g/—1=1 (modp) jest m=pm,|(g°~1 —1)m?,
co wobee p—1=3k daje (g¥m,)*=m? (modm), whrew temu, ze
liczby (¥) daja przy dzieleniu przez m same rézne reszty. Waru-
nek jest wiec konieczny. ’

Na odwrét, zalézmy ze liczba naturalna m spelnia ten warunek.
Jest wigc m=pipz...ps, gdzie pi,ps, ..., ps sa réznymi czynnikami
pierwszymi, z ktérych zaden nie jest postaci 3k--1. Niech
P=(p,—1)(ps—1)...(ps—1). Oczywiscie (P,3)=1 i istnieje taka
liczba naturalna f, ze Pt=—1(mod3), skad Pt-1=3l, gdzie [
jest liczba naturalna.

Kazda liczba catkowita x spelnia kongruencje

(%) x=x"t (

mod p;) dla i=1,2,...,s.

Istotnie, niech i bedzie jedna z liczb 1,2, ...,s Jezeli
x=0(modp;), to kongruencja (§) jest oczywiscie prawdziwa.
Jezeli x40 (mod p), to w my$l malego twierdzenia Fermata

1) Ob. W. Sierpinski, Rocznik Polskiego Towarzystwa Matematycznego,
tom 22 (1949), sir. 269.

W. Sierpifiski, Teoria Liczb 33
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xPi—i=1{(mod p) i wobec (pi—1)|P znajdujemy xP'=1 (mod p)),
skad (%).

Poniewaz m jest iloczynem samych réznych liczb pierwszych
P1sDes .- Ps Wiee z (3) wynika wobec Pt-1=3] kongruencja
x=(x")*(modm) dla kazdej liczby caltkowitej x. Warunek jest
wiec dostateczny.

Zauwazmy, ze liczba [ nie zalezy od liczby x.

92. Wyznaczyé wszystkie liczby naturalne m, gdzie 1 <<m<100,
dla ktérych kazda liczba calkowita jest resztg szeScienna.

Odpowiedi: 2, 3, 5, 6, 10, 11, 15, 17, 22, 23, 29, 30, 33, 34,
41, 46, 47, 51, 53, 55, 58, 59, 66, 67, 69, 71, 82, 83, 85, 87, 89, 94.

93. Wyznaczyé wszystkie liczby naturalne m=>1 o tej wlas-
nosci, ze x=x°(modm) dla wszystkich x calkowitych.

Odpowiedz Sa trzy takie liczby: 2, 3 i 6.

94. Wyznaczyé wszystkie liczby naturalne m=>1 o tej wlas-
nosci, ze x=x%(modm) dla kazdego x catkowitego. _

Odpowiedz. Sa to liczby: 2, 3, 5, 6, 10, 15 i 30.

95. Wyznaczyé wszystkie liczby naturalne m=>1 o tej wlas-
nosci, ze x=x*(modm) dla kazdego x catkowitego.

Odpowiedz. Sa to liczby: 2, 3, 5, 6, 10, 15 i 30.

96. Dowies¢, ze istnieje nieskoficzenie wiele liczb pierwszych
p, dla ktérych kazda liczba catkowita jest reszta sze§ciennag mo-
dulo p. .

Wskazéwka. Oprzeé sie na éwiczeniu 91 i na tym, ze
liczb pierwszych postaci 3k—2 jest nieskofczenie wiele (ob.
str. 79).

97. Dowies¢, ze na to, by liczba naturalna m>1 miala te
wlasnoéé, ze kazda liczba calkowita przystaje modulo m do pia-
tej potegi pewnej liczby calkowitej, potrzeba i wystarcza, zeby
liczba m byla iloczynem samych réinych liczb pierwszych,
z ktérych zZadna nie jest postaci 5k--1 1).

98. Wyznaczyé wszystkie liczby naturalne m=>1 o tej wla-
snoéci, ze kazda liczba calkowita przystaje modulo m do dzie-
wiatej potegi pewnej liczby caikowitej.

OdpowiedZ ta sama co w éwiczenin 91. Wynika to z lat-
woscia stad, ze jezeli dla kazdego x calkowitego istnieje takie y

') Rocznik Polskiego Towarzystwa Matematycznego, tamze,
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catkowite, ze x=y®(modm), to jest tez y=z°*(modm), skad
x=2°(mod m). '

99. Dowie§é, ze nie istnieje zadna liczba naturalna m=>2
o tej wlasnoéci, ze kazda liczba calkowita przystaje modulo m
do széstej potegi pewnej liczby calkowitej.

100. Znalezé wszystkie liczby naturalne m=>1, dla ktérych
istnieja tylko dwie rézne reszty szeScienne modulo m (mianowi-
cie reszty 0 i 1).

Odpowiedz: m=2,

101. Znalezé wszystkie liczby naturalne m=>1, dla ktérych
istnieja dokladnie trzy rdzne reszty szeScienne modulo m.

Odpowiedz. Sa tylko trzy takie liczby: 4, 7 1 9.

102. Wyznaczyé wszystkie reszty dwukwadratowe dla mo-
dutu 10. k

Odpowiedz: 0,1, 51 6.

103. Znalezé wszystkie liczby naturalne m=1, dla ktérych
istniejg tylko dwie rézne reszty dwukwadratowe modulo m (mia-
nowicie reszty 0 i 1).

Odpowiedz Jest pieé takich liczb: 2, 3, 5, 8 i 16.

104. Dewie$é, ze dla kazdej liczby- naturalnej n>>1 réwnanie
x"-}y*=2""1 ma nieskofczenie wiele rozwigzah w réznych licz-
bach naturalnych.

Dowdéd wynika natychmiast z tozsamosci

[(1 _|_ kn}n—?]n__lr [k(i + k‘n)n—an _— [(1 _,_]__ kn)n—l]n—l,
zachodzacej dla wszelkich liczb naturalnych n>1 i k=>1.
Umwaga. Trudniejsze jest zbadanie, dla jakich n>>3 natural-
nych réwnanie x"-}y*=2z""1 ma rozwiazania w liczbach natural-
nych x,y,z gdzie (x,y)=1. Dla n=>5 jest : a
Pp08=32  {13--370=228%, 56+ 65°—=6712

105. Znalezé wszystkie rozwiazania réwnania 2x"=2z""' w licz-
bach naturalnych x i z.

Odpowiedz: x=2m2k*1 j z=02n"1kn gdzie k jest liczba
naturalna.

106. Dowieéé, ze dla kazdej liczby naturalnej n réwnanie
xn—-yn=7z"*1 ma nieskoficzenie wiele rozwiazafi w réznych licz-
bach naturalnych.

33%
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Dow6d wynika natychmiast z tozsamosci

(1= e R = (1,
107. Dowieéé, ze réwnanie x*-+y*=2" ma nieskonczenie
wiele rozwiagzan w réznych liczbach naturalnych.
Dowéd wynika natychmiast z tozsamoéci
(AR k(4K = [+ kPP
Np. (30 (239 = (7"
108. Znalezé wszystkie rozwigzania réwnania 2x°=2% w licz-
bach naturalnych. .
Odpowiedz: x=2'm° z=22m® gdzie m jest dowolng
liczbg naturalna.
109. Dowiesé, ze kazda liczba kwadratowa jest suma dwu
liczb tréjkatnych (p. definicje na str. 92).
L, (n—1)n | nh-1)
2 + 2 ’

110. Dowieéé, ze ciag ostatnich cyfr kolejnych liczb tréj-
katnych (w ukladzie dziesietnym) jest okresowy (o okresie 20)
i wywnioskowaé stad, ze ostatnia cyfra IlC?bY trojkatnej moze
byé tylko 0, 1, 3, 5, 6 lub 8 1).

111. Dowieéé, ze dla n=1,2,... liczby (2#+1—22n—1)/9 s
tréjkatne. :

Dowéd wynika z tozsamoéei n?=

112, Dowieéé, ze kazda liczba doskonala parzysta d =06 jest
suma szeScianéw kolejnych liczb nieparzystych:

=153 150 L 2n— 1),

Dowéd wynika stad, ze 1°+43*-+...(2n—1)p*=n2(@2n2—1)
i e liczby doskonale parzyste d =6 sa postaci 2r-1(20—1), gdzie p
p—1
jest liczba nieparzysta, a zatem n=2?% jest liczba catkowita,
dla ktérej 2P—1(2r — 1)=n2(2n2—1).

113. Dowieé¢, ze kazda liczba doskonala parzysta jest tréj-
katna.

Wskazowka. Oprzeé sie na éwiczeniu 112 oraz na tym,
ze nt@n?—1)=2n2@n—1)/2 i 6=3-4/2,

) Por. K. Zarankiewicz, Matematyka, zeszyt 6 (1949), str, 3 i 4,
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114, Dowies¢ nastepujacego twierdzenia K. Zarankiewi-
cza: istnieje nieskoriczenie miele liczb naturalnych, ktdre sa za-
razem tréjkatne i kroadratore.

Dowéd. Jedna z takich liczb jest liczba 1, gdyz 1-2/2=12.
Zakladajac, ze n jest taka liczba, ze wiec n(n-41)2=k? latwo
obliczyé, ze taka jest réwniez liczba m=4k-+3n-+1>n.

Istotnie:

1) _gke4-2(6n4-5)komE

co wobec n(ng—{—l) k* czyli 9 ——— n—]—i) =k>+4n(n-}+1) daje

M) ks f-2.3@n 4Dk + @nt 12 = Gk+-2n+ 1.

Tak np. dla n=1 otrzymujemy m=8; dalej znajdujemy
kolejno:

m==49, m= 288, m=1681, ...,
co daje liczby: .
1.9 8.9 49-50  __
T 75— 5
088-
..882289 — 04 168131682_ 11804

Mozna okazaé — co jest jednak trudniejsze — ze w ten spo-
sob otrzymamy wszystkie kolejne liczby naturalne, ktére sg tréj-
katne i kwadratowe zarazem.

Umwaga. Juz Euler wykazal, ze dla kazdego naturalnego n

(5-+2v2)"—(3—21?)
4y2

liczbg tréjkatna.

liczba

jest naturalna, a jej kwadrat jest

115, Dowie$é, ze na to, by liczba naturalna n byla suma
dwu liczb tréjkatnych, potrzeba i wystarcza, zeby liczba 4n--1
byla sumg dwu kwadratéw.

Dowéd wynika z réwnowazno§ci wzoroéw

MR 0D g =y by
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116. Dowiesé, ze 1 jest jedyna liczba tréjkatna, kiéra jest
sumg kwadratéw dwu kolejnych liczb catkowitych.

117. Dowie$¢ nastepujacego twierdzenia K. Zarankie wi-
cza: kazda liczba naturalna, ktdrej kolejne cyfry (mo ukladzie
dziesietnym) skladaja si¢ z dorolnej liczby drodjek, po ktdorych
nastepuje ta sama liczba jedynek, jest tréjkatna.

Dow6d wynika natychmiast z tozsamoéci

'(10"—1)(2-10“—|—1)_2—10“—2_(2-10“—2 ),
3 9 =g 5 T D

118. Dowieéé, ze dla wszelkiego naturalnego m liczba m--1
nalezy wedlug modulu m* do wyktadnika m.

Dowé6d wynika stad, ze dla kazdego k naturalnego zacho-
dzi kongruencja (m-1)f=1-mk (modm?), ktéra latwo udowo-
dnié¢ przez indukcje lub za pomoca dwumianu Newtona.

119. Dowieéé, ze na to, by liczba naturalna n spetniala kon-
gruencje a™'=1(modn) dla (a,n)=1, potrzeba i wystarcza, zeby
spelniala ona kongruencje n=1(mod A(n)), gdzie A(n) jest naj-
mniejszym wykfadnikiem naturalnym m, spelniajacym kongruen-
cje a™=1(modn) dla (a,n)=1 2).

120. Dowie§é, ze jezeli m jest liczba naturalna, to warunek
(i) m|x*—x dla kazdego x calkowitego
jest rownowazny warunkowi
(it) m|30.

Dowéd. Jezeli liczba naturalna m spelnia warunek (i), to
m|2°—2 czyli m|510, jako tez m|3°—3 czyli m|19680. Zatem
m | (510, 19680), skad warunek (ii).

Na odwrét, na mocy malego twierdzenia Fermata ‘mamy
x'=x(mod30) dla x calkowitych i tym bardziej x*= x(mod m)
dla m[30. Zatem z (ii) wynika (i). (Por. takze éwiczenie 94).

121. Zastapi¢ w éwiczeniu 120 warunek (i) przéz warunek
m|x*—x dla x calkowitych.

Dowéd jest wéwezas nieco inny niz w éwiczeniu 120.

!) Ob. tez K. Zarankiewicz, Matematyka, zeszyt 6 (1949), str. 4.
?) Ob. O. Ore, Number Theory and ils History, New York 1948, str. 332.
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122, Udowodnié¢ twierdzenie Waringa dla 6smych poteg,
opierajac sie na twierdzeniu 16 z Rozdzialu IV (§ 11, str. 103),
wniosku ze str. 100 oraz na nastepujacej tozsamodci A. Hur-
witza:

5040 (a®* -+ b® 2 +4-d?)t =
=638 +603(a:£ 5P +-T Rat bt of +63(ak b ok dF,

gdzie D (2a)® oznacza sume czterech skladnikéw
4

(2a)*+(2b)°*+(2¢)* 4 (2d)%,
2/ (a4 b)* oznacza sume dwunastu skladnikéw
12

(a+by+(a—b+(atc)4(a—c)+...F(c+d)P+(c—d)®
itd.

123. Dowie§é nastepujacego twierdzenia Jacobiego:

Kazda liczba naturalna jest postaci x*-}2y*-32z>-461% gdzie
x,y,2,1 sg calkomite.

Dowéd. Niech n bedzie liczba naturalng. W my$l twier-
dzenia Lagrange’a (str. 93) istniejg takie liczby calkowite
a,b,c,d, ze
(*) n=a*+b*+4-c*+d>

Rozréznimy trzy przypadki:

1° Conajmniej trzy sppéréd liczb a, b,c.d, np. a, b i c, sa po-
dzielne przez 5

2% Tylko dwie spoéréd liczb a,b.c.d, np. ¢ 1d, sa podz.ielncr
przez 3; wéwczas a=-+1(mod3) i b=+1(mod3), a wiec je‘ieh
znaki sa w obu kongruencjach zgodne, to mozemy w (*) zastapi¢ a
przez —a; wobec —a=TF1(mod3) znaki w Longruencjach dla.
—a i b beda réine, zatem suma tych liczb, a wigec 1 suma
—a-b-c bedzie podzielna przez 3.

3° Co llajWYZGJ jedna z liczb a, b, ¢, d jest podzielna przez 3,
np. liczby a, b i ¢ nie sa podzielne przez 3; wéwczas podobnie
jak w przypadku 2° mozemy przez ewentualng zmiane znakow
niektérych sposrod liczb a, b i ¢ osiagnaé to, zeby suma otrzy-
manych w ten sposéb nowych liczb byla podzielna przez 5.
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Tak wiec mozemy zawsze zalozyé réwnos§é (%) o a, b,ci d
catkowitych i przy tym takich, ze
(G a+b-+c=3z,
gdzie z jest liczbg calkowita. . _
Lecz z kazdych trzech liczb calkowitych co najmniej dwie
przystaja modulo 2, np. a=b(mod 2), czyli ze a4 b=2k, gdzie k
jest liczba calkowits. Stad a—b=2(k—b)=2y, gdzie y jest
liczba calkowitd. Ale — jak latwo sprawdzié —

3 (a2 b2 c?) = (a+ b0 +-2(k— P63

co dowodzi wobec (**), ze liczba k—c jest podzielna przez 3.
Niech k—c=3t. Stad a®+4-b*+c*=32"}06£2}2y% zatem

n=d*-+2y*t+32>461%
c. b. d. o.

124. Oznaczmy przez G twierdzenie Gaussa, ze kazda liczba
naturalna postaci 4k-1 jest suma trzech kwadratéw, a przez
L. — twierdzenie E. Lionneta, ze kazda liczba nieparzysta jest
suma czterech kwadratéw liczb naturalnych, z ktérych dwie sa
kolejne. Dowie§é réwnowaznosci twierdzei G i L.

Dowéd. Zalézmy twierdzenie G i niech [=2k--1 bedzie
dang liczba nieparzysta. Na mocy G jest 4k-1=x2-ty2-+t22
gdzie x, y i z sa liczbami catkowitymi, z ktérych — jak tatwo

widzie¢ — jedna musi byé nieparzysta, a dwie parzyste. Zatem
(i) - dk+1=4¢}+4r*+(2s+1)2,

gdzie g, r 1 s sg calkowite. Stad

(i) 2k+1=(q+rP+(q—r)++ (1%

co dowodzi prawdziwosci twierdzenia L. Tak wiec z G wynika L.
Na odwrét, zalézmy twierdzenie L i niech k bedzie liczba
.calkowity nieujemna. Na mocy L jest

(i) 2k-F1= %0 g2t (s 1),
gdzie x, y, s 1 s-1 sa liczbami catkowitymi. Stad
x?ty =2k—2s2—2s,

wobec czego liczba x?--y? jest parzysta, a wiec réwniez liczby
x4y i x—y sa parzyste. :
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Niech x+y=2qg i x—y=2r, gdzie g i r sa calkowite. Stad
x=q-+r i y=q—r, skad na mocy (iii) wynika wzér (i), ktéry
pociaga za sobg (i), co dowodzi prawdziwoéci twierdzenia G. Tak
wiec z L wynika G.

125. Dowiesé, ze liczba naturalna, ktérej cyframi (w ukla-
dzie dziesietnym) sa same jedynki, moze (lecz nie musi) byé
pierwsza tylko wtedy, jezeli liczba jej cyfr jest pierwsza.

Umwaga. Nie wiemy, czy wéréd takich liczb jest nieskoricze-
nie wiele pierwszych, a takze czy jest wéréd nich nieskoficze-
nie wiele zlozonych. ' '

Dowéd. Niech n bedzie liczba naturalng o m cyfrach
(w ukladzie dziesietnym), ktére wszystkie sq jedynkami. Jezeli m
jest liczba zlozona, m=rs, gdzie r>11i s>1, to

n= (10" —1)/9=[(10")* — 1]/9.

skad wynika z latwoScia, ze liczba naturalna (107—1)/9 jest dziel-
nikiem liczby n wiekszym od i, a mniejszym od n; dowodzi to,
ze liczba n jest zlozona. .

Liczba 11 jest pierwsza; liczby 111=73-37, 11111=41.271,
1111111=239-4649 sa zlozone.

126. Niech f(x) oznacza sumg cyfr liczby naturalnej x (w ukla-
dzie dziesigtnym). Dowiesé, ze ciag nieskonczony

x, fx), ff@x), fFf(x), ...

ma zawsze, poczynajac od pewnego miejsca, wszystkie wyrazy
rowne (mianowicie rowne jednej z*liczb 1,2,...,9).

127. Niech g(x) oznacza sume kwadratow cyfr liczby natu-
ralnej x (w ukladzie dziesietnym). Dowie§é, ze cigg nieskoficzony

x, g(x), 88(x), 888(x), ...

. jest zawsze okresowy, o okresie (kiéry moze by¢ mieszany) zlo-

zonym badZ z liczby 1, badZz z oSmiu wyrazéw
4, 16, 37, 58, 89, 145, 42, 20,
badz z ich cyklicznych przestawien, i ze kazdy z tych 9 przy-

padkéw zachodzi dla nieskoficzenie wielu liczb naturalnych x 7).

) Por. A. Porges, American Mathematical Monthly, tom 52 (1945},
str. 379-382,
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128. Dowieéé, ze jezeli a jest liczba nieparzysta, to 27+2| a?" —1{
dla n=1,2,... (lecz niekoniecznie dla n=0).

113" -1

129, Dowieéé, ze dla n=0,1,2,... liczba TS jest natu-

ralna zlozona.

Dowéd polega na wykazaniu, ze liczba ta jest podzielna
przez 3 dla n naturalnych.

130. Dowie$é, ze 11]20%—1.

Dowéd. 2°=32=—1 (mod 11), skad:

245 = (— {)>==1 (mod 11),
a ze 10=—1(mod 11), wiec 10**=—{(mod 11). Zatem
901 = 215.10% =(—1)(—1)=1 (mod 11),

skad 11[204—1, c. b. d. o.
131. Dowieéé, ze 43|2"74-1.
Dowéd. 27=128=—1 (mod 43), skad 2"7=(—1)""=—1 (mod 43).
132. lle cyfr po przecinku ma ulamek dziesietny skofczony
dla liczby 2", a ile dla liczby 5" (gdzie n jest liczba naturalna)?
Odpowiedz: n w obu przypadkach.
133. Kt6ra cyfra po przecinku jest pierwsza rézna od zera
cylra rozwinigcia dziesietnego liczb:

2—10, 2 —II]{), 2—1000’ 5——10, 5-—100’ 5—1000 ?

Odpowiedz Jak latwo_obliczyé, pierwsza réina od zera
cyfra rozwiniecia dziesietnego liczby 2—" (gdzie n jest liczba natu-
ralng) wystepuje na miejscu E(nlog,,2)-+1 po przecinku, a roz-
winiecia dziesigtnego liczby 5" — na miejscu E(nlog;,5)<+1 po
przecinku.

Poniewaz log,,2=0,30103 i log,,5=1—log,,2, wiec dla liczh
danych w éwiczeniu beda to miejsca:

4, 31, 302, 4 70, 699,
134. Dowie$é, ze jezeli p jest liczba pierwsza, to istnieje nie-

skoficzenie wiele liczb pierwszych postaci 2pk-1, gdzie k jest
liczba catkowita ?).

Y) Por. J. Winogradow, Osnowy teorii czisel, wyd. 5-e, Moskwa-Lenin-
grad 1949, str. 106 (ic¢) i str. 159.

Cwiczenia. 523

Dowéd. Wobec twierdzenia 9 z Rozdzialu IV (str. 76), wy-
starczy zalozyé, ze p jest liczba pierwsza nieparzysta.

Niech g bedzie liczba pierwsza nieparzysts i niech a bedzie
taka liczba catkowita, dla ktérej

(*) aP =1 (mod q).

Jak wiemy ze sitr. 173, wykladnik 6, do ktdérego nalezy
liczba a wedlug modulu g, musi byé dzielnikiem liczby p, a po-
niewaz p Jest liczba pierwsza, wiec albo d=1, albo d=p; zara-
zem 6|g—1 na mocy wniosku ze str. 183.

Jezeli =1, to

(%) : a=1(mod g),

a jezeli =p, to p|g—1, skad wnosimy wobec nieparzystoSci
liczb pierwszych p i g, ze 2p|q—1, a zatem ze g=2pk--1,
gdzie k jest liczba catkowita.

Niech w szczegélno$ci. a=2.1 niech g bedzie dzielnikiem
pierwszym liczby 27 —{. OczywiScie nie moze tu zachodzié kon-
gruencja (**), a przeto — jak dowiedliSmy przed chwila — musi
byé g=2pk-1. Dzielniki pierwsze liczby 2¢F—1 sa wiec licz-
bami postaci 2pk-1. Jest to twierdzenie 5 z Rozdzialu V (§ 3,

"str. 119).

Istnieja’ zatem liczby pierwsze postaci 2pk--1. By dowiesé,
ze jest ich nieskofczenie wiele, niech p,,p,,....,p, beda pierw-
szymi tej postaci i niech a=2pp,...p,. Zatem a=2(mod p).
Oznaczajac przez ¢ dzielnik pierwszy liczby nieparzystej

s=ar1tar24. . . +ait1,
okazemy, ze 2
(%) a==1(mod g).

Istotnie w przeciwnym razie byloby s=p(modg), a ponie-
waz s=0(modg) na mocy zalozenia. ze g|s, wiec p=0(modg).
Z uwagi na to, ze liczby p 1 ¢ sa pierwsze, wynika stad, ze
p=q, i przypuszczenie, ze wzér (¥) nie zachodzi, daloby
a=1(mod p) wbhrew temu, ze a=2(mod p). Tym samym wzér (%)
jest. dowiedziony.

Z drugiej strony, wobec ¢|s oraz oczywistej rownoéci & — 1=
=(a—1)s zachodzi kongruencja (*), z ktérej wynika — jak widzie-
liSmy — ze g jest liczba postaci 2pk—-1.
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Otéz jest ono liczba rézna od py,pss...,pPn, gdyz wobec (%)
liczba 2p,p,...pn=a nie jest podzielna przez ¢. Liczb pierw-
szych postaci 2pk—-1 jest wigc nieskoficzenie wiele.

Jako natychmiastowy wniosek stad otrzymujemy:
Kazdy z postepéw arytmetycznych
6k+1, 10k-+1, t4k-+1,  2Rk-1, 26k,
tym bardziej wiec kazdy z posteporo aryfmefyczﬁych
3k+1, S5k-1, ' 7k, 11k-1, 13k-41
zarviera nieskoriczenie miele liczb pierroszych.

135. Dowie§é, ze jezeli liczba a nalezy wedlug modufu m do
wykladnika 6,8,, to liczba a¥ nalezy wedlug modulu m do wy-
ktadnika &, 2). ‘

136. Dowiesé, ze jezeli (6,,0,)=1 i liczba a, nalezy wedlug
modulu m do wykladnika §,, a liczba a, do wykladnika 6,, to
liczba a,a, nalezy do wykladnika 8,4,.

?) Ob. tamze, str. 93.
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