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W kazdym wiec razie ideal [p] jest podzielny przez p na
mocy twierdzenia 10.

Zbadamy obecnie, jak rozkladaja si¢ na idealy pierwsze
idealy [p], gdzie p jest liczba pierwsza wymierna.

Okazemy mnajpierw, ze [p] nie moze byé iloczynem trzech
idealéw, z ktérych kazdy jest rézny od [1].

Istotnie, przypu$émy, ze [p]|=i -1y iy, gdzie zaden z idealéw
i1, ig, i, nie jest ideatem [1]. Zatem N(,)>1, N(,)>1 i N{) > 1,
skad wobec R([p])=p* wynika rozklad

p*=9N() N(i) - N(is),
co niemozliwe.

Tak wiec ideal gléwny [p], gdzie p jest liczba pierwsza wy-
mierna, jest albo idealem pierwszym, albo iloczynem dwu idealéw
pierwszych.

Okazemy obecnie, ze jezeli ideal gléwny [p], gdzie p jest
liczba pierwsza wymierna, jest iloczynem dwu idealéw pierw-
szych, to idealy te sa sprzezone.

Istotnie, jezeli [p]==p,p,, gdzie p, ip, sa idealami pierwszymi,
to N((pl) =N(p,)-N(ps), czyli wobee N(p]) =p*

p*=RN(p) - R(po)- ,

Poniewaz za$§ kazda z liczb R(p,) i N(p,) jest wicksza od 1,

wige R(p,)=p i Nip,)=p, skad
B (pl=p.

Poniewaz wreszcie N(p,)=[R(p,)] i zarazem N(p,)=p,; -/,

wiec ostatecznie
[pl=p:-p,"

Mozemy zatem wypowiedzieé nastepujace

Twierdzenie 16. Jezeli p jest liczbg pierrszg mymierna, to
ideal [p] jest albo idealem piermszym, albo kmadratem idealu
piermszego, albo wreszcie iloczynem dru réinych idealéro pierm-
szych sprzezonych.

Z wniosku z twierdzenia 15 wynika, ze dla wyznaczenia
wszystkich idealéw pierwszych danego ciata liczhowego K(}D)
wystarezy wyznaczyé czynniki pierwsze idealéw [p], gdzie p jest
liczba pierwsza wymierna.

ROZDZIAL XIX

WIELKIE TWIERDZENIE FERMATA
DLA WYKLADNIKOW 5i 7

§ 1. Ciala liczbowe, w kiérych kazdy ideal jest gléwny.
Udowodnimy najpierw ogélnie nastepujacy
Lemat 1. Jezeli o ciele liczboroym K(VD) marunki

(1) <", oI,
pociagajg za soba zarosze mwarunek
2 INu+tow) <1,

to kazdy ideal ciala K(y'D) jest ideatem gléronym.

Dowéd. Niech i bedzie ideatem w ciele K(}/D). Dla kazdej
liczby 1520 idealu i utwérzmy liczbe |N(J)|. Jest to liczba natu-
ralna. Niech n bedzie najmniejsza z tych wszystkich liczb.
Istnieje wiee taka liczba 2, nalezaca do i, ze |N(i)|=n.

Okazemy, ze

i={%]-
Istotnie, niech’
=1+, 0,

gdzie u, iv, sa liczbami calkowitymi wymiernymiiniech A=u-}+ oo
bedzie jakakolwiek liczbg idealu i. Poniewaz n=|N(4,)|>>0, wiec
250. Nloraz #/4,, jako liczba ciata K(}’D), moze byé przedsta-
wiony w formie
(3) Hh=x+tyo,
gdzie x i y sg liczbami rzeczywistymi wymiernymi. Mozemy da-
lej wyznaczyé takie liczby catkowite wymierne a i b, ze
{4) le—al <Y 1 Jy—0bl< Y,

Niech
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Zatem w my$l (3) jest Yl=a-+bo--E no czyli

5) A=l(a+bw)-p
gdzie
(6) B=2¢+nw).

Réwnosé (5) wskazuje, ze f=2r—l(a+bw) jest liczby cal-

kowita ciata K(}/D). Réwnosé zas 6) daje
(@) INBI=IN@)|-IN(E+n0),
a ze na mocy (4) jest |[&]<CY, i Il <Y, wiee, w my$l zalozenia
lematu musi byé | N(E4-naw)|<<1, skad wobec |N(4,)] >0, otrzy-
mujemy z (7) nieré6wnosé. IN@BI|<<IN@), ktéra, na mocy okreéle-
nia liczby n, zachodzié moze tylko dla B==0.

Dowiedlismy wigc, se =0, skad A=1%y(a+bw) namocy (5).
Wobec catkowitosci liczby a-bw, wynika stad, ze 1 jest liczby
ideatu [1,). Kazda liczba ideatu 1 nalezy wige do ideatu [4,). Ale

.1 na odwrét, gdyz 2, nalezy do 1. Tak wige i==[1], e. b. d. o.

Whiosek 1. Kazdy ideat ciala K(/—1) Jest idealem gléronym.
Jest tu bowiem Nu—+vw)=u?-l-p?, zatem nieréwnoéé (1) daje
]N(u—f—Dw)J<1/4+1/4==1/2<1.

Whniosek 2. Kazdy ideal ciala K (V—=3) jest idealem gléronym.

Jest tu bowiem N(u--pw)= W uv-4o?, a zatem nieréw-
noéé (1) daje

INw+p0) <Yyt 41 =¥, < 1.

Whiosek 3. Kazdy ideal ciala K (V/5) jest idealem gléronym.

Jest tu bowiem N (u+ovw)=u+up—o?, a zatem nieréw-
noéé (1) daje .

INu—+v o) <3/, <1.

§ 2. Twierdzenie Fermata dla potegi n=>5., Udowodnimy

z kolei

Lemat II. fezeli suma x*y*~-2* jest podzielna przez 5 to
co najmuiej jedna z liczb x,y,z jest podzielna przez 5.

Dowéd. Przypusémy, se zadna z liczb x,Y,z nie jest po-
dzielna przez 5. Kwadrat liczby niepodzielnej przez 5 jest — jak
latwo widzieé — formy 5k 1. Z kongruencji x*+-324-22==0 (mod )
wynikaloby wige, ze 4+ 141+ 1=0(mod5). Jest to jednak niemo-
zliwe przy zadnej kombinacji znakéw - i —, ¢. b. d. o,

I8 21 Twierdzenie Fermata dla potegi n=>5. 465

Lemat IIL. Jezeli liczby calkomite mymierne x,y,z spelniaja
rérmwnanie

©® oyt B=0,
to co najmniej jedna z nich jest podzielna przez 5.

Dowéd. Z réwnania (8) wynika na mocy malego twierdze-
nia Fermata, ze

’x~}—y—]—zzx5—}—y5—}—2550(mod5),

(x+y+zy=51
skad na mocy tozsamoéci
ety +2P— (& y° 27 =
=5+ Yy +2e+2)x+y+2°+ 2+ +27
oraz wobec (8) otrzymujemy réwnosé
G+ D+ DNy +28 + = 2] =52t
Poniewaz za$

x+y=—2z(mod5), y-+z=—x(mod5), z—+x=—y(mod5)

zatem

oraz
(*+y+2*=0(mod 5),

wiec otrzymana réwno$é daje
(9) xyz(x?-+y? 42 =0(mod 5).

Otéz gdyby zadna z liczb x,y,z nie byla podzielna przez -5,
to na mocy lematu II mieliby$my «2-}y®- 2% 550 (mod 5),
whrew (9).

Tym samym lemat III jest dowiedziony.

W § 1 dowiedliSmy (p. wniosek 3), ze kazdy ideal ciala
K(¥3) jest gtéwny. Udowodnimy jeszcze

Lemat IV. Kazdy ideal t ciala K(}'5) daje sie przedstamwié
v postaci

la+5V/5],

gdzie a i b sg liczbami calkomitymi roymiernymi.

0
'W. Sierpifiski, Teoria Liczb 3
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Dowéd. Kazda liczbe catkowits ciala K ()/5) mozna przed-
stawi¢ w formie

u+vw=u+v1,—l;]/5=2u+v2—{—v]/5

W razie o parzystego dowéd lemaiu jest natychmiastowy.
Zalézmy wiee, ze v jest nieparzyste. Rozréznimy dwa przypadki:
1° u jest nieparzyste. Wowczas, jak latwo widzied,

N(w)=N(£i—2—]§) =t
zatem i=[u-vo]=[o(u-t+ow)], gdze
w(u-t+ow) =————u+zv+2(@ﬂ—-/§

~

H

iliczby u~-30 oraz u-+o sa juz parzyste.

2° u jest parzyste. Poniewaz N(o)=N(w)=—1, wiec
i={o"(ut+o0w)], gdzie

w'(u+vm)=w'u—}-oN(w)=w’u—vzL—%-@u-——p

a poniewaz u=21, wiec i=[t—o—1t)/3|.

Twierdzenie 1. Romwnanie
(10 Hypmzt
nie jest rozriazalne w liczbach calkomitych roymiernych, réznych
od zera.

Dowéd. Przypusémy, ze réwnanie (10} jest spelnione przez
liczby catkowite x,y,z rézne od zera. Na mocy lematu III jedna
z tych liczb, np. z, musi zatem byé podzielna przez 5. Niech

(11) z=>51;
mozemy nadto zalozyé, ze x, y i z, a wige tez x i y nie maja
wspélnego dzielnika wickszego od 1. Rozréznimy dwa praypadki:

1% z jest parzyste. Liezby x i y sa wiec nieparzyste i mozna
napisaé
*+y=2p, x—y=2gq,

skad

(12) ¥=p+q y=p—g;
wobec zalozenia, ze (x,y)=1, Jest réwniez
(13) p.q)=1.

s 2] Twierdzenie Fermata dla potegi n=5. 467

Na mocy pierwszej z réwnosci (12) jedna z liczb p i q jest
parzysta, a druga nieparzysta. Wnoszac (12) do réwnania (10),
dostajemy wobec zalozenia (11)

(14) *+y°=2p(p'+10p°*+5¢) =5F,
skad wobec z#0
(15) . p#0.

Musi byé p=0(mod 5), poniewaz w przeciwnym razie by-
toby p'+410p*q*+5¢*==0(mod5) i Srodkowa cze§é wzoru .(14)
bylaby niepodzielna przez 5, co niemozliwe. Niech wiec

(16) p=5r,
gdzie r jest liczba calkowita; wobec (15) jest tez
(17) r#0.

Wnoszac (16) do réwno$ci (14), dostajemy po podzieleniu
przez 5%

(18) 2r(3*rt+4-2-52r2g? - q*) =554,
Okazemy, ze oba czynniki lewej strony tej réwnosci sa
wzglednie pierwsze. Istotnie, na mocy (13) i (16) jest

(19) rg=1
jako tez
(20) q==0(mod 5).

Mamy wobec (12) p*+10p*¢®*+5q*=p—+q(mod 2) = x(mod 2),
a przeto wobec nieparzystosci liczby x

(21) p*+10p*¢*4-5¢' =1(mod 2);
poniewaz za§ f==0(mod 2) na mocy (14), wigc wobec (21)
(22) p=0(mod 2),
skad wobec (13)
(23) G==0(mod 2).
Z (16) i (22) wnosimy, ze
(24) r=0(mod 2),

a przeto na mocy (23) ostatni czynnik lewej strony réwnoéci (18)
jest nieparzysty. Wynika stad, ze kazdy wspélny dzielnik h liczb
2ri 5%r*4-2.5%r?g?}-¢* jest nieparzysty. Niech h bedzie ich wspél-

. 30*
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nym dzielnikiem pierwszym. Zatem h|r 1 h|5*r*4-2-52r2q2-|-¢t,
skad wynika na mocy tozsamos$ci

q4 = (53r4+ 2 . 52r2q2+ q4) —_— (53'.2 + 2 . 52q2)r2 ,
ze liczba pierwsza h jest dzielnikiem liczby g, a zatem wspélnym

dzielnikiem liczb r i g. Na mocy (19) jest przeto h=1.
Tak wiec okazaliSmy, ze

(25) @r, 53*rt4-2.52r2 g 4-q4) = 1.

Na mocy réwnoSci (20) ostatni czynnik jej lewej strony jest
niepodzielny przez 5; wobec (18) i (25) czynniki te sa wiec postaci
(26) o2r=>5%a’, 58pt+-2.52r2g2 | g == b,
gdzie a i b sa calkowite wymierne.

Ostatnia réwno§é mozemy tez napisaé w postaci

(@522 —5 (1012 =b",
lub, przyjmujac oznaczenia

(27) P=q?+}5%r2 i Q=1072,
w postaci
(28) P2—5Q2=b".

Na moey (27) jest
P=q-r(mod?2) i P=¢?(mod 5).

Pierwsza z tych kongruencji dowodzi wobec (23) i (24), ze

(29) P=£0(mod2),

druga za§ wobec (20), ze

(30) P=£0(mod5).
Okazemy, Ze

(51) P, Q=1.

Istotnie, jezeli h jest wspdlnym dzielnikiem pierwszym liczh
PiQ, to wedlug 29) i (30) musi byé h+£2 { h#5. Pierwsza
z réwnosci (27) pociaga wiee wobec h|Q, ze hlr, skad Wywnios-
kowaliby&my na mocy pierwszej z réwnoéci (25), ze h| g. Na mocy
(19) jest zatem h=1 i tym samym wzér (31) jest udowodniony.

Na mocy (28) jest

(32) [P+QV/511P—QV/5]=[b}.
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Okazemy, ze idealy, siojace po lewej stronie tej réwnosci,
sa wzglednie pierwsze. Istotnie, przypusémy, ze :

P+QV5I=[allt] i [P—QV5]|=[allAl,

gdzie 2g,2;,2, sg liczbami catkowitymi ciala K(}'5) oraz [A]==11].
Byloby wiee

PLQVi=enhl i P—QY5=e,4k,

gdzie & i &, sa dzielnikami jednoéci w tym ciele. Zatem
2P =(es it eadady 1 PP—5Q=¢, 6,4, A,

skad wynika, ze liczby 2P i P?*—5Q? naleza do idealu [4].
Ideat ten, rézny od [1], bylby wiec wspélnym dzielnikiem idealéw
[2P] i [P2—5Q?]. Na mocy twierdzenia 9 Rozdziatu XVIII (§ 5, str.
457) liczby calkowite wymierne 2P i P2—5Q? nie bylyby wiec
wzglednie pierwsze. Niech h bedzie wspélnym dzielnikiem pierw-
szym tych liczb. Ze wzoréw (27), (29) i (30) wnosimy, ze P?—5Q2
nie jest podzielne ani przez 2, ani przez 5; musialoby wiec byé
hs#2 i h=#5, a poniewaz h|2P, wigc byloby h|P i wobec tozsa-
modeci 5Q*=P?—(P?—5Q? liczba pierwsza hs5 bylaby dziel-
nikiem liczby 5Q2 skad h|Q wbrew (31). Tak wigc okazaliémy, ze

(33) (P+QV3LIP—QY5)=1.

Poniewaz kazdy ideal ciala K(3'5) moze byé przedstawiony
w formie [c1-d}/5], gdzie ¢ i d sa catkowite wymierne, wiec na

mocy (32) i (33) jest [P4-QV5]=[c+dV5p skad

(34) P4-QV/5=e(c+dV5p,
gdzie -
(35) IN(e)|=1.
Niech
e=u-+ow,

gdzie u i v sa calkowite wymierne. W my$l (35) jest
(P+QV3)u+roo)=%(c+dV5F=c,+d, V5

dzie ¢, i d, sa calkowite mierne; zatem
g 1 1

(P+QV3)@utv—0Y5)=2¢-+2d,/3
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czyli Qu-+v)Q—ovP=2d,, skad wynika na mocy (27) i (29), ze
» jest parzyste. Mozemy wicc napisaé

s=u—|—vli2ﬁ:=5—]~m/3; ‘

zarazem wobec (35) E—5pl=41.

Najmniejszym rozwigzaniem dodatnim tego réwnania jest
uktad 2,1; wynika stad na mocy twierdzenia 4 Rozdziatu XI (§ 2,
str. 259), uogdlnionego na przypadek, gdy po prawej stronie réw-
nania Pella jest znak 4~ lub — Ze przy pewnym n naturalnym
oraz odpowiedniej kombinacji tych znakéw jest

(36) Ce=étnY/S=x @V
Niech )

(37) (c4-dV5) =cy+dy /5.
W myél (34) mozemy wiec napisaé

(38) P4QV5==% 2%V e+d,V3).

7 (37) wynika, ze liczby ¢, i dy sa calkowite wymierne i ze
d, jest podzielne przez 5. Poréwnujac po obu stronach (38) wsp6l-
czynniki przy V5, znajdujemy z latwoscia Q= n2 ¢, (mod 5},
a poniewaz w my$! (27) jest

(39) Q=0 (mod 5),
wiec
(40) n.cy==0(mod 5).

Podobnie, poréwnujac w (38) czefci wymierne, znajdujemy
‘ . P=41 2", (mod5),

skad wobec (30) ¢, 0(mod 5), a wiec na mocy (40) n=0(mod 5)
czyli n=>5k, gdzie k jest pewna liczba naturalna. Na mocy (34)
i (36) wynika stad, ze

P+QV3={+ L V5 (c+dV5)

czyli P+QV§=(s+tV§)5, gdzie s i t sa calkowite wymierne.
Stosujac réwnofei (27), mamy zatem

(41) G52 =5 (st 2. 52 2 L 50 41),
(42) 1072 =5¢(st - 1052 £21-5 14),

[§ 2] Twierdzenie Fermata dla poiggi n=5. 471

W my$l (17) musi wige byé

(43) ; §=>0, >0,

a w my§l (27) i (31)

(44) (s.f)=1.
Poniewaz na mocy (27) i (29)

(45) s==0 (mod 2),

wiec musi byé

(46) t=0 (mod 2),

gdyz inaczej lewa sirona réwnoéci (41) wypadlaby parzysta
wbrew (27) i (29).
Poniewaz dalej na mocy (30), (27) 1 (41) jest

47) ) $5=0 (mod 5),

* wiee musi byé

(48) . t=0 (mod 5),

gdyz w przeciwnym razie prawa strona réwnofci (42) bylaby
w myél (47) niepodzielna przez 25, gdy tymczasem lewa jej
strona jest podzielna przez 25 wobec pierwszej z réwnodci (20),
z ktérej wynika, ze r=0(mod5®), a zatem ze 10r?=0(mod5").
Mnozac  (26) przez 5% otrzymujemy 2-5%°r==(5a)’, skad
22.54r2=(5a)'®, a wiec w my$l (42), przy oznaczeniu n, =4,

(49) (Ba)ye=2-5Mt(s*4-10s2£2--514).

W réwnosci tej ostatni czynnik prawej sirony jest na mocy
(45) i (46) — jak latwo widzie¢ — nieparzysty, na mocy (47) —
niepodzielny przez 5, a na mocy (44) — pierwszy wzgledem £,
Jest on wiec pierwszy wzgledem iloczynu 2-5*¢, skad wynika
wobec (49), ze :

(50) 2.5mf=gp s 108225 H=bp,
gdzie a; i b, sa calkowite wymierne. Przyjmujac oznaczenia
(51) P,=s-}582,  Q,=2#,

mozemy druga z réwnoSci (50) napisa¢ w postaci
P2—5Q=0b
oraz — jak latwo widzie¢ — okaza¢ analogicznie do (30), (51)
i (39), ze
P,==0(mod 5), (P, Q)=1, Q,=0(mod5).
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Jak wyzej, otrzymujemy stad
P+ Q1]’/§= (i1, ]/g)s’

skad w my$l oznaczed (51)

(52) S5 =, (5,0 - 258,242 L 3°4,9),
(53) 212 =51, (5,14 105,24, 54,9,

a wiec wobec (43)

(54) §:>0, 4,>0

i wobec (P;, Q))=1

(55) (81, t)==1.

Wzér_ (52) wskazuje na mocy (45) i (46), ze s; jest niepa-
rzyste, wige t; parzyste, a na mocy (47), ze
. 8,55 0(mod 5),
skad na mocy (48) i (53)
t,;=0 (mod 5).
Wobec (50) jest 22.5"uf2=al, a wiec w my$l réwnoéci (53)
przy oznaczeniu ny,=2n,-}-1
2-5%¢, (5,4 +10s,2t,2 5, Y) = a,20,

. Z tego wzoru na mocy dowiedzionych wlasnoéci liczb s,
it wyprowadzamy dalsze wnioski ‘podobnie jak wyzej ze
wzoru (49) itd.

) 1Mamy przy tym na mocy (53) i (54) nieréwnos§é 212=25¢,5,
skad

5
t, <2325 < 1.

) Ro.zumu,jqc dalej w ten sam sposéb, otrzymalibyémy wiec
ciag n'ulbskonczony malejacy liczb naturalnych #,>%4,>..., co
niemozliwe. Przypadek 1° musimy zatem odrzucié.

20 2z Jt?St nieparzyste. Z liczb x i y jedna jest wice parzysta,
a druga nieparzysta. Piszac

(56) xty=p, x—y=gq,
mamy stad

(57) 2x=p-+q, 2y=p—q
(58) -p5=0 (mod 2), g==0 (mod 2),

[§ 21 ATwierdzenie Fermata dla potegi n=35. 473

skad widzimy w jednej chwili, ze

(59) (p.g)=1.
Wnoszac (57) do réwnania (10), dostajemy po fatwej redukcji
(60) p(p*+10p°q*+-5¢")=2'7".

Gdyby p bylo niepodzielne przez 5, to lewa, a wigc i prawa
strona tej réwnoéci bylaby niepodzielna przez 5 wbrew (11).
Zatem

(61) p=>5r,
gdzie r jest calkowite wymierne. Stad wobec (59)
(62) q==0 (mod 5).
Na moey (11), (60) i (61)
(63) r(33rt-+2-5%r2g> - g*) = 245 £,
a na mocy (59) i (61)
(64) (r.q)=1.

Zauwazmy, ze czynniki lewej strony réwnoéci (63) sa wzgled-
nie pierwsze. Istotnie, gdyby liczby

r 1 ‘53r4_*_2~5‘2r2q2+q4
mialy wspélny dzielnik pierwszy b, to bylby to zarazem dzielnik
liczby ¢*, a wiec tez liczby g, whrew (64). Jest zatem

(r, 33r¢-+2-52r* 2 4-¢*) = 1.

Whnosimy stad, z uwagi na to, ze pierwszy czynnik lewej
strony réwnoséci (63) jest wobec (58) i (61) nieparzysty, a drugi

wobec (62) — niepodzielny przez 5, ze

(65) r=>5%a",

(66) 530412502 q2 ¢t =21 b°.
Piszac

67) q2-}-52r*=2P, 10r2=2Q,

mozemy réwnoéé (66) przedstawié w postaci

©8) Pr—5Qr =4k,

gdzie a i b sa calkowite wymierne.
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Wefi{ug (58.) qg—’f—52r2 jest liczba parzysta formy 4k—2. Na
mocy pierwsze] z rownosci (67) liczba P jest wiec catkowita i

(69) P=£0 (mod 2),
2 na mocy tejze réwnofci i (62)
(70) P=£0 (mod 5).

W myél zas drugiej z réwnosci (67) liczba Q jest calkowita i
(71) Q=0 (mod 5), ; |
a na mocy (58) i (61)
(72) Q=£0 (mod 2).

Gdyby wiec liczby P i Q miat 6 ielni
L y wspélny dzielnik pier
h, to wobec (70) musiatoby byé h+5, a ze W};dlug (%17) jE;lsethSZY

¢#=2P—5Q, 5r=Q,

wiec liczba h | 5 o )
Zatem zba h bylaby wspélnym dzielnikiem liczl q ir wbrew (64),

(73) P, Q)=1.
Wobec (68) mozemy napisaé
P+Qy51[P—QY5
(@4 e e N

a z (69) i (72) wynika bez trudnoci, ze liczby
P+Qy5 . P—Qy5
2 2

sa calkowite w ciele K()/5).
Okazemy,

gdyby bylo
(A2 ) —pp,  [2=05]

gdzie 1y, 4,
mielibyémy

Ze s one idealami wzglednie pierwszymi. Istotnie

=[4:] [%],

4 sa liczbami calkowitymi ciala K W5 i [A]#[1], to

P+QV§=2612110, P—Qy5=2¢,1,1
. skad : ”

P=letitam i,  P—5Q=deninl,

s2 - Twierdzenie Fermata dla potegi n=5. 475

co dowodzi, ze ideal [A,]%[1] bylby wspélnym dzielnikiem ide-
aléw [P] i [P?—5Q7. Zatem liczby P i P2—5Q2 nie moglyby
byé wzglednie pierwsze w dziedzinie liczb wymiernych. Lecz
kasdy wspélny dzielnik pierwszy tych liczb, jako réiny od 5
wobec (70), musialby byé zarazem dzielnikiem liczby Q wbrew
(73). DowiedliSmy wiec, Ze

(R )

P

skad wynika wedlug (74), z uwagi na to, ze kazdy ideal ciala
K(/5) moze byé przedstawiony w formie [e-+dy3], gdzie ¢ 1d
sg calkowite wymierne, ze .

£ 5 —
(25 ety
2
a zatem .
(75) PEQVE_ (o tay5p,
gdzié ¢ jest dzielnikiem jednosci w ciele K(/5).

Lecz z twierdzenia 10 Rozdzialu XVIL (§ 6, str. 434) wynika,
ze¢ kazdy dzielnik jednosci w ciele K(¥ 5) ma postaé

Uy

gdzie n jest liczba calkowita wymierna. Poniewaz oczywicie

wiec mozemy jeszcze napisaé

o= (

11y %)n

- )

gdzie n jest liczba catkowita wymierna nieujemna. Stad wediug (75)
/5 145" -

PEQVE_ (L) e ay5y,

(76)
a ze (c—l—d]/§)5 =c, —]—dl]/g, gdzie ¢, 1 d; sa calkowite wymierne
oraz d,;=0(mod 5), wiec

21 (P4- QY5 =+ (1 £V5) (e +di V),
skad.
(77) 2 1P=+¢ (mod 3), on-1() = +nc¢, (mod 3),
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przy czym znaki + i — w tych kongruencjach moga nie byé
zgodne. Pierwsza z nich dowodzi wobec (70), ze
(78) ¢;5=0(mod 5),

ska‘fl na mocy drugiej z nich i (71) jest n=0(mod 5) czyli n==>5k,
gdzie k jest liczba, calkowita wymierna nieujemna. Stad wedtug (76)

. P+Qv5 14 1/5\5% -
@9) 2=+ (5 ey aysp
Udowodnimy teraz, ze przy wszelkim calkowitym k>>0 jest
- (V5 _at b5
2 2

gdzie a 1 b sa liczbami calkowitymi wymiernymi, z ktérych obie
s pgrzyste lub obie nieparzyste. Istotnie, réwnosé (80) zachodzi
dla k=0. Zalézmy, ze zachodzi ona dla pewnego k>0. Wynika
z niej, ze :

&) ‘ (1;21/5—)k+1=ai5b+ibia)l/_§,

a skoro a i b sa jednoczeénie parzyste lub nieparzyste, to
at5b=2a, i bta=2p,,
gdzie a, i b, sa calkowite, skad
a,+b,=a-3p,

co dowodzi, ze liczby a, i b, sa réwniez obie parzyste lub obie

giepzr;’z_yiste. Woc{)ec (81) wnosimy wiec, ze réwnosé (80) zachodazi
a > a stad przez indukcje, ze zachodzi o i

catkowitym k> 0. e pray wozellim

Na mocy (79) i (80) jest zatem
P+2Ql/§= [+ (24-BY5) (c+dY5)F
25 T

czyli
— 5)5
P+Qy5 = BEEV3E,
gdzie s i ¢ sa liczbami catkowitymi wymiernymi. Stad

(82) 16 P =s(s* 25252481 5844), 16Q=5%(s'4-10s2¢2 45 14).

[§ 2] Twierdzenie Fermata dia potegi n=>5. 477

Z réwnosci tych wynika wedlug (73), ze liczby s i ¢ nie maja
wspblnego dzielnika nieparzystego wiekszego od 1. Gdyby obie
liczby s i t byly parzyste, to prawe strony réwnosci (82) bylyby
podzielne przez 32 whrew (69). Jest wiec

(83) (s,)=1.
Pierwsza z réwnoéci (82) daje na mocy (70)
(84) * s==0(mod 3).

Gdyby s bylo parzyste, a wiec — w my$l (83) — i niepa-
rzyste, to w drugiej z réwnoSeci (82) prawa strona bylaby nie-
parzysta, co niemozliwe.

Gdyby za§ t bylo parzyste, a wiec s nieparzyste, to znéw
w pierwszej z tych réwnofci prawa strona bylaby nieparzysta,
co tez niemozliwe.

Jest wiec
(85) $=20(mod 2),
jako tez
(86) t=£0({mod 2).
Na mocy (65) i (67) jest Q=5"a*, skad wobec (82)
(87) t(s* 10522 4-5¢4) = 16-5°- (a?)".

Na mocy (83), czynniki lewej strony sa tu — jak latwo wi-
dzie¢é — wzglednie pierwsze; przy tym pierwszy jest w my$l (86)
nieparzysty, a drugi w my$§l (84) — niepodzielny przez 5. Stad
wnosimy wobec (87), ze

(88) . t=>5%a,°

oraz s'--10s2t2--5t4=16b% co mozemy w oznaczeniach
(89) s2+58=2P, ~12=0Q,

napisaé tez w postaci

(90) P2 —5Q2==4b/,

gdzie a; i b, sa liczbami, calkowitymi wymiernymi.
Réwnobci (89) wskazuja wobec (85) i (86), ze liczby Py i Q,
sg calkowite nieparzyste, a wobec (83), ze .
(P 1 Q1) =1;
druga zaé z réwnoSci (89) daje na mocy (88)

Q=0 (mod 5).
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Zarazem r+0 na mocy (58) i (61), wobeé czego drugie z réw-
noSci (67) i (82) dajg,

t=0.
Postepujac dalej z réwnaniem (90) jak wyzej z réwnaniem (68),
doszlibyémy do wzoréw
16 P, =s,(s;* 2525, 24,2} 58£,9),

91
o0 16Q; =51, (s;* 4 1052t 51,1,

gdzie znowu s i t, sa liczhami calkowitymi wymiernymi i ¢, >0.
Drugi z tych wzoréw daje 16Q;>25t5, skad na mocy drugiego

ze wzoréw (89)
5
16 ,
t, << ]/25t <t

Rozumujae dalej w ten sam sposéh, otrzymalibysmy wige
cigg nieskoficzony malejacy liczb naturalnych £, >4 >..., co nie-
mozliwe. Przypadek 2° nie moze zatem réwniez zachodzié.

Réwnanie (10) nie jest przeto rozwiazalne w liczbach catko-
witych wymiernych réznych od zera, c. b. d. o.

§ 3. Twierdzonie Fermata dla potegi n=7. Udowodnimy
obecnie

Twierdzenic 2. Rémnanie

(92) x4y z2"=0
nie jest rozmiazalne ro liczbach calkonsitych mymiernych, réznych

od zera.

Dowéd ). Przypuéémy, e réwnanie (92) jest spetnione przez
liczby calkowite x,y,z rézne od 0 i nie majace wspélnego dziel-
nika wiekszego od 1.

Latwo sprawdzié tozsamosé
oy 27—y =
=+ W)y+2)x+2) oy 2+ xy -+ yzt 222 -Fxyz (e-y-+a).

') Wedlug V.-A. Lebesgue’a, Journal des Mathématiques 5 (1840), str. 276
i348.

s 3] Twierdzenie Fermata dla potegi n=7. 479

Tozsamo§é te mozna wyprowadzié, wyrazajac wedlug znanych
metod funkcje symetryczna x*4y"-2z° przez funkcje x-+y—-z,
xy-+yz-tzx i xyz oraz zwaiywszy, ze

e+ y+2)z+x)=(+y+2)(xy+yztzx) —xyz
Wby xy b yz e = (eby P —(eyFyz-toe).
Niech

(93) s=x-+y-tz,

(94) u=x'+y*+ 2+ xy+yz+tzx,
(93) v=(x+y){y-+2)(z-+=x),
(96) t=1+xyzs.

Na mocy wspomnianej tozsamo$ci i zalozenia, ze liczby
x, y 1 z spelniaja réwnanie (92), jest
(97) s'="7of.

Jedna z liczb x,y,z jest parzysta, a dwie nieparzyste. Wo-
bec (94) u jest wiec nieparzyste, a wobec (93) s jest parzyste;
poniewaz zaé§ xyz==0(mod 2), wiec xyzs=0(mod4), skad mamy
wobec (96)

(98) t=u?=1(mod 4)
czyli
(99) t=4k-+1

dla pewnego k naturalnego. Z (97) wynika dalej, ze jeieli. h jest
dzielnikiem pierwszym liczby f, to h jest tez dzielnikiem liczby s,
a zatem wedlug (96) — réwniez dzielnikiem liczby u.

Gdyby wiec liczby f i x mialy wspélny dzielnik pierwszy h,

‘to bylby on tez wspélnym dzielnikiem liczb s i u, a wige wo-

bec (93) — takze dzielnikiem liczby y—+2=s—x i wobec (94) —
dzielnikiem liczby

Y+ 24 yz=u—x{x-+y-taz.
yr -y =ty by

liczba h bylaby wiec dzielnikiem liczby yz wbrew zalozeniu, ze
liczby x,y,z nie maja wspdlnego dzielnika wiqk‘szegoh od. 1. ]

Dowiedliémy wiec, ze (f,x)=1, i podobnie dowiedlibyémy,
ze (t,y)=1 oraz (t,z)=1.

Lecz
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Tak wiec
(100) (t, xyz)=1.
7 (95) znajdujemy z latwoscia
(101) v=s(xy+t+yz-+zx)—xyz,

a poniewaz — jak widzieliémy — kazdy dzielnik pierwszy liczby ¢
jest tez dzielnikiem liczby s, wiec réwno§é (101) wskazuje, ze
gdyby o i t miaty wspélny dzielnik pierwszy h, to bylby on za-
razem dzielnikiem liczby xyz wbrew (100). Zatem

(102) (t,0)=1.

Okazemy, ze kazda liczba pierwsza rézna od 7, o ie jest
dzielnikiem liczby ¢, wchodzi do rozkladu liczby ¢ w potedze po-
dzielnej przez 14.

Niech hs£7 bedzie dzielnikiem pierwszym liczby ¢ i niech
h wchodzi z wykladnikiem a do rozkladu liczby ¢ na czynniki
pierwsze. Wobec (97) i (102) wnosimy stad, ze h wchodzi tez do
rozkladu liczby s w potedze o wykladniku «, skad wynika, ze
a=7p, gdzie f jest wykladnikiem potegi, z ktéra h wchodzi do
rozkladu liczby s. Wedlug (100) jest tym bardziej (h,xyz)=1,
skad widaé, ze h wchodzi do rozkladu liczby xyzs w potedze
o wykladniku 8. W my$l (96)

(103) t—xyzs=u?;

réznica ta jest wiee podzielna przez hf (gdyz a=7p>p, helt
i h¥|xyzs), lecz nie jest juz podzielna przez hft! (gdyz a> -1,
h#+1t, a xyzs nie jest podzielne przez hf*1). Czynnik h wchodzi
wiec w potedze o wykladniku g do rozkladu liczby u?. Wnosimy
stad, ze B jest liczba parzysta, f=2y, czyli a=7p=14y.

Okazemy teraz, ze ¢ jest niepodzielne przez 7.

Przypu$émy, ze tak nie jest. Na mocy (96) i (97) liczba 7
bylaby wiec zarazem dzielnikiem liczb s i u. Niech a, f i y beds
odpowiednio wykladnikami, z ktérymi 7 wchodzi do rozkladéw
liczb # s 1 u. Wedlug (97) i (102) jest 78=a-}+1, skad p=>0
i > B; znajdujemy stad jak wyzej na mocy (100), ze réznica (103)
zawiera czynnik 7 w potedze o wykladniku g, skad f=2y i przeto
a=7p—1=14y—1.

Jezeli wiee t=0(mod?7), to t zawiera wszystkie czynniki
pierwsze rézne od 7 w potedze podzielnej przez 14, czynnik za$
7 w potedze 14y —1; stad wniosek, ze w razie {=0(mod?)
liczba 7t bylaby caternasta potega.

-8 3) Twierdzenie Fermata dla potegi n=7. 481

Lecz 7t=a'*=(a"? daje na mocy (99) (a"?=7=—1(mod4),
co niemozliwe.

Zatem t jest niepodzielne przez 7, a przeto wobec (97) i (102)
(104) t=qg*

Poniewaz kazdy czynnik pierwszy liczby ¢, wchodzacy do ¢
w potedze a, wchodzi do u — jak dowiedlismy — w potedze
y =014, wiec na mocy (104) jest
(105) u=gqr, gdzie (q.r)=1,

i wobec nieparzystoSci liczby u liczby ¢ i r sa tez nieparzyste.
Wobec t=20(mod?) i (102) jest (7o,f)=1, skad wynika na
mocy (97), ze To=(7p)° czyli

(106) o= "75p’,

a poniewaz dwie z liczb x,y,z sa nieparzyste, wigc wobec (95)
» jest parzyste; zatem wobec (106) p tez jest parzyste.

Na mocy (106) i (95), (104) i (96) oraz (93), (94) i (97) mozemy
przeto napisaé

@ (43) y+2) (20 =7p",

(b) 4y -2 txytyztrzfletyt+2)ayz=q",
(c) x+y+z=7pq

i wreszcie wobec (105)

() x*t+yi+2txy+yz+ze=qr

Réwnoéei (c) 1 (d) daja
xy+yz+zx="7pq" —qr,
skad mnozac stronami przez (c) i biorac pod uwage (a), znajdujemy
xyz="Tpq*(2*p*q* —qr) —7°p",
wobec czego (b) daje w myS$l (c) 1 (d)
gt =g r*+[7pg*(@p*q' —qr) —7°p"]7pq’
Zatem
q2=r+7p*¢*(7*p*q*—r) —7'p’,

W. Sierpifiski, Teoria Liczb 31
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co mozemy tez napisaé w postaci
(107) (r—h P pRg R =" —3 (/T P) + 70"

Gdyby bylo p=0, to mielibyémy o=0 na mocy (106) i by-
loby tez s=0 na mocy (c), skad xyz=0 na mocy (101), whrew
zalozeniu, ze zadna z liczb x, y, z nie jest zerem.

Mozemy wiec przyjaé p?=2¢lr,, gdzie r; jest nieparzyste
i gdzie a>1 wobec parzystoéci liczby p. ‘

Niech

(108) - r—107pP¢=p, ¢=q.

Wobec parzystoéci liczby p i nieparzysto§ci liczby r liczba
p; jest wiec catkowita. Liczba ¢, jest nieparzysta wobec nie-
parzystosci liczby g. Wreszcie i liczba 7, jest nieparzysta. Réw-
no§é (107) przybiera zatem postaé -
(109) plz —_ q14 0%, 74(11'2 e + odatd, 77 r

Wedtug (102), (104) i (106) jest (p,q)=1; wedlug (108) jest za-
tem (r;,q,)=1, ze (109) za§ wynika wobec nieparzystoSci liczby p;»
2e kazdy wspélny dzielnik pierwszy liczb p, i r; bylby tez dzielni-
kiem liczby g, a kazdy wspélny dzielnik pierwszy liczb p; 1 ¢i.
ktéry musi byé rézny od 7, gdyz qilq i qlt, bylby tez dzielni-
kiem liczby ry. Jest wigc ‘
(11()) (7'1:%):1, (rlspl)zi: (p11q1)=1-

Réwnoéé (109) mozemy napisaé w postaci
(t11) [pit (g2 —2213-74r )] [, — (@2 — 2273 T4ry?)| =

=24“_2777‘14.

Niech
(112)  pitglP—213-7ir2=P, p—q’23-Tiri=Q.

Gdyby jednocze$nie bylo

P=0 (mod 7), Q=0 (mod 7),
to byloby tez w my#] (112)
pi+ai=0(mod7),  p—g*=0(mod 7),

skad wynikaloby wbrew (110), ze liczby 2p, i 2¢,® sa podzielne
przez 7.

[§ 3] Twierdzenie Fermata dla potegi n=7. 483

Zupelnie tak samo dowiedliby$my, ze liczby P i Q nie maja
wspblnego dzielnika pierwszego h. bedacego dzielnikiem liczby ry,
gdyz taki dzielnik musialby byé nieparzysty i mieliby$my

pi1+g2=(mod h), pi—q2=0 (mod h),

skad 2p,=2¢,’=0(mod h) i p,==¢,=0 (mod h) whrew (110).
Z (111) 1 (112) wynika ré6wno$é

(113) PQ=24Q—2?7’.14,

z ktérej wnosimy, ze jedna z liczb P i Q jest podzielna, a druga
niepodzielna przez 7; jezeli za§ h jest jakimkolwiek dzielnikiem
pierwszym liczby r;, to jedna z liczb P i Q jest podzielna,
a druga niepodzielna przez h.

Wobec (112) oraz nieparzysto§ei liczb p, i g, jest
P=Q=0 (mod 2).

Gdyby bylo a=1, to z uwagi na nieparzystoéé liczb ¢, i r,
mieliby§my wobec (109)

p=g—4-3(Pq,r)?=q,*—4-3 (mod 8),
skad )
p=(qs%) +4 (mod8),

gdy tymczasem réznica dwu kwadratéw nieparzystych jest po-
dzielna przez 8.
Jest wieec a>>1 czyli a>>2, a zatem wobec (112)

p1+q.*=P(mod 4), p—q?=0Q (ﬁlOd 4),

co dowodzi, ze nie moze byé P=Q=0(mod4), gdyz byloby
wtedy 2p;=0 (mod 4), gdy tymczasem p, jest nieparzyste.

Z liczb P i Q jedna wiec zawiera w swym rozwinigcin
czynnik 2 w potedze 1, a druga w potedze 4a—3. Rozréinimy
dalej cztery nastepujace przypadki:

1° P nie jest podzielne ani przez 4, ani przez 7.
2° P nie jest podzielne przez 4, lecz jest podzielne przez 7.
30 P jest podzielne przez 4, lecz nie jest podzielne przez 7.
4° P jest podzielne i przez 4, i przez 7.

31%

<
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W przypadku 2°, wobec udowodnionych wlasnosci liczh P
i Q oraz z uwagi na to, ze zaden dzielnik pierwszy liczby r, nie
jest wspélnym dzielnikiem liczb P i Q, otrzymujemy w jednej
chwili wedlug (113)

P=2.7a%, Q=2k3b},

gdzie a; 1 b, sa liczbami calkowitymi wzglednie pierwszymi. Stad
P—Q=2(7"a*—2%b"), a zatem w my$l (112)

q2— %13, 74y 2= 7T b Qla—t] 4

i przeto wobec a>>1 oraz wobec nieparzystoéci liczby a, jako
dzielnika liczby r,

g2=7"a*=3 (mod 4),
co niemoszliwe.
W przypadku 4° znajdujemy podobnie
P=2te—37Tg 4 Q=203

skad P—Q=2(2%47"a,*—b,%) oraz w mysl (112)

(112 — Q2e—17 ., 74 ,.12 = Qda—477 a14— b14,
skad wobec nieparzystoéci liczby b,

q2=-—Db'=—1 (mod 4),

co znowu niemozliwe.

W przypadku 3° znajdujemy
(114) P=2t=3g1  Q=2.77b1,
skad P— Q=2%31—2.77p 1 oraz w my$l (112)
(115) g2 — 001571y 2 e Dbt 0 7T 4,
co wobec r,=a, b, mozemy tez napisaé w postaci

(22“_2&12 + 3. 74 b12)2 —_— ([12= 2(; 77 b.|4 .
czyli

(116)  (2%2a2-3.74b 24 q,) (220,21 3.74b 2 — ) =20 77b 4,

Wobec nieparzystoSei liczb b, i ¢; oba czynniki po stronic
lewej sa parzyste, ale nie moga byé oba podzielne przez 4, gdyz

-

[§ 3] Twierdzenie Fermata dla potegi n=7. 485

ich réznica 2¢, jest niepodzielna przez 4. Podobnie, nie moga one
byé oba podzielne przez 7, gdyz wtedy liczba 2q;, a wiec i liczba
q:> bylaby podzielna przez 7, zatem wobec (115) liczba a, tez
bylaby podzielna przez 7 i byloby (gi.a,)>>7, gdy tymczasem
alr, i (g,r)=L

Oznaczmy przez

22&——2 &12 +3 . 74 b12 :i: a

ten z czynnikéw lewej strony réwnoSei (116), ktéry mnie jest po-
dzielny przez 4.

Gdyby jaki§ dzielnik pierwszy h liczby b, byl wspdélnym
dzielnikiem obu czynnikéw lewej strony réwnoéeci (116), to ich
suma 221324 2.3.7¢b2 bylaby podzielna przez h, a zatem
wobec h|b; i wobec nieparzystoSci liczby h byloby hla, czyli
(a1, b1) >h, gdy tymczasem (a,,b,)=1.

Tak wiec w razie, gdy czynnik lewej strony réwnosci (116),
niepodzielny przez 4, jest zarazem niepodzielny przez 7, mamy:

(117) bR
Q22921 3.71p 2 g, =25.77d,4,
w przeciwnym za$ razie:
ole—2g2 | 3.7¢h2 L q, =2.77¢,*,
OPa—2421.3.74h 2 F q, =25d,",

(118)
gdzie ¢, i d; sa liczbami catkowitymi oraz ¢, jest nieparzyste.
Réwnoéei (117) daja
Pe2g 2t —3.70b,24-20.77d,4,

co niemozliwe, gdyz lewa strona jest kwadratem, a prawa, wobec
nieparzystosci liczb ¢; i by, przystaje do 1—3=2 modulo 4. -
RéwnoSci zaé (118) daja

Re—2g2=77c*—3.74b2-}-2¢d*
lub, poniewaz gbl =c,d,,

Pe2g2—7"ct—3.7hc,2d,? 2 d,%
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Mnozac obie strony przez 2%, dostajemy
22u+4a12_(25 dle_ 3.74 012)2 =77 014’
skad
(@*t2a; 4-25d2—3.7¢;2) (2528, —2°d 2374 ¢ 2) = T7c,1,

- Suma czynnikéw po lewej stronie wynosi 2¢+34,, jest wiec
plerwsza wzgledem ¢, wobee (a,b)=1, b =c,d, i nieparzy-
stosm.hczby b;. Zarazem jest ona niepodzielna przez 7 wobec
(114)'1 na mocy zalozed rozwazanego przypadku 3°. Czynniki
lewej strony sa wiec wzglednie pierwsze. Mamy zatem przy od-
powiednim znaku:

Qut+2 a, j: (25 d12__ 3.74 012) :,n4’ 2u¢+2 a, ; (25 d}lz__} . 74’012): 77 nt
skad
(119) 29t3 g, == m* 7" nt,
Lef:z Iic'zby m i n s nieparzyste, poniewaz mn=c,, ¢,|b,,
bilry i r jest nieparzyste. Zatem m'=nt=1(mod 16), skad
TRt =7"=7.49=7(3-16+1)*=7 (mod 16),
czyli prawa strona réwmnoéci (119) przystawalaby do 14-7=8

nu?dulo 16, gdy tymczasem lewa strona tej réwnobci jest po-
dzielna przez 243, gdzie o> 0.

Dowied?iémy wiec, ze réwniez przypadek 3° jest niemozliwy.

Pozostaj‘e przypadek 1°. Wobec zalozed, ktére teraz mamy
dla liczb P i Q, jest na mocy (113);
(120) P=2ap, Q=2t—3.77p,", (ayby=ry),
skad

P—Q=2(a,* —2ta~477 p 1),
czyli w my$l (112)
g —2%13.7402h 20— gt ohe—i7ip
a wiec ’
(121) (a4 20=25-71h, 4 g) (a2} 2%23.74b? — ) =
==Qda+2 77 bt

Réznica czynniké_w po lewej stronie wynosi 2¢;; oba one
sa parzyste wobec nieparzystoéci liczb ¢, i a, (gdyz a,|r), lecz
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jeden tylko jest podzielny przez 4. Wobec (g, r)=1 jest wiec
tym bardziej (q,sb,)=1, skad widaé, ze zaden dzielnik pierwszy
liczby b, nie jest wspélnym dzielnikiem czynnikéw lewej strony
réwnosel (121).

W rozwazanym przypadku 1° liczba a, jest wobec (120) nie-
podzielna przez 7 i przeto suma czynnikéw po lewej stronie
réwnoéei (121) jest niepodzielna przez 7. Wynika stad, ze jeden
tylko z tych czynnikéw jest podzielny przez 7. Mamy wiee przy
stosownym znaku, w razie gdy czynnik podzielny przez 4 jest
zarazem podzielny przez 7:

(122) a2 3. 7b £ g, =2¢4,
& ‘ a12+22c{—-23 . 74 b12 :F q1 — 24|z+1 'Z'l d14’
w przeciwnym za$ razie:

alz_l__z?u—‘z 3.74 b12 + qi = 2.77 0145

123
( ) al‘z _l_ 22«—2 3. 74 blz :!‘_‘ gy = 24a+1d14‘

Réwnoéci (123) daja
a2}2%5.70b 2 =77t 20 d Y,
gdzie prawa® strona przystaje do
7"ct=73(mod 4),
gdy tymczasem lewa sirona przystaje wobec a=>1 do
a2 (mod 4).

RéwnoSei (123) zachodzié wige nie moga. Pozostaja przeto
edynie réwnoséci (122), kiére daja wobec by=c;d; réwnosé

(124)  afmcf—2EN5 T2 2N T,

rézniaca sie od (109) tylko tym, ze liczby py, g, 71 i a sa zasta-
pione przez a;, c,, d; i a—1, przy czym znowu liczby a;, ¢, d;
sa nieparzyste oraz

(ay, ey =1, (g, d:)zis (Clsd1)= 1.
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Jezeli e—1>1, to postepujac z réwnaniem (124) podobnie
jak z réwnaniem (109), dochodzimy do réwnosci

af=c,'—2%a—3.74c2d 3 | otle-2+4 77 ] 4
itd. az wreszcie dojdziemy do réwnoéci
a ==y — 22374 ¢2d i+ 2677d 4,

ktéra jest niemozliwa, gdyz liczby 8y, ¢ 1 dy sa nieparzyste,
lewa wiec strona jest formy 8k—-1, a prawa formy 8k-}-5.

Réwnanie (92) nie jest wiec rozwigzalne w liczbach catko-
witych wymiernych réznych od zera, c. b. d. o.

Nierozwigzalno$é réwnania X"~ y"=2" w liczbach natural-
nych dla n=61i dla n=9 wynika 2 jego mnierozwiazalnosci dla
n =3, udowodnionej w Rozdziale XVII, § 9 (gdyz zaréwno szésta
jak i dziewiata potega liczby catkowitej jest sze§cianem liczby
catkowitej). Podobnie, nierozwiazalnosé tego réwnania dla n—=8
“idla n=10 wynika z udowodnionej jego nierozwigzalnogci
dla n=4 i n=5.

Dowiedlismy wiec wielkiego twierdzenia Fermata dla
wszystkich wykladnikéw n od 3 do 10 wigcznie.

Zauwaimy na zakoficzenie, ze dla liczb pozaskoniczonych
wielkie twierdzenie Fermata Jest falszywe: tréjka x=—w-1,
Yy=w i z=0-2 daje réwnosé (o+1P+or=(w-2)*" dla wszyst-
kich n naturalnych.





