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spofréd liczb (51) sa wzglednie pierwsze, wnosimy na mocy
réwnoéei (50), ze

(52) Zuy =0, ftuy =&, u—t =1,

gdzie £, 4, ¢ sa liczbami calkowitymi wymiernymi, z ktérych
kazde dwie sa wzglednie pierwsze. Na mocy (52) jest zarazem

(53) S

iliczba { jest parzysta, a wicc liczby & i 17 — nieparzyste.
Wreszcie, na mocy (49) i (52) jest [01<ps, a ze p;<<p i w myél
(36) iest plz®, wiec [2]<<|z],

Zadna z liczb &, 7, ¢ nie jest zerem, gdyz wobec (50) i (52)
bytoby wéwezas a,=0, co niemozliwe, poniewaz a, jest liczha
naturalng.

Wzér (53) daje zatem rozwigzanie réwnania (34) w liczbach
wzglednie pierwszych r6znych od 0, w ktérym niewiadoma pa-
rzysta jest co do wartoSci bezwzglednej mmiejsza od niewiado-
fnej z. Postgpujac z réwnaniem (53) jak wyzej z réwnaniem (34)
itd., 6trzymalibyémy ciag nieskoficzony liczb catkowitych réznych
od zera i malejacych co do wartosci bezwzglednej, co niemozliwe.
Tak wice réwnanie (34) nie jest rozwiazalne w liczbach catko-
witych r6znych od zera, c. b. d. o. '

ROZDZIAL XVIII
WSTEP DO TEORII IDEALOW

§ 1. Idealy w ciele K 1/5. Forma kanoniczna idealéw. Idea-
lem ciala liczbowego K()/D) nazywamy kazdy zbiér i liczb cal-
kowitych tego ciala, zawierajacy przynajmniej jeden element
rézny od zera i majacy nastepujace dwie wiasnosci:

I. Suma kazdych dwu liczb zbioru i znown nalezy do i.

II. Hloczyn kazdej liczby zbioru | przez jakakolwiek liczbe
calkowita ciala K()/D) nalezy do zbioru i.

QOkazemy najpierw, ze kazdy ideal i zawiera co najmniej je-
dna liczbe naturalna. Istotnie niech u=a-bw bedzie liczbg rbina
od zera i nalezaca do ideatu i. Rozréznimy dwa przypadki:

19 D==1{(mod 4). Wéwezas u=—a-+by/D. Liczha p=a—byD
jest w my$l twierdzenia 5 Rozdzialu XVII (§ 4, str. 423) liczba
catkowita ciala K()/D). W my$l wlasnoéci 1l idealu wnosimy
stad, ze liczba upy' =a®—b?D tez mnalezy do i. Jest up'#0, po-
niewaz liczba }/D nie jest wymierna. Liczba uu'=N(u) jest na
mocy okre§lenia calkowita wymierna. Zatem jezeli uu’<<O, to
—ui jest liczba naturalng, nalezaca do ideatu i jako iloczyn
liczby up’ tego idealu przez liczbe catkowita —I.

2° D=1 (mod 4). Wéwczas ,u_—.a—i—bl——_}:-glig, Liczba
I/V
u=a- b——'b—i—izl*——l?-

jest liczbs calkowita ciata K(}’D), rézna od zera, gdyz 5naczej
: . . —1,,
byloby b=0 i a=0, skad u=0. Liczba u =a3+ab———4—b~
jest catkowita wymierna, rézna od 0 i musi naleze¢ do i jak
réwnies liczba — puy/, a jedna z tych liczb jest naturalna.
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7 tego, ze — jak dowiedliSmy — w kazdym ideale i jest co
najmniej jedna liczba naturalna n, wynika w my$! wlasnoéei 11, ze
do idealu i naleza tez wszystkie wielokrotnosci liczby n, a wiec
ze kazdy ideal zawiera nieskoriczenie wiele liczhb naturalnych.

Niech i, bedzie najmniejsza ze wszystkich liczb natural-
nych, zawartych w ideale i Wéréd liczb a--bew, nalezacych
do tego idealu, znajduja sie napewno i takie, w ktérych b Jjest
liczba naturalna; liczba taka jest np. w my$l wlasnosci II
liczba i, . '

Niech 7, bedzie najmniejsza taka liczba naturalna, ze dla
pewnego calkowitego wymiernego a=a, liczba a,+i,w nalesy
do . W mysl wlasnoéei T1 1T do i nalezy wiec liczba ki,—4-a,~+iya
dla wszelkiego naturalnego k. Dla dostatecznie wielkich k liczba
kiy+-a, jest oczywicie nieujemna; istnieja wiec takie liczhy
cafkowite nieujemne &, iz a-}-i, 0 naleiy do i .

Niech i, bedzie najmniejsza z takich liczb a. Liczba
i, i, nalezy wiec do i. o

Niech teraz a4 bw bedzie dowolng liczba ideatu i, Okazemy,
ze b jest podzielne przez i,; wynika stad w szczegélnogei, ze
liczba i, jest podzielna przez i, (poniewaz liczba iyw nalezy do i).

Istotnie, gdyby b przy dzieleniu przez i, dawalo reszte do-
datnia r oraz iloraz k, to liczba

a—ki,+ro=a+tbow—k{i,4i,w)
nalezalaby do ideatu i wbrew okresleniu ]iczby is
Mozemy wiec zalozyé, ze

b=lyi,,
gdzie I, jest liczba calkowita, wymierng. Liczba rzeczywista
(1) a—Li,=a+4bo—1i,+i0)

nalezy do t. Wnosimy stad analogicznie jak w dowodzie podaziel-
noéci liczby b przez iy, ze liczba a— 1,3, jest podzielna przez iy
a—UlLi=11,
gdzie I, jest liczba calkowits wymierng. Stad na mocy (1)
@ a-+bo=1i 4L +iw).
Dowiedliémy wige, ze kazda liczba ideatu i daje sie przed-

stawié w postaci (2), gdzie I, i I, sa liczbami catkowitymi wy-
miernymi.

[§ 1] Forma kanoniczna idealéw. 445

Ale i na odwrét, kazda liczba postaci (2) nalezy oczywiscie
do ideatu i, gdyz liczby i, i i;4i,0 naless do tego ideatu.

Wreszcie, latwo widzieé, ze kazda liczba idealu i daje sie
w Jjeden tylko sposéb przedstawié w postaci (2) o I, i I, catkowi-
tych wymiernych. Istotnie, na mocy (2) jest

atbo=Li,+Li+Lie,

‘skad — jak latwo widzie¢- — wynika a=li,-Li, i b=li,,

a przeto spélezynniki

©)

sa w zupelnoéci wyznaczone. Mamy wiec

1 o aip—Dbi i L _b
. i, 1=,
Twierdzenie 1. Kaidy ideal jest zbiorem mszystkich liczb
postaci (2), gdzie i, oraz i,-i,0 sg peronymi liczhami idealu,
aly il, — liczbami calkomitymi roymiernymi, okredlonymi przez
mzory (3). ]
Tym sposobem ideal jest w zupelnodci okreflony przez
liczby i, oraz i;+i,w, 1 na odwrét. Bedziemy pisali

(4) . i:[io RSN ]

i wzér ten nazywali forma kanoniczng idealu.

Kazda liczba postaci
(5) xiy+y @+ o), o
gdzie x i y sy liczbami catkowitymi ciata K /D), nalezy oczy-
wiécie do ideatu i (gdyz i, oraz i,-}i,w naleza do 1). Z drugiej
strony, w myél twierdzenia 1 kazda liczba idealu i jest zawarta
we wzorze (5) przy pewnych catkowitych wymiernych x i y.
Mozemy wige wypowiedzieé

Whiosek. Ideal i jest zbiorem wszystkich liczb postaci (5),
gdzie x i y sa liczbami calkoritymi ciala K D).

Niech teraz (4) bedzie forma kanoniczna idealu i. Jak zauwa-
zylimy wyzej, i, jest podzielne przez i,. Okazemy, ze i, tez jest
‘podzielne przez i,. B

[stotnie, jezeli D==1(mod 4), to w= I/D i liczba

— (i, +igw)o' = Di,+i,)/D = Diy+i,0

nalezy do i, skad wnosimy, ze i, jest podzielne przez i,.
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Jezeli za§ D=1 (mod4), tovm—':-l———_’_gl/—l2 i liczba

— i+’ = —ii_I_iz'D_;’-_l_l‘l} @

nalezy do i, skad znowu wnosimy, ze i, jest podziclne przez i,.

Mozemy wiec zalozyé, ze
fy=ay1,, i==a,i,

gdzie a, i a, sg liczbami calkowitymi wymiernymi oraz a,>0.
Okazemy teraz, ze

(i +i ) (a4 o) =ci,
gdzie c jest liczba catkowita wymierna.
Istotnie, jezeli D=1 (mod 4), .to

(ix+1s @) (8 + 0) =iy (a, + VD) (a, — VD)= (a2 — D) i,

jest liczba calkowita wymierna, nalezaca do ideatu i, skad wno-
simy, ze (a,*— D)i,==ci,, gdzie ¢ jest calkowite wymierne, po-
niewaz — jak wynika z fatwoécia z okreslenia liczby i, — kazda
liczba catkowita wymierna, nalezaca do ideatu i, jest podzielna
przez i;.

Jezeli za§ D=1 (mod 4), to

i, +i0)(a+ )=
. i,yD 1 YD\ . D—1
SUNTI T MRS
jest liczba. calkowita, wymierna nalezaca do idealu i, skad wno-

simy, ze liczba ta jest réwna ci,, gdzie ¢ jest catkowite wymierne.
Dowiedli$my zarazem, ze zawsze

(6) Ny iy w) = (i, +1iy0) iy o) = (i, iy 0) (a4 o) iy = ciyi,,

gdzie ¢ jest liczba catkowita wymierna. Ze wzoru tego skorzy-
stamy w § 4.

§2. Idealy gléwne. Idealy jako uogélnienie liczb calkowi-
tych. Niech g, g,,...,2. beda dowolnymi liczbami catkowitymi
ciala K(y'D), z ktérych przynajmniej jedna nie jest zerem. Latwo
widzieé, ze zbiér wszystkich liczb postaci

@ X828t g,

s 2l Idealy gléwne. 447

4

gdzie x, x,,..., %, sa liczbami calkowitymi ciala K(y/D), tworzy
ideat, )

Wystarczy w tym celu zauwazy€, ze w zhiorze tym jest co
najmniej jedna liczba rézna od 0 (mianowicie jedna z liczb g) i

(o1 81 +ngz+-~-+xngn)+(y1g1+yag2+---+yngn)=
=(x;4y) & + (242 g1 @t yn) o

Z(x1g1+ngz“l‘---+xngn>=(zx1)g1+(zxz)ga+-‘-+(an)gns
oraz ze dla %y, %s,..., %0, Yy Yoy oo, Ya i 2 catkowitych liczby

1ty X b Yss s Xabyn, zxy, 2xe, ..., zxn.

sg rowniez catkowite.
Ideal, utworzony w powyiszy sposéb, bedziemy oznaczali przez

(8) iz[glv g2='“>gn]s
co jest oczywiScie zgodne ze znakowaniem (4) formy kanonicznej
idealu.

Latwo widzieé, ze kazdy ideal, zawierajacy liczby g.. &, ..., &n.
zawiera w szczegblnoci kazda liczbe postaci (7), a wiec kazda
liczbe ideatu i.

Ideal i jest wiec najprostszym idealem, zawierajacym kazda
z liczb g, g, &s,..., &n.

Ideal (8) nie =zaleiy oczywiscie od porzadkn wyrazéw
g1= 8as-ens &n.

Latwo tez widzieé, ze jezeli liczba g. nalezy do ideatu
[415 B2seevs Bua], tO

(9) [gla g:zo--': gn~1, grl]=[g1, gz,---, gn—i],

skad w szczegélnoéci (poniewaz 0 jest liczba kazdego idealu)

(10) fg15 gosvoes 81, Ol =181, &as - &1l

Kazdy ideal, dajacy sie przedstawié w formie i=[g] nazy-
wamy idealem gléronym. .

Ideal gtéwny [g] jest wicc najprostszym idealem zawieraja-
cym liczbe g.

Kazda liczba ideatu {g] daje sie przedstawi¢ w formie ilo-
czynu xg, gdzie x jest liczba catkowity ciala K (D), i na odwrot,
kazdy iloczyn tej postaci nalezy do ideatu [g].

R T
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O dwu idealach i, i i, méwimy, ze sa réwne, piszac
i =1,
gdy kazda liczba ideatu i, jest zarazem liczba idealu i, 1 na
odwrét.

Niech dla dwu liczb catkowitych g, i g, ciala K VD) zacho-

dzi réwnosé )
EARAR

Liczba g, jako liczba idealu [g,] musi naleze¢ do ideatu [g,];
dla pewnego wiec x, catkowitego w ciele K(]/Ql jest g, =x,g,.
Podobnie, dla pewnego y catkowitego w ciele K (VD) jest Go=1o&:
skad g, =x,y,4,.

Liezba g, nie moze byé zerem, gdyz ideat [g:] zawiera przy-
najmniej jedna liczbe rézna od zera: ostatnia réwno§é daje wiec
po podzieleniu obu stron przez g,

. XYo=1,
co dowodzi, ze x, i y, sa dzielnikami jednosci. Wynika stad, ze
liczby g, i g, sa stowarzyszone.

Na odwrét, niech liczby g, i g, beda stowarzyszone. Istnieja
wige takie dzielniki jednofci, x, i y,, ze &1=%,8 1 ga=y,4.
Niech u bedzie jakakolwiek liczba idealn [&]. Jest wigc u=xg,
dla pewnego x calkowitego w ciele K(/D), skad u==(x2) s, CO
dowodzi, ze x nalezy do idealu [g,]. Podobnie dowiedliby$my, ze
kazda liczba idealu [g,] nalezy do {g,]. Mamy zatem

Twierdzenie 2. Na to, by zachodzila rémwnosé idealsm l&]=1g]
potrzeba i wystarcza, zeby liczby g, i g, byly stomwarzyszone.

s

Niech teraz i bedzie idealem glownym. Wszystkie liczby
calkowite g ciala liczbowego K(y/D), dla kiérych j==[g], tworza
na mocy twierdzenia 2 klase liczhb miedzy sobg stowarzyszonyech,
Kazdemu ideatowi gtéwnemu odpowiada wice pewna klasa liczb
stowarzyszonych. Lecz — jak latwo widzieé — i na odwrdt:
kazdej klasie liczb stowarzyszonych odpowiada pewien ideal
gléwny, mianowicie ‘zawierajacy wszystkie liczby danego ciala
liczbowego, podzielne przez liczby tej klasy.

Widaé stad, ze istnieje odpowiednioéé wzajemnie jednozna-
czna miedzy idealami gléwnymi a klasami liczh stowarzyszonych.
Z tego punktu widzenia idealy mozna wiec uwazaé za uogdlnie-
nie liczb catkowitych, cislej: klas liczb stowarzyszonych.

[§ 3] Hoczyn idealéw. 449

§ 3. lloezyn idealéw. Okreslimy teraz, co nalezy rozumieé
przez iloczyn dwu ideatéw i, i i, Mozemy je — jak wiadomo
(p. wzér (4)) — przedstawié w postaci.

iy =[gy,hy] i =g, h,).

Zalézmy, ze ideal i zawiera kazda liczbe
(11) tafle,
ktéra jest iloczynem jakiejkolwiek liczhy idealu i, przez jaka-
kolwiek liczhe ideatu f,. W szczegélnosci wiec ideal t zawiera
liczby

818z> &ihas higs, hyh,,
a wigc tez kazda liczbg postaci

(12) g8+ Ygihatzh go-+thi by,
gdzie x,y,z,t sa dowolnymi wspélezynnikami catkowitymi z ciala
K(/D).

Zbiér wszystkich liczb postaci (12) tworzy ideal

lo==[818. g1hs, hygo, hyhyl.
Okazemy, ze ideal i, zawiera kazda liczbe postaci (11).
Istotnie, niech g i u, beda dwiema liczbami nalezacymi od-
powiednio do idealéw i i i W my$l definicji symbolu [g,,h,]
istnieja wiec w ciele K(y'D) takie liczby catkowite u, i oy, ze
= g +oh; ’
podobnie, istnieja w ciele K(}/D) takie liczby calkowite Uy 1 Dy, iz
o =Us gy Dshs.
Stad
M1l‘2=u1u281g2+u11’2glhz+91U2hxgz“f‘,vjpzh1hz-
Wystarczy wiec przyjaé oznaczenia:
X = Uy Uy, Y=u,ny, Z="D Uy, t="p,D,,
zeby si¢ przekonaé, Ze u u, jest liczba postaci (12), zatem liczba
idealu 1,
Zbierajac wyniki tych rozwazaf, mozemy wypowiedzieé
Twierdzenie 3. Ideal i, jest najprostszym idealem, zamiera-
jacym kazdy iloczyn postaci (11).

W. Sierpiniski, Teoria Liczb 29
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Utworzony w powyzszy sposéb ideal i, bedziemy nazywali
iloczynem idealéw i, i i,, piszac
fo= i, -ip.
Jest wiec
(81 7] (82 ol =8, 8o, 81 o Py o, By ]

Z definicji iloczynu ideatéw 1, i 1, jako najprostszego ideatu,
zawierajacego wszystkie iloczyny postaci (11), widaé, ze iloczyn
i,-1, zalezy jedynie od i, i iy, a nie zalezy za§ od tego, w jakich
formach [g;,hy] i [g,, ks idealy te sq przedstawione.

Jasne jest tez, ze iloczyn dwu idealéw podlega prawu prze-
miennoéci, tj. nie zalezy od porzadku czynnikéw.

Rozumujac jak wyzej, dowodzi sie z latwoscia, ze

(81:82s . &l [8.h]=[8:8 8.}, 828, &:h. ..., gn8, ).
Niech teraz dane beda frzy idealy i, 1, i i, Przedstawmy
je w postaci
t=I[g,.hl, t=[ga. ho]. is?[gs=hﬂ]~
Mamy
Gy} =818, g1 Pas Py 82, hyho][gs, hy] =
=[4:18:8s, 8:1&:Ps. g1 oss. Gihohy, hygagy, hygyhy, by hy gy, by hyhy],

) B (o t) =181, M) [£28s» oPrss Pagy, Bobiy] =
=8:8080: 81870, 811ogs, 8ihohy, higogy, hugohy, hihy gy, hyhohy),
skad widaé, ze
(iy-1p) 1= iy (a-1y), ‘
czyli ze iloczyn idealéw podlega tez prawu lgcznodci.

Z prawa lacznoci iloczynu trzech czynnikéw wynika na-
tychmiast przez indukcje prawo lacznosci dla kazdej skoficzonej
liczby czynnikéw. Wobec prawa przemiennoéci iloczynu dla dwu
czynnikéw mamy wiee jeszcze (w zestawieniu z prawem lacz-
noSci) prawo przemiennoéci dla dowolnej skoficzonej liczby czyn-
nikéw.

§ 4. Dowdd, ze norma idealu jest idealem glownym. Niech
Z bedzie zbiorem wszystkich liczb sprzezonych z liczbami ideatu i.
Okazemy, ze zbiér Z jest idealem.

Kazda liczba zbioru Z jest oczywiscie catkowita w ciele
K(/D), jako sprzezona z pewns liczba calkowita tego ciala.

5 4} Dowéd, ze norma ideatu jest idealem giéwnym. 451

Niech x i y beda jakimikolwiek liczbami, nalezacymi do zbioru Z.
Zatem liczby z nimi sprzezone x’ i y’ naleza do idealu i, Liczba
x'+4-y'=(x-4y) tez wiec nalezy do %, a w takim razie liczba
z nig sprzezona (x-y)” =(x-+y) nalezy do zbioru Z. Tym spo-
sobem suma dwu liczb zbioru Z jest zawsze liczba zbioru Z.

Niech teraz t bedzie liczba, catkowits ciata K(/D). Zatem liczba
t'x’=(tx)’ nalezy do i, poniewaz liczha x’ nalezy do i. Wnosimy
stad, ze liczba (fx)”=fx nalezy do Z. Zhiér Z posiada wiec

“wlasno$ei 1 i I1, co dowodzi, ze jest on idealem.

Bedziemy go nazywali idealem sprzezonym z ideatem i i ozna-

. czali przez {'.

Twierdzenie 4. Jezeli i=[g.h], to ' =[g’,}].

Dowéd. Niech u bedzie jakakolwiek liczhg idealu 1. Liczba
# nalezy wige do idealu i. Zatem dla pewnych liczh catkowi-
tych x i y ciala K(YD) jest ¥=xg+yh, skad pu=us"g+y'k,
czyli u=¢g'—+nh', gdzie & i 7 sa liczbami catkowitymi ciala
K(/D). Dowodzi to, ze u nalezy do ideatu

(13) iy =[g.h].

Niech teraz » bedzie jakakolwiek liczbg ideatu i, Zatem dla
pewnych liczb catkowitych x i y ciala K(}/D) jest v=xg-+yh,
skad »'=x"g--y'h, co dowodzi, ze liczba »' nalezy do i, a przeto,
ze liczba »==() nalezy do i’

Kazda liczba idealu i’ nalesy wige do i, i na odwrét. Zatem
i'=1,, skad na moey (13) i'=[g,,h], ¢. b. d. o.

Tak samo dowiedlibysmy ogélniej, ze jezeli i=[8.80s- s 8],
to i'=[g,".8",.... &].

Jako latwy wniosek wynika stad, ze

(iy-1a)' = (AR PN
co daje si¢ réwniez natychmiast uogélnié na dowolng skoficzona
liczbe czynnikéw.
Noczyn i-i' nazywamy normg idealu i i oznaczamy przez N ().
Twierdzenie 5. Jezeli i=l[iy,i,+i,0] jest forma kanoniczna
idealu i, to
N ()= [iyi,].
20*%
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Dowéd. Niech u bedzie jakakolwiek liczba, mnalezgca do
ideatu N(i)==1i-1". Poniewaz
t=liy, 1+ 0], i’=[io>i1+i2¢0’],
wige dla pewnych liczb catkowitych x,y,z,# ciata K(YD) jest
= 1" 4y (i, o) 428 (i F-ip ') - £ i, Fiy0) (-1, 0).

Lecz — jak dowiedlifmy w § 1 (str. 446) — jest i,=a,i, oraz
i, =a,i,, skad

i02=aoi0i2, _io(i1+i2w)=(a1‘|‘w)iuizs io(il"l‘izw’):(al_,‘wl)iuig;_

zatem na mocy (0) jest (i,i,w)(i; =i w)=rci,iy; liczby a,, a,
i ¢ sa tu calkowite wymierne. Tak wiec
,u=(xao—l—y(al—l—w)—{—z(al—l—w')+tc)i0i2

czyli p=ui,i,, gdzie u jest pewna liczba calkowity ciata KW/D).

Kazda liczba idealu N(i) nalezy wiee do ideatu gléwnego [i,i,].
Aby udowodnié, ze i na odwrét, wystarczy oczywiscie okazaé,

ze liczba i1, nalesy do ideatu N(i). Rozréznimy dwa przypadki:

1° D=£1 (mod 4). Wéwezas o=1D i
N +i0)=i? —if D =(a,2— D)i,?, .
cigiy==ca,1,?,
a poniewaz c¢iyi,=(i; +1i, w) (i;—]—iz o) =i2—1i,2D, wiec

—a'—D

¢ e
a

Gdyby liczby a, i D mialy wspélny dzielnik pierwszy ¢>2,
to liczha a?=D-|ca, tez bylaby podzielna przez ¢, a wigc
i przez ¢ gdyz jest kwadratem. Gdyby jeszcze liczba ¢ byla po-
dzielna przez g, to liczba D=a—a;c bylaby podzielna przez
q*, whrew zalozeniu, 2e D nie ma dzielnika kwadratowego wiek-
szego od 1. Zatem liczby ag, D ic, a wiee tez liczby a,, 2D
i ¢, nie maja wspélnego czynnika pierwszego > 2.

Gdyby liczby a, i ¢ byly parzyste, to wobee D=a®—a,c
byloby w razie a, parzystego D==0(mod 4), w razie za§ a, nie-
parzystego D==1(mod 4), gdy tymczasem w rozpatrywanym
przypadku moze byé tylko D=2 (mod 4) lub D=3 (mod 4).

[§ 4] Dowéd, ze norma idealu jest idealem giéwnym. 453

Liezby a,, 2D i ¢ nie maja wiec zadnego wspélnego dziel-
nika précz jednoéci. Mozemy zatem (ob. Rozdzial II, § 6, str. 38)
wyznaczy¢ takie liczby calkowite wymierne «x, y i z, zeby bylo

xa,+y-2D+zc=1.

Wobec m=]/5 i w'=—]/E wynika stad, ze
Iyiy=(xa,y-2D-+zc)iyi,=
=Xi02+ym[io(i1+i2w)"io(i1+i2m’)]+z(i1+igUJ)(i1+i2w/),
skad widaé bezpoérednio w my$l okreSlenia idealéw i i i, ze

liczba i,i, nalezy do idealu i-1==N().

2° D=1 (mod 4). Wéwczas w=1——;%2 i

N(i1+i2w)=i12—l—i1i2-——D—~1 i2z=(312+31—D—1) is°,

skad na mocy (6)
, D—1
& +‘5'1’""’4"“=(2al+1)‘~’—D

a, 4a,

==

Gdyby liczby a, D i ¢ mialy wspélny dzielnik pierwszy
q>1, to wobec (2a,41)*=4a,c+D liczba (2a,--1)* bylaby
podzielna przez ¢, a wiec i przez ¢ jako kwadrat. Liczba
D=(2a,+1)?—4a,c bylaby zatem podzielna przez ¢, whrew
zalozeniu, ze nie ma ona zadnego dzielnika kwadratowego wiek-
szego od 1.

Mozemy wigc wyznaczyé takie liczhy catkowite wymierne
x, y i z, zeby bylo i

xa,+yD+ze=1.

1+vD . , 1—D
“}_2—1(0:—-——2

= wynika stad, ze
iyly=(xa,+yD+zc)iyi,=
=xi’+yRuw—1) (io (s 0) —To (1 UJ’)) +z (i iy w) (i i o),

skad znowu ‘widaé w my$l okreSlenia idealéw i1i i’, ze liczba
iyi, nalezy do idealu i-i'=N(i).
Tym samym dowéd twierdzenia 5 jest zakonhczony.

Wobec o=
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. § 5. Dzielenie idealéw. Idealy wzglednie pierwsze, Méwimy,
ze ideal i jest podzielny przezideal i, i piszemy i [, gdy istnieje
taki ideal’i,, ze

_ =1,y
Okazemy, ze jezeli i,|i, to-kazda liczba idealu i jest zarazem
liczba ideatu i,.

i Istotnie, niech i=1i,-i, oraz i,=[g,,h,] i ty=[g,, hy). W myg]
definicji iloczynu dwu idealéw kazda liczba u ideatu i da sie na-
pisaé w formie

t=x8g8s+Yy8ghytzh g+thhy=
=(xegz+ylla)g1+<Zgz+thz)h1=551+"7hu
co dowodzi, %e y nalezy do idealu i,.
. Okazemy tez, ze i na odwrét, jezeli kazda liczba ideatu i
Jest zarazem liczbg ideatu i, to i,/i. Wprzéd jednak udowodnimy

Twierdzenie 6. Jezeli ideal i jest podzielny przez ideal i, to
istnieje jeden i tylko jeden taki ideal i, ze

i=1ii,.

Dowéd. Niech

- fy=1,- iy

' Mnuozac OI.)ié strony przez i,’ i piszac w myél twierdzenia 5
N(i)=la], gdzie a jest liczha calkowita wymierna, otrzymujemy

[a]-i =[a]-i5.
Niech

=gy, ], Iy =[gy, hy].

) Idefxi .[a]-ig jest zbiorem wszystkich liczh xagy+yah,, ideal
zas [a] -1, jest zbiorem wszystkich liczb zag,-+tah, gdzie x, Y,
z1itsy .calkf)wite w ciele K(/D). Niech uw=xgy+yh, bedzie
Jlake-ﬂlwl;we[k]hczbat ideatu i,. Poniewaz liczba xagy-+yah, nalezy
do 1dealu [a]-i,=]a]-1;, wigc isiniejq takie liczb i t catkowit
' cicle KoIDE 20 s 7 iczby z i t calkowite

xagtyahy=zag,--tah,,
skad

*Gtyhy=zg,4th,
co dowodzi, ze u nalezy do idealu iy,

[§ 5] Dzielenie idealow. 455

Podobnie dowodzimy, ze kazda liczba idealu i, nalezy do
ideatu i,. Stad i,=1i,, c.b.d.o.

W my$l twierdzenia 6, iloraz idealéw, o ile istnieje, jest
okreélony jednoznacznie.

Zalézmy teraz, ze kazda liczba idealu i jest liczba idealu i,.
Niech u bedzie jakakolwiek liczba idealu i-i,’. Mozemy wiec
napisaé

n=xgg+yhg'+zgh/'+thh/ .

Lecz g, jako liczba idealu i, jest liczbg idealu i, i podobnie h;

zatem

skad .
u=(xé+yg g +xnt+yoh g '+ (2410 g h/+(zn+tr) g by,

co dowodzi, ze u malezy do ideatu i,-i,"=N(i). Jezeli N(i)=]al,
to mamy stad dla kazdej liczby u ideatu i-i,

g=E&g+ah i h={g +<hy.

u=ua,

gdzie u jest pewna liczba calkowita ciala K /D).

Wezmy pod uwage zbiér W wszystkich takich liczb calko-
witych m ciata K(/D), ze m-a jest liczba ideatu i-i. Zbiér W
jest — jak latwo widzie¢ — idealem, gdyz jezeli liczby m i m,
naleza do W, to ma i m,a nalezg do i-i,’; zatem tez liczba
mwa-t+mw,a=(v-}+m,)a nalezy do i-i/, czyli liczba m -}, nalezy
do zbioru W. Jezeli za§ ro nalezy do zbioru W, to ma i przeto
xma nalezy do i-i,, skad wnosimy, ze xmw nalezy do W. Zbiér
liczb idealu i-i,” jest wiec identyczny ze zbiorem wszystkich
liczb postaci ua, gdzie u jest liczbg pewnego idealu i,.

Niech iy==[gy.h,. Dla kazdej liczby u idealu i, jest wiec

u==ygo+56ho,

gdzie y i & sa liczbami calkowitymi ciala K(J'D). Zatem dla kaz-
dej liczby p ideatu i-i)" jest y=yag,+dah,, skad wniosek, ze
u nalezy do idealtu [a]-i,. :

Na odwrét, dla kazdej liczby » idealu [a]-i, jest

v=y*ag,+ 6*ah, .

czyli v=(y* g, 6*hy)a, gdzie y* i &* sa liczbami calkowitymi
ciala K(YD). Zatem liczba y*g,--6%h, nalezy do idealu i,,
a wobec tego » nalezy do i-i,".
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Tak wige -1,/ =1, [a] =1,- Ni)=1 1,1/ czyli i1, =i, b)),

skad wynika na mocy twierdzenia 6, ze i=1i,-1,, a zatem it
Udowodnilismy tym sposobem nastepujace

Twierdzenie 7. Na fo, by ideal it byl podzielny przez ideal
i,, potrzeba i mwystarcza, zéby kazda liczba idealu i nalezala do
idealu i,.

Z twierdzenia 7 otrzymujemy natychmiast nastepujace wnioski:

Wniosek 1. Na to, by ideal i byl rospdlnym dzielnikiem ide-
aldmw 1, i 1,, potrzeba i wystarcza, zeby ideal i zarvieral wszysthie
liczby kazdego z idealém iy 1 iy,

Whriosek 2. Na to, by ideal i byl mspding mielokrotng ide-
aléw 1, i 1y, potrzeba i wystarcza, zeby kazda liczba idealu i na-
lezala zardromno do i, jak do i,

Niech dalej:

i—'——[g,h], ilz[gtshl]s Izz[gz:hzl .

Na to, by ideal i zawieral wszystkie liczby idealu i, — jak
fatwo widzieé — potrzeba i wystarcza, zeby ideal i zawieral
liczby g, i hy. Na to wice, by ideat i byt wspélnym dzielnikiem
idealéw i, i ,, potrzeba, zeby ideal t zawierat liczby & hy, 8 i Dy
Jak wiemy z § 2 (str. 447), najprostszym idealem, zawierajacym te
cztery liczby, jest ideal
(15) i()=[€1!hl’gﬂah2]7
a przy tym kazdy inny ideal, zawierajacy te liczby, zawiera
kazda liczbe idealu i, czyli jest dzielnikiem ideatu iy.

* Zatem ideal 1, jest takim wspélnym  dzielnikiem idealéw
iy i1y, ktéry jest podzielny przez kazdy inny wspélny dzielnik
tych ideatéw.

Usprawiedliwiona wige jest dla ideatu (15) nazwa najmigk-
szego rospolnego dzielnika idealw i 1.

Najwigkszy wspélny dzielnik idealéw i, i i, oznaczamy przez

(i ,1a).

Niech w szczegblnoSel i, =][g] i is==[g,] beda idealami gléw-
nymi. Ich najwiekszy wspélny dzielnik ([g,],[g.]) jest wiec idealem
by =[g1.8]. Wynika stad

Whiosek 3. Kazdy ideal jest ‘najmiqkszym wspdlnym dzielni-
kiem drou idealém gloronych :

[81: 8] = (g, [g.]).

[§ 51 Idealy w;g]e;dnie pierwsze. 457

Zachodzi ponadto nastepujace

Twierdzenie 8. Najriekszy mspélny dzielnik drou idealdm
i, i1, jest identyczny ze zbiorem wszystkich sum p,~+u,, gdzie
T gy sa dorolnymi liczbami, z ktérych u, nalezy do i au —dot,.

Dowéd. Niech i,=]g,, k], to=[gs, hs] 1 1y={(i;,1.). Z okres-
lenia ideatu i, jako najwickszego wspélnego dzielnika idealéw
i, 11, jest na mocy (15) ty=I[g, hs. &s, ho]. Kazda liczba idealu
iy da sie wige przedstawié w postaci

xg1+yh1+Zg2+f]12=(xg1+yh1)+(2g2+t]12)f
gdzie x,y,z i t sa liezbami catkowitymi ciala K(}'D). Wida¢ stad,
ze kazda liczba idealu i, jest suma liczb ity gdzie u, nalezy
do idealu i,, u, za§ — do idealu is.

Ale i na odwrét, jezeli u, i u, sa liczbami, nalezacymi odpo-
wiednio do idealéw i, i i,, to liczby te naleza tez do idealu’ i,
stad w my$l wlasnoéei I idealu (p. str. 443) wnosimy, ze u-+p,
nalezy do i,.

Tym samym twierdzenie 8 zostalo dowiedzione.

Dwa idealy, ktérych najwigkszym wspélnym dzielnikiem jest
ideal [1], nazywamy rozglednie piermszymi.

Twierdzenie 9. Jezeli liczby calkomwite mymierne a i b sg
mwzglednie pierrosze w ciele liczb mymiernych, to idealy [a] i [b]
sa mwzglednie pierrsze. )

Dowéd. Niech i=([a], []). Ideal i zawiera oczywiscie kazda
liczbg postaci ax—+by, gdzie x i y sa liczbami catkowitymi ciala
K('D). Lecz skoro liczby a'i b sa wzglednie pierwsze w ciele
liczb wymiernych, to istnieja takie liczby cafkowite wymierne
Xy 1 Yo, 7€ '

axy-Fby,=1.

Wrynika stad, ze liczba 1 nalezy do idealu i, ktéry zawiera

wiec kazda liczbe catkowits ciata K('D), czyli i=[1], c. b. d. o.

Weimy jeszeze pod uwage zbiér Z wszystkich liczb, ktére
naleza jednoczesnie do dwu idealdw i, 1 i,. Latwo widzieé, ze
zbiér Z jest ideatem. Ideal ten — oznaczmy go przez i, — jest
oczywiécie wspélna wielokrotnoscia idealéw i, i1y, 1 to taka, ze
kazda liczba jakiegokolwick innego ideahu, bedacego wspélna
wielokrotnoscia idealéw i, i 1,, nalezy do iy (gdyz nalezy jedno-
czeénie do i, i 1,). Innymi stowy, i, jest dzielnikiem kazdej
wspéblnej wielokrotnosci ideatéw 1, i i,.
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Usprawiedliwiona wiec jest dla idealu i, nazwa najmniejszej
wspdlnej mwielokrotnoici idealéw i, 1 1i,.

§ 6. Idealy pierwsze. Ideal p, réiny od ideatu [1]i podzielny
tylko przez idealy [1] i p, nazywamy idealem piermszym.

Latwo widzieé, ze jezeli p jest idealem pierwszym, to p’
réwniez jest idealem pierwszym.

Istotnie, gdyby p’ mial dzielnik i, ré6zny od [1] i od p’, to
byloby p'=1-i;. .skad p=1i-1i, co dowodzi, ze 1’ jest dzielni-
kiem idealu p. Lecz gdyby bylo i'==[1], mielibyémy i——(i)—-[l]
wbrew zalozeniu, gdyby za$§ bylo i'=[p], mielibySmy i=({)" =1y’,
znowu whrew zalozeniu. Dzielnik i’ idealu p bylby wiec rézny
od [1]i od p, whrew zalozeniu, 2ze p jest idealem pierwszym.

Dowiedliémy wiec, ze ideal, sprzezony z idealem pierrszym,
sam jest idealem pierrszym.

Twierdzenie 10. Jezeli iloczyn i,- i, drou idealdrw jest podzielny
przez ideal pierroszy v, to przynajmniej jeden z czynnikdm jest
podzielny przez p.

Dowéd. Zatézmy, ze ideal i, nie jest podzielny przez p.
ldeal p, jako ideal pierwszy, ma tylko dwa dzielniki: [1] i p,
a ze i, nie jest podzielny przez p, wiec najwiekszym wspéloym
dzielnikiem ddealéw 1, i p jest ideal i,=(i,,p)=[1] czyli zbiér
wszystkich liczb calkowitych ciata K (/D). Lecz na mocy twier-
dzenia 8 kazda liczba, nalezaca do najwiekszego wspolnego daziel-
nika, w szczeg6lnoéci wiee liczba 1 daje sie¢ w rozwazanym przy-
padku przedstawié w postaci

L=p+p,

gdzie u, jest pewna liczba idealu 1i;, u za§ — pewna liczbg ideatu p.

Niech u, bedzie jakakolwiek liczba ideatu i,. Na mocy twier-
dzenia 3 iloczyn i,-1, zawiera wszystkie liczby postaci w u,. Na
mocy zalozenia podziclnoéci iloezynu i-i, przez p kazda liczba
tego iloczynu nalezy w my§l “twierdzenia 7 do idealu p. Zatem
wpe nalezy do p, a ze oczywiicie uu, tez ndlezy do p (gdyz
u nalezy do p), wiec liczba

s gty = (ot = 1) gy =

réwniez nalezy do p. Kazda wiec liczba idealu i, nalesy do ideatu
p, a zatem w my$l twierdzenia 7 jest i, c. b. d. o.

Is 71 Rozkdad idealu na czynniki pierwsze. 459

§ 7. Rozklad idealu na czynniki pierwsze. Oznaczaé¢ bedzie-
my symbolem (i) najmniejsza liczbe naturalna, zawartsg w ideale
N(). Wobec N(i)=liyi,] (ob. twierdzenie 5) latwo widzieé, ze
N({)=1,i,. Latwo tez udowodnié

Twierdzenie 11. N(i,- i,)=N({,) N(i).

Dowdéd. Niech :

R(i)=n,, R (in) =n,, N, b)=n.

Oczywiscie

N@i)=][ni, Nt} =[n,], N, - i) =ln],
a poniewaz jak latwo widzieé,

N(i;-i) = N(i,)- N(i),
[n]=I[n,]-[n.].

wiec

skad w jednej chwili
[n]=[n,n,].

Dowodzi to, ze liczby n i n n, sa stowarzyszone, a ze sg to
liczby naturalne, wigc musza byé réwne. Jest wigc n=n,n,
czyli (i, i) =NE)N(,), c. b. d. o

Niech teraz R(i)=1. Wobec RN(i)=1i,i, (twierdzenic 5) jest
wiec Iyi,==1, skad i;=1, gdyz i,1 i, sg liczbami naturalnymi.
Poniewaz za$ i, jest liczba idealu i, wiec ideal ten zawiera liczbe 1,
skad i==[1]. Mamy zatem

Twierdzenie 12. Jezeli N(i)=1, fo i==[1].

Z definicji symbolu N(i) wynika tez natychmiast, ze jezeli a
jest liczba calkowita wymierna, to M([a])=a® Wystarczy w tym
celu zauwazyé, ze wtedy N([a))=[a]-[a] =][a]*=][a?].

Wezmy z kolei pod uwage ideal i, majacy dzielnik i, rézny
od i i od [1]. Mozemy wiec napisaé i=1,-1,, skad w my$l twier-
dzenia 11
(16) N =N() - N(io).

Gdyby bylo R(i,)=1, mielibySmy i,=[1], zatem i=i,-{t],
skad w jednej chwili i==1i,, wbhrew zalozeniu.

Jest wiec T(t)>1, a zatem N(i,)<<N()) wobec (16). Z drugiej
strony, na mocy twierdzenia 12 jest M(i,)>1, gdyz i,#[1], wiec

1< N(E,)<NG)
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Niech Z bedzie zbiorem wszystkich liczb naturalnych 9t(),
odpowiadajacych wszystkim dzielnikom i danego idealu f,z[1].
W zbiorze Z isiniejs liczby wieksze od 1, gdyz, wobec i, (1]
taka jest np. liczba N(i,), nalezaca do Z. Oznaczmy przez n
najmniejsza z tych liczb zbioru Z, ktére sa wicksze od 1.

W myél okreslenia liczby n istnieje wiec taki dzielnik i
ideatu i,, dla ktérego RN(i,)=n. )

Okazemy, ze ideal i jest idealem pierwszym. Istotnie — jak
dowiedliémy przed chwila — gdyby ideat i, posiadal dzielnik is,
rézny od [1] i od i, byloby 1<) << (i), a zarazem i, bylby,
jako dzielnik ideatu i,, réwniez dzielnikiem ideatu 1,. Liczba (i),
mniejsza od liczby N(i;) =n, a jednoczeénie wicksza od 1, bylaby
wige liczbg zbioru Z wbrew okresleniu liczby n.

Udowodniliémy wiec

Twierdzenie 13. Kazdy ideal rézny od [1] ma praynajmniej
Jjeden dzielnik, kidry jest idealem piermszym.

Jezeli wige i=[1], to ideal i albo sam jest pierwszy, albo
posiada dzielnik pierwszy p,=£1 i wtedy

i=p;-i,
przy czym 1<<9t(p;)<<N(i), a- wicc tez
' 1<) <),

Jezeli ideal i, nie jest pierwszy, to znowu

iy ="pa-ias
gdzie tez
L<NG) <N().
Poniewaz ciag liczb naturalnych malejacych
R =>N([I)>N{E)>. ..

nic moze byé nieskohczony, wiec musimy doj§é w koncu do
ideatu pierwszego ir=7p;. Zatem
t=p;Ps-e..opr

i tym samym udowodnilismy

Twierdzenie 14, Kazdy ideal i5[1] jest iloczynem skoiczenie
mwielu idealdro piermszych.
) Na mocy twierdzenia 10 wynika stad — podobnie jak w teorii
liczb calkowitych wymiernych — nastepujacy latwy

&

[§ 8] Ideaty pierwsze 1-go i 2-go stopnia. 461

Whniosek. Kazdy ideal i#]1] rozklada sie, i to w jeden tylko
sposéb, na czynniki piermsze. .
Jest to tak zwane zasadnicze tmwierdzenie teorii idealém.

§ 8. Idealy pierwsze 1-go i 2-go stopnia. Rozklad na czyn-
niki pierwsze idealéw gléwnych, utworzonych przez liczby
pierwsze. ,

Twierdzenie 15. Jezeli p jest idealem piermszym, to N(p) jest
albo liczbg piermoszg mymierna, albo kmadratem takiej liczby.

Dowéd. Liczbe naturalna wieksza od 1, nie bedaca ani
liczbg pierwsza, ani kwadratem liczby pierwszej, moina — jak
tatwo widzie¢ — rozlozyé na dwa czynniki naturalne, rézné
migdzy soba i réine od 1. Gdyby wiec liczba %(p), ktéra jest
liczba naturalna wieksza od 1, nie byta ani liczba pierwsza, ani
kwadratem liczby pierwszej, to mielibyémy rozklad

N(p)=ab,
gdzie a i b sa liczbami naturalnymi, a>1, b>1 i
(17) a#b.

Wynika stad, wobee N(p)=p-p’ i N(p)=[%(p)], ze

p-p'=[ab]=[a]-[B].

Poniewaz w tej rownoéci czynniki lewej strony sa idealami
pierwszymi, czynniki za§ prawej strony sa rézne od [1], wiec
w my$l wniosku o jednoznacznoéei rozkladu idealéw na czynniki
pierwsze wnosimy stad natychmiast, ze oba iloczyny réznia sie
co najwyzej porzadkiem czynnikéw. Jest wiee np.

p=[al, p'=[bl,

[b]=la]'=[a]=]al.
co dowodzi, ze liczby a 1 b sa stowarzyszone, zatem réwne jako
liczby naturalne. Sprzeciwia sie to jednak nieréwnosci (17). Twier-
dzenie 15 jest tym samym dowiedzione.

Jezeli 9t(p) jest liczba pierwsza, to ideal pierwszy p nazy-
wamy idealem pierroszego stopnia, jezeli za$ liczba R (p) jest kwa-
dratem liczby pierwszej, to ideal pierwszy p nazywamy idealem
drugiego stopnia.

‘Wniosek. Kazdy ideal pierroszy jest dzielnikiem peronego
idealu [p|, gdzie p jest liczba pierrsza roymierna.

Istotnie, pp’'=[N(p)], zatem w my$l twierdzenia 15 musi byé
p-p'=[p] lub p-p’=]pl-[pl. gdzie p jest liczba pierwszg wymierna.

skad
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W kazdym wiec razie ideal [p] jest podzielny przez p na
mocy twierdzenia 10.

Zbadamy obecnie, jak rozkladaja si¢ na idealy pierwsze
idealy [p], gdzie p jest liczba pierwsza wymierna.

Okazemy mnajpierw, ze [p] nie moze byé iloczynem trzech
idealéw, z ktérych kazdy jest rézny od [1].

Istotnie, przypu$émy, ze [p]|=i -1y iy, gdzie zaden z idealéw
i1, ig, i, nie jest ideatem [1]. Zatem N(,)>1, N(,)>1 i N{) > 1,
skad wobec R([p])=p* wynika rozklad

p*=9N() N(i) - N(is),
co niemozliwe.

Tak wiec ideal gléwny [p], gdzie p jest liczba pierwsza wy-
mierna, jest albo idealem pierwszym, albo iloczynem dwu idealéw
pierwszych.

Okazemy obecnie, ze jezeli ideal gléwny [p], gdzie p jest
liczba pierwsza wymierna, jest iloczynem dwu idealéw pierw-
szych, to idealy te sa sprzezone.

Istotnie, jezeli [p]==p,p,, gdzie p, ip, sa idealami pierwszymi,
to N((pl) =N(p,)-N(ps), czyli wobee N(p]) =p*

p*=RN(p) - R(po)- ,

Poniewaz za$§ kazda z liczb R(p,) i N(p,) jest wicksza od 1,

wige R(p,)=p i Nip,)=p, skad
B (pl=p.

Poniewaz wreszcie N(p,)=[R(p,)] i zarazem N(p,)=p,; -/,

wiec ostatecznie
[pl=p:-p,"

Mozemy zatem wypowiedzieé nastepujace

Twierdzenie 16. Jezeli p jest liczbg pierrszg mymierna, to
ideal [p] jest albo idealem piermszym, albo kmadratem idealu
piermszego, albo wreszcie iloczynem dru réinych idealéro pierm-
szych sprzezonych.

Z wniosku z twierdzenia 15 wynika, ze dla wyznaczenia
wszystkich idealéw pierwszych danego ciata liczhowego K(}D)
wystarezy wyznaczyé czynniki pierwsze idealéw [p], gdzie p jest
liczba pierwsza wymierna.

ROZDZIAL XIX

WIELKIE TWIERDZENIE FERMATA
DLA WYKLADNIKOW 5i 7

§ 1. Ciala liczbowe, w kiérych kazdy ideal jest gléwny.
Udowodnimy najpierw ogélnie nastepujacy
Lemat 1. Jezeli o ciele liczboroym K(VD) marunki

(1) <", oI,
pociagajg za soba zarosze mwarunek
2 INu+tow) <1,

to kazdy ideal ciala K(y'D) jest ideatem gléronym.

Dowéd. Niech i bedzie ideatem w ciele K(}/D). Dla kazdej
liczby 1520 idealu i utwérzmy liczbe |N(J)|. Jest to liczba natu-
ralna. Niech n bedzie najmniejsza z tych wszystkich liczb.
Istnieje wiee taka liczba 2, nalezaca do i, ze |N(i)|=n.

Okazemy, ze

i={%]-
Istotnie, niech’
=1+, 0,

gdzie u, iv, sa liczbami calkowitymi wymiernymiiniech A=u-}+ oo
bedzie jakakolwiek liczbg idealu i. Poniewaz n=|N(4,)|>>0, wiec
250. Nloraz #/4,, jako liczba ciata K(}’D), moze byé przedsta-
wiony w formie
(3) Hh=x+tyo,
gdzie x i y sg liczbami rzeczywistymi wymiernymi. Mozemy da-
lej wyznaczyé takie liczby catkowite wymierne a i b, ze
{4) le—al <Y 1 Jy—0bl< Y,

Niech





