ROZDZIAL XVII
WSTEP DO TEORII CIAE LICZBOWYCH

§ 1. Cialo liczhowe. Najprostsze cialo liczbowe, zawiera-
jace liczbe p. Nazywamy cialem liczboroym kazdy zbiér K liczh
rzeczywistych Tub zespolonych, w ktérym istnieje przynajmniej
Jedna liczba rézna od 0 i w ktérym wykonalne sa wszystkie
cztery dzialania®arytmetyczne (z wyjatkiem oczywicie dzielenia
przez 0). . .

Zuaczy to, ze jezeli u i » sa dwoma jakimikolwiek (réznymi
lub nie) elementami zbioru K, to liczby p—v, g~ p-», a w ra-
zie »#£0 réwniez p:v naleza do K.

Ciatem 'liczhowym jest wiec np. — jak latwo widzie¢ —
zbiér wszystkich liczb wymiernych, zbiér wszystkich liczb rze-
czywistych, zbiér wszystkich liczb zespolonych. Ale zbiér wszyst-
kich liczb catkowitych nie jest ciatem liczbowym, gdyz np. 5:5
nie jest liczba calkowita. Podobnie zbigr wszystkich liczb niewy-
micrnyeh nie jest cialem liczbowym, gdyz np. Ve—y9=o,

Twierdzenie 1. Kazde cialo liczboroe zamiera roszystkie liczby
‘oymierne.’

Dowdd. Niech K bedzie ciatem liczbowym. W K istnieje wiec
co najmniej jedna liczba u=£0. W my$l definicji ciala liczbowego
liczba naturalna p:p=1 te nalezy do K. Zatézmy, ze do K na-
lezy liczba naturalna n (jest to — jak stwierdziliémy — prawdziwe
dla n=1). Skoro liczby 1 i n nalezg do K, to do tego ciata licz-
bowego nalezy ez n--1. Wrynika stad przez indukeje, ze do K
nalezy kazda liczba naturalna. Wnosimy stad dalej, ze do K na-
lezg liczby ju—p=0 oraz 0—n=—n; do K nalezy wiec kazda
liczba catkowita, a zatem i kazda liczba wymierna (gdyz kazda
liezba wymierna jest ilorazem liczby calkowitej przez liczbe na-
turalna), ¢. b. d. o.

Dowiedliémy wiec, 7e ciato liczbowe R wszystkich liczb wy-
miernych jest czeécia kazdego innego ciata liczbowego; jest-to
zatem najprostsze cialo liczborse. . o
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Kazde inne cialo liczbowe zawiera wige przynajmniej je.dnq
liczbe, ktéra albo nie jest wymierna, albo nie jest rzeczyw1s.tal

Niech p. bedzie liczba rzeczywista lub zespo!ona‘, a K — ja-
kimkolwiek cialem liczbowym, zawierajacym liczbe . Lg—}two
widzie¢ — na mocy definicji ciala liczhowego —ze do K musi na-
lezeé kazda liczba postaci

a +a pta, /"i‘{" e +&mﬂ"l’
W O T S N
gdzic m 1 n sa liczbami calkowitymi nielijemnyn.li, a-wspélczyn-
niki &y, &1s...s@m 1 by, by, ..., by — liczbami catkowitymi, przy czym

by+b u+t... by 0.

7 drugicj strony, latwo sprawdzié, i.e cztery dziala.nia ar’yt—
metyczne, wykonane na liczbach postaci (1) — na'turalme op'roiz
dzielenia przez zero — doprowadzaje% znowu do. liczb I.JOStaCI (1).
Zbiér wszystkich liczb postaci (1) jest wiec ’tzl_alem 1'1CZIJOW‘YHL
Oznaczamy je przez K(w); jest ono w zupelnosci okreslone przez
liczbe .

Udowodnili§my jednoczesnie » '

Twierdzenie 2. Cialo K(u) jest czescia kazdego ciala liczbo-
mego K, zamwierajacego liczbe . o '

Jest to wiec najprostsze cialo liczbowe,_zawwramce,: l.1czb<;.y~,
nieprzymiedine — jak powiadamy — wzgledem wlasnosci zawie
rania liczby w ] -

Méwimy tez, ze cialo K(u) Zostalol utworzone przez do @czlfe
nie liczby px do ciala wymiernego, o ll?, vuaturalm;é 1sai)r_1<1)‘2 ,uc Zl ]1
jest liczba wymierna, bo wtedy 1‘niehbysm.y Kw=K{1)= y
K(x) byloby cialem wszystkich liczb wymiernych. ‘

§ 2. Cialo liczbowe drugiego stopnia; sProwadzenle 'go d?

postaci K (/D). Po liczbach wymigrnych I}ajprost‘ize lst alﬁ:(z)a)l:
spefniajace réwnanie drugiego stopnia o w:spolc—z'ylﬁmr ac bl calkowt
tych. Ciata, powstajace przez clola‘cz.en.le takic liezb lo clala
wymiernego, sa najprostszymi Figlaml IICZ}D'O‘.VYIXH po cie
wymiernych !). Zajmiemy sig¢ nimi teraz blizej.
_1—)_—(;1“5;111, powstajacemu przez do_}qczeni'e fio cia¥a liczb wyu:ife'rnsl;c.hAI;zrr-
wiastkéw {rzeciego stopnia z jednofci, poév'necll spec_‘yal‘nfl mol;)og; ;gb ey to:
Zarys arytmetyki ciala pierroiastkén trzecich z ]et{nosct (0951(; nstr(,nic o,
méw 14, 15 i 16 Wiadomosci Matematycznych, Warszawa 1913,

27
W. Sierpifiski, Teoria Liczb.
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Niech 1 bgdzie liczba rzeczywista Iub zespolong — byle nie
wymierng — spélniajch réwnanie
(2) ' Ax*+Bx-4C=0

o wspdlezynnikach 4, B, C cafkowitych (gdzie, naturalnie, A£0).
Niech dalej
(3) A=B*—4AC
i niech m* bedzie najwiekszym dzielnikiem kwadraiowym liczby
A; mozemy wigc napisaé
(4) ) A=m?D,
gdzie D jest liczba calkowita, niepodzielng przez zaden kwadrat
wickszy od jednoéci; zarazem D=1, gdyz u nie jest liczbg wy-
mierna. :
Okazemy, ze
(5) K(w=K(yD).
Dla dowodu réwnosci (5) wystarczy oczywiscie okazaé, ze
cialo K(u) jest zawarte w ciele K(/D) i na odwrét.

Na mocy (2), (3) i (4) jest
—B+myD

24 ’
gdzie —B, m i 24 sa liczbami calkowitymi. Wida¢ stad, ze liczba
x nalezy do ciata K(yD).

, Lecz K(1) jest na mocy twierdzenia 2 czedcia kazdego ciata
liczhowego, zawierajacego u. Wrynika stad, ze cialo K(u) jest za-
warte w ciele K(D).

Na odwrét, wobec m=0 z (6) wynika, ze
VD =+ Eﬂéﬂg

m

(©) =

skad wnosimy natychmiast, ze vD nalezy do ciala K(u), a stad
na mocy twierdzenia 2, podobnie jak wyzej, ze cialo K (/D) jest
zawarte w ciele K(u), . b. d. o.

Nie uszczuplimy wigc ogélnodci rozwazah, jezeli w teorii
cial liczbowych drugiego stopnia ograniczymy sie do badania
cial K(YD), gdzie D jest liczba calkowita rézna od 0 i niepo-
dzielna przez zaden kwadrat, précz jednodci.

1§ 31 Forma ogdlna liczb ciata K(37D). 419

Latwo dowiesé, ze zbiér wszystkich liczb ciata K('2) jest
gesty na prostej, tj. ze migdzy kazdymi dwiema liczbami rzeczy-
wistymi a i b>a leza liczby postaci k-+1}'2, gdzie kil sa
liczbami catkowitymi wymiernymi. Okazemy, ze — ogélniej na-
wet — dla kazdej liczby nieroymiernej £ zbiér mwszystkich liczb
postaci k—+1¢, gdzie k i | sa liczbami calkomitymi rzeczymistymi,
jest gesty na prostej. ' ‘

Istotnie. wezmy pod uwage dla liczb rzeczywistych a i b>a
dowolna liczbe naturalng m>1/{b—a). Wobec niewymiernosci
liczby ¢ liczby né —E(né) sa dla n=0,1,2,...,m wszystkie rézne,
a ze wszystkie one sa nieujemne i mniejsze od 1, wiec istnieja
wéréd nich co najmniej dwie, réiniace sig nie wiecej niz o [/m.
Réznica tych dwu liczb jest oczywiScie postaci p-+qé, gdzie
p i ¢ sa liczbami calkowitymi wymiernymi i

0<ptgé<i/m<b—a.

* Lecz — jak tatwo "widzie¢ — jezeli liczba rzeczywista o
spefnia nierdwnosci 0<Cp<<b—a, to a<pE(bjp)<{b. Niech
o=p—+qé, k=pE(bjo) i l=qE(bo). Wéwczas a<k-+I1f<b,
c. b. d. o

§ 3. Forma ogélna liczb ciala K(/D). Liczby sprzeione.
Norma. Niech D bedzie liczba catkowita réina od 0 i od 1 oraz
niepodzielna przez zaden kwadrat wigkszy od jednoSci; liczba
1'D jest wiec niewymierna lub urojona.

Twierdzenie 3. Cialo K (VD) jest zbiorem mszystkich liczb
postaci

@ a+b/D
P
gdzie a, b i ¢ sg liczbami calkomitymi oraz c¢+0.
Dowéd. Zachodza tozsamosci:

a+byD | a,+b)’ D ac,dact(be, £b,e)y'D
s . = s

¢ ¢ cey

at+byD a+byD _aa+bb,D-+(ab,+ab)yD
¢ c - cey i
a—]-b]/ﬁ‘%:'r-b, VD aac;—bb,¢,D-}+(ba,—ab,)c, VD
c ’ c, - “c(a,>—b2D) ’
27%
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przy czym a2—b*D#0, skoro liczba }'D nie jest wymierna,
Wynika stad, ze zbiér 7 wszystkich liczb postaci (7) jest ciatem
liczbowym, a poniewaz zawiera on liczbe ¥/D (dla a=0 i b== c=1),
wiec cialo K(1/D) jest zawarte w ciele Z. Ale i na odwrét, gdyz
kazda liczba postaci (7) nalezy oczywiscie do ciata K(/D),
c. b d o

O wzorze (7) mozemy naturalnie zalozy¢, ze liczby a, b i ¢ nie
majg wspdlnego dzielnika wickszego od 1, gdyz przez taki dziel-
nik mozna by ulamek (7) skrécié. Nadto mozemy zalozyé, ze ¢
jest liczba dodatnia, gdyz w przeciwnym razie wystarczyloby
pomnozyé licznik i mianownik wtamka (7) przez —I.

Przy tych zalozeniach kazda liczba ciata K(y/D3 da sie m jeden
tylko sposéb przedstawié w postaci (7). .

Istotnie, miech

a+byD _a'+byD
c - ¢ ’
zatem

(be'—eb)YD=a'c—ac,
skad wobec zalozenia niewymiernoéci liczby VD wnosimy, ze
be'—eb=0, a wiec tez a’c— ac’ =0, czyli

® be'=cb i ac’=a'c.
Niech
d=(¢¢) ey=c/d, ¢/=cd.
Liczby ¢, i ¢, sa oczywiécie naturalne, (¢,,¢,")== 1 oraz na
mocy (8)
: be/=c; b’ i ac,/=uda'c,.

Wuoosimy stad, ze zaréwio a jak b s podzielne przez c,.
Gdyby bylo ¢,#1, to liczby a, b i ¢ miatyby wspélny dziclnik
wiekszy od 1. Jest wiec ¢,=1. Podobnie musi byé ¢/'==1. Zatem
c=d i ¢'=d, skad ¢c=c, a wigc w my$l (8) réwniez b=b’
i a=a'. Jednoznaczno$é przedstawienia liczh ciala KVYD wzo-
rem (7) jest tym samym dowiedziona.

 a—byD .
Liezbe ﬁ-w?]——ﬂﬁ ciala K()'I}) nazywamy sprzezong z liczba

v 2TbVD
C

tego ciafa i oznaczamy przez x’.

{8 4 Liczby calkowite ciala K (/D). 421

Oczywicie (x')=ux.
Sprawdzamy z fatwoscia, .ze dla kazdych dwu liczb x, y
ciata K('D) jest
(x+y'=x"+y 1 (xy)=ay.
lloczyn liczby x ciala K(}'D) przez liczbe z nia sprzezona
x' nazywamy norma liczby x i oznaczamy przez N (x):

’

Nix)=xx".
Stad w jednej chwili -
N(xy)=xy-(xy) ==xx"-yy = Nx)N(y),
czyli norma iloczynu jest rémna iloczynomwi norm.

Jest to oczywiécie prawdziwe dla dowolnej skonczonej liczby
czynnikéw,
Z definicji normy wynika tez od razu, ze

N (a—l— by”E) aa—Db*
c

= P

H

zatem norma ‘jest zarosze liczba rzeczymists mymierna, a zerem
jest tylko rtedy, gdy a=b=0, tj. tylko dla liczby 0.

§ 4. Liczby calkowite ciala K (]/'1_)), Nasuwa sie teraz mys$l,
zeby przez liczby catkowite ciala K()'D) rozumieé liczby postaci
a-+byD. gdzie a i b sy liczbami calkowitymi wymiernymi.

Jednakie przeciw takiej terminologii przemawiaja powazne
wzgledy. GdybySmy up. przez liczby calkowite ciala K()/ —3) ro~
wymiernych), to np. liczby
9 2, 1HY=3 i 1—y/=3

bylyby ¢pierwsze» w tym znaczeniu, ze nie bylyby iloczynami
zadnych dwu liczb catkowitych tego ciala, réznych jednoczednie
od 41 i od —1, a mimo to iloczyn (1+1—=3)(1 —}=—3) =4 bylby
podzielny przez liczbe «pierwszg» 2, choé zaden z czynnikéw
tego iloczynu nie jest przez nia podzielny.

Ze kazda z trzech liczb (9) jest istotnie <pierwsza» (w wyzej
okreslonym sensie), latwo udowodnié, jak nastepuje.
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Przypu$émy, ze ktérakolwiek z trzech liczb 9) jest réwna ,

iloczynowi (a-+by—3)(c+d}/=3), gdzie
(10) atby=3%+1 i cdy—3£+1
Mnozac obie strony takiej réwnoéci przez iloczyn
' (a—bY=3)(c—dy=3),
otrzymujemy — jak fatwo widzie¢ — dla kazdej z tych trzech liczh
4=(a*3b% (c*-}3d2).

Gdyby zaden z czynnikéw po prawej stronie nic byt jedno-
Scia, to byloby a*-|-3b*=2, skad b=0i a*—2 wbrew zalozeniu,
ze a jest liczba calkowita wymierna. Jezeli za$ np. a*4-3b%=1{,
0b=01ia==41, skad a--by/—3=41 whrew zalozeniu (10).

Widzimy wiec, ze rozpatrywana definicja liczb catkowitych

ciala K(V/D) nie dalaby nam mozno$ci rozwinaé arytmetyki liczh

calkowitych tego ciata juz dla D=3,

Okazuje sig jednak, ze mozna te definicje tak zmodyfikowad,
by tej niedogodnosci uniknad.

Mianowicie: liczba calkomits ciala K /D) nazywaé bedziemy
kazdg liczbe x tego ciala, ktéra spelnia réwnanie postaci
(11) xz—px—f—q#o,
gdzie p i ¢ sa liczbami catkowitymi wymiernymi.

Twierdzenie 4. Liczba calkomwita ciala K /D), ktéra Jjest za-
razem liczba roymierna, jest liczba calkowity mwymierna:

Dowéd. Niech m/I bedzie liczba wymierna w postaci ulamka
nieprzywiedlnego, spetniajaca réwnanie (11) o wspélczynnikach
caltkowitych. Zatem BE—plm—+4qm?=0 czyli B=m(pl—gm), co
dowodzi wobec (I, m)=1, ze m=1. Tak wige I'm=1 ¢. b, d. o

Zbadamy obeenic warunki konieczne i wystarczajace, zeby
liczba x postaci (7) byla liczba calkowity ciata K(}'D).

Jezeli spetnia ona réwnanie (11), to :

(a8 DP—pecla-t-b) Dy+qer =0

czyli ag—}—beDal)ac—}—ch—}—@abwpbc)]""l"jzo, skad wobec nie-
wymiernosci liczby VD ’
(12) L 2ab—pbe=0,

(13) : 32+52D;pﬂé+qc§:0, .

s
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Gdyby bylo b=0, to liczha x bylaby wymierna i w mzsl
twierdzenia 4 na to, by byla ona liczba calkowita ciala K(}'D),
musialaby by¢ liczba calkowita wymierna, skad c=1 i x=a.

Zalézmy wiec, Ze bs0. Z réwnosdci (12) znajdujemy wdowezas
a=pc/2, wobec czego na mocy (15)

2 .2 2 .2
%-{—bZD —BEE-+QC'2=O,

skad ‘

(14) l>2D=B%—ch,
co mozemy napisaé tez w postaci

(15) @b)*D = (p*—4q)c®.

Poniewaz liczba . D jest z zalozenia niepodzielna 151*292 Za-
den kwadrat wigkszy od jednosci, wige wzér (15) wskazuje, ze
2b=re¢, czyli °

(16) . b=rc¢/2, ‘

gdzie r jest liczba calkowita. Wobec a=pc/2 i (10) jest
iz a+byD _p+ryD

(17) . = 5

a na mocy (16) ré6wnoéé (15) daje r*D=p?—4gq, skad
(18) - r’D=p?(mod 4).

Rozréznimy dwa przypadki:
1 D=1(mod 4). Kongruencja (18) przybiera wtedy postaé
r*=p*(mod 4), ‘
co dowodzi, ze liczby p i r sa jednoczeénie parzyste lub jedno-
czeénie nieparzyste. Liczba
1=E=

jest wiec calkowita i wzér (17) mozna napisa¢ w postaci
at01D_yy 101D
¢ 2
2° D==1(mod 4). Zatem D jest niepodzielne przez 4 =22, skad
albo D=2 (mod 4), albo D=73 (mod 4).
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Dla D=2 (mod 4) kongruencja (18) przybiera postaé
2r?=p?(mod 4),
skad widaé, ze p.jest parzyste. Niech p=2s, skad znowu
2r?==4s*(mod 4), ‘
co dowodzi, ze i r jest parzyste. Niech r=2¢ Mamy {u wicc na
mocy (17) )
(19) i+2£l"D—=.s+tl/D

Dla D=3 (mod 4) kongruencja (18) przybiera postaé
—ri=p?(mod 4),
skad wynika, ze r jest parzyste, poniewaz w przeciwnym razie
byloby rP=—1(mod4) i p?*=-—1(mod 4), co niemozliwe. Jest
przeto ¥, a wobec (18) réwniez p parzyste i mamy znowu
wzdér (19). :

Tak wiec dochodzimy do wniosku, ze-warunkiem' koniecz-
nym na to, by liczba x ciala K()/D) byla- liczba calkowita tego
ciala, jest, zeby dla pewnych u i o catkowitych wymiernych za-
chodzita réwnosé
{20) r=u-t}oo,

, R
w ktérej ‘w:%@ lub w=1D zaleznie od tego, czy mamy
D=1 (mod4), czy nie. -
~ Ale i na odwrét, latwo widzieé, ze warunek ten jest wy-
-starczajacy, tj. ze kazda liczba formy (20) dla u i v catkowitych
wymiernych jest liczba catkowits ciala KW/D). ‘
Istotnie, Ze x, wyznaczone ze wzoru (20), nalezy do ciala
K(/D), jest widoczne; wystarczy wiec okazaé, ze x spelnia
pewne réwnanie postaci (11) o wspélczynnikach catkowitych wy-
miernych p i gq.
Ot6s jezeli Ds=1(mod 4), to o=yD i x=u-+0}D, skad
(x—u)?=0p2D; otrzymujemy wig¢c réwnanie (11), biorac p=2u

i g=u?—0*D. Jezeli za§ D=1(mod 4), to mamy w=1j:2'LD

oraz x=u—f—u£~+21/D, skad (x—u—g)gzvglz) czyli

xa-(2u+v)x+u9+uv——uﬁp—4_—1=
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i znowu otrzymujemy réwnanie (11), biorac

p=2u-no, ‘ q=u2+uv——0394;1,
przy czym liczby p i ¢ sa catkowiie, poniewai wobee D=1 (mod 4}
liczba Q:} jest calkowita.

4
Udowodnili$my wiec nastepujace
Twierdzenie 5. Zbidr rszystkich liczb calkomitych ciala licz-
borego K (VD) jest identyczny ze zbiorem roszystkich liczb formy

u+oo,

" gdzie u i v sa liczbami calkoroitymi rymiernymi oraz

(21) I'i*igl@ 4dy D=1(mod 4
“’:l

VD , gdy D==1(mod 4).

Latwo tez widzieé, ze kazda liczba calkowita ciala K(y/D)
daje sie w jeden tylko sposéb przedstawié w postaci (20).

Z dowiedzionego twierdzenia 5 wynika z latwofcia

Whniosek. Dmie liczby sprzezone ciala K('D) sq jednoczesnie
calkoroite lub niecalkomite. )

Istotnie, jezeli x=u-vw (gdzie u i o sa liczbami calkowi-
tymi wymiernymi) jesi liczba catkowits ciala K(YD), to dla
D=£1(mod 4) jest

x=u-+vyD, x=u—voyD,
skad widaé bezpoSrednio, ze x' tez jest liczba calkowita ciala
K(/D), a dla D=1 (mod 4) jest

/D —vD D
x=u—[—vizlq, x’=u+ol——zg=u+v—v%l/—

3

skad tez wynika, ze x” jest liczba calkowita ciala K(3/D), ponie-

waz liczby u-+tv 1 —v sa calkowite wymiern_e;

14+y—7 1.1"‘/_
2

) ? sg liczbami cal-

kowitymi ciala K()—7), a poniewaz, jak laiwo sprawdzié,

T

2

W szczegblnoéei liczby
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wie¢ réwnanie x*-}y*=z' jest rozwiazalne w réznych od zera
liczbach catkowitych ciata K(}/—7).

. ~ /o7
Podobnie liczby __?;tf i L930~2 sa liczbami calkowitymi

dodatnimi ciala K()/93), a poniewaz, jak latwo sprawdzié,

s (V933" (/9543

o,

wige réwnanie x*-y*=z% jesi rozwiazalne w liczbach catko-
witych dodatnich ciata K(}/93).

Latwo tei widzieé, ze dla kazdego n naturalnego niepodziel-
nego przez 3 jest

UV =3 U =Y =B)4-2n =,

- wige réwnanie x"-y"4z"=0 jest rozwigzalne dla wykfadni-
kéw naturalnych niepodzielnych przez 3 w rézunych od zera
liczbach catkowitych ciata K(3/=73).

Tak wige mielkie twierdzenie Fermata nie jest pramodzire
w pernych cialach liczboroych drugiego stopnia.

Piza zajmuje sie w cytowanej juz przez nas ksigzce (p. str. 247)
rozwiazaniami réwnania x"--yt=z* w liczbach, dajacych sie
zbudowaé z danej jednostki dtugosci za pomoca cyrkla i liniatu.
Otrzymuje -on np. rozwiazania: ‘

12405 =P = (5490, B @i/2P (@ —i )T —o0,

T . j‘v—': - /:;
W ciele K()/'—3) jest o)=-1~—l:~!5-—3-. Kazda wiec liczba catko-

wita tego ciala jest postaci

/5
(22) . otV =53
gdzie u i v sa liczbami calkowitymi wymiernymi, i na odwrét.
» Lig'zby 20 14¥—3 ciala K(/—3) sy storarzyszone, ponie-
waz liczby ’

9

R 14 =3 RS 1 a3
UFy=He=tTV=3 211+ ) )= — L3

s4 W tym ciele catkowite.

I§ 4] Liczby calkowite ciala K} D). 427

~ Liczba 2 jest w ciele K(} —3) liczba piersza. Istotnie, z z;2
wynika N(z) N(2)=4, a Ze z, jako liczba calkowita tego ciala,

jest postaci (22), wiec mielibyémy Qu--v)2-L130216, co dla uip
J p ysiny ] i

catkowitych moze zachodzié tylko wiedy, gdy albo p=0
oraz z=u=s+1 lub z=u=+42, albo v=-4+1 oraz” u=0 lub
u=7F1(, co daje w obu przypadkach z=4Y,(1+} =3), albo
wreszcie v=-+2 oraz u=0 lub u=7F2, co daje z=(14-}—53)

“lub z=TF(1—7}3).

) W kazdym z tych przypadkéw liczba z jest stowarzyszona
badz z 1 hadz z 2. ' *

Liczba 2, jako majaca w ciele- K(}'—3) jedynie dzielniki
stowarzyszone z nia sama albo z jednofcia, jest wiec liczba
pierwsza w tym ciele. . .

Twierdzenie 6. Dla kazdych dmwu liczb calkomitych z i t+£0
ciala K(y'—3) istnieja takie liczby calkomite ¢ i r tego ciala, e
(23) z==ct-+r i N(r)<<1,,N{t).

Dowéd. Niech

zjt=x-+y} —53.
gdzie x 1y sa liczbami wymiernymi. Oznaczmy przez 5 liczbe
catkowita wymierna najblizsza do 2y, a przez ¢ liczbe catko-
wita wymierna najblizsza do x—n/2 i niech
”
w=Et e, y=g 4y

. f ) -1 - 7 P . [ J WS
zatem 2y—um, <Y, 1 %x—;rz—fg»aﬂz, skad [y, 1a DY
Niech teraz

C=’§+,7£j°_‘l;_"__

lu

r=z—ct.

Liczby ¢ i r sa wigc liczbami calkowitymi ciata K(] —3)
i zachodzi pierwszy ze wzordw (23). Zarazem :
r=tlx—t—2+{y= 1)) S| =t tu0 =5,
a poniewaz ’
1,5 7 1

Nixi+y4) ’:.r_;):3'12+5y12‘113‘;+16=ﬁ)<é=

wiec zachodzi réwniez drugi ze wzordéw (23), c¢. b. d. o.
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Widzimy réwnoczeénie, ze dla ciala KyY=3) zachodzi algo-
rytm analogiczny do algorytmu Euklidesa. Podobnie jak dla
liczb ciala K()/—1)-wynika stad (por. Rozdziat X VI, § 4), ze liczby nie-
rozkladalne ciafa K(/—3) graja w tym ciele rol¢ liczb pierwszych.

Wyprowadzimy stad teraz twierdzenie, z ktérego skorzystamy
w dowodzie wiclkiego twierdzenia Fermata dla wykladnika 3
(p- § 9, str. 439),

Twierdzenie 7, Jezeli liczby naturalne P ig sqg mzglednie
piermwsze, p jest niepodzielne przez 3, a liczba P34 jest szes-
cianem liczby naturalnej, to istniejg takie liczby calkomite my-
mierne t i u, ze .

p=1t(t*—9u?), qg=3u(t>—u?. )
. Dowéd. Niech p?~F3¢g2=n? gdzie n jest liczba naturalna.
Okazemy, ze liczby calkowite ciata K V=3)

pHay—=3 i p—qV=3

sg w tym ciele wzglednie pierwsze.

 Przypusémy, ze tlp+qyV =3 i tip—qV/—3 w ciele Ky —=3).
Wnosimy stad od razu ze jest w nim réwniez t2p i tIZqI/—_B,
tym bardziej wiec /6. Poniewaz jednak liezby p i 3¢ sg wzglednie
pierwsze w ciele liczb wymiernych, a przeto (wobec twierdze-
nia 2 Rozdziatu 11, str. 29) réwniez w kazdym innyin ciele, wiec ¢
mus{ _]iyé dzielnikiem liczby 2. Poniewaz jednak 2 jest w ciele
K(]/—}) liczba pierwsza (p. str. 427), wiec jezeli ts=+1, to badz
t=2, badz ¢ Et liczba stowarzyszona z 2, a zatem musialoby
byé 2|p-+qy =3 i 2|p—q)/—3, skad 4|p*4-3¢*=n? i przeto n
byloby postaci n=2m, gdzie m Jest liczba calkowita wymierna.
Mieliby$my wiec p?+3¢g2=8m?, a przeto -

Se+ay/=3p—y=3) i oPtU/=3 p=g/=3

5] s

&

skad wynika, ze co najmniej jedna z liczb IL:"‘CIQL/—;':" i P_:_QJ"/__V

musialab&yé podzielna przez 2. Ale — jak latwo widzieé — z
gPFaV=3 p—aqy=3.
2 2

wynika 2|

i p.—~q]/.:3 byl‘yby. wiec obie podzielne przez 4, co niemozliwe,
gdyz ~ jak dowiedli$my — kazdy wspélny dzielnik ¢ tych liczb
jest dzielnikiem lczby 2.

1§ 4 Liczby calkowite ciala K(y Di. 429

Udowodnili§my wiec, ze liczby p+qj—3 i p—qg)—3 sa
w ciele K(}*—3) wzglednie pierwsze. Stad i z réwnoéci

(p+aV =3 (F—q)—3)=n*
wnosimy zupelnie tak samo jak dla liczb naturalnych, ze istnieje
w ciele K()/—3) liczba z, dla ktérej
(24) ptqy—>3=2.
1/ 3

Jest wiec z=x+y1l!)—§, gdzie x iy sa liczbami catko-

witymi wymiernymi. Poréwnujac we wzorze (24) po obu stronach

czeécl rzeczywiste i czeSci urojone, otrzymujemy:

[ 3 2 ~ 2 3y
N

skad
(25) 2p=(Qx-y)(x*+xy—2y", - 2¢=3xy(x+y).

Jezeli y jest parzyste, to dla y =2u i t=x-4u jest na mocy
wzoréw (25)

(26) ’ p=t{t*—9u?), g=3u(t>*—u?.

Jezeli za$§ y i x sa nieparzyste, a wiec x-+y i x—y parzyste,
to dla x4+y=—2u i x—y=—2¢ wzory (25) znowu dajag (26).

Jezeli wreszcie y Jest nieparzyste, a x parzyste, to x=2u
i dla f=—(u-}y) znowu dostajemy z (25) wzory (26).

Tym samym twierdzenie 7 zostalo dowiedzione.

Rozumiejac ogdlnie przez algorytm Euklidesa mw ciele K(y D),
gdzie D nie jest podzielne przez zaden kwadrat rézny od 1,
istnienie do kazdych z i 50 calkowitych tego ciala takiego ¢
calkowitego tegoz ciala, ze :

[N(z—ct)|<<|N(t),
L. E. Dickson dowiéd}, ze sposréd D ujemnych algorytm ten
zachodzi tylko dla D=—1, —2, —3, —7 i —11. Wyznaczanie
D dodatnich, dla ktérych zachodzi tak rozumiany algorytm Eu-
klidesa, jest bardzo trudne !). P. Erdds i Ko dowiedli, ze

1) Co do historii tego zagadnienia ob. A. Brauer, American Journal of
Mathematics, tom 62 (1940), str. 697-716, oraz L. Réd ei, Mathematische Annalen,
tom 118 (1942), str. 588-608. '




430 ROZDZIAL XVII. Wstep do teovii cial liczbowych.

dla dostatecznie wielkich liczb pierwszych p (wedlug Hua
dla p>>e®) algorytm Euklidesa nie zachodzi w ciele K(/p) 1.
§ 5. Twierdzenie o sumie, réinicy i iloczynie liczb calko-
witych. Wyprowadzimy teraz dalsze wnioski z twierdzenia 5.
Twierdzenie 8. Suma, réznica i iloczyn dwu (réznych lub
réronych) liczb calkowitych ciala K(Y'D) jest znomu liczba calko-
wity tego ciala.

i Dowdéd. Niech xiy beda liczbami catkowitymi ciata X (D).
Na mocy twierdzenia 5 mozemy je wigc przedstawié w postaci
x=u-+oo, y=s-+to,
gdzie u, v, s i t sa liczbami calkowitymi wymiernymi, o zaé

spetnia wzér (21). Réwnosé
xty=uts+o+tHo
dowodzi natychmiasi. ze liczby xy i x—y sa catkowite. Wy-
starczy wige okazaé, ze xy jest calkowite. :
Jezeli D=%1(mod 4), to

xy»——(u—{—pl/ﬁ)(s+t]/B)_-:us—-}—vt,D—}—(ut—I—vs)l/‘Dm,
skad widaé, ze liczba xy jest w ciele K(/D) catkowita,
Jezeli za§ D=1(mod4), to .

xy=(ut+ow) (s~{—tw)=u_s—}—(ut—{~vs)w-}—vto)3,

a ze w tym przypadku
o (1FVDY D—1  1-vD —

B SRS

wiec

. | .
x-y=us—i—»-~4—1— vi--(ut-Fos+vt)o,

skad znowu widaé wobec catkowitoéci liczby _DZ-J ze xy jest
liczba calkowita ciata K(y/D), c. b, d. o, '

VA twierdzen}'il 8 wynika natychmiast, ze norma liczby catko-
v-vitej ciafa .K(]/D) Jest liczba catkowita, a ze norma jest zawsze
liczba wymierna (p. str. 421), wiec w danym razie jest to liczba

N 8;) O_b. S. Min, Journal of London Mathematical Society, tom 22 (1947)
SLr. . ’
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calkowita wymierna. Widaé to zreszta i bezposrednio ze wzoréw
dla normy. Mianowicie

u>—Dv?% jezeli D=1 (mod 4),

N = —
(us-v0) lu2—[~u0424—1—1v25 jezeli D=1 (mod 4).

§ 6. Podzielnos¢ liczb calkowitych. Dzielniki jednoéci. Po-
wiadamy, ze liczba a, catkowita w ciele K()/D), jest podzielna
przez liczbe calkowita p tegoz ciala, jezeli istnieje w nim taka
liczba calkowita y, ze

a=fy. .

Méwimy tez wtedy, ze § jest dzielnikiem liczby a.

Na blizsza uwage zastuguja dzielniki liczby 1. Dzielniki te sa
oczywiscie wspSlnymi dzielnikami wszystkich liczb calkowitych
ciata K(/D) i na odwrét.

Niech liczba &, catkowita w ciele K(}'D), bedzie dzielnikiem
liczby 1. Istnieje wiec w ciele K(/D) taka liczba calkowita 7, ze
ey==1. Normujac obie strony, otrzymujemy réwno§é .

N(e)N(n)=1,
a poniewaz norma liczby calkowitej ciata K(}'D) jest liczba cal-
kowita wymierna, wiec

N(e)=-+1.

Odwrotnie, - niech liczba & calkowita w ciele K(J/D), ‘ma
norme - 1. Oznaczajac przez & liczbg sprzezona z & mozemy
wigc napisaé

+ee'=1,
co dowodzi, ze e jest dzielnikiem liczby {. Mamy zatem

Twierdzenie 9. Na to, by liczba ¢, calkomita m ciele KW/D),
byla dzielnikiem jednoéci, potrzeba i mwystarcza, zeby bezrmzgledna
mwartoéé jej normy byla rérona jednosci.

§ 7. Wyznaczanie wszystkich dzielnikéw jednoseci. Wyzna-
czymy obecnie wszystkie dzielniki jednosci w ciele K()y/D). Roz-
réznimy w tym celu nastepujace przypadki: )

1° D <0 i Ds£1(mod 4). Poniewaz w tym przypadku

Nu+vo)=u*—Dr?
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wiec na to, by liczba calkowita e=u--pw byla dzielnikiem jed-
nosci, potrzeba i wystarcza, zeby bylo

ju?—Dp¥ =1,
a ze dla D<20 liczba u®—Dv® jest zawsze nieujemna, wicc
oslatnie réwnanie mozemy napisa¢ w postaci
©7) : w—Dp=1.

Dla D==—1 mamy — jak latwo widzie¢ — czlery uklady
rozwiazan: ’
1, 0, —1, 0, 0, 1 0, —1,”

zatem istnieja tez cztery dzielniki jednoSci w ciele K(}/—1), mia-

nowicie
1, —1, V=1, —y=i.

Dla D<<—1 musi byé p=0 w réwnaniu (27), gdyz w prze-
ciwnym razie byloby —Duv?>>1 i lewa strona réwnania (27) by-
taby wieksza od 1. Istnieja wige wtedy — jak latwo widzieé —

-tylko dwa dzielniki jednoéci w ciele K(}/D) mianowicie 1 i —1.

2 D<<0 i D=1 {mod 4). Poniewaz w tym przypadku
Nutve) =(ut-2 ~D7,

wige dla e=u+-pow warunek |[N(g)i=1 ma postaé

° (Qu+tvp—Dp2l=4
czyli wobec D <0
(28) (Cu+v)—Dp2=4.

Dla D<—4 musi byé w tym réwnaniu n=0, gdyz inaczej
byloby —Dp?=4. Istnieja wigc w ciele K(J/D) tylko dwa dziel-
niki jedno$ci, mianowicie 1 i —1. -

Z drugiej strony — jak fatwo widzieé — tylko liczba D=—5

" spelnia w rozwazanym przypadkn warunek 0=D > —4. Réwna-

nie (28) przybiera wiec postaé
(29) - (Qut-ov)2 302 =4.

Jeieli p=0, to (uP=4 cayli u=1; jeseli zaé p=1, to
(Qu-1P+3=4, skad 2ut-1=-1. czyli u=0 lub u=—1{;
wreszeie jezeli v=—1, to Qu—1)24-3=4, skad 2u—1=-+1

s 71 ‘Wyznaczanie dzielnikéw jednosci. 433

czyli u=1 lub u=0. Innych za§ wartosci précz 0, 1i —1 liczba
v mie¢ nie moze, poniewaz wtedy byloby 023> 4, skad 3p*>4,
co niemozliwe wobec (29).

Tak wiee dla D=—3 dochodzimy do wniosku, ze w ciele
K()/—3) istnieje szesé dzielnikéw jednosci, mianowicie:
I~ o
/3 /5
i, —e=—iEV=S g VS
2 2
- /3
Poniewaz —w“=1__‘;——3=»—1—}~m, wiec dzielniki te

mozemy jeszcze przedstawié w postaci
+1, fo Foh

3° D>0 i D==1(mod 4). Wyznaczymy tu wszystkie dzielniki
jednoéei e=u--0}/D z réwnania
(30) ut—Dp?=+1.

Na mocy twierdzenia 4 z Rozdzialu XI (§ 2, sir. 259) réw-
nanie to ma w liczbach catkowitych w,p nieskoficzenie wiele
rozwigzaf, kitére otrzymujemy ze wzoru

u-oyD=+ (u,+o,/D),
gdzie n=0,4+1,4+2,..., a uy,v; jest najmniejszym rozwigzaniem
dodatnim réwnania (30).

Piszac & =u, 0,1 D, mozemy wiec powiedzieé, ze wszystkie

dzielniki jednoéci zawarte sa we wzorze

e=Ze,
gdzie n=0, +1, +2,..., a & jest tzw. podstamoroym dzielnikiem
jedno$ei.

4° D=0 i D=1 (mod 4). Réwnanie N(u—+vw)=41 przybiera
tu postaé
(31) - (Qu+-v)* —Dov*=4-4.

Niech
(32) x=2u-to, y=o.

W. Sierpifski. Teoria Liczh. 28

s R S e
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Jezeli liczby catkowite u, v sbelniaja réwnanie (31), to liczby
x,y wyznaczone ze wzordw (32) tez sa calkowite i spelniaja
réwnanie

(33) x*—Dy*=r+4;

na odwrét, jezeli liczby catkowite x,y speiniajs rownanie (33), to
liczby u,p wyznaczone -ze wzoréw (32), czyli liczby

sa calkowite (gdyz wobec D=1 (mod 4), liczby x,y, spelniajace
réwnanie (33), muszg by¢ albo obie parzyste, albo obie nieparzy-
ste) 1 spelniajg réwnanie (31).

Mozna dowie§é, ze réwnanie (33) ma w rozwazanym przy-
padku nieskoficzenie wiele rozwigzan w liczbach calkowitych,
kiére otrzymujemy ze wzoru

x+gV5::t(x1+12!1]/ﬁ)':

gdzie n=0,41,42, ..., a x,,y; jest najmniejszym rozwigzaniem
dodatnim tego réwnania !). Zatem wszystkie dzielniki jednoéci
sa zawarte we wzorze

x— 1 D «x D X N D\»

e=u-+pw==

czyli — piszac el="i1:|'%‘/_l) — we wzorze

5=ie1na
gdzie n=0,+1,+2,...

Wyniki, otrzymane we wszystkich czterech rozpatrzonych
przypadkach, mozemy ujaé w nastepujace

dzielnik jednodci &, o tej rlasnoéci, ze mwszystkie dzielniki jedno-
Sci o tym ciele i tylko one sa zarwarte e mwzorze

+ &

gdzie n jest liczbg calkomits roymierna.

!) Ob. drugie wydanie tej ksiazki (z 1925 r.), sir. 223.

(s 8] Liczby nierozkladalne: 435

W szczegélnoSei dla D=—1 istnieja 4 rézne dzielniki jed-
noéci, dla D= —3 jest ich 6, dla wszystkich za§ innych D ujem-
nych — tylko 2, a dla D>0 — nieskofczenie wiele.

Oto podstawowe dzielniki jednosci w kilku ciatach K(/D):

w K12  e=1+4V2, w K(43) =215,
wEYS) =111
w K36 e =5-F+2V6, w K7 e=8-13Y7.

Sommer?) podaje tabliczke podstawowych dzielnikéw jed-
noéci w cialach K(/D) dla 0<<D <101.

§ 8. Liczby nierozkladalne. Przyklad niejednoznacznoSci
rozkladu na czynniki nierozkladalne. Dwie liczby catkowite u i »
danego ciala liczbowego, podzielne jedna przez druga, tj. takie,
ze ulv 1 »|p, nazywamy stomarzyszonymi (p. str. 382). W kwe-
stiach podzielnosci kazda liczbe calkowita mozna zastapié przez
stowarzyszona z nia (korzystaliémy juz z tego w dowodzie twier-
dzenia 7, str. 428), gdyz jezeli liczba u jest stowarzyszona z liczba
», liczba za§ pu, — z liczba »,, to podzielno§é ulu, pociaga za
soba podzielnoéé »|v, i na odwrét.

Istotnie, zalézmy, ze u|u,. Skoro u jest stowarzyszone z v, a u,
z v, to »lp i wlvs z ¥\ plm 1 plr, wnosimy w jednej chwili,
ze »ly,.

Twierdzenie 11, lloraz drou liczb storarzyszonych jest zamwsze
dzielnikiem jednoéci.

Dowéd. Niech g iv beda liczbami stowarzyszonymi. Wobec
ulv 1 »|u mozemy napisaé y=eu i u=7ny, gdzie e i 5 sa liczbami
calkowitymi rozwazanego ciala liczbowego. Ostatnie dwie réw-
noéci daja y=en», a poniewaz liczba », jako dzielnik liczby g,
nie moze byé zerem, wiec

en=1,
czyli liczby & i u sa dzielnikami jednoSci, c. b. d. o.

Poniewaz 1 jest oczywiscie dzielnikiem kazdej liczby caltko-
witej ciala liczbowego, wigc w szezegblnosei kazdy dzielnik jed-
noéci jest liczba stowarzyszona z liczba 1.

1) Ob. ]. Sommer, Vorlesungen iiber Zahlentheorie, Lipsk-Berlin 1907, str.

355 -358.
28*
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Kazda liczba calkowita u ciala liczbowego K VD jest oczywis-
cie podzielna przez liczby stowarzyszone z liczba u i przez liczby
stowarzyszone z liczhg 1; jezeli liczba p nie ma innych dzielni-
kéw, to nazywamy ja nierozkiadalna, poniewaz nie mozna jej
wiedy rozlozyé na iloczyn dwu czynnikéw (calkowitych w tym
ciele), z ktérych zaden nie bylby dzielnikiem liczby 1.

Definicja liczb nierozldadalnych przypomina wige definicje
liczb pierwszych w ciele wymiernym.

Analogia z definicja liczb pierwszych nasuwa przypuszczenie
¢ liczby nierozkladalne graja w teorii cial liczbowych role po-
dobna do roli liczb pierwszych w ciele liczb catkowitych wymier-
nych. Otéz liczby pierwsze zawdzicczaja swa role w ciele liczb
calkowitych wymiernych nastepujacemu twierdzeniu: jezeli ilo-
czyn dmwu liczb calkoritych mymiernych jest podzielny przez liczbe
piermsza p, to co najmniej jeden z czynnikdro jest podzielny przez p.
7 twierdzenia tego wynika jako wniosek jednoznaczno$é¢  roz-
ktadu na czynniki pierwsze.

Okazuje sie jednak, ze analogiczne twierdzenie dla liczb nie-
rozkladalnych zachodzi nie w kazdym ciele. Udowodnimy mia-
nowicie, ze w ciele k(¥ —5) iloczyn dwu liczb nierozktadalnych
4 i» moze byé podzielny przez liczbe nierozkladalna y, pomimo
ze ani u, ani » nie jest'podzielne przez y.

Istotnie kazda liczba calkowita ciata K (Y—5) daje sig w mysl
twierdzenia 5 przedstawié w postaci

a-+-by—3,
gdzie a i b sa liczbami calkowitymi wymiernymi.

Jedynymi dzielnikami jedno§ci w ciele K(/=5) sa — jak
udowodnilimy w § 7 — liczby 1 i —1 (p. str. 432). Dowie-
dziemy, ze liczby 2, 3 i 14-)/—5 sa w ciele K(/—5) nierozkla-
dalne. Oczywiscie zadna z tych liczb nie jest w ciele K({/—3)
dzielnikiem jednoci (gdyz jest rézna od -1 i od —1).

Przypuéémy, ze istnieje rozklad

2=(a~+b)—5)(c+dy—=5).
Biorac kwadraty moduléw po obu stronach, otrzymujemy

4=(a*4-5b%)(c*+5d?.
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Gdyby zaden z czynnikéw po prawej stronie nie byt réwny 1,
to byloby a®458*=21i ¢?45d*=2, co niemozliwe, gdyz w ra-
zie b=0 byloby a’=2, a w razie b0 byloby 2=a’-5b =5,
Musi wige byé a*+5b'=1 lub c*+5d*=1, a zatem a-by/—5
lub ¢+dy—5 jest Eelnikiem jednosci. Wnosimy stad, ze liczba
2 jest w ciele K(/—5) nierozktadalna.

Przypuéémy z kolei, ze istnieje rozklad

T 3=(a-+b1=5)(c+dy—5),
skad jak wyzej
9=(a?4+58% (c2+5d?).

Gdyby zaden z czynnikéw po prawej stronie nie byl réwny 1,
t(.) byloby a®4-5b2=3 i ¢*4-5d°=3, co niemozliwe, gdyz w ra-
zie b=0 byloby a®=3, w razie za§ b0 byloby a?+5b35.
Whnosimy stad jak wyzej, ze liczba 3 jest w ciele K()/—5) nie-
rozkladalna.

Przypusémy wreszcie, ze istnieje rozklad

{4y =5=(a+by—=3)(c+dy—=5),
skad jak wyzej v
6=(a21-5b%) (=-5).

Gdyby zaden z czynnikéw po prawej stronie nie byt réwny 1,
to byloby a*4-552=2 lub a?}5b2=3, co — jak juz widzie-
liSmy — jest niemozliwe. Wynika stad jak wyzej, ze liczba 1--)/—5
jest w ciele K()/—5) nierozkiadalna.

Mimo to

2:3=(14+y—=5)t—)—3),
co dowodzi, ze iloczyn liczb nierozkladalnych 21i 3 jest podzielny
przez liczbe nierozkladalng 1--)/—5.

Udowodnimy teraz, ze ani liczba 2, ani liczba 3 nie jest
w ciele K()/—5) podzielna przez liczhe 1-3/—5.

Przypuéémy, ze 2=(1--V—5)(x+y/—5); zatem

2=x—5y++y)V—75

skad x—5y=2 i x+y=0, a wiec x="1/, wbrew calkowitosci

liczby x-4-y¥—5 w ciele K(Y—5).
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Przypuéémy teraz, ze 3=(1-+1/—5)(x+y1/—=3); podobnie jak
przed chwila, otrzymalibyémy x="1/,, znowu whrew calkowitosci
liczby x--yy/—3 w ciele K(/—5).

Tak wiec iloczyn drow liczb 2 i 3, nierozkladalnych m ciele

K(/=5) jest podzielny przez liczbe 1-+V=5, réroniez nierozkla-
dalng o tym ciele, pomimo ze zaden z czynnikdro nie jest przez
nig podzielny.
" Oczywiscie w tym wyniku nie ma zadnego paradoksu: do-
wodzi on tylko, ze liczby nierozkladalne nie graja w rozpatry-
wanym ciele liczbowym tej roli, co liczby pierwsze w ciele liczb
calkowitych wymiernych, jakby sie tego mozna bylo spodziewaé
pod wrazeniem pewnej analogii,

Analogia z cialem liczb wymiernych daje sie jednak urato-
waé przez nowe rozszerzenie pojecia liczby. Dolaczymy miano-
wicie do zbioru liczb catkowitych ciata K(Y/D) pewne elementy
i okreslimy dla nich mnozenie w ten sposéb, zeby nowy: zbiér
zachowal jak najdalej idace amalogie ze zbiorem liczb catkowi-
tych wymiernych. Zajmiemy sie tym w Rozdziale XVIII, )

Teraz za§ jako zastosowanie teorii ciala liczbowego K(y—>3),
wylozonej w § 4, udowodnimy wielkie twierdzenie Fermata dla
wykladnika 3.

§ 9. Dowéd wielkiego twierdzenia Fermata dla n—73. Przy-
pusémy, ze istnieja takie trzy liczby catkowite x, y, z, rézne od
zera, ze
(34) 2yt =z,

Mozemy zalozyé, ze liczby te sa wazglednie pierwsze, gdyz
inaczej wystarczyloby je podzielié przez ich najwiekszy wspélny
dzielnik. Gdyby dwie z tych liczb byly parzyste, to i trzecia
musialaby byé parzysta, co jednak niemozliwe, skoro sa one
wzglednie pierwsze, Zatem co najmniej dwie sposréd liczb x, y, z
sa nieparzyste. Mozemy zaloiyé, ze sg to liczby = i y, gdys
W przeciwnym razie wystarczyloby napisaé réwnanie (34) w po-
staci x°4-(—2)* =(—yp)* lub y?+(—z) = (—x)"

Jest wiec : :

xty=2p i ‘"x—py=2gq,

gdzie P i q sa liczbami catkowitymi. Mozemy nawet zalozyé, ze
liczby p i ¢ sa naturalne, gdyz inacze] wystarczyloby zmienié
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ich znaki lub zastapié x przez y i na odwrét (a napewno jest
x#y, gdyz w przseciwnym razie byloby 2x%=2, whrew niewy-

miernoéei liczby /2, a takze x#=—y, gdyz z+£0).
~ Liczby p i q sa wzglednie pierwsze, poniewaz
(35) *=p+q, y=p—q i (xy=1.
Ostatnie wzory dowodza tez, ze liczby p i g nie moga byé

obie parzyste, ani obie nieparzyste.

Wstawiajac wartoéci (35) do réwnania (34), otrzymujemy
(36) 2p(p*+3 ¢¥)=2".

Zarazem na mocy (36) jest 2|z%, zatem 2|z, skad 2°|z%, Po-
niewaz za§ jedna z liczb p i ¢ jest parzysta, a druga nie, wiec
liczba p*--3¢® jest nieparzysta. Wobec tego wzér (36) daje 8|2p,
skad 4|p.

Przypuéémy teraz, ze p nie jest podzielne przez 5. Okazemy,
e w tym przypadku

(37) @p. p*+3g)=1.

Istotnie, niech h bedzie taka liczba pierwsza, ze hi2p i hip*4-3q2.
Wobec nieparzystosci liczby p*—+3¢® musi byé A=>2. Wobec hi2p
i h>2 byloby wiec h|p, skad h|p?, a wiec wobec hlp®+3q® by-
foby h[3¢% co wobec hlp i (p.q)=1 daje h|3 czyli h=3 whrew
przypuszczeniu, ze p jest niepodzielne przez 3.

Udowodniliémy wiec, ze niepodzielnoéé liczby p przez 3 po-
ciaga za soba wzér (37). Z (36) i (37) wnosimy, ze p*+3q? jest
szeScianem liczby naturalnej. W my$l twierdzenia 7 istnieja wiec
takie liczby catkowite wymierne ¢ i u, ze :

(38) p=t({t*—9u?), g=3u(t®—u?),
skad wnosimy wobec (p,q)= 1, ze -
(39) : (f,u)=1.

Wzory (38) dowodza tez, ze u i #2—u? sa nieparzyste (jako
dzielniki liczby q), zatem ze ¢ jest parzyste. Zarazem t jest w mys$l
(38) niepodzielne przez 3, gdyz takie jest p.

Na mocy (36) i (37) liczba 2p jest sze$cianem liczby naturalnej:

2p=n?®,
skad .na mocy (38)
(40) 2t (t+3u) (t — 3u)==n?.



wd T L

440 ROZDZIAL XVIL Wstep do teorii cial liczbowych.

Okazemy, ze kazde dwie z liczb
(41) 2t,  t+3u, t—3u
sa wzglednie pierwsze. - _
Istotnie, liczby ¢+3u i t—3u sa nieparzyste i niepodzielne
przez 3, gdyz t jest parzyste i niepodzielne przez 3, a u jest nie-
parzyste. Gdyby wiec mialy one wspélny dzielnik pierwszy h, to
byloby h>3. Lecz w takim razie suma i résnica tych liczb czyli
2t i 6u bylyby podzielne przez h, skad wypadioby wobec h>3,
ze liczby ¢ i u sa podzielne przez h, whrew (39). Jest wiec

(42) (t+3u, t—3u)= 1.

Gdyby z kolei liczby 2f i ¢-+3u mialy wspélny dzielnik
h>1, to bylby on tez dzielnikiem ich réznicy f—3u, whrew (42).
Gdyby wreszcie liczby 2t i t—3u mialy wspélny dzielnik h>1,
to bylby on tez dzielnikiem ich réznicy t - 3u, znowu whbrew (42).

Z tego, ze — jak dowiedliSmy — kazde dwie spoéréd liczb
(41) sa wzglednie pierwsze, wnosimy na mocy (40), ze przy
pewnych & 5 i { catkowitych wymiernych jest

(4’3) 2t=(3, t—3u= &8, f+3u:: 173,.
skad
(44) S pi=07,

gdzie wobec niepodzielnosci liczby ¢ przez 3 liczby &, i ¢ —
jak wskazuja wzory (43) — tez sq niepodzielne przez 3. Jest zatem
52.'3}6:[:1, skad £ =27k® 4 27k*+- 9k 4 1=+1 (mod 9) i podo-
bnie 7*=41 (mod 9) oraz = 1 (mod 9), skad na mocy (44)
F+141=4 1(mod?9),
co — jak latwo sprawdzié — jest niemozliwe przy zadnej
z 8 kombinacyj znakéw -+ i —. Przypuszezenie, 7e p nie jest
podzielne przez 3, doprowadza wiec do sprzecznoéci,
Mamy przeto 3|p i mozemy napisaé:

(45) . p==3p;, gq==g,,
gdzie p; i ¢, sa liczbami naturalnymi; stad na mocy (36)
(46) 18p, (3p* 4~ ¢ =2".

Wobec (p,q)=1 jest tym bardziej (p1-q1) =1, skad wynika na
mocy (45), ze liczba ¢, jest niepodzielna przez 3. Wobec parzystosei
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liczby p i nieparzystoéci liczby g liczba p, jest parzysta, a liczba
q; nieparzysta. Liczba 3p,®+-¢,® nie jest wiec podzielna ani
przez 2, ani przez 3.

Okazemy, ze

(47) (8p,, 3p*~-2q,%)=1.

Istotnie, gdyby liczby 18p, i 3p,® L, mialy wspélny dziel-
nik pierwszy h, to wobec niepodzielnoéci drugiej z tych liczb ani
przez 2, ani przez 3, musialoby byé h>3; z h|i18p, mielibyémy
wiec hlp;, a zatem z h{3p,>+-q,® mielibyémy hlg2, wiec réwniez
hlg;, whrew (p;,q)=1. Musi wi¢c zachodzié wzér (47).

W my$8l (46) i. (47) jest
(48) 18p;=a/?, 3P12+(I1?i= b7,
gdzie a, i b, sa liczbami naturalnymi.

W mysl (47) 1(48) istnieja na mocy twierdzenia 7 takie liczby
calkowite wymierne ¢, i u,, ze

(49) qr =1, {t,>—9u?), pr=3u; (t," —u?),

skad wnosimy wobec (p,,q,)=1, ze ({,,u;)=1, i zarazem wobec
nieparzystoéci liczby gq,, ze liczba #, jest nieparzysta, a liczba
u, parzysta. Na mocy (48) liczba a, jest podzielna przez 3;
mozemy wiec napisaé a,=3a,, gdzie a, jest liczba naturalna,
skad 2p,=3a,’ na mocy (48), a zatem na mocy (49)

(50) 2uy (t +uy) () —uy) =a,’.
Okazemy, ze kazde dwie z liczb .
G1) 2u,, t+uy, ty—uy

sa wzglednie pierwsze.

Istotnie, liczby f,-}u, i t,—u, sa nieparzyste, gdyz f, jest
nieparzyste, a u, parzyste. Kazdy wiec wspdlny dzielnik
liczb ¢, i u, jest nieparzysty. Jezeli dalej hlt,+u i hlt,—u,, to
hl|2t, i h|2u;, a zatem (wobec nieparzystoéci dzielnika h) hlf,
i hlu,, coniemozliwe dla h>1. Mamy wigc (f;4u,,t, —u)=1.

Podobnie, gdyby h>1 bylo wspélnym dzielnikiem liczb
2u, it,+u,, mielibySmy hl2u,—(t,+u,)=u, —*f, wbrew temu, ze
(t+u,, t,—u)=1. Mamy wige (2u,, f,+u,)=1. Wreszcie stwiexr-
dzamy tak samo, ze (2u,, f,—u)=1. Z tego, ze kazde dwie
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spofréd liczb (51) sa wzglednie pierwsze, wnosimy na mocy
réwnoéei (50), ze

(52) Zuy =0, ftuy =&, u—t =1,

gdzie £, 4, ¢ sa liczbami calkowitymi wymiernymi, z ktérych
kazde dwie sa wzglednie pierwsze. Na mocy (52) jest zarazem

(53) S

iliczba { jest parzysta, a wicc liczby & i 17 — nieparzyste.
Wreszcie, na mocy (49) i (52) jest [01<ps, a ze p;<<p i w myél
(36) iest plz®, wiec [2]<<|z],

Zadna z liczb &, 7, ¢ nie jest zerem, gdyz wobec (50) i (52)
bytoby wéwezas a,=0, co niemozliwe, poniewaz a, jest liczha
naturalng.

Wzér (53) daje zatem rozwigzanie réwnania (34) w liczbach
wzglednie pierwszych r6znych od 0, w ktérym niewiadoma pa-
rzysta jest co do wartoSci bezwzglednej mmiejsza od niewiado-
fnej z. Postgpujac z réwnaniem (53) jak wyzej z réwnaniem (34)
itd., 6trzymalibyémy ciag nieskoficzony liczb catkowitych réznych
od zera i malejacych co do wartosci bezwzglednej, co niemozliwe.
Tak wice réwnanie (34) nie jest rozwiazalne w liczbach catko-
witych r6znych od zera, c. b. d. o. '

ROZDZIAL XVIII
WSTEP DO TEORII IDEALOW

§ 1. Idealy w ciele K 1/5. Forma kanoniczna idealéw. Idea-
lem ciala liczbowego K()/D) nazywamy kazdy zbiér i liczb cal-
kowitych tego ciala, zawierajacy przynajmniej jeden element
rézny od zera i majacy nastepujace dwie wiasnosci:

I. Suma kazdych dwu liczb zbioru i znown nalezy do i.

II. Hloczyn kazdej liczby zbioru | przez jakakolwiek liczbe
calkowita ciala K()/D) nalezy do zbioru i.

QOkazemy najpierw, ze kazdy ideal i zawiera co najmniej je-
dna liczbe naturalna. Istotnie niech u=a-bw bedzie liczbg rbina
od zera i nalezaca do ideatu i. Rozréznimy dwa przypadki:

19 D==1{(mod 4). Wéwezas u=—a-+by/D. Liczha p=a—byD
jest w my$l twierdzenia 5 Rozdzialu XVII (§ 4, str. 423) liczba
catkowita ciala K()/D). W my$l wlasnoéci 1l idealu wnosimy
stad, ze liczba upy' =a®—b?D tez mnalezy do i. Jest up'#0, po-
niewaz liczba }/D nie jest wymierna. Liczba uu'=N(u) jest na
mocy okre§lenia calkowita wymierna. Zatem jezeli uu’<<O, to
—ui jest liczba naturalng, nalezaca do ideatu i jako iloczyn
liczby up’ tego idealu przez liczbe catkowita —I.

2° D=1 (mod 4). Wéwczas ,u_—.a—i—bl——_}:-glig, Liczba
I/V
u=a- b——'b—i—izl*——l?-

jest liczbs calkowita ciata K(}’D), rézna od zera, gdyz 5naczej
: . . —1,,
byloby b=0 i a=0, skad u=0. Liczba u =a3+ab———4—b~
jest catkowita wymierna, rézna od 0 i musi naleze¢ do i jak
réwnies liczba — puy/, a jedna z tych liczb jest naturalna.






