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Na odwrét — jak latwo widzieé — jezeli liczby x‘i —x sa
réwnowazne wlaéciwie, to kazda z nich jest sama sobie réwno-
wazna niewladciwie.

Tak wiec, aby stwierdzié, czy niewymierno$¢ 2-go stopnia x
jest sama sobie rownowazna niewiaéciwi?, ‘ws.rstarczy rozstrzyg.na‘.c,
czy liczby x i —x sa réwnowazne wlase}ww, a to zagadnienie
potrafimy juz rozstrzygnaé za pomoca tw1erdzen1a.1’3,’

Zauwazymy tu jeszcze, ze — jak mozna domtlesc, — na .to,
zeby niemymierno$é 2-go stopnia byla sama s.ol.ne réronorazna
niemlascimie, potrzeba i rystarcza zeby okres jej rozminigcia na
ulamek laricuchowy skladal sie z nieparzystej liczby ognim *).

1) Ob. 2-e wydanie tej ksiazki, Warszawa 1925, str. 215.

ROZDZIAL XVI
TEORIA LICZB CALKOWITYCH ZESPOLONYCH

§ 1. Liczby calkowite zespolone i ich norma. Liezby stowa-
xzyszone. Przez liczby catkomite zespolone rozumiemy liczby ze-
spolone a--bi, gdzie a i b sa liczbami calkowitymi.

Warto$¢ teorii liczb calkowitych zespolonych polega nie tyle
na tym, Ze jest ona uogélnieniem teorii zwyklych liczb calko-
witych, ile na tym, ze jako jej proste zastosowanie otrzymujemy
dowody réznych twierdzen o zwyklych liczbach catkowitych,
ktére na innej drodze sa o wicle trudniejsze.

Z definicji dzialan arytmetycznych na liczbach zespolonych
wynika natychmiast, ze suma, réznica i iloczyn dwu lub wigcej
liczb zespolonych catkowitych jest liczba zespolona calkowita.

CWICZENIA. 1. Znalesé wszystkie rozklady liczby 0 na sume kwadratow
dwu liczb catkowitych zespolonych.

Odpowiedz: 0=(atDiP--(+ b F ai?, gdzie a2 i b sg dowoluymi licz-
bami catkowitymi rzeczywistymi, a znaki nalezy uzyé wszedze gérne lub wsze-
dzie dolne. .

2. Zbadaé¢ jakie liczby calkowite zespolone x-+yi sa sumami dwu kwa-
dratéw liczb calkowitych zespolonych.

Rozwiazanie. Na to, by liczba calkowita zespolona x—-yi byla suma
dwu kwadratéw liczb calkowitych zespolonych, potrzeba i wystarcza, zeby y
bylo liczba parzysta oraz w przypadku, gdy x jest postaci 442, zeby y bylo
podzielne przez 4. '

Warunek jest konieczny, ho jezeli

ryi=(a++bi)2+(c4-di),
to
x=at—b*+c*—d:,  y=2(ab--cd).

Jak latwo stad widzieé, x jest postaci 4£-+2 tylko wiedy, gdy co najmniej
Jjedna z liczb a i b, a jednoczednie co najmniej jedna z liezb ¢ i d jest parzysta.
Lecz wéwezas liczba ab-}-cd jest parzysta, wiec liczba y jest podzielna przez 4.

Warunek jest dostateczny, bo jezeli x=2f41 iy=2u, to

xtyi= (14 ud - (a— 10,
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jezeli x=4t-+2 i y=+u, o
’ xdyr =t a1 — i [t— u A (R il
jezeli x=41t i y=4u, to
xfyi= (14w (e 1 — i,
wreszcie, jezeli x =4t i y=4n-2, to
x+yi=[t—}—u+1—{—(u—f—1—t)i]H—[t—u—H[%—u)iJ?.

3. Dowieéé, ze na to, by liczha calkowita zespolona x—yi byla suma
trzeeh kwadratéw liczb calkowitych zespolonyeh, potrzeba i wystarcza, zeby y
bylo liczba parzysta. )

Wskaz6wka, Oprze¢ sie na éwiczeniu 2 i na tozsamosei

4t 2ui=4aff12uif12
4. Dowieéé, ze na io, by liczba calkowita zespolona a4-biz=0 byla kwa-
dratem liczby calkowitej zespolonej, potrzeba i wystarcza, zeby bylo
alf-br=¢, cta=2x" i c—a=2y%
gdzie ¢ jest liczba naturalna, a x i y — liczbami calkowitymi. Okazaé, ze
wowcezas ’
a-t+bi={txxyi?
gdzie znaki nalezy braé jednakowe, gdy b>>0, i réine, gdy b<C0.

Umwaga. Jest to zarazem spos6b zbadania, czy dana liczba calkowita
zespolona jest kwadratem liczby calkowitej zespolonej, i ewentualnego znale-
zienia jej pierwiastkéw kwadratowych (zespolonych) ).

5. Opierajac si¢ na éwiczeniu 4, zbadaé, czy liezby 3--4i i 4431 sa
kwadratami liczb calkowitych zespolonych,i znalezé ich ewentualne pierwiastki
kwadratowe,

Odpowiedz: 5-F4i=(2-i)*=(—2—1i)% Liczba za§ 4-3i nie jest
kwadratem liczby calkowitej zespolonej.

Dla liczby zespolonej z=a-+bi oznaczamy przez z  liczbe
zespolong sprzezong czyli liczbe z’=a— bi.

Z definicji dzialafh arytmetycznych mna liczbach zespolonych
wynika w jednej chwili, ze dla wszelkich liczb zespolonych f, u:

(1) jezeli z=t-+4u, to z'=t'-+u,
2) jezeli z=t—u, to z'=t"—u,
3) jezeli z=tu, to z'=t'u.

Liczby sprzezome z i z’ sa zawsze obie calkowite lub obie
niecalkowite. Liczbg ('), sprzezong z z’, jest zawsze liczbha z.

1) Por. moja ksiazke Zasady algebry myiszej, Monografie Matematyczne,
Warszawa-Wroclaw 1946, str. 172.

5 1] Liczby stowarzyszone. 5381

Toczyn zz' dwu liczb sprzezonych nazywamy normg liczby
2z i oznaczamy przez Nz):
N(z)=2z27';
zatem, jezeli z=a-}-bi (gdzie g i b sa liczbami rzeczywistymi), to
N(z)=a>-b"

Norma liczby zespolonej jest wiec zawsze liczba rzeczywista
nieujemna, réwna zeru tylko w razie a=b=0, tj. dla z=0.

Norma liczby zespolonej calkowitej, réznej od zera, jest za-
wsze liczba naturalna.

Liczby sprzezone maja te sama norme. O liczbie catkowitej
zespolonej z méwimy, ze jest podzielna przez liczbe t, jezeli ist-
nieje taka liczba calkowita zespolona u, ze
“) z=tu.

Piszemy tez wéwczas t|z.

Badanie, czy liczba zespolona a--0bi jest podzielna przez
liczbe zespolona c¢--di rézna od zera, sprowadza si¢ z fatwoécia
do badania podzielnosci liczb calkowitych rzeczywistych. Ze
wzorn bowiem

a-fbi (atbi(c—di) __ ac+bd+bc—adi
c—+di E+d? c—+-d* A +d?
wynika natychmiast, ze na to, by
c+dila-bi,
potrzeba i wystarcza, zeby

c+d?*|lact+bd i t—-d? be—ad.

Tak np.
3451 2141, gdyz 34168 i 34 | —102,
14ile, gdyz 2|2 . i 2|—2,
Natomiast

1—2inon|1-+2i, gdyz 5 non|—3.
Z (3) wynika, ze jezeli t|z, to réwniez t'|z’ i jezeli z=1tu, to
27 =tu tu =tt'uu, ’
skad na mocy definicji normy:

(5) © N(z)=N() Nu).

T

T
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Zatem: norma iloczynu jest iloczynem norm.

) Twierdzenie to uogélniamy przez indukcje na iloczyn dowol-
nej skonczonej liczby czynnikéw.

Wzér (5) dowodzi tez, ze N(t)|N(z), a zatem:

Jezeli liczba calkowita zespolona ¢ jest dzielnikiem liczby z,
to norma liczby t jest dzielnikiem rormy liczb z.

Ale nie jest na odwrét, gdyz np. N(1 —2i) =N (1 -+2i), lecx
t—2i non|1-}-27.

Dwic? liczby catkowite zespolone (rézne od zera), ktére sa

wzajemnie przez siebie podzielne, nazywamy stowarzyszonynii.
) Na to wige, by liczby z i # byly stowarzyszone, potrzeba
i wystarcza, zeby tiz i z|t. Wéwczas mamy tez N(t) N(z)
i N(.z)i]EI(t), oz uwagi na to, ze norma liczby calkowitej zespo-
lonej réznej od 0 jest liczba naturalna, daje N({t)=N(z).

Z’atem: liczby stowarzyszone maja rérne normy (ale nie na
OfiVVI‘Ot, gdyz np. liczby 1—2i i 1+4-2i, ktére maja réwne normy,
me sa stowarzyszome, gdyz jak widzieliSmy, 1—2inon|1--2j).

Zajmiemy si¢ teraz wyznaczeniem wszystkich liczb stowa-
rzyszs).uych z dang liczba catkowita zespolong zs£0.

Nm:cht bedzic jedna z nich. Jest wiec f=zu przy pewnym
catkowitym zespolonym u, skad
{6) N{t)=N(z) N(u),

&7 ponie_wai liczby stf)watzyszone maja réwne normy,  przeto

]\\i Ez))z]\/(t): zarazem N(z)#0, gdyz z+0. Réwnoéé (6) daje wiec

N(u)=1. :
Niech u=a-bi, skad .

a’-+b2=1,
a wiec albo a=+ 11 b=0, albo a=0 i b=+ 1. Zatem u Jjest
jedna z czterech liczb
1, -1, i, —1,
a wigc t=zu — jedna z czterech liczb
(7) z, — 2z, iz, —iz.
KTaida liczba stowarzyszona z liczba, z jest przeto jedna z liczb
(7). Na odwrét — jak latwo widzie¢ — kazda z liczh (7) jest
stowarzyszona z liczba z gdyz z=(—1)(-—z)=(—i)iz:i(

—12z).
Mamy zatem )

[§ 2] Najwiekszy wspélny dzielnik. 383

Twierdzenie 1. Dla kazdej liczby calkoritej zespolonej z,
réznej od 0, istniejg cztery i tylko cztery liczby z nig storvarzy-
szone, mianomicie liczby (7).

Jak tafwo widzieé (wobec z#0), wszystkie te cztery liczby
sa rozne.

W zagadnieniach dolyczacych podzielnoéci liezb, mozna oczy-
wikcie licaby stowarzyszone zastgpowaé jedne przez drugie. Jezeli
bowiem z jest podzielne przez t, to — jak latwo widzie¢ — kazda
liczba stowarzyszona z z, jest podzielna przez kazda liczbe sto-
warzyszong z f.

Latwo tez widzieé, ze jezeli liczba z jest stowarzyszona
z liezba 1, to liczba 2" jest stowarzyszona z liczba ¢

Jezeli liczby zespolone calkowite z, i z, sa podzielne przez
t, to ich suma i réznica tez jest podzielna przez t. Jeieli bowiem
zy=tu i z,=to, to z, *z,=t(u o).

Jezeli liczba calkowita zespolona z jest podzielna przez ¢, a ¢
przez u, to z jest podzielne przez u. Jezeli bowiem z=tm i t=uv,
to z=ubmw.

Wynika stad dalej, ze jezeli liczba zespolona calkowita £ jest
wspélnym dzielnikiem liczb zespolonych calkowitych z,,z,...,Zx
i jezeli Uy, Us,..., tn 53 liczbami calkowitymi zespolonymi, to ¢ jest
dzielnikiem liczby z,u,~+z,us ...~ znlin.

§ 2. Algorytm kolejnych dzielen i najwigkszy wspélny
dzielnik liczb calkowitych zespolonych. Udowodnimy

Twierdzenie 2. Jezeli z i t=0 sa liczbami calkomwitymi zespo-
lonymi, to istniejg takie liczby calkomwite zespolone c i r, Ze

(8) z=ct-}r,
oraz
9) N(@r) < N(t),

a miec tez N(r)<<N(#).

Dowéd. Niech
(10) z/t==x-+ yi,
gdzie x i y sa liczbami rzeczywistymi wymiernymi. Oznaczajac
przez £ i 5 odpowiednio najblizsze .do x iy liczby catkowite,
mozemy napisac: )

(11 x=E+x, y=n-+ys,

ot
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gdzie x; 1 y, sa liczbami rzeczywistymi wymiernymi o wartoéciacl
bezwzglednych :

{12) EAEEIN i <Ys.
Niech
{13) =&+, r=z—ct;

sa to liczby calkowite zespolone i spelniaja one wzér (8). Zara-
zem na mocy (10), (11)-i (13)

r=z—ct=(x-Fyi)t—EFyi)t=(x,+y,i)t

Poniewaz norma iloczynu jest iloczynem norm, wiec na
mocy (12)

N(T)'=N(x1+y1i)N(t)=(x12+U1E)N(t)= x12+yg<\/]/4_"]."4:1/’2:
skad nieré6wnosé (9), c¢. b. d. d.

Udowodnione twierdzenie 2 daje dla liczb calkowitych ze-
spolonych algorytm analogiczny do algorytmu Euklidesa.

Wyznaczmy bowiem dla liczb calkowitych zespolonych z
i t#0 liczby calkowite zespolone ¢ i r, spelniajace warunki twier-
dzenia 2. Ze wzoru (8) wynika natychmiast, ze liczby z i ¢ maja
te same wspélne dzielniki co liczby ¢ i r. Zarazem w my$l wzoru
{5) jest N(r)<<N(t). Znajdowanie wicc wszystkich wspélnych dziel-
nikéw liczb z i ¢ sprowadza sie do znajdowania wszystkich wspél-
nych dzielnikéw liczb ¢ i r, przy czym N)< N{b).

Jezeli r=0, to wspélne dzielniki liczb z i ¢ pokrywaja sie
oczywiscie z dzielnikami liczby ¢

Jezeli za§ 70, to mozemy postapié z liczbami ¢ i r jak po-
przednio z liczbami z 1 ¢, przez co znajdowanie wspélnych dziel-
nikéw liezb £ i r sprowadza si¢ do znajdowania wspélnych dziel-
nikéw liczb r 1 ry, gdzie N(@r)<<N(r).

Jezeli r,#0, wyznaczamy nows liczbe r, itd.

Ciag liczb r, 7.7y, ... nie moze byé nieskoficzony, gdyz normy
tych liezb tworzg ciag malejacy liczb naturalnych. Dojdziemy
wige do liczby ra=0, a wéwczas wspélne dzielniki liczb rp_o
i ra—y pokrywaja si¢ z dzielnikami liczby rn—y. Ostatecznie wiec
dochodzimy do wniosku, ze istnieje taka liczba calkowita Zespo-
lona g, ktérej dzielniki pokrywaja sie ze wsp6lnymi dzielnikami
liczb z i t. )

Is 21 Najwiekszy wspélny dzielnik. 385

" Wynika stad natychmiast, ze dla kazdych dwu liczb catkowi-
tych zespolonych réznych od 0 istnieje co najmniej jeden taki ich
wspblny dzielnik, ktéry jest podzielny przez kaidy ich wspélny
dzielnik. Naturalna wiec rzecza jest mazywaé go najmickszym
mwspolnym dzielnikiem liczb calkowitych zespolonych.

Zbadamy teraz, ile takich najwickszych wspdlnych dzielni-
kéw maja dwie liczby calkowite zespolone. Niech d i ¢ beda
dwoma takimi wspélnymi dzielnikami liczb z i £, ktére sa po-
dzielne przez kazdy ich wspélny dzielnik. Liczby d i & sa wige
wzajemnie przez siebie podzielne: sa zatem liczbami stowarzyszo-
nymi. Wynika stad na mocy twierdzenia 2

Whniosek. Dla kazdych dmwu liczb zespolonych calkomitych
réznych od 0 istnieja cztery najmicksze rospélne dzielniki: sg one
ze sobg storwarzyszone.

Wlasciwie i liczby calkowite wymierne maja zawsze dwa
rézniace si¢ znakiem wspélne dzielniki, podzielne przez kazdy
wspblny dzielnik tych liczb, ale przy obliczaniu liczby wspélnych
dzielnikéw nie uwzgledniamy dzielnikéw, rézmiacych sig tylko
znakiem. Podobnie mozna by i dla liczb calkowityeh zespolonych
nic uwzgledniaé czterech dzielnikéw stowarzyszonych i méwié
wobec tego tylko o jednym najwiekszym wspélnym dzielniku. Jest
to oczywiscie tylko sprawa mniej lub wiecej dogodnej umowy.

PRZYKEADY. 1. Wyznaczmy za pomoca powyzszego algo-
rytmu najwigksze wspélne dzielniki liczb 6 —17i i 18-i. Znaj-
dujemy tu kolejno:

(1_—_171'”(6;17;')(18—;'):91—312i=__i+91+13i

18 182t o325 325
. . 6—17i=—i(18-Fi)+ (511,
184t (184DG—)_9—15i_ 1—i
514 5241 20 2

18-Fi=3(5-1)+3—2i,
54+i  5+DB20) .
39i0 0 3o — =14

Najwigkszymi wspélnymi dzielnikami liczb 6—17i i 1843
sa wiec: liczba 3—2i oraz liczby z nia stowarzyszone: —3--21,
213; i —2—3i,

W. Sierpifiski, Teoria Liczh. 25
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2. Wyznaczmy najwieksze wspélne dzielniki liczb 2437
i 2—31i. Znajdujemy tu kolejno:

2450 @450 12, 5

e —e

2—51 232 13 13

Najwiekszymi wspolnymi dzielnikami liczb 2-4-3i i 2—3i sa
wiec: liczba 1 oraz liczby z nig stowarzyszone: —1, i i —i.

3. Wyznaczmy najwicksze wspélne dzielniki liczb 31411 5.
Znajdujemy:

_ > —1)__ 156 —26i
ST 26 _

Najwiekszymi wspGlnymi dzielnikami liczb 31-i i 5--i sa

wige: liczba 5-4-1 oraz liczby z nia stowarzyszone:
—5—i, —1+5 i 1—5i

Latwo widzieé, ze najwicksze wspélne dzielniki dwu liczb
catkowitych zespolonych maja wéréd wszystkich wspélnych dziel-
nikéw tych liczb najwicksza norme i na odwrét. Mozna by wiec
tez te wlasno$é przyjaé za definicj¢ najwickszych wspélnych
dzielnikéw, ale wtedy dowéd zasadniczej ich wlasnosci (podziel-
nosci- przez kazdy wspélny dzielnik) bylby trudniejszy.

Mozna tez z fatwoscia oprzeé teorie najwigkszego wspélnego
dzielnika dwu lub wiecej liczb calkowitych zespolonych na roz-
wazaniu form liniowych, podobnie jak .dla liczb calkowitych
wymiernych. Niech mianowicie a,8,,...,a, beda liczbami cal-
kowitymi zespolonymi réznymi od zera, a 7 — zhiorem wszystkich
réznych od zera liczb postaci :

a,2 - aszy ...+ amzn,
gdzie z,,Zs,...,2n sa liczbami catkowitymi zespolonymi. Wresz-
cie, niech N bedzie zbiorem norm liczb nalezacych do zbioru Z ;
jest to wigc pewien zbiér liczb naturalnych. Oznaczmy przez n
najmniejsza spoéréd liczb nalezacych do zbioru N. Istnieje
wige w zbiorze Z taka liczba ¢ dla ktérej N()=n, a przeto
istnieja w nim tez takie liczby calkowite zespolone ¢,,z,, ..., L, 7e

(14) {=a, i +aly+ ... anty.

=b6—i.

1§ 2] Najwiekszy wspélny dzielnik. 387

Okazemy, ze kazda liczba zbioru Z jest podzielna przez &
Istotnie, niech z bedzie jakakolwiek liczba ze zbioru Z. Istnieja
wige takie liczby calkowite zespolone z,,7,, ... zy, 7e
{15) 2=~ 8uZy 1.~ A Zm.

Ponadto w my3$l twierdzenia 2 istnieja takie liczby calkowite
zespolone ¢ i r, ze

(16) z=cl+r i N(r)-< N@).

Gdyby byfo r+£0, to liczba r nalezalaby do zbioru 7, ponie-

waz wobec (143, (15) i (12) jest
r=z—cli=a,(z;—cl)Fay(z,—cCo) ... - an(zm— i),

a liczby zj—c¢gj, dla j=1,2,...,m sa calkowite. Lecz w takim

razie r byloby wobec (16) liczba ze zbioru Z o normie mniejszej

od normy n liezby &, whrew okresleniu liczby n. Musi wiec hyé

r=0, skad na mocy (16), z=c¢, a przeto Zlz.

Poniewaz — jak latwo widzieé — kazda z liczb a,,a,, ..., am
nalezy do zbioru Z, wigc z udowodnionej wiasnoéci liczb naleza-
cych do tego zbioru wynika, e liczha ¢ jest wspélnym dzielni-
kiem liczb a,,a,,..., am.

Niech teraz ‘¢ bedzie jakimkolwiek wspSlnym  dzielnikiem
tych liczb. Istnieja wobec tego takie liczby calkowile zéspolone
totas ot 76 a;=1;0 dla j=1,2,...,m, skad na mocy (14)

:=(t1'§1+tz€g+-u‘!‘tmé-m)é:
a przeto 0/, Liczba { jest wige takim wspélnym dzielnikiem liczb
i, 8y, ..., am, ktéry jest podzielny przez kazdy wspdlny .dzielnik
tych liczb. DowiedliSmy zarazem, ze dzielnik ten daje si¢ przed-
stawié w postaci (14), gdzie &, &,...,0n sa liczbami catkowitymi
zespolonyini. :

Kazde dwie liczby calkowite zespolone a i b maja oczywiScie
co najmniej 4 wspélne dzielniki, mianowicie 1, —1, i, —i.

Jezeli nie maja one précz tych 4 liczh zadnyeh innych
wspélnych dzielnikéw, to méwimy, ze sq wzglednie pierwsze
i piszemy (a,b)=1.

Latwo widzieé, ze istnieja wtedy liczby calkowite zespolone

. x iy, spelniajace réwnanie

(17) ax+-by=1.

1o
B
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Jezeli bowiem (a,b)=1, to liczba ¢, wyznaczona ze wazo-
ru(14) dla a=a,, b=a, i m=2, musi byé jedna z liczb 1, —1{,
i, —i; wobec tego jedna z liczb ¢, —¢, i¢, —i¢ musi byé¢
réwna 1, skad wnosimy w jednej chwili, ze dla pewnych calko-
witych zespolonych x iy musi zachodzié réwno$é (17).

Na odwrét z (17) wynika, ze kazdy wspélny dzielnik liczb a i b
jest dzielnikiem liczby 1, a wige Ze liczby ai b nie maja wspél-
nego dzielnika réznego od liczb 1, —1, i, —i, czyli ze (a,b)=1.

Udowodnili$my zatem

Twierdzenie 3. Na to, by liczby zespolone calkowite a i b
byly mwzglednie pierrmsze, potrzeba i wystarcza zeby istnialy takie
liczby calkomite zespolone x i y, dla ktérych ax-by=1.

Niech teraz a, b i ¢ beda liczbami catkowitymi zespolonymi;
dla ktérych (a,b)=1 i blac. Okazemy, ze wéwczas ble.
Istotnie, wobec (a,b)=1 istnieja na mocy twierdzenia 3 liczby
catkowite zespolone x i y, spelniajace réwnanie (17), skad mnozac
przez c, .
(18) acx-+bey=c.

Ale blac w my§l zalozenia i b|bc dia wszelkich b. Wobec (18)
Jjest zatem bje. Udowodnilismy wiec )

Twierdzenie 4. Dla roszelkich liczb calkomitych zespolonych
a bic z(ab=1 i blac mwynika ble

Tunym wnioskiem z twierdzenia 3 jest

Twierdzenie 5. Jezeli (a,b)=1 i (a,0)=1, to (a,bc)=1.

Dowéd. Jezeli (a,b)=1 i (a,¢)=1, to istnieja takie liczby
catkowite zespolone x, y, ui b, ze ax—+by=1 i aud-co=1.
Mnozac stronami, otrzymujemy alx(au--cv)+ buy]+beyv=1,
skad (a,be)=1, c. b. d. o.

§ 3. Najmniejsza wspélna wielokrotnoéé liczb calkowitych
zespolonych. Niech ag,a,,...,a, beda liczbami catkowitymi zespo-
lonymi r6znymi od zera. Istnieja oczywiscie ¥ézne od zera wsp6lne
wielokrotnosci tych liczb, np. ich iloczyn. Wéréd tych wielokrot-
nodci istnieja oczywiScie najmniejsze, tj. takie, ktérych normy
sa niewieksze od normy zadnej innej wspélnej wielokrotnoéci
tychée liczb. Niech » bedzie jedna z mnich. Okazemy, ze kazda
wspblna wielokrotno§é liczb a,,a,.....an jest podzielna przez ».
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Istotnie, niech z bedzie jakakolwiek wspblna wielokrotnocig
tych liczb. W my$l twierdzenia 2 istnieja takie liczby. catkowite
zespolone ¢ ir, ze z=cyr i Nr)< Nw).

Gdyby bylo rs£0, to r byloby — jak latwo widzieé —wspélna
wielokrotnoscia liczb a,,a,,...,an 0 normie mniejszej od normy
liczby » whrew okreleniu tej liczby. Musi wiec byé r=0, skad
z=cv, a przeto »|z. Wynika stad natychmiast, ze wéréd wspol-
nych wielokrotnoéei liczb catkowitych zespolonych a,,a,, ..., an
istnieje co mnajmniej jedna taka, ktéra jest dzielnikiem kazdej
wspélnej wielokrotnosci tych liczb.

Norma takiej wielokrotnosci nie Jest wigksza od zadnej réinej
od zera wspélnej wielokrotnosci liczb ay, 8y, ...,am. Nazywamy
taka wielokrotno$é najmniejszg mwspdlng mwielokrotnoscia liczb
ay, 8y, ..., an. .

Latwo widzieé, ze wszystkie najmniejsze wspélne wielokrot-
noéci liczb a;,85,...,am S§ stowarzyszone oraz Ze norma ich jest
najmniejsza wéréd wspélnych wielokrotnosci tych liczh.

§ 4. Liezby zespolone pierwsze. Poniewas kazda liczba cal-
kowita zespolona ma co najmniej 4 rézne dzielniki (mianowicie
1, —1, i, —i), kazda za$§ liczba calkowita zespolona z, ktéra
nie jest stowarzyszona zliczba 1, ma oczywicie précz nich jeszcze
4 inne dzielniki (mianowicie z, —2z, iz, —iz), wigc kazda taka
liczba catkowita zespolona ma co najmniej 8 réznych - dzielnikéw.

Liczby calkowite zespolone, majace dokladnie 8 dzielnikéw,
nazywamy pierroszymi.

Innymi slowy, liczba zespolona pierwsza z jest to taka liczba
catkowita zespolona, ktéra nie Jest stowarzyszona z liczba 1 i nie
ma zadnego dzielnika nie stowarzyszonego ani z liczby 1, ani
z liczba z.

Jak tatwo widzie¢, definicja ta Jjest réwnowazna nastepujacej:

Liczba zespolona piermsza jest to liczba calkowita zespolona
o normie wigkszej od 1, ktéra nie jest iloczynem dwu liczb cal-
kowitych zespolonych o normach wiekszych od 1.

Istotnie, jezeli ¢ jest liczba zespolong catkowitq i N()>1
oraz jezeli {=pu», gdzie N(y>1 i N@)=>1, to liczba u nie moze -
byé stowarzyszona ani z 1, bo wtedy byloby N(y=1, ani z ¢,
bo wtedy byloby N(u)=N(0), skad wobec N@Q)=N(@N@» wyni-
kaloby N(3)==1 whrew zalozeniu.
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Taka liczba ¢ ma wiec dzielnik p nie stowarzyszony ani z |,
ani z {, a zatem nie jest liczba pierwsza.

Na odwrét, jezeli liczba zespolona ¢ o normie N(§)™=1 nie jest
pierwsza, to ma ona w my$l definicji dzielnik ¢ nie stowarzyszony
ani z 1, ani z . Jest wiec wéwezas {=p», gdzie » jest liczhy
catkowity zespolona.

Gdyby bylo N(y=1, to liczba u bylaby stowarzyszona z {,
wbrew zalozeniu (jezeli bowiem dla liczby catkowitej zespolonej
a-bi jest N(a-+bi)=1, to a®>-b*=1 i wobec tego, ze liczby
aib sa catkowite wymierne, musiatoby byé albo a=+1 i b=q,
albo a=0 1 b= +1).

Gdyby za$§ bylo N(3)=1. to liczba » bylaby stowarzyszona
z |, a wtedy wobec {= ur liczba u bylaby stowarzyszona z liczha
¢ wbrew. zalozeniu.

Jest wiee N(w)=>1 i N@)=>1, a zatem liczba ¢ jest iloczynem
dwua liczb calkowitych zespolonych o normach wiekszych od 1.

Jak fatwo widzie¢, kazda liczba zespolona calkomita, ktéra jest
storarzyszona lub sprzeiona z liczbg, zespolona piermsza, jest liczba
zespolong piermsza.

Twierdzenie 6. Kazda liczba zespolona calkomwita o normie
wiekszej od 1 jest iloczynem skoniczenie mwielu liczb zespolonych
pierroszych. '

Dowéd. Przypuéémy, ze tak nie jest i zaliczmy do zbioru M
liczbe naturalng n>1 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba
calkowita zespolona'o normie n, nie bedaca iloczynem skoncze-
nie wielu liczb zespolonych pierwszych. Niech m bedzie naj-
mniejsza liczba naturalna, nalezaca do zbioru M. Istnieje wiec
liczba calkowita zespolona z o normie m, nic bedaca iloczynem
skoficzenie wielu liczb zespolonych pierwszych. Liczba z, majgca
w my$l zalozenia norme m>>1, nie jest wiec pierwsza; przeto
— jak dowiedlismy — jest ona iloczynem dwu liczb catkowitych
zespolonych u i » o normach wickszych od 1, a zarazem — wo-
bec m=N(z)= N(ur)= N(u) N(») — o normach mniejszych od m.
Z okreslenia liczby m wynika jednak, ze wtedy kazda z liczb
- i jest iloczynem skofczenic wielu liczb zespolonych pierw-
szych. Zatem tez liczba z=u» bylaby takim iloczynem wbrew
okre§leniu tej liczby. Tym samym twierdzenie jest dowiedzione.

1§ 4) Liczby zespolone pierwsze. 391

Kazda liczba zespolona pierwsza = ma na mocy definicji do-
kiadnie 8 dzielnikéw zespolonych:

1. —1, 1. —1. . — . im, — .

Wynika stad natychmiast, ze jezeli liczba zespolona calko-
wita A nie jest podzielna przez liczbe zespolona piermosza =, to
(A, m)=1. )

Liczba naturalna, ktéra jest pierwsza w dziedzinie liczh ze-
spolonych, jest tez oczywiScie pierwsza w dziedzinie liczh natu-
ralnych. Natomiast liczba pierwsza w dziedzinie liczb natural-
nych moze nie byé pierwsza w dziedzinie liczb zespolonych.

Taka jest np. juz liezba 2, gdyz

2e=(1+i)(1—i). ale N{U+i)=N{l—i)=2>1.

Co do liczb 1-+i i £—i, to sa one pierwsze w dziedzinie
liczb zespolonych. Istotnie. z 1 +i=yp» wynika, ze

N(WN@) =NQu)=N +i)=2,

a wige (wobec tego. ze norma liczby calkowitej zespolonej jest
liczba naturalna) musi byé N(w=! lub N@) =1, co dewsdszi
(p. str. 390), ze u lub » byloby liczba stowarzyszona z 1.

Liczby 141 i 1—i sa stowarzyszone, gdyz 1 —i=—i(1-i).
Liezba 2 jest wiec stowarzyszona z kwadratem liczby pierwszej
zespolonej.

Opierajac si¢ na twierdzeniu 4, mozna tatwo dowiesé, ze je~
zeli dwu rozkladéw liczby calkowitej zespolonej na czymmiki
calkowite zespolone nie uwazaé za rézne, gdy réznia sie one
tylko porzadkiem czynnikéw lub czynnikami stowarzyszonymi,
to kazda liczba calkomwita zespolona (0 normie wickszej od 1) ma
dokladnie jeden rozklad na czynniki zespolone pierrpsze.

Nasuwa si¢ pytanie, ktére z liczb catkowitych zespolonych
53 pierwsze.

Zbadamy przede wszystkim, kiére z liczb naturalnych sa
pierwsze w dziedzinie liczb zespolonych. Musza to byé oczy-
wiScie liczby pierwsze w dziedzinie liczb naturalnych, a przy tym
nieparzyste, gdyz liczba 2 — jak okazalismy — nie jest pierwsza
w dziedzinie liczb zespolonych. Mamy wiec do rozpatrzenia
liczby maturalne pierwsze formy 4k--1 i formy 4k--3.
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Niech p bedzie liczba naturalna pierwsza formy 4k--1.
W my$l twierdzenia Fermata z Rozdzialu IV (§ 4, str. 73) istnieja
takie liczby naturalne a i b, ze p=a®-b?, skad p=(a bi)(a— bi),
a zarazem N(at bi)=a?4-b*=p>1. Liczba p nie jest wiec
pierwsza w dziedzinie liczb zespolonych.

Natomiast — jak latwo widzie€¢ — czynniki a--bi i a—bi
sa juz liczbami zespolonymi pierwszymi. Istotnie, gdyby bylo
a-bi=py, gdzie
(19) N(uw)>1 i. N@)>1,
to mieliby§my a—bi=yu"y, skad

p=/(a+bi)(a—bi)=uu'v»' = N(u) N},
co wobec (19) jest niemozliwe, poniewaz liczba p jest pierwsza
+ W dziedzinie liczb naturalnych.

Zatem czynniki zespolone liczb naturalnych piermszych formy
4k~+1 s liczbami zespolonymi piermszymi.

Latwo widzieé, ze czynniki te nie sg ze soba stowarzyszone.
Istotnie, nie moze byé a--bi=a—bi, gdyz wynikaloby stad, ze
b=0, a wiec p=a®. Nie moze tez byé a-t-bi=—(a—bi), gdyz
wiedy byloby a=0, a wiec p==0° Niemosliwe jest réwniez,
zeby bylo a--bi=i(a—bi), gdyz wéwczas byloby a=b, a wiec
p==2a% Wreszcie nie jest takze a-l-bi=—ia— bi), gdyz datoby
to a=—1», skad znowu p=2a2

Natomiast liczby naturalne piermsze formy 4k--3, sg piermsze
w dziedzinie liczb zespolonych.

. Istotnie, gdyby dla takiej liczby p istnial rozklad na dwa
czynniki catkowite zespolone o mormach wiekszych od 1

p=(a+bi)(c+di),

to normujac obie strony tej réwnosci, otrzymalibySmy
PRt .

gdzie a’4-b*>1i ¢®+d?>1, a poniewaz p jest liczba pierwsza

w dziedzinie liczb naturalnych, wige musialoby byé p=a?--b?,

co dla p=4k--3 jest niemozliwe (ob. Rozdzial IV, § 5, lemat 2,

str. 76). :

Sposréd liczb naturalnych pierwszymi w dziedzinie liczb
zespolonych sa wige tylko liczby pierwsze formy 4k--3; pierw-
szymi sg tez: liczba 1-+i oraz czynniki zespolone sprzezone liczb
pierwszych formy 4k--1.
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Okazemy, e procz tych liczb, jak tez liczb z nimi stowarzy-
szonych, nie ma w dziedzinie liczb zespolonych zadnych innych
liczb pierwszych. .

Istotnie, niech = bedzie liczba pierwsza w dziedzinic liczb

zespolonych.
Jezeli jest ona stowarzyszona z liczba naturalna n, to — jak
fatwo widzie¢ — liczba n tez musi byé pierwsza w dziedzinie

liczb zespolonych, a zatem, jako liczba naturalna, musi ona byé
liczba pierwsza formy 4k-3.

Jezeli natomiast = nie jest liczba stowarzyszona z zadna
liczba naturalng, to w=a--bi, gdzie a i b sa liczbami calkowi-
tymi wymiernymi i b=0. Ale skoro z jest liczba zespolona
pierwsza, to jest nig réwniez sprzezona z nia liczba n'=a— bi:
zarazem a®—+b*=wma’. Otéz gdyby liczba N(z)=a%--b® nie byla
pierwsza w dziedzinie liczb naturalnych, to (z uwagi, ze N(z)>1,
skoro # jest liczba pierwsza zespolona) byloby za’—a®-bi=FkI,
gdzie k i I sa liczbami naturalnymi wigkszymi od 1. W iloczynie
ki, jako podzielnym przez liczbe zespolona pierwsza =, przy-
najmniej jeden z czynnikéw musialby byé podzielny przez a;
niech np. k=z=7. Liczba = nie bylaby stowarzyszona z 1, skoro
liczba = nie jest stowarzyszona z Zadna liczba naturalng. Ale
w takim razie z réwnofci wa'=kl wynikaloby, ze z'=lr, gdzie
ani [, ani 7 nie jest liczba stowarzyszona z 1, co mniemozliwe,
gdyz =’ jest liczba pierwsza. Zatem liczba a?--b®=una’ jest
pierwsza w dziedzinie liczb naturalnych i przeto, jako suma dwu
kwadratéw, jest ona badz liczba 2, badz liczba pierwsza formy
4k—+-1. Liczba & jest wiec czynnikiem zespolonym badz liczby 2,
badi liczby pierwszej formy 4k--1.

UdowodniliSmy w ten sposéb

Twierdzenie 7. Liczbami pierroszymi r dziedzinie liczb cal-
koroitych zespolonych sa tylko:

19 14, )

2% czynniki zespolone sprzezone liczb piermwszych formy 4k—-+1.

3° liczby naturalne piermsze formy 4k--3
oraz liczby storvarzyszone z liczbami 1°, 2° § 3°,

Oto wszystkie liczby zespolone pierwsze, po jednej z kazdej
czwérki liczb stowarzyszonych, o normie niewiekszej od 100:

141, 1+21, 3, 2 431, 1441, 2 +£51, 1461,
4+ 51, 7, 2+ 71, 5 + 61, 348, 5 +8i, 4+9i
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§ 5. Rozklad liczb calkowitych zespolonych na ezynniki
pierwsze. Okazemy teraz, jak mozna liczbe catkowita zespolong
z rozlozyé na czynniki zespolone pierwsze.

Niech N(z)=n. Kazdy czynnik pierwszy liczby z jest tez
oczywiscie czynnikiem pierwszym jej normy n=zz, czynniki
za§ zespolonc pierwsze liczby naturalnej n mozemy wyznaczyé
z latwoScia, wychodzac z jej rozkfadu na czynniki naturalne
pierwsze. Niech bowiem

(20) n=0"pips. .. pqhigi. .. ol

gdzie p; dla j=1,2,...,k sa liczbami pierwszymi formy 4f--1,
a qj dla j=1,2,...,1 sa liczbami pierwszymi formy 4¢-+3. Ozna-
«czmy przez w; i a'; dla j=1,2,...,k czynniki zespolone sprze-
zone liczby pj; znajdziemy je jako w=a--bi i x’=a— bi, roz-
Kladajac liczbe p na sume dwu kwadratéw p=a?--b: Wéwezas
rozklad liczby n na czynniki zespolone pierwsze jest nastepujacy:

¢ . PY:3 2 _ay @ @ €y 3 7 f
1) n=(—1)(1 -+ “afa Pagia’y?. . aka gk ghgl. . L
Wobec n=zz widzimy stad, ze musi bydé
Vi Mg 2ot ‘. ]
22) (L i P ok g gt g,

gdzie v jest jedna z liczb 1, 2, 3, 4, wszystkie za§ pozostale wy-
kladniki 2, 4, 24, ..., 2. Xk fy. ..o gy 83 liczbami catkowitymi
nieujemnymi. Normujac obie strony réwnosci (22), otrzymamy
z uwagi na to, ze N(z)=p; i N(gj)=gq;>

N(z)=25p,#1toap fatia | piit Heq i gus . gu,

skad wobec N(z)zn i (21) otrzymujemy przez por6wnanie wy-

kladnikéw przy jednakowych liczbach pierwszych:

A=a, M+V =aq. dotAa=a,, . b Vi=ar,
2p =4, 2pa=pa, ' cees 2ur==f.

Réwnosci (23) wskazuja, ze wszystkie wykladniki § musza

byé parzyste.

A wige, jezeli liczba naturalna n jest norma liczby calkomitej
zespolonej, to w rozkladzie liczby n na czynniki naturalne pierrosze
te, ktore sa formy 4k-3, musza byé w potegach parzystych.

Z réwnodeci (23) znajdujemy dalej:

i=a, =52, o= P22, sy n==p2

(25)

I8 5] Rozklad na czynniki pierwsze.

i
=
Vil

Wrykladoiki 4, x. @, ..., u sa w ten sposéb wyznaczone.

W celu wyznaczenia wykladnikéw 2; i 2/, gdzie j=1.2,....k,
uzyjemy osobnej reguly, ktéra obecnie wyprowadzimy.

Niech #; bedzie wykladnikiem najwyzszej potegi liczby
pi> dla ktorej ppijz, czyli dla kidrej pj4 jest jeszcze wspdlnym
dzielnikiem liczb a i b, gdzie z=a-}-bi. Woweczas:

(24) h=ay— 1 gdy pj*im; iz, Fi=o— Jl gdy pj*ia; non | z.

”11—'“1 Aj=x;

Istotnie, z okreflenia wykladnika z; wynika natychmiast, ze
liczba calkowita zespolona z/p/ mie moze byé podzielna jedno-
czeénie przez =; i przez =';, gdyz wobec (j,a’;)=1 bylaby wéw-
czas podzielna przez mja’;j=pj;. a zatem byloby ppitljz. wbrew
okre§leniu liczby x;. :

Jezeli wiec =;!(z/pj4), to liczba z/pj nie jest podzielna przez
#'; 1 wobec ppi=min’j z rozwiniecia (22) wynika, ze wowczas
Ni=wu;, a zatem Aj=u;—x»; na mocy (23). _

Tezeli za$ liczba z|p nie jest podzielna przez m;. to — jak
fatwo widzieé — mamy A=1x; i j=a;—x;.

Regula (24) zostala tym samym dowiedziona.

Wreszcie, wykladnik potegi 7 znajdujemy za pomocs zwy-
kiego dzielenia, znajac liczbe z i pozostale czynniki rozwinie-
cia (22).

PRZYKLADY. (. Niech z==22-+7i, Mamy tu:
N(z) =484 - 49=7535 = 13-41, p,=13=22}+3%, p,=41 =452

Jest tu wiegc
== i":z,’":r'l’"l 1'[222?6’;_,;',"’,
gdzie

.

ay=2-F5%. a;=2—31, m@m=4-5i. a,=4—51i
Oczywiscie xy= x2=0. Liczba
7/, = (2247i) (2 31) = (22 4+ 71) @ —3i)/13 =5—4i

jest calkowita, zatem 2,=a1—0=1 i /'.'1=(). Mozna by oczy-
widcie zbadaé w podobny spos¢b iloraz z/m,, ale wystarezy tu

zauwazyé, ze otrzymany iloraz 5-—4i jest liczba zespolona -

pierwsza, co daje od razu rozkiad badanej liczby z na czynniki
zespolone pierwsze:

190 7i= (2 3i) (5 —4i).
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2. Niech z==19--17i. Mamy tu:
N(z) =361 --289 =650 =252 13=2.p,%-p,.

Jest tu wige
. z=1(1 +i)m a’ MimPa
gdzie .
m=12, @ =1—2i, my=2-3i, ap=2—3i =2, g—I.
Poniewaz nie jest ani 5|z, ani 13[z, wiec n1=u2¥0. Liczba
(19-+-1714)/(1 -+2i) nie jest calkowita, zatem A3==0 1 A;=2. Liczba
(19+171)/2+4-37) tez nie jest catkowita, zatem =01 Vy=1.
Mamy wiec
z=1(14-1)(1 —20)*(2 —37)
i. przez proste dzielenie znajdujemy »=2. Rozwiniecie badanej
liczby na czynniki zespolone pierwsze Jjest wiec nastepujace:
19171 = (1 +-1) (1 — 24)° (—2-154),
3 Niech z=10--100i. Mozemy napisaé z=10(1 +101i) i roz-
wijaé tylko 1-+-10i, gdyz
10=2-5=—i(14-)*(1 +27) (1 —2i).
Malny N(14-107)=101. Jest to liczba pierwsza formy 4k -1,
a poniewaz w mys$| twierdzenia 7 liczba, ktérej norma jest liczba

naturalna pierwsza, jest liczba zespolona pierwsza, wiec osta-
tecznie

10~+100i=—i(t 4i)*(1 +21) (1 —24) (1 +104).

CWICZENIE. Rozlozyé na czynniki zespolone pierwsze nastepujace liczby :
1470, 91, 749i, 10711981, 101, 7240,
Odpowiedé: 147i=—i(144) (1424, 9fi=—i(1+i){445),
7+9i=(1—~l—i}(1-—|—2i)(3—2i), 107—{—198i=—-(1-|—-()i)“,
10Fi=10+1, 7 24i=—(1-L2)),
§ 6. Ilosé liczb calkowitych zespolonych o danej normie.

Zbadamy obecnie, ile jest, dla liczby naturalnej n, liczb catko-
witych zespolonych o normie n. '

Jest to ciekawe nie tylko samo przez sig, ale jeszcze z in-
nego wzgledu. Zagadnienie, ile jest liczb calkowitych zespolonych
?=x—l—yi, dla ktérych N(z)=n (przy danym n naturalnym).
Jest — jak latwo widzie€ — réwnowazne zagadnieniu, ile Jest
ukladéw dwu liczb catkowitych wymiernych x, y, dla kiérych
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x*+y*=n. Innymi slowy, liczba z(n) liczb catkowitych zespo-
lonych o normie n jest zarazem liczba rozkladéw liczby natural-
nej n na sume kwadratéw dwu liczb calkowitych rzeczywistych.
Jest to wiec funkecja liczbowa, ktéra badalidmy na innej drodze
w Rozdziale IV (§ 8, sir. 84).

Niech wiec (20) bedzie, jak w § 5, rozkladem liczby n na
czynniki naturalne pierwsze, a (21) jej rozkladem na czynniki
zespolone pierwsze. Warunkiem koniecznym na to, by réwnanie
N(z)=n bylo rozwiazalne w liczbach calkowitych zespolonych,
Jjest — jak dowiedliSmy w § 5 (str. 594) — zeby wykladniki g; (dla
j=12,..., ) byly wszystkie parzyste.

Zatézmy naprzéd, ze warunek ten jest spelniony. Wéwczas
— jak widzieliSmy — liczba z o normie n daje rozwiniccie (22)
i dla wykladnikéw mamy réwnosci (23), a » jest jedna z liczb
1,2,3,4. Na odwrét — jak latwo widzieé — jezeli

bV O 0 SR Y O N O 1

jest jakimkolwiek ukladem liczb calkowitych nieujemnych, spel-
niajacym réwno$ci (23), a » — jedna z liczb 1,2,3,4, to liczba
z wyznaczona ze wzoru (22) ma norme n. Pytanie, ile jest liczb
catkowitych zespolonych z o normie n, jest wiec réwnowazne
pytaniu, ile jest ukladéw liczb calkowitych nieujemnych
V2.2 29, A 5,20, 4 spelniajacych warunki:

1< <4, 21—}*1’1:&1, Aot A= ay, e At Ve== ax,

gdyz liczby A, 1, ps, ...,y sa przez warunki (23) okre§lone jedno-
znacznie.

Dla » mamy 4 mozliwe wartoéci (1.2,3,4), a dla ukladu liczb
4.4, mozliwe sa tylko nastepujace uklady wartoSci:

0O,¢,. 1,a0,—1, 2,0, —2, C s ay, 0,

ktérych jest a,-F1; podobnie mamy a,-1 mozliwych ukladéw
wartoéci dla ukiadu 1,,4', itd. Wynika stad, zZe

(25) 7(n) =4(a,+1){as--1)... (axr+1).

Wzér ten wyprowadziliémy przy zalozeniu, ze liczba n za-
wiera wszystkie "dzielniki pierwsze formy 4f-+3 w potegach pa-
rzystych. W przeciwnym razie — jak widzieliémy (ob. str. 394) —
réwnanie N(z)==n nie jest rozwiazalne w liczbach caltkowitych
zespolonych z i mamy 7(n)=0. Zachodzi wiec nastepujace




398 ROZDZIAL, XVI. Teoria. liczb catkowitych zespolonych.

Twierdzenie 8. Jezeli liczba naturalna n ma rozklad (20) na
czynniki naturalne pierrosze, to liczba t(n) jej rozkladém na
sume kmadratémo drou liczb calkowitych rzeczymistych jest rém-
na 4de;~+1) (as4-1)...(a+1), gdy mszystkie czynniki pierrsze
liczby n formy -l-t—{—) mwchodza do rozmwiniecia (20) r potegach
parzystych; w przecimnym razie ©(n)=0.

Natychmiastowym wnioskiem stad jest twierdzenie 15 z Roz-
dzialu 1V (§ 7. str. 80), udowodnione tam na innej drodze.

W szczeglnoei, jezeli n jest liczba pierwsza formy 4k—1,
to z(n)=38, skad natychmiast wynika twierdzenie Fermata.
udowodnione w Rozdziale IV (§ 4, str. 73).

Niech teraz f(h) bedzie funkcjs -okreslona, jak nastepuje:

0 dla h parzystych,
(26) flthy=y -1 dla h formy 4t-1-1,
] —1 dla h formy 4¢3
Latwo widzieé, ze dla a i b calkowitych rzeczywistych Jest
zawsze
flab)=f{a)f(b).
Stad jezeli
n=h%-hy%-. . -hpe
Jest rozkladem liczby n na czynniki pierwsze, to — jak latwo
widzieé — zachodzi wzér nastepujacy:

(;?.Zf(d =[O AFRIAF R AR ] [ fiha) . A f (aes) .
Mamy oczywiscie w mysl definicji (26)
FO) =)+ FR+FR)+... 4 fe9=1
Jezeli za$ h=4t-}1, to
fO) 4 Fh—+fR)+ ...+ fhe) = a1,
Wreszcie, jezeli h=4f+3. to
) O A+ A Flh) = L —1 1 - (—pe= T

. o
Na mocy wzoru dla 2 f(d) mamy zatem

d-n
d;iﬂd):(al*; Dla24-1).. (ax 1)
skad na mocy twierdzenia 8

(28) T(n)==4-gf(d),
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jezell n nie zawiera zadnego czynnika pierwszego formy 4t-+3
w potedze nieparzystej, w przeciwnym za$§ razie w my$l (27)

X fd)=o0.
a ze wtedy tez jest,7(n)=0 na mocy twierdzenia 8, wiec znowu
zachodzi wzér (28). Wzér ten zachodzi przeto przy wszelkim
naturalnym n.

Wynika stad od razu nastepujace twierdzenie Jacobiego:

Twierdzenie 9. Liczba rozkladémw liczby naturalnej n na sume
kmwadratéro drou liczb calkoritych rzeczymwistych jest rérona po-
czwornej réznicy miedzy liczba mszystkich dzielnikdér liczby n,
majacych forme 4t-+1, a liczba rwszystkich tych dzielnikémw liczby
n, ktore maja forme 4t-4-53.

Istotnie, w sumie (28) skladnik 41 figaruje w mysl definicji
(26) funkeji f tyle razy, ile liczba n ma dzielnikéw formy 4t-1,
skladnik za§ —1 tyle razy, ile liczba n ma dzielnikéw formy
4t 3.

Ze wzoru (28) otrzymujemy

E(x)
(29)

R
n \4
i

E ()
Z k)f(
- E(a)

gdyz kaidy skladnik f(d) wystepuje w sumie S‘ Zf d) tyle razy.

ile jest liczb n<{x, dla ktérych din, zatem E(E) razy. Poniewaz

za§ na mocy wzoru (58) z Rozdzialu 1V (str. 86) jest

| EhE

: _L—Er(n) Z E(x—K3,
n=1 =0

wiegc zachodzi tozsamosé

Ex) E{x} .
(30) V By~ —ki= yf(k E(K)

= =

czyli

Elyx)+E(yx— )+ EVx =2+ E(Vx—3)4... =

SRR .
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gdzie po lewej sironie skladniki nalezy wypisywaé dopéty, do-
poki pod pierwiastkiem otrzymujemy liczbe dodatnia, po prawej
za§ — dopdki mianownik nie przewyzsza licznika.

Jest to tak zwana fozsamoéé Liouvillea.

Np. dla =10}

E[/10)-+E(/9) -+E(/6)+E(/T)=
10 10 10 . (10 10
=5 [2)=£(3)+E(5)—e()+n ()
Jjakoz istotnie 3---3-4241=10—3-+2 — 11,

Na odwrét, z tozsamosei Liouville’a mozna z latwoscia drogg
elementarna wyprowadzié twierdzenie Jacobiego.

Z toisamo$ci Liouville’a mozna tez na drodze czysto ele-
mentarnej wyprowadzié za-pomoca nieréwnodci (62) z Rozdziatu
IV (str. 89) wzér Leibniza dla liczby a:

_ 1,1
15 Ts e

Godna uwagi jest w tym rozwinieciu rola liczb nieparzystych,
ktére wystepuja kolejno w mianownikach. Starozytni mawiali:
»Numero impari deus gaudet®. Tak rachuneck na wskro§ arytme-
tyczny, przenikajac do geometrii, pozwala okreslié jej najwaz-
niejsza stala — stosunek obwodu kota do §rednicy — za pomoca
prostego szeregu odwrotnosci kolejnych liczb nieparzystych z na-
przemiennymi- znakami.

Innym wzorem dla liczby =, w ktérym wystepuja liczby nie-
parzyste, jest wzér Eulera

A 1,1, 1,1 1
§TET s T gt

ktéry tei mozna otrzymaé na drodze elementarnej 'z pewnych
twierdzeri Teorii liczh?).

Spoéréd znanych w Analizie wzoréw dla @, w ktérych wy-
stepuja liczby nieparzyste, przytoczymy jeszcze wzér Wallisa?)

-3l

Y) Szezegblowy dowdd znajduje sie w poprzednich wydaniach tej ksiazki
(z 1914 1. i 1925 1), str. 349-351. '

%) Ob. tamze, str., 371.

%) Ob. np. méj Rachunek réiniczkory, Monografie Matematyczne, War-
szawa-Wroctaw 1948, str. 75,
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wzor Euleral).

1 { 1
I R

n"_l
327 18

2

i wzér Brounckera?)

4 TR R A
2t e e T g
W czasopiSmie hiszpafiskim Matematica Elemental, tom 5
(1936), znajduje si¢ na str. 48 wzmianka, iz Euler w karcie do
Stirlinga napisal, ze

-IT
4 n=: f(p")’
gdzie pn jest n-ta z kolei liczba pierwsza; a f(pa) — najblizsza do
pn wielokrotno$cig liczby 4. Zatem .

m_3 5 7 411517

4 44 812712716
Nie wiem, czy wzér ten zostal dowiedziony lub obalony.

§ 7. Twierdzenie Jacobiego o rozkladach na sume czterech
kwadratéw. Zajmiemy sie teraz innym twierdzeniem |acobiego,
dotyczacym liczby rozkladéw na sume czterech kwadratéw. . -

Rozpatrzmy przede wszystkim przypadek, kiedy n jest czte-
rokrotna liczba nieparzysta, n=4u, i wefmy pod uwage rozklady
liczby n na sumg kwadratéw caterech liczb calkowitych niepa-
rzystych:

(31) ' du=o*+y* 4222

Poniewaz liczby x, y, z i t sa nieparzyste wige — jak latwo

widzieé —

{32) X2y =2u’ i 2212 =2u",

gdzie u" i 1" sa liczbami naturalnymi nieparzystymi. Na mocy
(1) i (32) jest

{33) : Qu=u'-4u",

) Ob. tamze, str. 99, . )
*) Ob. tamze, str. 97 oraz moje Dzialania nieskoriczone, Monografie Mafe-
matyczne, Warszawa-Wroctaw 1948, str. 140 (wzér 20).

W. Sierpifiski Teoria Liezb. . 26
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7 drugiej strony, jezeli o jest liczba nieparzysta 1 2m=a’+ b-?,
to ai b sa nieparzyste. Gdyby bowiem liczby a'i b ])'yisf ob_m
parzyste, to 2 byloby podzielne przez 4 Wb.rew zalozeniu, ze,
o jest nieparzyste. Gdyby za$ jedna zliczb a i b hﬁa p?r'zysta,
a druga nieparzysta, to. 2o byloby nieparzyste, co 111§1nozllwe.

Widzimy wiee, ze na to, aby wyznaczyé wsz‘ystkle rozklady
liczby 4u na sume kwadratéw czterech liczb 111eparz5istych —
oznaczmy ich liczbe przez 6(4u) — wystarczy wyznaczy¢ we:z.yst:
kie rozklady liczby 2u na sumg dwa liczb nieparzys‘t’yc.h u' i v
i nastepnie wszystkimi mozliwymi sposobami rozlozyé llcsz ou
i 9u” na sumy dwu kwadratéw, kombinujac te rozklady miedzy

soba. _ o o
Dla kazdej pary liczb nieparzystych u’,u”, spelniajacych
16wnoéé (33), bedziemy mieli, — jak latwo widzieé (na mocy (28)

i wynikajacej z (25 réwnofci t(2m)=1(m) dla m=1,2,...) —
w(@u) @) =16 > f(d)- D f(d")
drw @i u
rozkladéw liczby 4u na sume¢ kwadratéw czterech liczb niepa-
rzystych. Stad ogélna liczba rozkladéow
(34) Ban)=16 Y (Df(d)- 1),
it =2u & | u darur
gdzie suma przed nawiasem jest rozciagnieta na wszystkie ukfady
liczb naturalnych ', u”, spelniajacych réwnosé (33). Poniew.ai
kazdy dzielnik d’ liczby mnieparzystej u' jest nieparzysty, wiec
wobec (26} jest

d'—1
D)= Y1)
dru’ dru
i podobnie i
D= —nr,
arul T
wobec czego wzér (34) daje *
&t a—t
(35) 0w)=16Y (M—17T D(—1)7F ).
wtuf=2u d'lu darjur

Tloczyn sum w nawiasie mozemy przeksztalcié na sume po-
dwdjna w mysl wzoru .

ijamzq’bn:(a1+az+...+a,,)(b1+b2+...+bq>=2 D ambn.

m=1 n=1
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Otrzymamy w ten sposéb ze wzoru (35)
) =t &1
(36) Oduy=16>" > M—1yz * 2
wituw=2u d|u driur
Na mocy tozsamoéei
d—1  d"—1  d—d” "
Tty =g hd—t
i nieparzystoSci liczby d” (jako dzielnika liczby nieparzystej u”)
Jest oczywiscie

d—1 | dr—t a—an
(=0T =) 7
tak iz wzér (36) daje o
ddr
(37) bd=16 Y > S—q) 7T
. wiui=su & lw dn
Dla kazdej pary liczb naturalnych nieparzystych uw’,u”, spel-
niajacych réwnoéé (33) i dla kazdej pary dzielnikéw d’,d” sa tez
okre§lone ich dzielniki dopelniajace ¢, 8" przez réwnoéci
(38) u'=d'¢’, u'=d"s".
Zatem w myS$l (33) ‘
(39) Qu=d'¢'4-d"¢";
przy tym liczby ¢ i 6” (jako dzielniki liczb nieparzystych u’ i u”)
sa nieparzyste. Kazdemu skladnikowi sumy potréjnej (37) odpo-
wiada wiec jednoznacznie uklad czterech liczb naturalnych nie-
parzystych

(40) d, d&’, ¢, ¢,

spefniajacych réwnosé (39). Ale — jak latwo widzieé — i na od-
wrét: kazdemu ukfadowi liczb naturalnych nieparzystych (40),
spelniajacych réwnosé (39), odpowiada jednoznacznie pewien
sktadnik sumy potréjnej (37), poniewaz wskazniki d, d’, v, u”,
charakteryzujace ten skladnik, sa okreélone pierwsze dwa bez-
poérednio, a ostatnie dwa wzorami (38).

- Mozemy wiec napisaé

dr—drr
(1) 0(du)=16 D' (—1) 2 ,
‘ Ao fdre =mu
gdzie suma po stronie prawej jest rozciagnieta na wszystkie
uklady (40) czterech liczb naturalnych nieparzystych, spelniaja-
cych réwnoéé (39).
26*

s
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Podzielmy teraz skladniki sumy (41) na dwie klasy: do pierw-
szej zaliczmy wszystkie te, dla ktérych d'=d", do drugiej za$
wszystkie te, dla ktérych d'#d".

Dla kazdej liczby naturalnej nieparzystej d obliczmy sume
wszystkich tych skladnikéw sumy (4t), dla ktérych d'=d"==d.
Jak wynika z (39), d jest wowczas dzielnikiem liczby 2u, a przeto
i liczby u, gdyz d jest nieparzyste. Niech wigc u==ds, skad na
mocy (39) )

26=0 0"

Wszystkich skladnikéw sumy (41), dla ktérych d'=d”=d.
jest zatem tyle, ile jést rozkladéw liczby 26 na sume dwu liczb
naturalnych nieparzystych. Skladnikéw tych jest wige. 4, a Ze
kazdy skladnik jest w danym razie réwny 1, przeto suma
wszystkich skladnikéw jest réwna é=u/d. .

Stad jako sume wszystkich skladnikéw klasy pierwszej otrzy-
mujemy z {atwoscia liczbe ‘

L= Yd=0o),
diu diu
gdzie o¢(u) jest znang nam z \Rozdzialu V (§ 2, str. 115) suma
wszystkich dzielnikéw liczby u.

Skladniki klasy drugiej rozbijemy na dwie grupy, zaliczajac
do pierwszej wszystkie te, dla ktérych d'>d”, a do drugiej
wszystkie te, dla ktorych d’'<<d”. Kazdemu skladnikowi pierwszej
grupy, wyznaczonemu przez uklad (40), odpowiada — jak latwo
widzie¢ — réowny mu skladnik drugiej grupy, wyznaczony przez
uktad d”,.d’, 6", &, i na odwrét. Wystarczy wige obliczyé sume
sktadnikéw pierwszej grupy i podwoié ja.

Niech

- A
(—LE) ) ?}— EJ (d;lR?I) .

Kazdemu skladnikowi pierwszej grupy, wyznaczonemu przez

uklad (40), przyporzadkujemy skladnik, wyznaczony przez uklad

(43) ' dy, day 61 Oy,
gdzie: :
2y G=IHOENE RS, d=doE Ly,
by d"—B(d — ), b= (1) (d' — d")—d".
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Okazemy przede wszystkim, ze uklad (43), okreSlony wzo-
rami (44), rzeczywidcie wyznacza pewien skladnik pierwszej
grupy. Wobec calkowitosci liczby & i nieparzystodci liczb (40),
a wiec parzystoéci liczb 6’467 1 d'—d”, ze wzordw (44) widaé
w jednej chwili, ze liczby (43) sa catkowite nieparzyste.

Na mocy (42) liczba ¢ jest nieujemna, poniewaz w pierwszej
grupie jest d’>=d”. Zatem w my$§l wzoréw (44) liczby d, i d, sa
dodatnie. Ponadto w my$l (42) jest

d” .od”
—'"_—‘~—1<19~’>.d—,_d7,,
skad mnozac przez d'—d” >0, otrzymujemy
d7—(d'—d")<#(d—d") <d”,
co dowodzi wobec (44), ze 6,220 i §,=>0. Poniewaz za$ 6, jako
liczba nieparzysta, nie moze byé zerem, wigc réwniez 6,>>0.
Wszystkie cztery liczby (43) sa wiec naturalne nieparzyste.
Ze wzoréw (44) znajdujemy dalej

45) d,—d,=§-+¢"
(co dowodzi, ze d,>d,) oraz
(46) 8,y —=d'—d,

skad na mocy (45) i tozsamoSci
’ d,6;+dsdy=d, (6,4 6,) —(d; —d>) 6,
otrzymujemy
d, 8, +dyd,=d,(d"—d")—(6'+6")b,,
a przeto na podstawie wzoréw (44)
d,6,-+dy8, =06 (d' —d”) (8" +6")d” =d'§ +d” &,
czyli wobec (39)
. dy 6, dy6e=2u.

Widzimy wiee, ze uklad (43) istotnie wyznacza pewien skfad-
nik pierwszej grupy.

Uklad (43) jest ponadto rézny od ukladu (40), gdyz w razie
tozsamoéci obu ukladéw mieliby$my w iny$l 45) d'—d”=4§+6"
i przeto wedlug (39)

Du=(d'—d") 6+ +8)d" = (5 +8) (' +d), .
skad wywnioskowalibyémy wobec parzystoSei liczb ¢ 46"
i &-d”, ze 2u jest podzielne przez 4, wbrew nieparzysto§ci
liczby w.

S
ST ETEE
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Rozwiaz11jqc réwnania (44) wzgledem niewiadomych (40),
otrzymujemy z latwoScia wedlug (45) i (46): )

¢ =d1 *(19’1" 1) (d1 —dy)= dz—ﬁ(d1 _dz)a
d”=0,+9(8;- 6y,

skad dalej wedlug (45) i (46)-

§"=d—dy—6"=(-1) (dy—dy) —d,,

d'=6,48-d"==6,+(® +1) (8 ~F3).

Poniewaz za§ na podstawie wzoréw (44) i (42) jest
_ dg (5’“]—19((5,"‘ (5”)\ (5'

47) 9= = =F 9) =0
“7). 9, E(d] -d2) E( 55" )“E(S'ZF'é"+”):'”’

gdyz 9 jest liczba catkowita, a 6—,—_% atamkiem wiladciwym, wiec

mamy ostatecznie:

d'= 8y, 1) (8,46, d’ =6+ (81 dy),

8 =d,—9,(d, —d,), 8" =0+ 1) (d, —d)—d,.
Prze.z poréwnanie wzoréw (47) i (48) ze wzorami (42) 1 (44)
dfnchodzuny 'do wniosku, ze w mysl przyjetego przyporzadkowa-
nia ukladowi (43) odpowiada znowu uklad (40). Przyporzadkowa-
nie to ia,cz_y zatem wszystkie skladniki pierwszej grupy w- pary,
i lo w taki sposdb, ze do jednej pary nalezg skladniki, wyzna;

czone przez dwa rézne uklady (40) i (43), zwiazane ze sobg
wzorami (44). )

(48)

Obliczmy wiec sume dwu skladnikéw jednej i tej samej

pary czyli sume :

49 lid d—dp

“9) (=172 (=1 T,

gdzie d', d”, d, i d, sa zwiazane miedzy sobg wzorami (44).
Wobec (39) i (45) jest 2u=(d'—d")§' +(d, —d.,)d" czyli

&g _
gy dh—dgo_y,

2 2
skad wobec nieparzystosci liczb &', d” i u
d—d"  d —d,
5 ——+=t5—"=1 (mod 2).

Dowlodd to, ze suma (49) jest zerem. Skladniki kazdej bary
Znoszg si¢ wiec wzajemnie.
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Wrynika stad, ze suma wszystkich skiadnikéw pierwszej gru-
py. a wiec tez suma skladnikéw calej klasy drugiej, jest zerem.
Poniewaz zaé — jak dowiedliSmy — suma skiadnikéw klasy
pierwszej wynosi o (u), wiec w my$l (41) otrzymujemy

Twierdzenie 10. Jezeli u jest liczbg naturalng nieparzysta, to

6 (4u)=160(w).

Twierdzenie, wyrazone tym wzorem, zostalo wypowiedziane
(w nieco innym brzmieniu) i udowodnione przez Jacobiego ')
Powyzszy zaé dowéd, prostszy od dowodu Jacobiego, zawdzie-
czamy Dirichletowi 3.

Niech teraz ’

60) u=Ep g2+
bedzie jakimkolwiek rozkladem liczby nieparzystej u na sume
kwadratéw czterech liczb calkowitych i niech:
x=E4n4L+9, y=&+t+q—7{—9,
7z =&—n-4L—9, t =&—n—{+9.
Na mocy oczywistej kongruencji ro®=m (mod 2), zachodzacej
dla wszelkich m calkowitych, jest na mocy (50) ' =u(mod?2), co
wobec nieparzystosci liczby u dowodzi, ze liczba x' tez jest nie-
parzysta. Poniewaz dalej ze wzoréw (51) wynika, ze
y=x—20+9), z=x—2(n+9 t'=x—2(n——{~£),
wiec wszystkie cztery liczby «', y', 7, 1’ sa nieparzyste. Na pod-
stawie wzoréw (50) i (51) sprawdzamy dalej z latwoScia, ze

x/2+ylg+zlﬂ+t’2___4u4

51)

Ukdad
52) x y, 7z, t,
wyznaczony ze wzoréw (50), przedstawia zatem pewien rozklad
liczby 4u npa sume kwadratéw czterech liczb nieparzystych.
Niech z drugiej strony:
o =—Ept o,y =it
S= bfy—le,  t=Eabi—o

Y C. Jacobi, De compositione numerorum e quatuor guadratis, Journal
fir reine und angewandte Mathematik, tom 12 (1834) sir. 167.

% Ob. L. Dirichlet, Journal des Mathématiques, 2-a seria, tom 1 (1856),
str. 210; ob. tez P. Bachmann, Niedere Zahlentheorie, tom II, Lipsk 1910,

str, 349-354.

(53)
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Itw — jak fatwo widzie¢ — liczby
(54) x", y", 2",
sa wszystkie nieparzyste i znowu

X"yt g2 =gy,

Uklady (52) i (54) sa rézne, gdyz ze wzoréw (51) i (53) zZnaj-
dujemy
(39) ¥y 2 ft=4& Ny o =2 4L ),
skad wynika wobec nieparzystoéci liczby é4-9--¢49, ze suma
liczb (52) jest podzielna przez 4, a suma liczh (54) jest niepodzielna
przez 4.

W mysl wzoréw (51) i (33) kazdemu rozkladowi (50) liczby
nieparzystej u na sume czterech kwadratéw odpowiadaja zatem
dwa réime rozklady liczby 4u na sume¢ kwadratéw czterech liczh
nieparzystych. ) . {

Okazemy, Ze w ten sposéb kazdy rozklad (31) liczby 4u na
sume kwadratéw cazterech liczb nieparzystych jest przyporzad-
kowany wzajemnie jednoznacznie pewnemu rozkladowi (50) licz-
by u na sume czterech kwadratéw,

Istotnie, liczba

s=x+y-tz-41,
jako suma czterech liczb nieparzystych z rozkladu (31), jest
w kazdym razie parzysta. Rozréznimy dwa przypadki:

1° s == 0 (mod4). Wzory (53), ktére pociagaja za soba wzdr
(55), nie moga wéwezas dla zadnych catkowitych &, 7, ¢, 9, spel-
niajacych wzér (50), daé uktadu

x*=x, y'=y, Y=z, =t
gdyz suma s wypadlaby niepodzielna przez 4 wbrew zalozeniu.
Natomiast istnieje jeden i tylko jeden uktad liczb catkowitych
£, 1, ¢, 9, spelniajacych réwnosé (50), dla ktérych (por. wzory (51)):

(56) x=&+n4-0+9, y=~&+n—t—9,
z=f—pnt-i—9, t=§—n—rfg,

gdyz zakladajac, ze wzory (50) zachodza, otrzymujemy z nich

w jednej chwili:

Shytedt o xdy—z—t_
4 ’ 4 =1,

(57)

Xy fz—t_, ¥oy—zft
4 ’ 4 -
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co dowodzi, ze uklad x, y, z, t odpowiada co najwyzej jed-
nemu ukladowi & %, £, 9, i to takiemu, dla ktérego zachodza
wzory (57); zakladajac za§ wzory (57) i wyznaczajac z nich
liczby &, 7, I, 9, latwo sprawdzié, Ze w rvozpatrywanym przy-
padku 1° liczby te sa calkowite, spelniaja wzory (50), a wob.ec
(31) réwniez wzér (50), co dowodzi, ze uklad x, y, z, t odpowia~
da co najmniej jednemu takiemu ukladowi & 9, £, 9.

Tak wiec w przypadku 1° rozklad (31) odpowiada wzajemnie
jednoznacznie pewnemu rozkladowi (50) liczby u na sume czte-
rech kwadratéw. . '

20 s = 2 (mod 4). W tym przypadku wzory (51), ktére pocia-
gaja za soba wzér (55), nie moga dla zadnych ¢, 7, {, 9 calko-
witych daé ukladu ’

x =x, y =y, z' =1z, ! =1,
gdyz suma s wypadlaby podzielna przez 4 whrew zalozeniu. Na-

tomiast istnieje jeden i tylko jeden uklad liczb ca{kowity’r.ch
& 5, £, 9, spelniajacych réwnosé (50), dla kitérych (por. wzory (53)):

sty bl y=E—ntito,
2= &tn—{+9  t=étyti—9,

¢dyz zakladajgc, ze wzory (58) zachodza, otrzymujemy. z- nich
w jednej chwili: .

—xtytott_, x—y4z4t
P )

(38)

4
°? sty—z4t_, xtytz—t
oz ° 3

cov dowodzi, ze uklad x, y, z, t odpowiada co najwyzej jed-
nemu ukladowi & %, { 9, 1 to takiemu, dla ktéregq zach_o@za,
wzory (59); zakladajac za§ wzory (59) i wyznaczajac z nich
liczby &, u, ¢, 9, latwo sprawdzié, ze w z:ozpatrywanym przy-
padku 2° liczby te sa wobec nieparzystosci hcz'b X Yy % t cal-
kowite, spelniaja wzory (58), a wobec (31) réwvn.Iei V.VZS)I‘.(s()), co
dowodzi, ze uklad x, y, 2z, t odpowiada co najmniej jednemu
takiemu ukladowi &, #, ¢, 4. '

Tak wiec w przypadku 2° rozklad (31) zZnowu _odpowmda
wzajemnie jednoznacznie pewnemu rozkladowi (50) liczby u na
sume czterech kwadratéw.
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Dochodzimy zatem do wniosku, ze liczba rozkladéw liczby
4u na sume kwadratéw czterech liczb nieparzystych jest dwa
razy wieksza niz liczba 7,(u) rozkltadéw liczby (nieparzystej) u
na sume kwadratéw czterech liczb calkowitych.

Stad na mocy twierdzenia 10
(60) 7, (U)=80¢(u)
dla wszelkiej liczby nieparzystej u. Mamy wiec

Twierdzenie 11. Liczba rozkladér liczby naturalnej niepa-
rzystej na sume kmwadratér czterech liczb calkomitych rérona Jjest
osmiokrotnej sumie jej dzielnikéro.

Poniewaz suma dzielnikéw liczby nieparzystej wiekszej od 1
Jest niemniejsza niz 4, wiec na mocy twierdzenia 11 kazda taka
liczba nieparzysta ma co najmniej 32 rozklady na sume czterech
kwadratéw liczb calkowitych. Poniewaz za$ liczba nieparzysta
kwadratowa ma dokladnie 8 réznych rozkladéw na sume czte-
rech liczb calkowitych, z ktérych trzy sa . zerami, wige wynika
stad, ze kazda liczba nieparzysta kwadratowa wieksza od 1 jest
suma kwadratéw czterech liczb catkowitych, z ktérych co naj-
mniej dwie sa rézne od 0. ,Stad juz latwo wynika za pomoca
twierdzenia Lagrange’a (Rozdziat IV, § 10, str. 93) nastepujacy

Wniosek. Kazda liczba naturalna mieksza od 1 jest sumg
kmadratéro czterech liczb calkomitych, z ktérych co najmniej
dmie sa réine od 0.

Whniosek ten zostal wyprowadzony w Rozdziale IV (§ 10,
str, 101, éwiczenie 8) z nieudowodnionego w tej ksiazce twier-
dzenia Gauss’a. .

Obliczymy teraz liczbe rozktadéw liczby 4u (gdzie u niepa-
rzyste) na sume¢ kwadratéw czterech liczb catkowitych. Niech

(61) dyu=— x2_}_y20_!_zz_|_t2

bedzie jediym z takich rozkladéw.

Gdyby jedna z liczb x, y, z, t byla parzysta, a pozostale .

trzy nieparzyste, albo jedna nieparzysta, a pozostale trzy pa-
rzyste, to suma ich kwadratéw bylaby nieparzysta, whrew (61)

Gdyby za$§ dwie z tych liczb byly parzyste, a dwie niepa-
nieparzyste. to suma kwadratéw wypadlaby formy 4k-2, znowu
whrew (61).

Liczby «x, y, z, t musza wiec byé albo wszystkie cztery nie-
parzyste, albo wszystkie cztery parzyste.
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Poniewaz w mys$l twierdzenia 10 znamy juz liczbe rozkladéw
liczby 4u na sume kwadratéw czterech liczb nieparzystych, wiec
wystarczy jeszcze obliczyé liczbe rozkladéw 'tef liczby na sume
kwadratéw czterech liczb parzystych.

Otéz tatwo widzieé, ze kazdemu takiemu rozktadowi

Su= & 4@+ O+ 20
odpowiada pewien rozkiad liczby u na sume kwadratéw czterech
liczb calkowitych

L umegtete

i na odwrét. Stad wniosek, ze liczba rozkladéw liczby 4u na
sume kwadratéw czterech liczb parzystych jest réwna liczbl_e
rozkladéw liczby u na sume kwadratéw czterech liczb catkowi-
tych, ktéra w mysl (60) wynosi 8¢(u).

Liczba rozkladéw liczby 4u (gdzie u nieparzyste) na sume
kwadratéw czterech liczb calkowitych wynosi wiec razem

160 (u) +8o(u)="240(u).

Mamy zatem wzor
(62) ‘r{du)=240(u)
przy wszelkim u nieparzystym.
Obliczmy jeszczé liczbe rozkladéw liczby 2u na sume czterech
kwadratéw. Okazemy, ze
(63) 7, (2u) =1, (4u). )
Istotnie, jezeli (61) jest jakimkolwiek rozkladem Iicz.by 4u
(gdzie u nieparzyste) na sume czterech kwadra_tc’)w. to — jak do-
wiedliémy — liczby x, y, z, t sa albo wszystkie cztery Parz.yste.,
albo wszystkie cztery nieparzyste. W kazdym wigc razie liczby

xty x—y _ztt z—t

s nN="9 = 9

=

64 &

sa catkowite, a ze wzér (61) mozemy napisaé w postaci

s[RI 4P+ 5

wiec mamy rozkiad
(65) Qu=g&4 92249

Kazdemu rozkladowi (61) liczby 4u na sume czterech kwa-
dratéw odpowiada zatem pewien rozkiad (65) liczby 2u na sume
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czterech kwadratéw. Z drugiej strony fatwo widzieé, ze kazdemu
rozkladowi (65) liczby 2u na sume czterech kwadratéw odpo-
wiada tylko jeden rozklad (61) liczby 4u na sume czterech kwa-
dratéw, poniewaz w zalozeniu, ze odpowiada on w my$l powyz-
szego przyporzadkowania rozkladowi (61), otrzymujemy wzory
(64), ktére daja: :
4 y=x, f—gy=y, (4P =g, {— 8 =t,

i przeto wyznaczaja rozklad (61) jednoznacznie.

Powyisze przyporzadkowanie ustala zatem odpowiedniosé
wzajemnie jednoznaczna miedzy wszystkimi rozktadami liczby 4u
oraz wszystkimi rozkladami liczby 2u. Tym samym udowodni-
lismy wzér (63), skad w my$l (62) mamy wzér

(60) T Qu) =240 ()
przy wszelkim u nieparzystym.

Obliczymy teraz liczbe rozkladéw na sume¢ czterech kwadra-
téw liczby 2" dla h==3,4,... (gdzie u nieparzyste). Niech

(67) hy==af g2 g
bedzie jakimkowiek rozkladem liczby 2" na sume czterech kwa-
dratéw, Liczby x, y, z, # nie moga byé wszystkie  nieparzyste,
gdyz wtedy prawa strona wzoru (67) przystawalaby do 4 mo-
dulo 8, gdy tymczasem lewa strona tego wzoru jest (wobec h>=3)
podzielna przez 8. Podobnie, dwie z liczb =, Y. 2z, t nie moga by¢
parzyste, a drugie dwie nieparzyste, gdyz wéweczas prawa strona
wzoru (67) przystawalaby .do 2 modulo 4, co niemozliwe. Stad
tatwy wniosek, ze liczby x, y, z, t sq wszystkie cztery parzyste.
Niech wiec
x==2¢, y=21, z=2¢, t=24,
gdzie & 5, ¢ ¥ sa liczbami calkowitymi. Na mocy (67) jest zatem
(68) 2"‘2117——63—}—172—}—53—{—192.'

Kazdemu rozktadowi (67) liczby 2ku na sume czterech kwa-
dratéw odpowiada tym sposobem pewien . rozklad (68) liczby
2k~%y na sume czterech kwadratéw. Z drugiej strony — jak tatwo
widzie¢ — kazdemu rozkladowi (68) liczby 2"—%u odpowiada jeden
tylko rozktad liczby 2hu, mianowicie rozklad

2hu =@+ @ P (228 + 207,
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Stad wzor
(69) ‘ 7, @Mu)= 1,(2" ) A
przy wszelkim h >3 naturalnym i wszelkim u naturalnym nie-
nieparzystym.

Niech teraz s bedzie jakakolwiek liczba 11ature’ulna, au 1_
liczba naturalug nieparzysta. Dla s=1 mamy w my§l (60), a dla
s=2 w my$l (62)

(70) 7, (25u)=24 0 (u).

Dla s2=2 rozréznimy dwa przypadki: .

10 s=2k. W my$l (69) mozemy napisa¢ dla kolejnych war-
to§ei h==2k, 2k—2,... i

7, (2%u) =7, (2% u) =1, (2% 2u) =7, ¥ ~tu) =...=7, (2%u),

skad znowu wynika wzér (70) na mocy (62).
20 s=2k-+1. W my$l {69) mamy

2%k 2kt = - O3 1y) == o
7, (200) =1, Q%) =1, QF )= ... =1, (2"u) =7, (2u)

i odnajduje wzér (70) na mocy (60). o -
' O(II'}?EHJV\:{S(?WZ(’)T (70) zachodzi przy wszelkim s naturalnym
i wszelkim u naturalnym nieparzystym. . ‘

Wzory (60) i (70) daja si¢ ujaé w jedno twierdzenie.

Niech mianowicie n bedzie jaquolw%ek .hf;zl)a, natufalu?.
Obliczmy sume o*(n) wszystkich tych dzielnikéw naturalnych
i kiore nie sg podzielne przez 4. o .
hCZbgl:,nieparzystego n=u zaden z dzielnikéw liczby n nie
jest podzielny przez 4 i wtedy

(71) ' o*(n)= o(u). .
Zalézmy wiec, ze n jest liczba parzys.;ta. Niech n=2"u, g(izleiz
jest liczba naturalna, a u — liczba nieparzysta. Jasne jest,

nik liczhy 2'u jest dzielnikiem

kazdy niepodzielny przez 4 dziel 2 rest miepodsicl-

“liczby 2u i, na odwrdt, kazdy dzi!elnirk liczby
nym przez 4 dzielnikiem liczby 2°u. Zatem
*(n) = ¢*(2"u) ==0 (2u),
a ze wobec (2,u)==1 jest oczywiscie
o(Ru)==0(2) o(W)=50(u),
wige
(72) o*(n) =3 o (1.
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Laczac wzory (71) i (72) ze wzorami (60) 1 (70), otrzymujemy
wzbr
(73) ' - n(n)=8¢*(n),
zachodzacy przy wszelkim n naturalnym. Udowodnilismy wiec

Twierdzenie 12. Liczba rozkladdm liczby naturalnej n na
sume kmadratdm czterech liczb calkoritych jest rémwna o$miokrot-
nej sumie wszystkich tych dzielnikérn liczby n, kidre nie sq po-
dzielne przez 4.

Poniewaz kazda liczba naturalna ma co najmniej jeden dziel-
nik niepodzielny przez 4 (mianowicie liczbe 1), wiec jako szcze-
gblny przypadek twierdzenia 12 otrzymujemy twierdzenie, udo-
wodnione na inuej drodze w Rozdziale 1V (§ 10, str. 93), ze
kazda liczba naturalna rozklada si¢ na sume czterech kwadratéw,

PRZYKEADY. Mamy w mysl (70)

3
7, (100) = 24 (25)== 24 ;—‘_—%z 2431 =744,

Liczba 100 1-ozk’Iada sie wiec 744 sposobami na sume czte-
rech kwadrat6w.

W taki sam sposéh znajdujemy

3___ 3__
n O0)=24045)=4 3 1. =1

- Sﬁ_l:24'1)~6=1872.

Jest to najwieksza liczba rozkladéw na sume czterech kwa-
dratéw dla liczh pierwszej setki ?).
Podobnie:
74(7)=80(7)=8-8=64, 14(6)-'——240'(3):24-4:96,
74(96) =240 (3) = 24-4 =96, ' 7, (1024) =17, (21%) = 24 ¢ (1) = 24.
Ze wzoru (73) o{rzymuje si¢ z latwodcia wzér
E(x)

214(11)=SS(x)~;32S (37;),

. n=1
gdzie
E(x}

- E(x)
s 3eofe)=t S ffefeho]

) Tabliczke wartosei funkeji zy(n) dla n <100 podalem w Pracach Mate- -

matyezno-Fizyeznych, tom 18 (1908), str. 59.
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(por. str. 133), z ktérego mozna wyprowadzié droga elementarna
dla x catkowitych nieréwno$é

) 2 7, (n)— Jg ‘ << 100x]/:;,
n==1
jako tez na drodze arytmetycznej uzyskaé wzér Eulera ?)

11,11
t=ptatatat-

. . RS 3 3 —‘370.
1) Ob. poprzednie wydanie tej ksiazki z 1925 r., str 365






