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350 ROZDZIAZ XIV. Teoria symbolu Legendre’'a i symbolu Jacobiego.

Gdyby p bylo formy 12k--5, to mielibysmy
P

e R L I —y

p—1
) skad (—1) 2 (B,;}:*fi wbrew (30). Podobnie w razie p=12k—5

byloby

p—1

R N R

=1
skad (—1) 2 (%7) =-—1 whrew (30). Jest wiec p=12k--1 albo

p=12k—1. Lecz nie wszystkie czynniki pierwsze liczby N,
ktéra jest sama formy 12k—1, moga byé formy 12k-+1; znaj-
dzie sie wiec wéréd mich co najmniej jeden formy 12k—1.
Stqd,- jak wyzej, otrzymujemy wniosek sprzeczny z pIzypusz-
czeniem,
W postepie arytmetycznym
11, 25, 35, 47, 59,

jest zatem nieskoriczenie wiele liczb pierwszych, c. b. d. o.

ROZDZIAL XV
ZARYS TEORII FORM KWADRATOWYCH

§ 1. Formy kwadratowe dwdjkowe jednorodme i ich wy-
r6znik. Zagadnienie podstawowe teorii form kwadratowych.
Formg kmwadratoma dmdjkoma jednorodna nazywamy wyrazenie
1) ax*+bxy-+tcy’
gdzie a, b i ¢ sg liczbami catkowitymi, a x i y — zmiennymi,
przebiegajacymi tylko wartoéci calkowite. Wyrazenie (1) ozna-
czamy przez

{a, b, c).
D=0b*—4ac
nazywamy mwyrdznikiem (dyskryminanta) formy kwadratowej (1).

Bedziemy zakladali, ze D nie jest kwadratem liczby calko-
witej, gdyz w przeciwnym razie forma (1) bylaby iloczynem dwu
form liniowyech. W razie bowiem D=»5b*—4ac=d? i a=£0, by-
loby (b—d)(b+d)=4ac, skad wnosimy z latwosScia, ze liczby
b—d 1 b+d bylyby obie parzyste. Ale jeieli b—d=2k
i b+d=2I to kl=ac. Niech (k,a)=4. Woéwczas byloby
k=k,é6 i a=a,d, gdzie (k,,a)=1 1 k;0l=a,dc, skad k,I=a,c.
Wobec (k;.a;)=1 byloby wiec a, !l czyli I=1l,a,, gdzie I, jest
liczba calkowita, i mielibySmy:

2ax—+(b—d)y=248{a,x+k,y),
2ax+(b+dy=2a(x+1Ly),
skad wobec d2=D
dalax*+bxy+cy’)=QRax+b—Dy*=
=[2ax+(b—d)yl[2ax+(b+d)y]=4a,6(a, x4k, y) x-41Ly),
co daje wobec a,6=a po podzieleniu obu stron przez 4a

ax*~4bxy+cy’=/(a,x+k,y)(dx-+1Ly.

Liczbe
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W razie za$§ a==0 mieliby§my wprost z (1)

ax®+bxy+cy*=(bx+cy)y.

7 zalozenia ze liczba D nie jest! kwadratowa, wynika, ze
a0 1 c#£0.

Jezeli dla liczby catkowitej m istniejg takie liczby catkowite
x 1y, ze

m=ax+4bxy--cy?,
to powiadamy, ze liczba m daje sie przedstamwié przez forme (a,b,c).

Zagadnienie podstawowe teorii form kwadratowych jest na-
stepujace:

Znaleié¢  kryterium przedstarialnoéci liczby m przez . dang
forme kmadratorog i mwyznaczyd] mwszystkie przedstarwienia liczby
m przez te forme.

Bez ujmy dla ogdlnoci mozemy tez zalozyé, ze spétczynniki
a,b,c formy (1) nie maja wspélnego dzielnika wickszego od 1.
Gdyby bowiem pewna liczba d>1 byta naJWIQkSZYIl‘l wspo]n} m
dzielnikiem liczb a,b,c, to moglibyémy przyjaé:

a=da’, b=dVb, c=dc,
gdzie liczby &', b’,¢’ juz nie maja wspélnego dzielnika wickszego
od 1, i badaé przedstawienia liczby m/d przez forme (a/, ¥, ¢") za-
miast przedstawiefi liczby m przez forme (a,b,c).

Podobnie, mozemy zalozyé, ze liczby x,y sa wzglednie pierw-
sze, bo gdyby mialy najwiekszy wspélny dzielnik d>1, to przyj-
mujac

x=dux’, y=dy’,
mogliby$my zastapié ’

m=ax*+bxy-+cy’
przez
m/d*=ax"*+bx'y +cy’?,
gdzie liczby x” i y' sa wzglednie pierwsze.

Przedstawienie liczby m przez forme (1), w ktmym X1y sa
wzglednie pierwsze, nazywamy mwlascirym.

Dla wyznaczenia wszystkich przedstawieni liczby m przez
dang forme, wystarezy wiee wyznaczyé wszystkie przedstawienia
wlasciwe liczby m/d?, podstawiajac za d® wszystkie dzielniki
kwadratowe liczby m.

=

is 21 . Réwnowaznosé wlasciwa i niewladeiwa. 353

§ 2. Réwnowazno§é wlasciwa i niewlasciwa dwu form kwa-
dratowych. Klasy form kwadratowych. Niech a,f, y i 6 beda
liczbami catkowitymi. Podstawmy do (1)

{2) c=af-fn, y=y&tin.

Otrzymamy

ax*bxy—+cy’=alaé+pn)*+blaé ) (yé+ontclyétdn=—

=laa’+-bayt-cy)i*-+R2aap+bladty pl+-2cy 66 n-Hap*+bpst-cdn?,

€0 W oznaczeniach

I a; =aa’+bay-cy?,
{3) by =2aaf+blad+yp)-+2cysé,
[ ¢, =af+bpo+cé’
przybiera postaé
) ax’+baxy—+cy’=a, &+ b Entc

Mozemy wiec powiedzieé, ze forma (a,b,c) przez podsta-
wienie (2) przechodzi w forme (a,,b,,c,). Bedziemy to pisali krétko

{3) ( )(a b, c)=(a;, b, c,).

Wzér (5) jest — jak taiwo widzieé — réwnowazny ukladowi
rownan (3).

Jezeli dla dwu form (a,b,¢) i (a;,by,c,) zachodzi wzér (5)
przy pewnych calkowitych a. 8, y, 6, to kazda liczba m, dajaca
si¢ przedstawié przez forme (a,.b;.c;). daje si¢ tez przedstawié
przez forme (a, b, c). 7

Istotnie, niech liczba m daje si¢ przedstawié przez forme
{a,, b,.¢,), czyli ze przy pewnych catkowitych &, g

{6) a;&+b Ente ni=m.

Wryznaczajac liczby calkowite x i y ze wzoréw (2), otrzy;
mamy w my§l (5) réwno§é (4), a zatem wobec (6)

ax*+bxy-+cy*=m,

<o dowodzi, ze liczba m daje sie przedstawié przez formq {(a.b,c).

W. Sierpiiiski, Tearia Liczh. 25




354 . ROZDZIAE, XV. Zarys teorii form kwadratowych.

Niech w szczegélnosci
@ ad—yp—=1.

Na mocy (3) i (7) jest, jak latwo sprawdzié,
a,8°—b,dy—+tc,y=a,
—28,08~F b, (Ja+yp)—Lerya=b,
a,f?—b,fatcia?=c,
co dowodzi, ze
. ' 6:—53) =(a.b!
®) (__% P @b, e)=(abo),
czyli ze w praypadku (7) kazda liczba, przedstawialna przez
formeg (a, b, ¢), daje sie tes przedstawié przez forme (a;, b;, ¢,).
Jezeli dla form (a,b,¢) i (a,,b,,c;) zachodzg wzory (5) i (7), to
bedziemy pisali krétko )
(9) (a,b,¢)~ (élablscl)"
Woéwezas przyjmujac oznaczenia
a; =9, Bi=—8, L= 6=a,
mozemy napisa¢ wzér (8) w postaci

(10 _ (225) @, by = o, b,
przy czym na mocy (7) jest analogicznie

(1) 00—y h=8a—yp=+1,
skad

(12) (a5, by, ¢)) ~(a, b, c).

Relacja ~ jest wigc symetryczna.

Dwie formy, dla ktérych' ta relacja zachodz, nazywamy
réronomaznymi.

Kazda liczba, dajaca si¢ przedstawié przez jedna z dwu form
réwnowaznych, daje si¢ wiec tez przedstawié przez druga. Mo-
zemy zatem wypowiedzieé

Twierdzenie 1. Na fo, zeby dmwie formy (a, b,¢) i (a,, by, ¢,)
byly rémonomazne, potrzeba i mwystarcza, by zachodzil rzér (5}
przy peronych catkoritych a, gy, 8, spelniajacych mwarunek (7).

[§ 2] Réwnowaznosé wlagciwa i niewlasciwa. 355

Jezeli przy tym ad—yp=-1, to méwimy, ze forma (a, b, ¢ jest
réwnowazna miascirvie formie (a;.b,,c,), jezeli za§ ad—ypp=—1,
to méwimy, ze forma (a,b,c) jest réwnowazna nierplascimie for-
mie (ay, by, ¢;).

Poniewaz wzér (5), przy warunku (7), pociaga za soba — jak
dowiedlimy — wzér (10) i w my$l (11) jest a;6, —y; f, =6a—y B,
wige jezeli forma (a.b,¢) jest réwnowazna formie (a,,b,,c,) wla-
$ciwie, to 1 forma (a,,b,,c,) jest réwnowazna formie (a,b,c) wla-
Sciwie. Ta sama wzajemno$é zachodzi dla réwnowaznoSei nie-
wlaSciwej.

OczywiScie moze si¢ zdarzyé, ze ddna forma kwadratowa
jest réwnowazna innej formie (lub sama sobie) zaréwno wlagciwie
jak niewlaSciwie. Np. takimi sa formy (1,0,—2) i (—1,0,2), gdyz
— jak tatwo sprawdzié:

(L 20, —a=(—1, 0, 2
—1, —1

N
1 ;)(1, 0, —2)=(—1, 0, 2).

Kazda forma jest sama sobie zawsze réwnowazna wlasciwie,
gdyz zawsze
1, )
, 0, 1) (a,b,c)=(a. b, c).
Jezeli forma
(13) ax®-+bxy+cy®
przez podstawienie }
x=af+py.  y=yitiy
przechodzi na forme
8,8+ b En—+c o
ktéra przez podstawienie -
E=gt+4pu, p=ypttdéu
przechodzi na forme

(14) ayt+ byfu-tcou?,

to — jak latwo widzie¢ — forma (13) przechodZI na forme (14)
przez podstawienie

23%
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356 ROZDZIAL XV. Zarys teorii form kwadratowych.

s=alet-+BwWFByt+6u),  y=y@ttpu) -+, t46,u),

czyli przez podstawienie

x=(aa, +ﬂ?1) t(o8y By, y=(ya+oy)t-+(yp 466 ) u
Wzory

A L R B N 0 LTS R

pociagaja wiec za soba wzér

(15 () (0.0, = (2, oo

ay=ao, +fy,, B =0p+Bo,,
Yo =y% Oy, Sy=yp,}384,,
skad — jak tatwo widzieé —
(16) 2y8;—ys fo = (a0 —yB) (2,6, — y, B
Wzory (15) i (16) dowodza, ze zachodzi nastepujace
-Twierdzenie 2. Jezeli formy (a,b,c). i (s, by, c,) sa obie mwla-
cimie lub obie nierlaicimie rémnomazne formie (a;.b,,¢,), to
forma (a, b, ¢) jest rémnomwazna formie (85. by, c;) olascimie; jezeli
zaé jedna z form (a,b,c¢) i (a,, by, c,) jest rormonomaina formie
(ay, by, ¢;) mlasciroie, a druga niemlascimie, to forma (a, b,¢) jest
rémnomazna formie (a,, by, c,) niemlascimie.
Wynika stad, ze relacja ~ jest przechodnia.
Ponadto zachodzi nastepujace
Twierdzenie 3. Formy rémnomazne majg ten sam royrdznik.
Istotnie, wzory (3) daja, jak tatwo sprawdzié,
4alcl=b13+(4ac—63)(d.6—yﬁ)2,
skad wobec (7) .
d4a,¢,—b*=4dac—b>
Poniewaz w my$l twierdzenia 2 dwie formy, réwnowazne
jednej i tej samej trzeciej wlasciwie, sa sobie réwnowazne wla-
Sciwie, wigc mozemy wszystkie formy o danym wyrézniku D
podzieli¢ na klasy, zaliczajac do jednej i tej samej klasy dwie
formy o tym samym wyréiniku wtedy i tylko wtedy, gdy -sq
rownowazne wlaciwie.

s 3] Grupy przedstawief liczby przez forme kwadratowa. 357

§ 3. Grupy przedstawien liczby m przez forme (a, 5, ¢). Niech
(t7) m=ax*+bxy-+-cy?
bedzie przedstawieniem wlasciwym liczby m=0 przez forme
kwadratows (a,b,¢). Liczby x i Y sa wige wzglednie pierwsze.
Wobec tego mozemy wyznaczyé iakie liczby calkowite p, i ¢,
ze ¢o¥—pyy=1, przy czym — jak wiemy z Rozdzialu II § 3,
str. 37) — ogdlne rozwiazanie réwnania
{18) gx—py=1
wzgledem niewiadomych p i g dane jest przez wzory
(19) pk:pu’?"""“~ k== ‘»,—;ky,
gdzie k jest dowolna liczbg catkowiia. Niech

re=(2ax—-by) pr-+(bx—+2cy) g
Wobec (17) i (19} jejst wige
re=ry~+Q2ax-+bylkx+(bx+2cytky=r,~2km,

skad widaé, Zze wéréd liczb ry istnieje jedna i tylko jedna taka
liczba

(20) r=Qax~-by)p-+(bx-+2cy)q,
ze
(21) 0<lr<<2ml.

Za pomocy latwego rachunku sprawdzamy, ze
t@x*bxy+cy’)ap®+bpgtcg)=
=[@ax—+by)p+(bx—+2cy)q]*— Digx—py)
skad wobee (17), (18) i (20)

(22) r*=D-4m(ap*+bpq-+cq?),
a zatem
(23) © =D (mod 4m).

Dowiedlimy wice, ze kazdemu przedstawieniu wlagciwemu
liczby m przez forme (a,b,¢) odpowiada jeden i tylko jeden
pierwiastek kongruencji (23), spelniajacy nieréwnosei (21).

Wynika stad

Twierdzenie 4. Na to, by liczba m dala sie przedstamié przez
forme (a, b, ¢), potrzeba, zeby jej myréinik D byl reszta kmwa-
dratoroa liczby 4m.
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Bedziemy méwili, ze dane przedstawienie (17) nalezy do pier-
wiastka r kongruencji (23). Wszystkie przedstawienia liczby m
przez forme (a. b,c), nalezace to tego samego pierwiastka kon-
gruencji (23), zaliczaé be;dnemy do jednej i tej SELT]]GJ grupy przed-
starvien. tej liczby przez forme (a, b,c).

Zachowujac te same oznaczenia, wezmy pod uwage liczbe
(24 n=ap*+bpg+ecq’
W mysl (17), (20) i (24) jest
ax®+bxy-+cy?=m,
2axp+blxq+yp+2cyg=r,
ap®+bpg—+ecq®=n,

zatem

(’y“ Z) (a,b,¢) = (m,r,n),

skad wnosimy na mocy (18), ze formy (a,b,¢) i (m,r,n) sa ré-
wnowazne wla§ciwie.

Wedlug (22) i (24) jest r*=D +4mn, skad n=

e

Mo-

zemy wiec wypowiedzieé

Twierdzenie 5. Na fo, by mwzdr (17) damal przedstamwienie
mlascime liczby m przez forme (a,b, ¢) nalezaca do pierrmiastka r
kongruencji (23), potrzeba, zeby formy ‘

2 T N et A
(25) (a,b,¢) 1 (m,r, i \)

byly rémnomwazne mwlascirie.

Okazemy, Ze marunek ten zarazem mystarcza na to, zeby
istnialo przynajmniej jedno przedstamienie liczby m przez forme
(a, b, ¢), nalezace do pierwiastka r kongruencji (23), spelniajgcego
nierdronoéci (21).

Dowéd. Jezeli r jest pierwiastkiem kongruencji (23), a wiec
jezeli ®—D jest liczba podzielna przez 4m, i jezeli formy (25)
sa réwnowazne wlaSciwie, to istniejg takie liczby calkowite
a, B, y. 0, ze

B r*—D

e ab—yp—t i (“H)aba—(mr" D)

(s 41 Wyznaczanie przedstawien nalezacych do danej grupy. 359
Z ostatniego wzoru wynika — jak widzieliSmy — zZe

(27) ad?+bay+cyi=m,

(28) 2aaf+blad-Fyp)+2cyd=r.

Wzér (27) daje przedstawienie liczbvy m przez forme (a.b, ¢);
istnieje wiec jedno tylko rozwiazanie p,q réwnania -

ga—py=1L
dla ktorego
0<{(2aa-}+by)p-+(bat+2cy)g<2m.
a zatem w my$l (21), (20) 1 (28)
f=p i 0=q

co dowodzi, ze przedstawienie 127) istotnie nalezy do pierwiastka r.

§ 4. Wyznaczanie wszystkich przedstawied nalezacych do
danej grupy. Zapytajmy obecnie, jak znajac jedno przedstawienie
liczby m nalezace do danej grupy, mozna wyznaczy¢ wszystkie

inne przedstawienia, do niej nalezace.
Niech przedstawienia

29) ax?+bxy-fcy’=m, ax2+bxy,+cyli=m

naleza do tego samego pierwiastka r kongruencji (23). Jest wiec
przy pewnych catkowitych p i g

gx—py=1, (ax+byp+(bx+t2eylg=
ostatnie dwa wzory daja w jednej chwili
rx=(2ax+by)px4(bx—+2cy)(t+py

czyli
re=2pm-bx-2cy
i podobnie
ry=(2ax—+by)(gx— 1)+ (bx+2cylqy
czyli

ry=2gm—2ax—>by.
Otrzymane wzory dla rx i ry mozemy napisa¢ w postaci:
(30) (r—b)x—2cy=2pm, (r-Fbyy+2ax=2qm.
Podobnie dla drugiego z przedstawied (29):

(r—p)x;—2cy,=2pm, (r-Fby,+2ax,=2gm
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Ostatnie cztery wzory daja:

(r—b)x—2cy=0(mod 2m), (r4-bd)y-+2ax=0(mod 2my,
(r—>b)x;—2cy, =0(mod 2m), (r—+b)y,+2ax,=0(mod 2m),
skad ’ .

2¢(yx,— xy,)==0(mod 2m), 2a(yx; —xy,;)=0(mod 2m), ‘
(r—b)(yx; — xy,;)=0(mod 2m), (r--b) (yx,—xy,)=0(mod 2m)
i na mocy ostatnich kongruencji

2b(yx; —xy,)=0(mod 2m).

Gdyby yx,—=xy, nie bylo podzielne przez m, to wobec
podzielnoéci przez m kazdego z iloczynéw

alyxi—xy),  blyx—xy,),  clyx,—xyy),
liczby a, b,¢ mialyby wspélny dzielnik, whrew zalozeniu. Zatem
(31) Yyx,—xy,=mpo,
gdzie v jest liczba catkowita. Lecz
(32) 4(ax"f-bxy—+cy®) (ax,+ bx, y, +cy?) =
=[(Rax+4by)x,+(bx—42cy)y, |*— D (xy, —yx,),
skad wobec (29) i (30) v
(33) [Rax+4-by)x,+(bx-+2cy)y, > =4m2+ Dm?p?,
a zatem
(34) Rax—+by) x4 (bx+2¢cy)y, =mu,

gdzie u jest liczba calkowita.
Z (33) i (34) dostajemy po podzieleniu przez m?

(35) uf—Dop=4¢,

?ozwia‘zuja‘c za§ réwnania (30) i (32) wzgledem x; 1 y;, otrzymu-
Jemy na mocy (29)
(36) 2=t bo

177 “.x—l»cvy, Yyy=—p5—y—aox.

Jezeli wige przedstawienia (29) naleza do tej samej grupy,
to' ?achodza, wzory (36), gdzie u, v sg liczbami catkowitymi, spet-
niajacymi réwnanie (35).

[§ 4] ‘Wyznaczanie przedstawief nalezacych do danej grupy. 361

Niech teraz para liczh calkowitych u, o bedzie rozwiazaniem
réwnania (35). Wyznaczmy x,,y, ze wzoréw (36) w zalozeniu,
2e ax®-+bxy-fcy® jest przedstawieniem liczby m, nalezacym

E‘_Eil? i uv—;lzp sa calkowite, gdyz

D=b* (mod 4), skad u®>— b*p*=0 (mod 4) na mocy (35).
Wobec, zalozenia, ze ax?4-bxy-Fcy*=m, wzory (34) daja

do pierwiastka r. Liczby

(37) Yx, —XY;=mo

i(Qax—+by)x, + (bx—}—ch)yl:mu, a zatem wobec tozsamoéci (31)
4m(ax,>*+bx y,+ecyd) =m?u®— Dm?v?, skad w my$l (34)

(38) axi~bx y,+cy=m.

Jezeli przedstawienie x,y nalezy do pierwiastka r, to — jak
widzieliSmy — zachodza wzory (30), skad:

(r—b)xx, —2cyx,=2pmx,;, (r-+byx,+2axx,=2qmx,
(r—b)xy,—2cyy,=2pmy,, (r+blyy,+2axy,=2qmy;,

a zatem wobec (37) oraz wobec parzystosci liczb r+4-b i r—b (bo
r’=pb*—4dac-+4mn):

(39) x[r—b)x;—2¢cy,|=2m(px,+c0),
(40) x[r+by,+2ax|=m[2gx,—(r+b)p]=2ms,
(41) y[r —b)x,—2cy,]=m[2py,—(r—>b)p]=2mt,
(42) ylr-+b)y,+2ax,]=2m(qy,+av).

Gdyby (r—b)x,—2cy, nie bylo podzielne przez 2m, to wo-
bee (39) i (41) liczby x i y mialyby wspélny dzelnik wiek-
szy od jednoéci, whrew zalozeniu. Podobnie wnosimy z (39) i (42),
ze (r--b)y,~+2ax, jest podzielne przez 2m. Mozemy wiec napisaé:

(43) (r—b)x;—2cy,=2p,m, (r—+ b)y1+25x1=2q1nz,

gdzie p, i g, sa liczbami calkowitymi. .
Mnozac pierwsza z réwnoSci (43) przez —y;, a druga przez x,
dodajac, otrzymujemy 2bx;y,+2cy,®4-2ax*=2m{g,x;— p:y),
skad wobec (38)

(44) g%, —p: Yy =1




}
i

!
1
i
¢
¢
i

362 ROZDZIAL XV. Zarys teorii form kwadratowych.

Liczby x;,y, sa na mocy (44) wzglednie pierwsze; wzor (38)
daje wiec przedstawienie wlasciwe liczby m przez forme (a, b,c).
Mnozac pierwsza z réwnoSci (43) przez g, a druga przez
—p, 1 dodajac otrzymujemy na mocy (44) i
45) r=(bx,~+2cy,)q,+(2ax,+by,)p;.

Wzory (44) i (45) dowodza wobec warnnku (21), ze przedsta-
wienie x;,y; naleiy do pierwiastka r. Udowodnilismy wiec

Twierdzenie 6. Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na
to, by przedstamienia (29) nalezaly do tego samego piermiastka r,
sg rozory (30), o ktdrych u i v sg liczbami calkorwitymi, speiniaja-
cymi réronanie (35).

Latwo tez widzieé, ze réznym ukladom u,p odpowiadaja
w mysl wzoréw (36) rézne uklady x,,y,. Istotnie, wzory (36) po-
ciagaja za soba wzory (37) i (34), skad wynika, ze uklad w,p jest
przez uklady x,y i x;,y, okreslony jednoznacznie.

Doszlismy zatem do nastepujacego wyniku: znajac jedno
przedstawienie liczby m przez forme (a,b,c), nalezace do danej
grupy, potrafimy za pomoca rozwiazafi réwnania (35) wyznaczyé
wszystkie przedstawienia, nalezace do tej grupy!).

Nastepnie — jak wynika z twierdzenia 5 — aby rozstrzygnad,
czy istnieje przedstawienie danej liczby przez dang forme, nalezace
do danego pierwiastka, wystarczy rozstrzygnaé, czy pewne dwie
formy kwadratowe sa réwnowazne wiasciwie, czy nie, przy czym
potrafimy wyznaczyé ewentualne przedstawienie, jezeli znajdziemy
podstawienie, przeksztalcajace jedna z tych form w druga.

Wreszcie, badanie pierwiastkéw, charakteryzujacych grupy
przedstawief, sprowadza sie do badania kongruencji (23) czyli
kongruencji drugiego stopnia, czemu pos$wiecony byt Rozdziat XIII.

W ten sposéb zagadnienie podstawowe teorii form kwadrato-
wych, sformulowane na poczatku tego Rozdziatu (p. str.352), spro-
wadza sig ostatecznie do rozsirzygniecia, czy dwie dane formy
kwadratowe sa czy nie sa réwnowazne wlaciwie, i do ewentual-
nego wyznaczenia podstawienia, przeksztalcajacego jedna z tych
form w druga.

') Wszystkie rozwiazania réwnania (35) w liczbach parzystych otrzy-
mamy oczywiécie, podwajajac rozwiazania réwnania Pella 22— Dy?=1 w licz-
bach calkowitych (ob. Rozdzial XI, poSwigcony temu réwnaniu). Sposéb za$
otrzymania wszystkich rozwiazaf réwnania (35) w liczbach calkowitych wy-
fozony jest w drugim wydaniu tej ksigzki (z 1925 1.), str. 215.

I§ 51 Réwnowaznoéé wlasciwa dla D>>0. 3635

§ 5. Kryterium réwnowaznoSci dwu form kwadratowryc-h
o wyrézniku dodatnim. Formy zredukowane’dla D>,0' Zaj-
miemy si¢ wigc teraz pytaniem, jak Eozstrzyg'na‘c, czy .dmpe dane
formy kwadratowe sa, czy nie sa.rownowaz.ne wiasmv’:le. EE)E-
r6znimy tu dwa przypadki: D>01i D<C0. Niech naprzo.d DT .

Liczbe niewymierng y nazywaé I)de.iemy rémnon?azna‘ licz-
bie x, piszac y ~x, jezeli istnieja takie liczby catkowite a,f,y.0,
se zachodzi wzbr (7) oraz

—ax TP

y_yx—!—b'
Wiedy méwimy tez, ze liczba x przechodzi w liczbe y przez

.. [a, B ,

podstawienie (% 5). ' . -

Jezeli przy tym mozna dobraé liczby c’aﬂ‘;owm-e a,[?,y, ‘;:L_

by we wzorze (7) zachodzil znalf —}—3 to mm«fmpis ie' rtfwxx)mrm

noéé jest mlascima, jezeli zas mozna je dolzrac ta ) y we t‘m';,_
(7) zachodzil znak —, to méwimy, ze réwnowazno$c jes

wlasciroa, - ]

- Twierdzenie 7. Na to, by formy (a,b,@ i (a,,b,,c%) o .my

snaczniku D=0 byly rdmnomazne wlascimie, potrzeba i roystar-

cza, zeby liczby .

s - D

—b3¥D i _—btV¥D
2a

(46) 0=""3 =

byly rémwnomwazne mlaicimie. ‘ . ‘
67 6d, Z b,c) i (a;.by,c)) sa

r6d. Zatézmy naprzéd, ze formy (a, . 54

O e ’ a wiec wzory (3) przy pewny ch

16 ; sciwie. Zachodz
réwnowazne wiasciwi P oy tedy

catkowitych a.B.7,96, spehiajacych warunek ad—yp fa
—2aaf—blas-Lyfl—2eys+1D

R _/E 2
47 o =—~32;;1]— = S(ad’ I bay+cy)

a ze — jak tatwo sprawdzié — ]
—2aaf—blad+yh —2¢yé+¥ D=
(2aatby--yV'D) Rap+bo—01 D)
=T 2a

4 act+bay+ey)=
(2aa-+by—+y1D) Raz-+by—y1 D)
== 2a :

{
i
§
|
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wige
2&[3—[— bo—34 1 D
49 W= =
49) Y laatby—yyp
czyli o S Lt B co dowodzi wobec do—(—y)(—pf) =1, ze
VY —yo+a > e

liczby @ 1 o, sa réwnowazne wlaSciwie.
Zalézmy teraz, na odwrét, ze liczby (46) sa réwnowazne wlas-
ciwie. Mamy wiec przy pewnych calkowitych o, g, y, 6
b—yp=1 i w=00T8
* v6 © yo, 9
czyli col:f«;l w;__%t, skad wynika wzér (49), ktéry wobec (48}
pociaga za soba wzér (47). Zatem b,=2aaf~+b(adFyp)+2cys
i ay=aa®-Fbay-+cy? skad
_b—D_ [2aep-+blas—pp)+2cye —
da, d(aa®+bay+cy?) C
a wiec wobec (48)

_l@aa+by)*—y°D] [2ap+ b6 —8*D] _

€

T 4a[Raa-tby)?—y2 D] o
—QeBEDP=ID _ gt ppsycs

Dowiedliémy w ten sposéb, ze jezeli liczby o i &, sa réwno-
wazne wlasciwie, to przy pewnych calkowitych a, g, y, 6, spel-
niajacych warunek ad—yf=1, zachodza wzory (3), skad wy-
nika, ze formy (a,b,c) i (as,b,,c,) sa réwnowazne wlasciwie.
Twierdzenie 7 zostalo wiec udowodnione.

Zarazem dowiedliSmy, Ze jezeli liczba w, przechodzi w liczbe

a,

g g),,to forma (a, b,¢) przechodzi przez to
podstawienie w forme (a;,b,,¢;) i na odwrét. Dowiedlismy jed-
noczesnie, ze kazda liczba réronomaina miascimie liczbie postaci

—b+/D

]ak Tatwo widzie¢, zachodzi to i dla réwnowasnodci niewla-
$ciwej (co nzyskujemy, zmieniajac w dowodzie znaki liczb « i ).

o przez podstawienie (

jest tejze postaci.

1§ 51 Roéwnowaznoéé wlasciwa dla 1 >0. 365

—b—yD

52 bedziemy nazywali sprzezona z liczba x.

Liczby x i x’ sa wiec plerwiastkami tego samego réwnania
2-go stopnia

Liczbe x' ==

(2at-+b)2— D=0
Liczbe x nazywamy zredukomans, jezeli
' 0 —a' <1< .

—b+y D
2a -
D = 0) jest réronomazna mwlaicimie peronej liczbie zredukomanej.

Twierdzenie 8. Kazda liczba postaci x==- (gdzie

Dowéd. W mys$l twierdzenia Lagrange’a (RozdzialXIL, §9,
str. 293) liczba x rozwija sie na ulamek lafcuchowy okresowy

i,, !
EINEE LI,

Niech P,/Qn iJQ(lZie n-tym reduktem tego rozwiniecia i niech

t —1———}~ dla n=0,1,2,...
w {Qn+2
Woéwezas
Posxnt- Pos dla n=1.2,...
= Qn—i xn"}— Qu—"

i, jak wiemy (ob. wzér (17), str. 269),
Pt Qnos—Qnot Prp=(—1)""1
Dowodzi to, ze )
(50) X~ X dla n=1,2,...

Przy tym, jezeli n jest liczba nieparzysta, to réwnowazno$é
ta jest wlaciwa.

Wobec okresowosci rozwiniecia liczby x na ulamek lafcu-
chowy istnieje oczywiscie taka liczba nieparzysta k, ze liczba

R

CjL 1 ‘qr+2

51) “ﬂzfjk+

ma rozwiniecie o okresie czystym. Niech s bedzie liczbg wyrazéw
tego okresu; mozemy tu zalozyé, ze s>1, biorac okres nieko-
niecznie najmniejszy.
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Oznaczajac przez PRJQY n-ty redukt ulamka lafcuchowego
(31), mamy wiec
 plR) y (k)
Ps—i xk+ l §—2
=TT A
Q:lyzer+ Qsy

skad wnosimy, ze x; jest pierwiastkiem dodatnim réwnania

QW 24 (QI; — Py t— Pe=0."

Liczba x't, spragzona z xy, jest zatem drugim pierwiastkiem
tegoz réwnania i na mocy zalezno$ci miedzy pierwiastkami réw-
nania 2-go stopnia a jego wspélczynnikami jest:

k) oW
B e R R A e
Q¥ QB
skad
(52) (1) (" +H1) = xx’s F o+ x5 1=
(k) (K} k] k) ;] 5 ~ k]
P Qi PRQB PRt
Qi O ® e

gdyz oczywiScie PH, =P8, i OF, > QF,. Nieréwnosé (52) wobec
x>0 1 ax%0<<0 daje x%<<0 i x%-1>>0, skad 0<<—x'r <1,
a poniewaz xx>qr>1, wiee 0<C—xG<<l<<uxp.

Liczba x; jest zatem zredukowana. Lecz na mocy (50). jest
x~x; 1 wobec nieparzystoéci liczby k, réwnowaznoéé ta jest
wladciwa, c. b. d. d.

Nazywajac formg zredukomana kazda forme (a,b,c) o wy-

réimikn D>0, dla ktérej wz—_l)g_l;VD jest liczba zreduko-

wana, otrzymujemy z twierdzenia 7 nastepujacy

Whniosek. Kazda forma (a,b,c) o mwyréiniku D>0 jest rom-
nomwaina mlasciroie peronej formie zredukomwanej.
—b+VD

Dla liczby zredukowanej o= 5
2a

zachodza, na mocy
definicji, nieréwnofci

0<<—o' <l <o,
—b— 1‘@

dzie o' = —
g 2a

I§ 6] Formy dodatnie i formy zredukowane dla D <C0. . 367

Gdyby bylo a<<0, to wobec 0-<—«o’ mielibysmy b1 D=0,
skad b<<0, wobec za§ —o’<o mieliby$my b-+yD>—b-+ 1D,
skad b=0. Musi wiec byé a>0, skad — jak fatwo widzie¢ —

0<b+yD<2a i 2&<—b—}}ﬁ,
a zatem

\bl<yD - i a<yD,

co dowodzi, ze przy danym D=0 istnieje skoficzenie wiele liczb

zredukowanych, a wiec tez skoficzenie wiele form - zredukowa-

nvch (przy danym D forma (a,b,c) jest bowiem okreslona jedno-
. Stad

ta ). Sta

Twierdzenie 9. Liczba klas form kmwadratoroych o danym mwy-
rézniku D>>0 jest zarosze skorczona.

bZ
znacznie przez a 1 b, gdyz c=

§ 6. Formy dodatnie i formy zredukowane dla D<C0. Przy-
padek D= —4. Niech teraz D <CO. Niech (a,b,c) bedzie jaka-
kolwiek forma o wyrézniku D <<0, a m#0 — jakakolwiek
liczba, dajaca sie przedstawié przez te forme. Jest wige przy
pewnych x,y calkowitych m=ax*+bxy 4 cy?, skad

4am=(2ax-+by*—Dy",

a zatem wobec D <0
4am>0.

Wszystkie wige liczby m, dajace sie przedstawié przez forme
(a, b, ¢), maja ten sam znak co liczba a. Wynika stad natychmiast,
ze jezeli dwie formy (a,b,¢) 1 (ai. b,,c,) o wyrézniku D <0
sa réwnowazne, to liczby a i a; sa tego samego znaku., Poniewaz
za§ oczywiscie réwnowazno$é wlasciwa form

(53) (a, b, c) i (as, bx ,Cq)
pociaga za soba réwnowazno§é wlasciwa form
(54) (—a,—b,—c i (—ay,—b,—er)

i na odwrét oraz podstawienie (;’ 'g), ktére przeksztalca formy (53)
jedng w druga, przeksztalca réwniez formy (54) jedna w druga,
wiec badajac réwnowaznosé wlaSciwa dwu form o wyrdzniku
D=0, mozemy zalozyé, ze pierwsze wspblezynniki tyeh form sg
dodatnie.
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Formy takie nazywamy dodatnimi.

Forme (a,b,c) o wyrézniku D<<0 nazywamy zredukorvang.
jezeli —a<<b<La<e.

Twierdzenie 10. Kazda forma dodatnia (a,b,c) o wyrézniku
D=0 jest réwnomazna mlasciroie peronej formie zredukomwane;.

Dowéd. Wobec b®*—4dac=D<01i a>0 jest ¢>0. Niech

c=a,.

Jest to liczba dodatnia. Wyznaczmy liczbe calkowita 6 tak,
zeby :

(55) 1 b

1
TS T, 0y

Jasne jest, ze istnieje zawsze jedna i tylko jedna taka liczba
catkowita 4.

.o 0, 1 .

Przez podstawienie (__ 1 5) forma (a,b,a;) przejdzie — jak
‘iatwo widzieé — na réwnowazng jej wlaéciwie forme (ay, by, a,),
gdzie b, =-—b—2a,8; zatem wobec (55)

—a, < b, < a,.

Jezeli réwnoczesnie a,<Ca,, to forma (a;, by, a)) jest, w myél

okre§lenia, zredukowana. Zaltézmy wiec, 7e

a,> a,,
i postapmy z forma (a;, b;,a,) jak z forma (a, b, a,), co da nam
nowa forme (a,, b, ay), rtéwnowazna poprzedniej wlasciwie i taka, 7e

—a,<< by a,. ‘
Jezeli znowu

a, > a,
to forme (s, by,8,) przeksztalcimy jak wyzej na nowa forme
(a5, by, a,) itd. Ciag nier6wnoéci

a,>8,>a,> ...
nie moze byé nieskoﬁczony, gdyz wszystkie liczby a; sa natu-
ralne. Dojdziemy wiec do takiej formy (an> bn. @n11), Ze nie tylko
—an<<bp,<any1, lecz jednoczeénie an<ansi.
" Forma (@, b, cate) jest zatem zredukowana i — jak to wy-

nika w jednej chwili ze sposobu jej otrzymania — réwnowasna
formie (a,b,c) wlasciwie, c. b. d. d. .

1§ 6] Formy dedatnie i formy zredukowane dla D<0. 369

Nie tylko wigc dowiedlidmy, ze kazda forma dodatnia (0 wy-
znaczniku D<C0) jest réwnowazna wlaSciwie pewnej formie zre-
dukowanej, lecz nad to wskazaliSmy sposéb przeksztalcenia formy
danej w forme zredukowana (za pomoca kolejnych podstawief).

Zatézmy teraz, ze forma (a,b,c) o wyznaczniku D <0 jest
zredukowana. Jest wiec

(56) ae 1 ib)<a,

skad 4a%< d4ac=0>>

—D<a*—D czyli 3a8><—D iprzeto oirzy-
mujemy a-<_}

; zalem na mocy (56)
(57) bl-<ay—DJ3,

co dowodzi, ze dla danej warto§ci D<<0 istnieje skoniczona liczba
form zredukowanych.

Liczba klas form kmwadratorych jest miec dla kazdego D<0
skoriczona.

Niech w szczegolnosei D=—4. W my$l nieréwnosci (57) jest
a< ]/Z,.TB:, skad a=1, oraz |b|<(1, skad b=0 lub b=1.

Lecz b1, poniewaz wobec b*=D (mod4) i D=—4 liczba
b musi byé parzysta. Istnieje wiec tylko jedna forma zreduko-
wana o wyznaczniku D=-—4, mianowicie (1,0, 1) czyli forma

x4y

Jako tatwy stad wniosek otrzymujemy

Twierdzenie 11. Kazda liczba piermsza formy 4k—-1 jest
suma drou kmwadratomn.

Dowé6d. Jezeli p jest liczba pierwsza formy 4k—1, to —jak
wiemy z Rozdziatu, IV (ob. sir. 65) — istnieje taka liczba calko-
wita ¢, ze .g*=—1 (modp). Liczba r=g%i- jest wiec calkowita.

Dla x=11i y=0 liczba p daje sig przedstawié przez forme do-

datnia (p,r,2q) o wyznacznikn
D=(qp—4pr=4(g@—pr)=—+4

a wiec tez przez forme (1,0, 1), ktéra — jak dowiedlifmy — jf:st

forms zredukowana dla kazdej formy dodatniej o wyrézniku

—4. Liczba p daje sie wiec przedstawié przez forme x2-+y°

czyli jest suma dwu kwadratéw, c. b. d. o.

2,
W. Sierpinski, Teoria Liczb. 24
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i
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§ 7. Badanie réwnowaznosci wlaéciwej (-1wu form zreduko-
wanych o wyrézniku D <C0." Poniewaz k-azda forme kw.a’dra-
towa dodatnia o wyrézniku D<<0 potrafimy [?rzeksztalr:}c. na
réwnowazna jej wlaSciwie forme zredukowana, wiee _zggadmeme,
kiedy dwie formy kwadratowe dode'ltme o WYI:OZI.Hku. D<o
sq rébwnowazne wladciwie, sprowadza sig do zagadm/e_m.a: jak roz-
strzygnaé, czy dwie formy zredukowane o wyrézniku D <0
sq réwnowazne wia§ciwie? N

Zalézmy, ze dwie rézne formy zredukowane (53)' 0 wyr6z-
niku D<<0 sa réwnowazne wlaéciwie. Mozemy oczywiscie zalo-
zy¢é, ze )

(58) a,<la. ‘

Wobec zalozenia réwnowaznoéci wlaéciwej form (53) istnieja
takie liczby calkowite a,f,y,d, ze zachodzi wzér

{59) ad—ypf=1
oraz wzory (3). Pierwszy ze wzoréw (3) daje
(60) 4aa,=Qaatby)*—Dy*>—D,

a poniewaz a<}—D/3 i a,<V—D/3 (bo zaloiyliémy,, ze for‘my
sa zredukowane), wiec 4aa, <—4D/3, a zatem w l?aysl (60) jest
" —Dy*<—4D/3, skad y2<4/3 wobec D<C0, czyli albo y=0,
albo y=4-1. .

]:dnakie gdyby bylo y=0, mieliby§my ad=1--yp=1, skad
e=-411i 6=-1 oraz w my$l (60) 4aa, ==(2aa)*=44a% skad a=a;
w my$l za§ drugiego z réwnan (3) byloby Zj:aﬂ—}.—b; b, czyli

61) b,—b=42a8,
a ze
(62) —a<b<a, —a<b<a, 1 a,=a,

wiec |b; — b]<<2a, skad wobec (62) bylo}.)y f=0, a zatem b;=b.
Formy (a,b,c) i (a;,b,c;) bylyby wigc identyczne, whrew zalo-
zeniu. Musi przeto byé 'y::i:'l.

Pierwsze z réwnah (3) daje dla y=-41
63) a,=ad+ba-tc,
skad aa®+-ba=a,—c, a ze na mocy (58) i w mysl zalozenia, ze
forma (a, b,c) jest zredukowanq, mamy
(64) a,<a<e

8 7] Réwnowaznosé wlasciwa dla D<o. 571

wige aa® + ba<(0. Z drugiej za$ strony, wobec catkowitosci liczby
a oraz nieréwnosci 'b|<a, mamy ba<{ad’ skad aa® £ha>0.
Tak wiec
(65) ) aa®+ ba=0.
Wynika stad na mocy (63), ze a;=c, skad na mocy (65)
a=a=c.
Drugie za§ z réwnan (3) daje dla y=+1
by=2aap-+blad+ ) +2c6,
a ze na mocy (39) jest
b="5b(ad F B,
wiec dodajac ostatnie dwie réwnoSci stronami, ofrzymujemy
b +b=2aap+2bad + 2cs.
Wobece c=a i (65) wnosimy stad, ze
(66) by+b=2a(af T a6 + &),

a’ poniewaz we wzorach (62) nie moze byé jednoczesnie b—a !
i by=a, bo wéwezas formy (a,b,0) i (a,, by, ¢;) bylyby identyczne |
whbrew zalozeniu, wiec musi byé b, bi<2a.

Wzér (60) dowodzi przeto, se b,--b=0 czyli b,=—b.

Jezeli wiee formy zredukowane (a,d,¢) i (a3, by,¢,) o wyréz-
niku D <0, nie bedac ‘identycznymi, sa réwnowazne wladciwie,
to musi byé a,=a==c¢c i b,=—>b, skad

Formy te musza wige byé postaci
(67) (a,b,a) i (a,—b,a).

Z drugiej za$ strony, z latwodcia sprawdzamy, ze formy (64} i
sa zawsze réwhowazne wlasciwie, gdyz pierwsza przechodzi
w druga przez podstawienie

(7o)

24%
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Tak wiee udowodnilismy

Twierdzenie 12. Dmie réine formy zredukomwane o ryroz-
niku D <0 sa mwtedy i tylko wtedy réwnomwaine mlaécir?ie, gdy
szystkie cztery spdlczynniki skrajne majg mwspdlng wartosé, a spéi-.
czynniki érodkomwe m obu formach sa rérone co do bezmzglednej
mwartosci, lecz réine co do znaku.

Okoliczno$é te mozemy oczywiscie zawsze rozpoznaé bezpo-
rednio z postaci samej formy kwadratowej.

Dlatego tez rozpoznawanie réwnowazno$ci wlasciwej dwu
form zredukowanych o wyréiniku D<<0, a przez to (wobec
twierdzef 10 1 12) réwniez zagadnienie rozpoznawania réwnowaz-
noSci wlaéciwej jakichkolwiek dwu form kwadratowych o wy-
résniku D< 0 mozemy uwazaé za rozsirzyguiete. Potrafimy tez
wyznaczyé podstawienie, za pomoca ktérego jedna z tych form
przechodzi w druga. R

Ostatecznie wiec badanie réwnowaznoécl wlasciwej dwu form
kwadratowych sprowadza sig: dla D=0 do badania réwnowaz-
noéci wlasciwej dwu niewymiernoéei 2-ego stopnia, a dla D <0 —
do badania réwnowaznosci wlagciwej dwu form zredukowanych,
do czego wystarcza twierdzenie 12. Tym sposobem podstawowe
zagadnienie teorii form kwadratowych (p. § 1, str. 3521 § 4, stl,a
362) bedzie rozwiazane z chwila, gdy potrafimy rozstrzygndé,
czy dwie dane niewymiernoéci 2-go stopnia sa réwnowazne wla-
éciwie, czy nie. Zagadnieniem tym zajmiemy si¢ w § 8, w ktérym
damy ‘odpowiedZ na to pytanie. .

§ 8. Badanie réwnowaznoSci wlaSciwej dwu niewymier-
noéci 2-go stopnia. Niech x iy beda dwiema niewymierno§ciami
9-go stopnia o rozwinieciach na ulamki laficuchowe nicskon-
czone:

(68) s=agt 4

(©9) y=bot gt gt

i niech dla n=1,2,...:

(70) xnzan+m—1;—1‘+1;i:;+...,
) Yo ba i

1§ 8] Réwnowaznosé wlasciwa niewymiernosei 2-go stopnia.

ol

E}

Twierdzenie 13. Dla rdmnomaznoici dmwu niewymiernosci
2-go stopnia x i y potrzeba i wystarcza, by istnialy takie liczby
naturalne k i 1, ze
(72) =Y.

Dowdd. Jak dowiedliSmy w § 5 (ob. (50), str.365), dla n na-
turalnych zachodza réwnowaznodci ¥ ~x, i Yy ~ y,.

Jezeli wiec zachodzi réwno$é (72), to x~ax i y~yi=xx
i dla dowodu réwnowaznofci
(73) X~y
wystarczy okazaé, ze stosunek ~ jest przechodui.

Moina tego z latwoScia dowie$é bezpoérednio, a wynika to
tez z twierdzenia 7, uogélnionego na réwnowaznosé niewlasciwa
(str.364), oraz z przechodnio§ci stosunku réwnowaznoéci form
{str. 356). Warunek jest wiec konieczny.

Na odwrét, zalézmy teraz réwnowazno$é (73). Przy pewnych
a, .y, 0 calkowitvch zachodzi wieec wzér (7) oraz wzor

T _exTp
(74) V=
jako tez na mocy (68) i (69) wzér

(75) = Ep—lxn‘f‘Pn——‘Z

T Qn—lxn";j_ Qn-—i '
Wistawiajge te warto§é do wzoru (74), dostajemy
6) y = (8Pt BQur) 0+ aPrs 5 Qns
: - )’Pn——l+6Qu—[)xn+}’Py¢_‘j+(§Q"_g.
Okazemy. ze zawsze mozna n dobraé tak, aby
77 ’iPn—-l +ﬁQn—1
U aPns+pQnzs

Rozréznimy nastepujace irzy przypadki:

= 1.

19 a=0. Woweczas w hlyél wzoru (7), musi byé g=441;

. . . — .. . . . —1
liczba po lewej stronie wzoru (77) istnieje wiec 1 wynosi Qs )

! J - n—2
jest zatem wieksza od 1 dla wszystkich n>2.

20 =0 1 x+fi>0, 3% a0 i x-§~-§<0.
1 a
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Przypadek x—}—g =0 jest oczywiScie niemozliwy wobec zalo-

Zenia, ze liczba x jest niewymierna.’
W obu przypadkach 2° i 3° jest oczywiscie dla dostatecznie
wielkich n

3 B
(78) gpn—l +ﬂ Q"“l_‘ Q_n:l wl}fvl_}_ a

PP On
a

gdyz Rn~2+g zmierza wraz z n-><o do a'+—ﬁ , zatem do liezby
o y

réznej od zera i przeto dla dostatecznie wielkich n musi samo
byé roine od zera.

W przypadku 2° dobierzemy n parzyste i tak wielkie, zeby
bylo

(79) R, + ’g >0,
co jest mozliwe, gdyz lewa strona tej nieréwnnoéci zmierza do
x—{—g>0, Poniewaz dla n parzystego jest, jak wiemy (ob. (34),
str. 272), Rpg > x> Rn s, wiec

Rn——-1+ g P Rn—2+ i,
skad wynika nier6wnoéé (77) na mocy (78) i (79), gdyz Qn> Qno.

W przypadku 3° dobierzemy n nieparzyste i tak wielkie
zeby bylo

(80) R+ —g <.

Poniewaz za§ dla n nieparzystego jest R, 1-“x <Ry o, wiec
otrzymujemy teraz

ReatEcRost?,

skad wobec (78) 1 (80) znowu wynika nieréwnosé (77).
Dowiedli$my wige istnienia wskaznikéw n, dla ktérych za-
chodzi nier6wnoé¢ (77). Niech n>>1 bedzie najmniejszym ta-
kim wskainikiem. Wobec wymiernoéci lewej strony nieréw-
nofci (77) mozemy wiec napisaé ’

Wl
~
A

1 8] Réwnowaznosé wladciwa niewymiernosci 2-go stopnia.

aPn——E‘i’“ﬁQn—?— B’
gdzie 4 i B sa liczbami naturalnymi wzglednie pierwszymi i 4 > B.
Jak tatwo obliczyé, mamy na mocy (39)

(a Pn—l "}‘ ﬁQrb—l)('}’Pn——Q”%—é Qn—i’] —
{82) . - (7" Pn—-l _: d Qn—l)(aPn—Z";_ﬂQﬂ—l):: e
- (aé— )’ﬁ) (Pn—l Qn—?"" Qn——wl Pu—2)= =+ ("_ 1;”-
Gdyby bylo yPr1-+6Quy=0, mielibyémy stad
(P ra~+BQna)ly PaoF8Qns) =1,

81 aPog+pQua A4

zatem aPp i+ pQua=- 1, co niemozliwe wobec (T7). Jest wige

(83‘) '}’P n—1+aQn~—I: + C‘a
gdzie C jest liczba naturalnag. Niech jeszcze
(84) ;/Pn—f.’"i“ 6Qn—2: + Ds

gdzie znak przy D bierzemy zgodny ze znakiem przy C. Liczba D
Jjest wiec w kazdym razie calkowita.

Wzér (82) dowodzi, ze lewa strona wzoru (81) jest ulamkiem
nieprzywiedlnym, a Ze prawa strona wzoru (81) jest z zalozenia
réwniez ulamkiem nieprzywiedlnym, wiec

(85) aPrhl‘%‘“ﬁQw—l:iA: aPn—ﬂ‘!‘ﬂQn—E:ﬂ:B,

przy czym znaki w obu wzorach sa zgodne. Wobec (76), (85), (83)
1 (84) mozemy napisaé )

3 _AxntB

gdzie 4, B, C, D sg liczbami catkowitymi oraz

(87) 0< B4 i C=0,

a ponadto w my8] (82)

(88 AD—CB=41.

Rozwinmy liczbe wymierna 4/C na ulamek laficuchowy

4_ o1 1

9 C= et g T TG,
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o liczbie ogniw nieparzystej albo parzystej (p. str. 267), zaleznie
od tego, czy we wzorze (88) zachodzi znak gérny, czy dolny.

Oznaczajac przez A'/C’ przedostaini redukt ulamka 4/C
(przypadek, kiedy redukt ten nie istnieje, pozostawiamy do zba-
dania czytelnikowi, jako nie nastreczajacy trudnoéci), bedziemy
— jak fatwo widzieé — mieli

(90) AC—C4' ==+ 1,

gdzie znak bedzie zgodny ze znakiem we wzorze (88). Wzory (88)
i (90) daja w jednej chwili :

©1) A(D—CYy=CB—41"),

a ze (4, C)=1 na mocy (88), wiec

92) B—A'=—td,

gdzie t jest liczba calkowita. Lecz oczywiscie 0 A'<<4. Wno-
simy stad wobec (87), ze |B —A'| << 4; we wzorze (92) musi

wiec byé t==0 czyli B=A' i przeto wzér (91) daje D==C". Wzér
(86) mozemy zatem napisaé¢ w postaci

4oy Axn A
7y‘-cx"+c”

skad na mocy (89)

1] 1], 1
3 +y= i el S .
93) Fy=atg tetg
Jezeli w tym wzorze zachodzi znak -, 1o oczywiscie
ym+1:‘ X
Jezeli za§ zachodzi w nim znak —, to rozréinimy dwa przy-
padki: g;=11i ¢,>1.

Niech g,==1. Poniewaz z réwnofci —y=q, - ILI 12’ wy-
nika réwno§é y=-—q,—1- P wige w myél (93) mozemy
napisaé

1 i L, 1
=—, — ——— et — =, Sl it .
y 9o 1+(I2+1+q; e +Qm+fxn,

skad oczywiscie y,=x,.

Is 8] Réwnowaznosé wlasciwa niewymiernosei 2-go stopnia. 377

s . - . . , . 1
Niech wrészcie ¢, > 1. Poniewaz z réwnosei —y=q,+—
z

., . [
wynika réwnosé y =-—q,—1-+ - *1&1 — =—qu—1+i1~11-§— ';LZL
e jz—
I z—1
wige w my$l (93) mozewy napisaé
), 1 ]. 1] (], 1]
y=—qo—1+—F——" i L i 2]
YT T T T g = Tl T g Tl

skad w jednej chwili Ymin= .

Tak wiec we wszystkich przypadkach dla pewnych liezb
naturalnych k i I zachodzi réwnoéé (72), c. b. d. o.

Na mocy dowiedzionego twierdzenia 13, jezeli dla danyeh
liczb x i y znamy ich rozwiniecia na ulamki faficuchowe, to
potrafimy rozstrzygnaé, czy sa one, czy nie sa réwnowazne,
I wyznaczy¢ spétczynniki @, g, 3, 6 wzoru (74).

Zapytamy obecnie, w jaki sposéb moina rozstrzygnaé, czy
dane dwie niewymiernoéci 2-go stopnia x i Yy sg rownowazne
wlaSciwie.

Otéz, stwierdzamy najpierw na mocy twierdzenia 13, czy sa
one w ogéle réwnowazne, a jezeli sa, to wyznaczamy wspdi-
czynniki we wzorze (74). Jezeli wzér ten ustala réwnowaznosé
wladciwa miedzy x i y, to mamy odpowied? twierdzaca na py-
tanie. W przeciwnym razie nie ma jeszcze odpowiedzi przeczacej,
gdyz dwie liczby moga byé réwnowazne zaréwno wlasciwie jak
i niewlaSciwie — takie sa np. liczby V2-H1 i V2, gdyz
V2 1=(1Y24-1:0V241) § V24 1=-V243):(1-) 241 —
lecz wéwezas (wobec przechodniofci stosunku réwnowaznosci)
kazda z tych liczb jest réwnowazna sama sobie zaréwno wla-
Sciwie jak i niewlaSciwie. Poniewaz za§ kazda liczba jest réwno-
wazna sama sobie wlaSciwie, wiec zagadnienie sprawdza sie —
jak widzimy — do tego, czy potrafimy dla kazdej niewymiernosci
2-go stopnia rozstrzygnaé, czy jest ona sama sobie réwnowazna
niewlasciwie.

Niech wigc x bedzie dana niewymierno$cia 2-go stopnia.
Liczba x jest réwnowaina niewlaSciwie liczbic —x, gdyz
—x={(—1)-x-+0):(0-x41). Jezeli wiec liczha x jest sama sobie
réwnowazna niewlaSciwie, to z uwagi na to, ze dwie liczby
réwnowazne niewla$ciwie trzeciej, sa réwnowazne wlaSciwie,
liczba x jest réwnowazna liczhie — x wladciwie.
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Na odwrét — jak latwo widzieé — jezeli liczby x‘i —x sa
réwnowazne wlaéciwie, to kazda z nich jest sama sobie réwno-
wazna niewladciwie.

Tak wiec, aby stwierdzié, czy niewymierno$¢ 2-go stopnia x
jest sama sobie rownowazna niewiaéciwi?, ‘ws.rstarczy rozstrzyg.na‘.c,
czy liczby x i —x sa réwnowazne wlase}ww, a to zagadnienie
potrafimy juz rozstrzygnaé za pomoca tw1erdzen1a.1’3,’

Zauwazymy tu jeszcze, ze — jak mozna domtlesc, — na .to,
zeby niemymierno$é 2-go stopnia byla sama s.ol.ne réronorazna
niemlascimie, potrzeba i rystarcza zeby okres jej rozminigcia na
ulamek laricuchowy skladal sie z nieparzystej liczby ognim *).

1) Ob. 2-e wydanie tej ksiazki, Warszawa 1925, str. 215.

ROZDZIAL XVI
TEORIA LICZB CALKOWITYCH ZESPOLONYCH

§ 1. Liczby calkowite zespolone i ich norma. Liezby stowa-
xzyszone. Przez liczby catkomite zespolone rozumiemy liczby ze-
spolone a--bi, gdzie a i b sa liczbami calkowitymi.

Warto$¢ teorii liczb calkowitych zespolonych polega nie tyle
na tym, Ze jest ona uogélnieniem teorii zwyklych liczb calko-
witych, ile na tym, ze jako jej proste zastosowanie otrzymujemy
dowody réznych twierdzen o zwyklych liczbach catkowitych,
ktére na innej drodze sa o wicle trudniejsze.

Z definicji dzialan arytmetycznych na liczbach zespolonych
wynika natychmiast, ze suma, réznica i iloczyn dwu lub wigcej
liczb zespolonych catkowitych jest liczba zespolona calkowita.

CWICZENIA. 1. Znalesé wszystkie rozklady liczby 0 na sume kwadratow
dwu liczb catkowitych zespolonych.

Odpowiedz: 0=(atDiP--(+ b F ai?, gdzie a2 i b sg dowoluymi licz-
bami catkowitymi rzeczywistymi, a znaki nalezy uzyé wszedze gérne lub wsze-
dzie dolne. .

2. Zbadaé¢ jakie liczby calkowite zespolone x-+yi sa sumami dwu kwa-
dratéw liczb calkowitych zespolonych.

Rozwiazanie. Na to, by liczba calkowita zespolona x—-yi byla suma
dwu kwadratéw liczb calkowitych zespolonych, potrzeba i wystarcza, zeby y
bylo liczba parzysta oraz w przypadku, gdy x jest postaci 442, zeby y bylo
podzielne przez 4. '

Warunek jest konieczny, ho jezeli

ryi=(a++bi)2+(c4-di),
to
x=at—b*+c*—d:,  y=2(ab--cd).

Jak latwo stad widzieé, x jest postaci 4£-+2 tylko wiedy, gdy co najmniej
Jjedna z liczb a i b, a jednoczednie co najmniej jedna z liezb ¢ i d jest parzysta.
Lecz wéwezas liczba ab-}-cd jest parzysta, wiec liczba y jest podzielna przez 4.

Warunek jest dostateczny, bo jezeli x=2f41 iy=2u, to

xtyi= (14 ud - (a— 10,






