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Wynika stad, ze iloczyn wszystkich liczb ciagu (35) przystaje
modulo m do (—1)°, gdzie o jest liczba pierwiastkéw kongruencji
(34). Lecz na mocy wniosku 2 jest w danym razie o=2, zatem
(—1)¢=—1, gdy m=4, p* lub 2p* (gdzie p jest liczba pierw-
sza nieparzysta), a ¢==0(mod 4), zatem (— 1)ok=1 dla wszystkich
innych liczb naturalnych m>2. Tym samym twierdzenie jest
dowiedzione.

ROZDZIAL X1V
TEORIA SYMBOLU LEGENDRE’A I SYMBOLU JACOBIEGO

§ 1. Lemat Gaussa. W poprzednim rozdziale pokazali$my,
jaka role w fozwiazywaniu kongruencyj drugiego stopnia gra roz-
strzyganie, czy dana liczba D jest, czy nie jest reszta kwadra-
towa danego modulu pierwszego nieparzystego p, innymi stowy

— wyznaczanie warto§ci symbolu Legendre’a )
W Rozdziale VIII (§ 11, str. 199) dowiedliémy, ze symbol Le-
gendre'a (%) (gdzie p jest liczba pierwsza mieparzysta, D zaé

— liczba niepodzielna przez p) ma nastgpujace dwie wlasnoci:

L Jeseli D=D'(modp), to (g)—_—(%).

IL. Jeteli D%0(modp) i D'0(modp), to (DI'JD )= (g) (%).

Nadto, z twierdzenia 3 Rozdzialu IV (§ 1, sir. 59) wynika. ze

D\ _ Bt
) (B)=D" modp
skad wynika w szezegélnodci wlasno§é
—1) 11.;_‘
11l (——p—) =(—1)2.

Zajmiemy si¢ obecnie dowodem innych wlasnoéci symbolu
Legendre’a. W iym celu udowodnimy przede wszystkim naste-
pujacy

21*
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Lemat Gaussa. Wartosé symbolu Legendre’a (%) rérona jest

liczbie (— 1), gdzie u jest liczba tych ‘reszt liczb ciagu
@) D, 2D, 5D, ..., Eip

mwedlug modulu p, ktére sa mwieksze od pj2.

Dowé6d. Wyznaczmy dla liczb ciagu (1) reszty najmniejsze
co do wartoci bezwzglednej. Te z nich, kitére sa dodatnie,
oznaczmy przez

@, Oas .een O
a te, kidre sa ujemne — przez ‘ i .
—_—'ﬁla ""ﬁz: —/3,,.

Wszystkie liczby « i # sa wiec nieujemne, a poniewaz sa
one rézne od 0 wobec zalozenia, ze Ds£0(modp), wiec sa natu-

p

. . TR —1 . .
ralne i mniejsze od czyli niewigksze od - (poniewaz p

p
2
jest liczba nieparzysta).

Suma i réznica dwu jakichkolwiek réznych wyrazéw ciagu (1)
jest liczba niepodzielna przez p, gdyz D jest z zalozenia liczba
pierwsza wzgledem p, a spélczynniki przy D, jakoliczby natu-
ralne nie przewyzszajace Pj?i, daja sume i réznice o wartoSci
bezwzglednie mniejszej od p. Wnosimy stad, ze suma i réinica
dwu jakichkolwiek réznych (co do miejsca) wyrazéw ciagu

(3) Ay, dg, a3, PR/ 7 _ﬁ]1 _ﬁgs_,u-g ’—ﬂya

kiére, jako reszty, przystaja kazdy do jednej z liczb ciagu (2),
jest niepodzielna przez p. Stad za§ wynika w jednej chwili, ze
zadne dwie spofréd liczb

Gy, dg, Uy ... Uz, Bis Bos ... ﬂu
nie przystaja do siebie wedlug modulu p. Lecz liczb tych jest
tylez, ile wyrazéw ciagu (1) i kazda z nich jest liczba naturalna
niewickszg od P »v—vl, a poniewaz zadne dwie z nich nie przystaja
wedlug modutu p, wiec liczby te moga si¢ rézni€ co najw yzej
porzadkiem od liczb ciagu 1, 2, 3, ..., (p—i )/2, a w takim razie
—1

(4) afaz-...'a;,-ﬁl-ﬁg~...-ﬁ,,¢=1-9'...-p724
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Z tego .zaé., ze kazdy wyraz ciagu (3) przystaje wedlug mo-
dulu p do jakiego§ wyrazu ciagu (1), wnosimy, ze

—lD(modp)

oy etz (=) (— ). (—f)=D-2D-3D-...E7

czyli
. Pt

(e afifo =D (251 modp),
skad wobec (4) .

(— 1w (pT_l)!E D (p; 1)! (mod p).

T ——

Jjest zatem .podzielna przez liczbe pierwsza p. Poniewaz za$ pierw-

Liczba

.. . —1\, . . . .
szy jej czynnik (B—é—) ! jest oczywicie przez p niepodzielny, wiec

p—1

(—1»=D'? (mod p).

Kongruencja ta wraz z (1) daje (%)E(—l)!‘(modp), skad
D=t e b d.o
p

Zbyteczne jest chyba dodawaé, ze powiedzieé: reszta z dziele-
nia przez p jakiej§ liczby dodainiej niepodzielnej przez p jest wiek-
sza od polowy liczby p, wychodzi na to samo, co powiedzieé,
ze reszta bezwzglednie najmniejsza tej liczby wedlug modulu p

_ jest ujemna. Tym samym lemat Gaussa zostal dowiedziony.

.

§ 2. Warto$é symbolu (1—2,) Zastosujemy obecnie lemat Gaussa
do przypadku D=2.. Mamy wiec obliczy¢, ile liczb z ciagu

; . p—1

2, 4 6, ..., T5—2
daje przy dzieleniu przez p reszie wigksza od p2. Ogélny wy-
raz tego ciagu jest postaci 2k<{p—1.. Na to wigc, by reszta
2 dzielenia 2k przez p byla wieksza od polowy liczby p, wy-
starczy, by zachodzita nieréwnoié 2k>p/2 czyli k>p/4. Naj-
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‘mniejsza wartoécia k, spelniajaca tg nieréwno$é, jest E(p/4)-+1.
Liczba k moze wige przybieraé wartosci:

)+t Ef)42 .. BFN

ktérych jest dokladnie sz_—} — E(z)

Lecz z latwoscia sprawdzamy, ze dla p nieparzystych jest stale

5) 1,’*2,_,.1 —E (%) = B:Qj L (mod 2),

poniewaz kazda liczba nieparzysta jest jednej z postaci:
8k-1, 8k—-3, 8k-+4-5  8k-+7,

a kongruencja (5) zachodzi dla kazdej z nich. Istotnie, piszac:

e

8
otrzymujemy:
f(8k-+41)=4k—2k==2k, cp(8k—-}—1)=k(8k_—i—2),
f8k+3)=4k-}1—2k=2k-1, o8k —+43)=(dk{1)(2k—-+1),

f8k—+5)=4k+-2—(k+1)=2k—+1,  @Bk-+5)=(k-1)(4k+3),
f8k+-7)=4k-+3—(2k+1)=2k-2, - @8k--7)=(4k+3)(2k-+2),
czyli kongruencje (5) dla wszystkich 4 postaci liczb nieparzystych.
Wynika stad, ze

1

B)=tr=n7.

Otrzymali$my wiec dla symbolu Leg endre’a wlasnoéé
Pt

Iv. (1%) =T

§ 3. Prawo wzajemnoSci liczb pierwszych. Przechodzimy te-

raz do wywodu wlasnoéci symbolu Legendre’a, znanej pod
nazwa prama rozajemnosci liczb pierroszych. Zastosujemy w tym
“celu lemat Gaussa, zakladajac ze D jest liczba pierwsza nie-
parzysta. Oznaczmy ja przez gq.

Mamy wigc obliczyé, ile liczb z ciagu

. —1.
¢ 2q 5¢. ..., B5og
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daje przy dzielenin przez p reszie wieksza od p/2. Niech ry be-
dzie reszta wyrazu kgq; zatem

kg=pxe+r,

gdzie iloraz x: jest calkowity nieujemny. Obchodza nas jedynie
liczby kg, dla ktérych

pl2<<r<<p,

a wiec dla ktérych p/2 <kq—pxx<<p czyli kq—pxx—p/2>0
i kg—pxr—p=<<0, skad’

(kq—'pxk—g) (kg—paxr —p)<<O.
Niech x=uxx-1. Zatem

Lecz lc<p(_1 i rk> . Zatem kq——rL<P p’ skad
xcp—lazp 4 = pq+p<pq—p}-p, cayli x<q+ co
2p
wobec nieparzystosci hczby jest réwnowazne warnnkowi

x<q 1

7 drugiej strony jest x =ax--1>1, gdyz iloraz catkowity xx
jest nieujemny. Mozemy wige powiedzieé, Ze jezeli rn.>p/2, to
wiréd wyrazdéw ciagu

1, 2, 3. ... e

istniefe co najmniej jedna liczba x, dla ktérej
© (kg —px+E)ka—px<o.

Okazemy, ze wéréd wyrazéw tego ciagu taka liczba x jest
co najwyzej jedna.
Istotnie, dla x>xx-F1 czyli x> xx—2 Jest

3p 3p
kq px—}—9<kq pxk+9—}—~—~kq pxk——2~—rk—~<(),
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tym bardziej wiee kg==px <0, skad
(kq—px—l— ) (kg —px)=>0,

- co niemozliwe .wobec (6).. ~
Natomiast dla x << xpx—+1 czyli x<x jest

kg—px>kg—pxi=r>0,

tym bardziej wiec kg— px—}— = >0, skad znown

(kq=~ px+g—) (kg —px)>0

whbrew (6).
Widzimy zatem, ze jezeli rr>p/2, to
P
—pxLP _
@ J;[(kq px+2)(kq px)<<0.

Analogicznie dowié'dziemy, ze jezeli rv<<p/2, to iloczyn (7)

jest dodatni. Istotnie, dla x <xx jest
kg—px>kq—pxr=r0,
tym bardziej wiec kq—px-+p/2>0, skad
| (kéfpxﬂL%) (kg —px)>0
Natoﬁliast dla x>x; czyli x> x--1 jest

kq~px—|~§~<kq—pxk~§=rk—g<0,

tym bardziej wiec kq—px<<0, skad znowu
(kq—px—l-%) (kg —px)=>0.
Widzimy zatem, ze.dla ri <<p/2 wszystkie czynnikiiloczynu (7),
a wige i sam iloczyn (7) jest dodatni.

~ Oznaczmy ogélnie symbolem Rikq) najmniejsza co do war-
toSci bezwzglednej reszte liczby kq wedlug modutu p, a” symbo-
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lem signz — znak liczby z, tj. liczbe 4-1 dla z2>0 i liczbe — 1
dla z<20. Zatem
. |1 dla me<<p2
ﬂgnR(k(])“{ —{ dla re>p/2
i w kazdym razie
q—1

2

)] . sign R(kq) = sign H(kq —px—f—g) (kqg—px).

x=1

W tym znakowaniu lemat Gaussa daje

Pt
(%):n sign 'R(fch
skad wobec (8) =
Pt ot
(—- —~51gnn”(kq p.x—}—z)(kq px).

=1 x=1

Mozemy tez 0czyw1s<:1e napisaé

p—x q—1 p——l q—l
9 ( )—mgn [_‘[ﬂ(kq px—f—p)s%gnk]:lﬂ kq—px).
Niech )
e=9Tt

Wiedy [ _Qi_‘__,” a wiec jezeli x przebiega liczby

—1
2 03 .., I,
to I przebiega liczby
q—1 3
Ty T e 3, 2, 1

i na odwrét. Poniewaz jednak porzadek czynnikéw nie wplywa
na wartoéé iloczynu, wige

g—1 g—1
3

I !

x==1 I=1

S —
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Oczywiscie

q—1

2

g—1
n(kq~px)=n(kq~*lp)..
=1

x=1
skad wobec (9)

p—t g1

(s ] [l—"gea

Wzér ten wyprowadzony zostal dla wszelkich liczb pierwszych

niepar.zystych p i g. Pozostanie on wiec prawdziwy, jezeli w nim
zastapimy wszedzie p przez q, a k przez I i na odwrét. Otrzy-
mamy wdwczas

gt p—

(B sien [ [ Tlo-+50—L)to—k0>

=1 k=1
) Z dwu ostatnich wzoréw, laczac odpowiednie czynniki, otrzy-
mujemy

p—1 ¢—1
=

(B)g) st [] ot e,

k=1 1=1 '
Poniewaz w iloczynie po prawej stronie wszystkie czynniki

(kq+lp—%2) sa dodatnie, wigc mozemy napisaé

i
2 2

Gl [ [ T1=vaon.

Wszystkie czynniki po prawej stronie s teraz ujemne, a jest

.y p—1g—1 . . . —
ich B gdyz k moze przyjmowad 13‘9_,1, l za$ Q%l

El

wartodci. Zatem prawa strona ostatniego wzoru réwna jest

r=t a-1
(—1)2 2 Otrzymali$my wiec dla symbolu Legendre’a wlas-
noéé

[§ 4] Obliczanie warto§ci symbolu Legendre’a. 331

V. Prawo wzajemnoSci liczb pierwszych ). Jezeli p i q sg
liczbami pierroszymi nieparzystymi, to

p—1 gt
Bg=cv=

§ 4. Obliczanie wartoéei symbolu Legendre’a na podstawie
jego zasadniczych wlasnosei. . Pokazemy. obecnie, w jaki sposéb
na podstawie 3 wyprowadzonych wlasnosci symbolu Legendre’a
mozna obliczyé jego wartoéé. Dla ulatwienia napiszmy wszystkie
te wlasnoSci razem: )

L (g-):(%) dla D=D"(mod p).

» (-E2)
11T (:p@) — (_—_ngi
. (%) —(—1F
V. (g) (%) =(— 1)—21'51‘_2__l dla piq pierwszych nieparzystyeb.

Niech p bedzie dana liczba piefwsza nieparzysta, aD— dang
liczbg calkowita, niepodzielna przez p. Aby obliczyé wartosé
symbolu (g), oznaézimy przez r reszte liczby D wediug modulu p.
Na mocy wlasnosei I jest
(2) = (1), gdzie 0-<lr<<p.
p P

Rozréznimy dalej dwa przypadki: r=11ir>1.

Dla r=1{ mamy na mocy wiasnosci II

D=-G-GIE1-G):
skad na mocy wlasnosei 11

()=t

1) Gauss sam podat az 7 réznych dowodéw prawa wzajemnosei liczb
pierwszych. Tablice chronologiczna 45 dowodéw tego prawa fod 1796 . do 1897 r.}
znajdzie czytelnik w ksigzce P. Bachmanna, Niedere Zahlentheorie, Czesé 1.

Lipsk 1901, str. 203.
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Dla r>1 rozwifimy liczbe r na czynniki pierwsze:
r=2%q" qy". .. g%

Wszystkie czynniki nieparzyste g sa oczywiScie nie wicksze
od r, a wiec mniejsze od p. Na mocy wiasnosci 1T mamy

=G =Gl () (. ()
plpl Ap/Ap) A\pl Apl
Pierwszy czynnik po prawej stronie obliczymy na mocy wias-

noéci IV, a dla obliczenia pozostalych wystarczy, jezeli potrafimy

obliczyé (g—), gdzie q jest liczba pierwsza, mniejszaod p. Lecz na

mocy wlasnoéei V jest ,
p=t ot
-7
P i .
s . L ir : (D’
wystarczy wigc, jezeli potrafimy obliczyé warto§é symbolu (; ,
gdzie g jest liczba pierwsza nieparzysta mniejsza od p.:

Tak wigc obliczanie wartosci symbolu (g) mozemy zawsze
sprowadzi¢ do obliczania wartoéei symbolu (%), gdzie ¢ jest
liczba pierwsza nieparzysta, mniejsza od p. )

Poniewaz jednak liczb pierwszych nieparzystych mniejszych
do p jest tylko liczba skoficzona, wiec stosujac wskazane operacje
dostatecznie wielka (skoficzona) liczbe razy, dojdziemy wreszcie
do symboli, ktére dadza sic juz obliczyé na podstawie tylko cate-
rech pierwszych wlasnoéci symbolu Legendre’a.

PRZYKEAD. Obliczmy (*o0),

000 [ . .
1_6101_)“ (g%?—) Liczba 359 jest pierw-

sza. Stad na mocy wlasnofci V (g%g—)-——(g%), a na mocy wlas-
L. (641) (282)
nosei 1 (D25 )= (=),

Na mocy wlasnoéci I (

Lecz 282=2.3.47, wiec na mocy wlas-

(555 = s3] 5a) (555

359 359
no$ci IT
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oo [ 2 P
Na mocy wiasnoécx IV (3—5—9—):+1’ a na 1]19(1}( w{&snos(q 3

(%)z—(§?) Ale na niocy wilasno$ci 1 (3?)=(§), na mocy

2 [ 3
za$ wlasnoéei IV (g)r——I; zatem (§§§):+1' .
Na mocy wiasnoéci V i I znajdujemy kolejno

(5ol =— ()= ()

3 PAVERYES -
na mocy za§ wlasnosci Il (ﬂ)-:( )(—J—)( ) Na mocy wiasno-

47/ a7/ \47l\47
Sci TV (2 1 mocy wlasnoéci V (—3-)=-7(4~) Ale na
$ei IV 2 =-1, a na inocy et 5
7\ (2 . v BV
mocy wlasnosei 1 (%):tg), na mocy za§ wlasno§ei IV (3’)'_'_1-

3V .
zatem (E)—+1

: co (3 (4T ] :
Wreszcie na mocy wlasnoéci V (l) = (?)’ a na mocy wlasno-

47, ‘
Sci 1 (%7—)=(§), na mocy wlasnosei IV @}—; —1; zatem (15;)__:_ i
e v (2= ()= et ()=

-+1. Zatem

o 29) ()~ ) 55

= ()0 (D=1

——(2)
(

czvli ostatecznie

i

Do tego samego wyniku doszlibysmy, obliczaja‘.c Vyartoéé te-
goz symbolu inaczej. Mianowicie moglibyémy napisaé na mocy

wlasnoéei 11
* ; 3 3
(o) =) )
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2

641
(-é—z—i) == (9?) Na mocy wlasnosci I (6—41)= (%), a na mocy wilas-

noei 11 i TIT (%):(:1) (:i): 1. ’

Na mocy wlasnoéci IV ( ):—}-1, na mocy za$ wlashoéci \Y

5 5
Zatem
' 1000
() = ) =+,
jak wyzej.

CWICZENIA: 1. Dowiesé, ze jezeli p=4k+3 jest liczba pierwsza, to

() ploPktl (g (Storchi).
i p—1
Dowéd. W my$l wzoru (14) z Rozdziatu II (str. 36) jést (g) =32 ° (mod pj.
P
. p—1 pP—1
skad. w my$l wlasnoéci IV symbolu Legendre’a 2 E =(—1) 8 (mod p}
Poniewaz w dan ie est P—1. p—1 :
o anym razie jest 3 =2k-+41, a '—8—~=(2k+1)(k+1), wiee
¥ = (— )" (mod p) czyli #), c. b. d. o.
Tek mp.  3l2+41, 7]2°—1, ]2, 19]2941, 253|201,
2. Dowies¢, ze jezeli p jest liczba pierwsza postaci 40k -1, to
p—1 .
2
5 ’ ‘ pl10 —1 (Eulerj.
owéd. Jak wiemy z definicji symbolu Legendre’a (p. wzdr, (17), str. 62)

B o
=11 2
wobec (10,p)=1 jest 10 ? = (—) (mod p); wystarezy wiec okazaé, ze (Q) =1.
4

Lecz (%)=(%) (é) Wobee p=40k 1 jest Z!—o(mod2), skad (2):1
p

P/ \p 8

M;myél wlasnoéci IV symbolu Legendre’a. Na mocy zaé wlasnosei V mamy
" .

2)=15), a w mysl wlasnosei T i b)_ (40k£1) _ (Lt

(p) (5) y$l wlasmosei I i Il (5)_ (— = ‘—) = (-_5_)-_—1, Jest wiec

(g): 1, zatem (%) =1, ¢ b. d. o.

Tak wiec np. 41]162°~1, 79[10%—1,

3. Dowieéé, ze j;}ie]i p jest ]iczbd pierwsza postaci 40k & r, gdzie r=7, 11
p—1 | ) o

2 ST . .
17 lub 19, to p|10 2 J-g; Jezelll za§ p jest liczba pierwsza postaci 40k -,
p—1 '

gdzie r=3, 9 lub 13, t -
to pl10 1 (Euler).
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4. Znalezé wszystkie liczby pierwsze nieparzyste ps=7, dla kiérych liczba 7
jest reszta kwadratowa.

Rozwiazanie. Na mocy definicji symbolu Legendre'a (str. 62) wystar-
czy znalezé wszystkie liczby pierwsze nieparzyste p, dla ktérych (137) ==1. Liczba

pierwsza nieparzysta p musi byé jednej z postaci 28k £, gdzie r=1 3, 5, 9.

r—>
11 lub 13. W my$l wlasnosci V symbolu Legendre’a jest (Z):(_;[) : (g)‘

P
28ktr| [+

Lecz, w my$l wlasnoSei I tego symbolu jest (§)= (—“;?—) —( 3 ), a ze w mysl

wlasno$ci 1 ("Ti) =—1, wiec (§)= + (;) na mocy wlasnosei II. Mamy dalej

(%): 1 w my$l wlasnosci 1II, a w mysl wlasnoéei V, 1§ II

=)=

Stosujac w dalszym ciagu wlasnoéci symbolu Legendre’a, zuajdujemy
B=@=E=r Q-E-+ E)-B-6=+ G-+

i 7
Tak wiec (%) —1dla p=28k-r, gdzie r=1,3,9,19, 25 Iub 27, (If,)=_1

dla p=28k-}-r, gdzie r=35, 11, 13, 15, 17 lub 25.

Zatem; na to, by liczba 7 byla reszia kwadratowa dla Hezby pierwszej
nieparzystej p, potrzeba i wystarcza, zeby liczba p byla postaci 28k -+r, gdzie
r=1,3,9, 19, 25 lub 27.

5. Znalezé wszystkie niepodzielne przez 7 (i rézne od 1), liczby naturalne
m-<<100, dla kiérych liczba 7 jest reszta kwadratowa. | .

Rozwiazanie. Opierajac sig na wynikach éwiczenia 4 oraz na wniosku 1
ze str. 320, znajdujemy z latwoicia, ze sa to nastepujace liczby m:
2, 3, 6, 9, 18, 19, 27, 29, 31, 37, 38,

47, 55, 54, 57, 58, 59, 62, 74, 81, 94

§ 5. Symbol Jacobiego i jego zasadnicze wlasnofci. W celu
unikniecia rozwijania liczby ‘D na czynniki pierwsze przy obli-

, (D : .
czaniu wartoéci symbolu Legendre’a (—p—), C. Jacobi wprowa-

dzit symbol ogoélniejszy (?) definiujac go dla przypadkéw, kiedy

P jest jakakolwiek liczba nieparzysta wieksza od jedno$ci, D za$
— jakakolwiek liczba calkowita pierwsza wzgledem P.
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Definicja Jacobiego jest nastepujaca: jezeli P rozwija sie
na czynniki pierwsze (oczywifcie wszystkie nieparzyste)

P=p;mpy® ... p&,
10

ao =Gl

gdzie po prawej stronie mamy symbole Legendre’a.

Z definicji tej wynika natychmiast, ze w razie, kiedy P jest
liczba pierwsza, symbol Jacobiego jest identyczny z symbolem
Legendre’a. Gdybysmy wiec znalezli jaki§ prosty sposéh wy-
znaczania wartoSci symbolu Jacobiego, to moglibysmy wyzna-
czaé zarazem warto$ci symbolu Legendre’a.

Jednakze dla reszi kwadratowych symbol Jacobiego nie
gra juz tej roli, co symbol Legendre’a,

7 réwnosci bowiem (%) =—1 mozna wprawdzie wywniosko-
waé, ze D nie jest reszta kwadratowa dla P, poniewaz gdy réw-
no$é ta zachodzi, to przynajmniej jeden z czynnikéw prawej
strony wzoru (10) musi by¢ liczba —1, np. (Q)=—1, a wéw-

. 1/
czas kongruencja x*=D (modp,), tym bardziej wiec kongruencja

x*=D (mod P), nie bylaby rozwiazalna. Jezeli natomiast zachodzi
réwnosé (%)=+1, to jeszcze stad nie wynika, ze D jest reszta
kwadratows liczby P. Oto przyklad:

[CRE T -

- gdy tymczasem kongruencja x*=2(mod 15) nie jest rozwiazalna,
nierozwiazalna jest juz bowiem kongruencja x?==2 (mod?3).

Dla symbolu Legendre’a wyprowadziliSmy pigé zasadni-
czych wlasno§ci. Okazemy obecnie, ze wszystkie te wlasnodci
posiada réwniez symbol Jacobiego.

Przedstawmy liczbe P w formie

P=pp'p"...,

I§ 51 Symbol Jacobiego i jego zasadmicze wlasnosci. 337

gdzie po prawej stronie mamy same czynniki pierwsze (niepa-
rzyste), miedzy ktérymi moga sie tez znajdowaé réwne. Na mocy
definicji symbolu Jacobiego mozemy napisaé

" B=)E)2)--

gdzie po prawej sironie mamy symbole Legendre’a. -
L. . , D\ (D
‘Wilasnoéé 1. Jezeli D=D’'(modP), to (F =\p)

Dowéd. W mysl (11):

W Q-BIEE- B -

Lecz jezeli D=D"(mod P), to tym bardziej
D=D (modp), D=D'(modp’), D=D'(modp”) itd.,
wobec czego na mocy wlasnosci I symbolu Legendrea
=G F=F
p/ \pl plo\pr
Kazdy z czynnikéw prawej strony pierwszego ze wzoréw (12
jest wiec réwny odpowiedniemu czynnikowi drugiego z tych wzo-

vow, skad (%)=(%), c. b. d. o.

Wiasnosé 1. (22)=(2) (3.

Dowdd. W my$l (11) zachodza wzory (12), skad
BE=CEIFE)-

Lecz na mocy wlasnoéci 1T symbolu Legendre’a

BE-  BE-E2).

)3 22) 2222 32) ..

V. Sierpinski, Teoria Liczb,

skad
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Z drugiej strony w my$l (11) jest
7 =PI G2 -

77

7

. P piip /ip
wige (DPD’):(%) (Pﬁ,)’ ¢ b d. o.

- Pt
Wiasnoéé IIL (—P—)z(—n T,

Dowéd. W my$] (11)
=G G -

Po prawej stronie mamy symbole Legendre’a, mozemy wiec
na mocy ich wlasnoéei III napisaé

_ e R R L N
(13) (1) (—=n= =2

W tozsamoéci
P=ppp"...=[p— 1)+ 1lp'— )+1][(p" —1)F-1]. ..

wszystkie liczby p—1, p'—1, p” —1, ... sa oczywiscie parzyste;
iloczyn dwu lub wigcej takich czynnikdéw jest wigc podzielny
przez 4. Zatem

P=dk+1+p—0)+@ — )+ " —1)+...,

skad
P—1 p—1,p—1, p"—1
(14) 5 =2k 5 —+ 5 -+ 3 -+ ...,
wiee
Pt e T
()T ==y T

: Pt
Na mocy (13) jest przeto (1})—1)=(— 1)2,0c. b.d o

[§ 5] Symbol Jacobiego i jego zasadnicze wlasnogci.

359
Whasnosé IV. (2)=(—1) v
Dowéd. W myél (11)
2y 211252
(p)=(;7)[;)(p'l) ?

skad na zasadzie wlasnosci 1V symbolu Legendre’a

p—1, p'31  p't—1,

(13) (- ):(_1)5 g

ol tv

°

Poniewaz kwadrat kazdej liczby nieparzystej jest formy
8k-1. wiec w tozsamosci

2= [(p* = )] — 1) 1] [p" 2 — 1) 1] . .

kazda z réinic p>— 1, p’2—1, p2—1, ... jest podzielna przez 8.
lloczyn dwu lub wiecej takich réznic jest przeto podzielny
przez 64. Zatem

PP=06dk+1+(p* — )+ — 1)+ (p—1) ...,
skad

P—t_ g p—1, ptet pr—1

go=sk gt Sl

wiec

Pt =1, pri—1 p”‘—’-1+
) T8 T

(—1) 5 =(—1)3

o Py
a stad na mocy (15) (5}")->=(— 1) 8, e. b. d o.
‘ P—1Q—t
Wlasnosé V. (g) (%)——*(—- 1)2 2 dla P i Q nieparzystych

wzglednie piermszych.

Dowéd. Dla skrécenia oznaczmy ogdlnie przez []f(p) ilo-
czyn f(p)f(p')f(p”)... rozciagniety na wszystkie czynm?ki rozwi-
nigcia P=pp'p”..., a przez [] f(p,q) takiz iloczyn rozciagniety na
wszystkie pary p,g, gdzie F; jest jednym z czynnikéw iloczynu
pp’p”.... a ¢—jednym z czynnikéw iloczynu qq’'q”...

22%
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Dla rozkladéw [Ip i [[q liczb P i Q na same czynniki
P a

plerwsze:
P=pp'p”... 1 Q=gqqq"...

jest wiee w my$l (11) (g) :—.H (g), gdzie w my$l wiasnoSci 11
(=TT w0 (5~ [T TTE- L1
Podobnie (%)=g(%), skad (ZPQ—) (§)=g(§‘) (%), zatem

na mocy prawa wzajemnosci liczb pierwszych .
pt gt Tt
(16) (%) (@=[[=vz T=oma® "
r.a .
. . ., —1 g—I1
Lecz — jak latwo stwierdzié — suma BT q—7~ , rozciag-

7.q
nieta na wszystkie pary p,q, gdzie p przebiega liczby p.p’,p”...,
a g — liczby q.q9%.¢",..., réwna jest iloczynowi .

p—1 g e qg—1 1_1 17 —1
e e e 2 )
W mysl (14) jest )

'—1 7 ———1 .
P2 +P LS -=“"g""“‘3k

i podobnie

2 2 2 2
skad
\“Wp——ﬁli q—i Hp—lnq——i ,——-1Q |~2“’
gdzie liczba u=2kl— P;Ai _E{ — k jest calkowita. Zatem
yitet P—t Q—t
(—1)pa® Po(—q)?T T
P=1Q-t

czyli wobec (16) (g) (%):(— 12 2, c bod d

[s 6] Prawidlo Eisensteina. 341

Prawa strona otrzymanego wzoru jest — jak latwo wiedzieé —
rowna —1 tylko wtedy, gdy obie liczby P i Q sa formy 4k--3.
Gdy bowiem choé¢ jedna z tych liczb miala forme 4k--1, to
wykladnik po prawej stronie bylby oczywiScie parzysty i mieli-
by$my 1.

Wyprowadzone wiasnosci zastosujemy do wywodu reguly, stu-
zacej do wyznaczania warto§ci symbolu Jacobiego bez rozwi-
jania liczb na czynniki pierwsze. Jest to tzw. pramidio Eisensteina.

§ 6. Prawidlo Eisensteina. Zauwazmy przede wszystkim, ze

obliczanie warto§ci symbolu p) mozemy sprowadzié zawsze do

obliczania warto§ci symbolu (%), gdzie Q jest liczba naturalna
nieparzysta. Istoinie, niech

D=(—1)=2?Q,

gdzie Q jest iloczynem wszystkich czynnikéw nieparzystych roz-
winiecia liczby D. Dla wyznaczenia liczby Q nie potrzebujemy
jednak rozwijaé D na czynniki pierwsze: wysiarczy wyznaczyé
najwyzsza potege dwéjki, dzielaca liczbe D. Mozemy ja znalezd,
dzielac kolejno D przez 2, poki to jest mozliwe, i obliczajac
liczbe takich dzielef.

Na mocy wlasnoéei I, 11 i IV symbolu Jacobiego mozemy
napisaé

: / P—t Pt
BT
P P/

pozostaja wiec do obliczenia tylko wartioSci symbolu (%) dla Q
nieparzystych.

Oznaczmy przez R reszte liczby Q wedlug modulu P; jest
to wiec jedna z liczb

1, 2, 3 ..., P—t
i liczba P —R jest réwniez jedna z lczb tego ciagu. Mozemy
napisaé

Q=Pt+R, Q=P{t-+1)—(P—R).
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Zliczb R i P—R, ktérych suma P jest nieparzysta, jedna
Jjest parzysta, a druga nieparzysta. Oznaczmy przez P, te z nich,
ktéra jest nieparzysta. Jezeli jest nia liczba R, to Q=Pt+P,,
jezeli za§ jest nia liczba P—R, to Q=P@E+1)—P,; w kazdym
wiec razie

Q - P k + &1 Pl s
gdzie & jest réwne albo --1, albo — 1.
Zauwaimy tez, 7e k musi by¢ liczba, parzysta. Istotnie, w prze-
ciwnym razie nieparzysta bylaby liczba
Pk=Q—¢P,,
gdy ;tymczasem po prawej stronie mamy liczbe parzysta jako

réznice lub sume dwu liczb nieparzystych. Niech wigc k=2k,;
zatem

Q:2k1P+EIPI'
Jezeli P, =1, to mozemy postapié z liczbami P i P, tak, jak
postapiliSmy z liczbami Q i P; otrzymamy réwnoé§é
P=2k,P,}¢,P,,
gdzie e,=-41, a P, jest liczbg naturalng nieparzysta.
Jezeli za§ P, |, to otrzymamy podobnie
P =2k,P,ts, P, itd.
Liczby P,P,,P,.P,... stale maleja, gdyz P <P—1,P, <P —1
itd. Ciag otrzymanych réwnosci nie moze wige byé nieskon-
czony (bo liczb naturalnych nieparzystych mniejszych od P jest
liczba skonczona). Dojdziemy wige do ostatniej réwnosci
Pn—2=2knpn—1 +3nPn=
w ktérej P,=1 (poniewaz gdyby bylo P, 1, mogliby§my jeszcze
napisa¢ réwno$¢ mnastepna). W ciagu otrzymanych réwnoéci:
Q =2k, P —+e& Py,
P :2k2P1+52P21
(17) - P1=2k3P2+83P3a

Pn—3= 2 kn-1Pn——2 + En—1 P"—Ia
Pn—2=2knpn—1+€nPn

[§ 6] Prawidlo Eisensteina. 345

(gdzie Pp=1) pierwsza réwnoé¢ daje na mocy wilasnoéci Ii 11
symbolu Jacobiego

Q\_ (e (P,
a8) (=315
Jezeli w niej &,=1, to
. P—1 1—t P—ii—g
B) = (—1) 2 % =(—1)2 2 _
( P) t=(—1) —1)
jezeli za§ &;=—1, to
o P—t Pt 1+t Pt 1=ty
& T —(—1)2 2 =—=(—1)2 2.
(F)==07 =1 (—1)
W kazdym wiec razie
£ f_—wi i—a
(B)=n7 7
Na mocy wiasnoéci V symbolu Jacobiego jest

. \ Pt Pt
P P,
gdzie wlaSciwie powinniémy mieé w mianowniku po prawej stro-

nie (—PI;«)Z ale liczba ta jest réwna --1. Stad na mocy (18)
1

(Q) =TT (D)

P/ Py
Lecz
P—i1—eg | P—1P—1 P—1P —e P—1ePi—e’
52 T3 2 2 2 2 ¢,
_P—"1£1P1“‘i
=3 v

gdyz £%=1, a poniewaz jest oczywiScie
a

(19) (—a=(—1)" dla eg==%1,

wiec
¢ P—1{—g | P—1 Pp—1 P—i snPr—t

(—1)2 2 2 2 =(—1)2 B

i przeto

Fl=0 T )

1
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Podobnie z drugiej réwnoéci ciagu (17) znajdujemy
P Pt Pt [ p
(7)== P 3

itd., wreszcie z przedostatniej:

Pp_g—1ep 1Pp_g—1
(Pot) gy T (B=2),
Prns : Pr—
Z ostatniej réwnosci ciagu (17) mamy przede wszystkim
y Pn—? ( én
20 . = (=
( ) (\Pn-'.l') Pn-—ll\)’

gdyz P,=1. Lecz, dla ;== + 1 jest na mocy (19)

R Py —il—z,
T
(P n—l) ( 1) ’

skad na mocy (20) wobec P,=1

=(__1) 2 _"i?*:(_l) B) 2

( Pn—?) ( & ) Py y=11—e, Py Pp_,—1 f{l Pps

Pot)  \Pay

P n—1

Uwzgledniajac kolejno réwnoéei otrzymane dla
Yt 1
5 (7 (32

(9—) —(—1 )'P; R
P/
Znak prawej strony zalezy od liczby skladnikéw nieparzy-
stych w wyldadniku. Hoczyn i
P—1 ¢P—1
g

&

dostajemy

- jak to od razu widzimy — jest liczba nieparzysts, wiedy
i tylko wiedy, gdy obie liczby P i &P, sa formy 4k 3. Mo-
zemy wiec napisaé

2 _Q — m
1) (F)==1m,
gdzie m wskazuje, ile razy liczby Piy i &:P; (dla i=1,2,....,n)

sa jednoczesnie obie formy 4k 3. Stad:

15 6] Prawidlo Eisensteina. 5345

Prawidlo Eisensteina. Liczymy, ile razy m rémnosciach (17)
liczby Piy i &P: sa obie jednoczesnie formy dk3; jezeli m
razy, to zachodzi rémonosé (21).

Prawidlo to — jak widzimy — istotnie pozwala sie obyé
w obliczaniu wartoéci symbolu Jacobiego bez rozwijania liczb
na czynniki pierwsze.

PRZYKY.ADY. t. Obliczmy wedlug prawidfa Eisensteina

warto$é symbolu ((,;—i_';) Sposobem (17) tworzymy réwnosei:

641 ==2-257 127,

957 =2-127+ 3,

127 =423 + 1.
Z par

257, 127, 127, 3, 5, 1

tylko w drugiej obie liczby sa formy 4k-+3. Mamy wiec w da-
nym razie m==1 i przeto
(641) —

257

Liczba 641 jest wiec niereszta kwadratowa dla liczby 257.
2. Obliczmy warioé symbolu (;3;;%7) Otrzymujemy ciag
réwnosci:

05537 =0-274177-+ 63537,

274177 = 4- 655574+ 12029,

65537 = 6-12029 — 6637,
12029 = 2. 6037 — 1245,
6637 = 6- 1245 — 833,
1245 = 2-8353 — 421,
833 = 2.42f — O,
21 = 46-9 + 7.
9 = 2.7 — 5
7 = 2.5 — 3
5 — 2.5 —
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Spoéréd par Piy, &P; tylko w parach 7,—5 oraz 3,—1 ohie
ltezby sa formy 4k-+3. Mamy przeto m=2, skad

65537)¥ .

274177/

- . . — 104 ,

3. Obliczmy warto§é symbolu 997 )" Mamy

—104=(—1)-2%-13,

o) = (557) el o)

Liczba 997 jest formy 4k-1, zatem (?)——9—1—

wiec

) =1; liczba 997 jest

2
tez formy 8k-+5, zatem (~§)=-1. Stad

9
:1';4) — (‘,,1_3, )
( 997 /7 \9y7/*
. . .. (13 . . .
Dla obliczenia wartosci (9—9:) tworzymy cigg réwno$ci:

15 =0-997413,  13=2.9-5,
997 =76-13+ 9, 9 =2.5—1.

Nie ma tu ani jednej pary liczb Pi_i, &P; formy 4k 3, wiec

13 .
m=0, skad (79?7)21 i przeto
(— 104
(_‘3@? )_ —L

§ 7. Dowdd istnienia nieskoficzenie wielu liczb pierwszych
w postgpach arytmetycznych 5&—1, 8k—1 i 12k—1. Jako za-
stosowanie symbolu Legendre’a i jego wlasnosci udowodnimy,
ze w kazdym z postepéw arytmetycznych
5k—1, 8k—1, 12k—1

Jest nieskoficzenie wiele liczb pierwszych.

Twierdzenie 1. Liczb pierroszych formy 5k—1 jest nieskor-
czenie miele. .

15 71 Liczby pierwsze w postepach arytmetycznych. 347

Dowéd. Przypu$émy przeciwnie. ze liczb tych jest tylko n.
Niech to beda liczby

(23) D1, P2y ooes Pa
i niech
(24) P=p.p....pa.

Weimy pod uwage liczbe
(25) N=20P>—1.

Jest to oczywiScie liczba formy 5k— 1, nieparzysta i wiek-
sza od jednoSci. Nie jest ona podzielna przez zadna z liczb (23),
gdyz z réwnoéci 1 =20P*—N wynika, ze liczby P i N sa wzgled-
nie pierwsze. .

Liczba N nie moze byé pierwsza, bo to przeczyloby zaloze-
niu, ze wszystkie liczby pierwsze formy 5k—1 sa czynnikami
iloczynu P. Liczba N jest wiec zlozona, a poniewaz jest niepa-
rzysta, wigc wszystkie jej czynniki pierwsze sa nieparzyste. Niech
p bedzie kiérymkolwiek z nich. Zatem 20P2— 1=0(mod p), skad

(26) 20P*==1(mod p).
Podnoszac obie strony do potegi 1 ;1, otrzymujemy
[ :
@7) 207 P’ =1(modp).

W mysél (26) liczba P jest niepodzielna przez liczbe pierw-
sza p. Ale w takim razie na mocy malego twierdzenia Fermata

PP—i={ (mod p),

wobec czego na mocy kongruencji (27)

p—1

20 7 =1 (mod p),

skad na mocy twierdzenia Eulera

2.
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Lecz na mocy wlasnoei II i IV symbolu Legendre’a

-GGG

na mocy za§ prawa wzajemnosci liczb pierwszych
3t
p/ A5

skad

NI R (4 Y

giczba P, jako niepodzielna przez 5, musi byé formy 5k + 1
Iub 5k + 2. Gdyby jednak bylo p=5k + 2, to mieliby$my

B=C57-50-396)-
5 5 )5/ = F =
whrew (2.8). Jest wiec p=5k-+1 lub p=5k—1.

Ale nie w-/vszystkje czynniki pierwsze liczby N moga byé formy
5k4-1, gdyz wiedy N tez byloby liczba tej formy whrew (24).
Jeden wige przynajmniej z czynnikéw pierwszych liczby N jest
foxjmy 5k~1. Niech to bedzie czynnik po- Poniewaz — jak wi-
(']7,1e11s1nyh~ lictaby N i P sa wzglednie pierwsze, wiec p, nie jest
?ad.na, z liczb plelrwszych ciagu (23). Przeczy to przypuszezeniu,
ze iloczyn P obejmuje wszystkie liczby pierwsze formy 5k— 1.
W postepie arytmetycznym

4,9, 14, 19, 24, 29,
Jest zatem nieskoficzenie wiele liczb pierwszych, c. b. d. o.

Twierdzenie 2. Liczb pierroszych formy 8k—1 jest nieskori-
czenie miele. '

Dowéd. ]::’rzypuéémy, ze tak nie jest, i niech ciag skoi-
czony (23) zawiera wszystkie liczby tej formy,

Wezmy pod uwage liczbe '

N=8P2—1{,
.gdz'ie P jest okreslone wzorem (24). Liczba N, sama formy 8k —1
1 pierwsza Wzglqdem iloczynu P, nie moze byé pierwsza. Niech
p bedzie dzielnikiem pierwszym (nieparzystym) liczby P. Zatem
8P —1=0(modp), skad jak wyzej

(o) =+1

s 71 Liczby pierwsze w postepach arytmetycznych. 349

Lecz ) _(27(3) = E wiec 2 1, czyli na mocy wlas-
p P/ p)

> o)
-1
noéci IV symbolu Legendre’a (—1) % =1, i przeto wyklad-
nik IL;}— jest liczba parzysta. skad
(29) T p*=1(mod16).

Liczba p, jako nieparzysta, musi by¢ formy 8k+1 lub 8k+3.
Gdyby jednak bylo p=8k+3, to mielibySmy

p2=16(4k>+3k)--9=9 (mod 16)

wbrew (29). Jest wiec p=8k—1 lub p=8k—1. Lecz nie wszyst-
kie czynniki pierwsze liczby N sa formy 8k-L-1, gdyz sama
liczba N jest formy 8k—1; znajdzie si¢ wiec co najmniej jeden
formy 8k—1. Czynnik ten nie jest zadna z liczb (23), gdyz Ni P
sa wzglednie pierwsze. Przeczy to zalozeniu, ze w iloczynie P
zawarte sa wszystkie liczby pierwsze formy 8k—1. W postepie
arytmetycznym
T, 15, 25, 31, 39, 47,

jest zatem nieskoficzenie wiele liczb pierwszych, c¢. b. d. o.

Twierdzenie 3. Liczb piermszych formy 12k—1 jest nieskori-
czenie mwiele.

Dowéd. Przypuéémy, ze ciag (23) zawiera wszystkie liczby
pierwsze formy 12k—1, i niech P bedzie ich iloczynem (24).
Wezmy pod uwage liczbe

N=12P*—1.

Jak wyzej. dochodzimy do wniosku, ze N ma czynnik pierw-

szy nieparzysty p. dla ktérego

-
e (2= @ - )
(30) 17 (B)=+1.

Liczba p, jako pierwsza wzgledem 3, musi byé jeduej z form:

12k—-1, 12k—+3, 12k—5, 12k—1.
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Gdyby p bylo formy 12k--5, to mielibysmy
P

e R L I —y

p—1
) skad (—1) 2 (B,;}:*fi wbrew (30). Podobnie w razie p=12k—5

byloby

p—1

R N R

=1
skad (—1) 2 (%7) =-—1 whrew (30). Jest wiec p=12k--1 albo

p=12k—1. Lecz nie wszystkie czynniki pierwsze liczby N,
ktéra jest sama formy 12k—1, moga byé formy 12k-+1; znaj-
dzie sie wiec wéréd mich co najmniej jeden formy 12k—1.
Stqd,- jak wyzej, otrzymujemy wniosek sprzeczny z pIzypusz-
czeniem,
W postepie arytmetycznym
11, 25, 35, 47, 59,

jest zatem nieskoriczenie wiele liczb pierwszych, c. b. d. o.

ROZDZIAL XV
ZARYS TEORII FORM KWADRATOWYCH

§ 1. Formy kwadratowe dwdjkowe jednorodme i ich wy-
r6znik. Zagadnienie podstawowe teorii form kwadratowych.
Formg kmwadratoma dmdjkoma jednorodna nazywamy wyrazenie
1) ax*+bxy-+tcy’
gdzie a, b i ¢ sg liczbami catkowitymi, a x i y — zmiennymi,
przebiegajacymi tylko wartoéci calkowite. Wyrazenie (1) ozna-
czamy przez

{a, b, c).
D=0b*—4ac
nazywamy mwyrdznikiem (dyskryminanta) formy kwadratowej (1).

Bedziemy zakladali, ze D nie jest kwadratem liczby calko-
witej, gdyz w przeciwnym razie forma (1) bylaby iloczynem dwu
form liniowyech. W razie bowiem D=»5b*—4ac=d? i a=£0, by-
loby (b—d)(b+d)=4ac, skad wnosimy z latwosScia, ze liczby
b—d 1 b+d bylyby obie parzyste. Ale jeieli b—d=2k
i b+d=2I to kl=ac. Niech (k,a)=4. Woéwczas byloby
k=k,é6 i a=a,d, gdzie (k,,a)=1 1 k;0l=a,dc, skad k,I=a,c.
Wobec (k;.a;)=1 byloby wiec a, !l czyli I=1l,a,, gdzie I, jest
liczba calkowita, i mielibySmy:

2ax—+(b—d)y=248{a,x+k,y),
2ax+(b+dy=2a(x+1Ly),
skad wobec d2=D
dalax*+bxy+cy’)=QRax+b—Dy*=
=[2ax+(b—d)yl[2ax+(b+d)y]=4a,6(a, x4k, y) x-41Ly),
co daje wobec a,6=a po podzieleniu obu stron przez 4a

ax*~4bxy+cy’=/(a,x+k,y)(dx-+1Ly.

Liczbe






