ROZDZIAL XII
UEAMKI LANCUCHOWE

§ 1. Ulamki lakcuchowe i ich redukty. Zajmiemy sie w tym
rozdziale ulamkami postaci

ao‘}‘

(1) 31+ &
1
"f—g;’
gdzie a, jest dowolna liczba ‘rzeczywista, liczby za$ a; dla
i=1,2,...,n sa dodatnie.
Ulamki takie nazywamy ciaglymi albo laricuchorymi.
Wyrazenie (1) piszemy dla zaoszczedzenia miejsca w. postaci

a4
Liczbe
@ Remagt+ L

gdzie k jest jedna z liczb 1,2,...,n, nazywamy reduktem k-tego
rzedu ulamka (1); za redukt rzedu 0 uwazamy liczbe R,=a,.
Ze wzoru (2) widaé, ze redukt Ry jest funkcja k--1 zmien-
nych ag,a,,....a: oraz ze dla k<<n redukt Ri przechodzi w re-
dukt Riys, jezeli zastapié w nim a; przez ap—-+
Niech:

&k+1'

Py=a,, Q,=1,
Py=aja, 1, Q;=ay,

P=Pr_iar+ Pr_s
(3) dla k=1,2,...,n
Qr=Qs—1ar+ Qi

i ogélnie
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Wynika stad latwo przez indukcje, ze Pr jest funkcja zmien-
nych a,.4a,,...,8r, Qi za§—funkcja zmiennych a;,a,,...,ar; mia-
nowicie Py i Q. sa wiclomianami calkowitymi tych zmiennych.

Przy tym jest stale Qx>0 dla a,,a,,...,ar dodatnich.

Sprawdzamy tez bezpoSrednio, ze:

&_@_ _1?_1__3051"!‘1_ i_
Qo—_—i =R,, Q."  a =a,+ ) R,
Okazemy, ze przy wszelkich dodatnich a;,a,,...,8, jest
) Py/Qr=Rx dla k=0,1,2,....n

Zachodzi to dla k=1. Zalézmy, ze jest to prawdziwe dla
pewnego k=m, gdzie 1 <m<n. Zatem przy wszelkich
a;,8a,...,8n dodatnich jest

Rm= Plem

W my$l (5) przy wszelkich dodatnich a;,a,,...,am zachodzi
tez réwno§é
(5) m—i am + Pm—z
. Qm—i am+ Qm-—z

Réwno$é ta pozostanie wiec prawdziwa, jezeli po obu stro-

nach zastapié anm przez am+~1— (skoro am+1>>0). Lecz przy za-
amt1 S

stapieniu an przez a,,.—}———— Ry, przechodzi w Rmi1, po prawej
+1
za$ sironie Pm—y, Pm—, Qm—-i i Qm-2 nie zaleza od am W ten spo-

s6b wzér (5) daje wiec

Prt (&m+ > + P (Pm_-.i am + Pm_2) Am+1 + Py
Qm—s (am—}— )—r On_s T (Ot amt Q) i1 Qs

ezyli w my$l (3)

Rm+l'_

Am+1

Pmam+l+Pm—1 — Pm+1
Qm am41 + Qm—l Qm+1 ’

co dowodzi prawdziwosci wzoru (4) dla k=m-1. Przez indukcje
wynika stad prawdziwo$é wzoru (4) dla k=0,1,....n.

Rm+1=
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Okre§lmy ogélnie przez indukcje ciag funkeji (s, Xgsuers 200)
n zmiennych x,x,,...,%., jak nastepuje. Niech
Nlx)=2xy,  falwy, ) =2 2,41, .
Fie(00, 29, 0oy d00) = 0k ot (4, gy ooy Xpt) - Frma (305, Xy, .., 208mg)
dla k=3,4,... Okazemy, ze

(7) Pe=fii1(ag,as,...,a)

(6)

dla k=0,1,2,..., n,
®) Q= fi(ay, a,,..., ar)

Istotnie, jak tatwo widzied,

Py=a,=f,(a), Py=a,a,F1=Ff,(a,, a,).

Wzér (7) jest wiec prawdziwy dla k=0 i k=1. Wobec (3)
i (6) wnosimy stad, ze jezeli wzér (7) jest prawdziwy dla pewnego
naturalnego k<tn i dla k—1, to jest tez prawdziwy dla k--1.
Jest dalej:

‘ Qi=a,=f,(ay), Qa§=a1&2+1:f2(51532)-

Wzér (8) jest wiec prawdziwy dla k=1 i k=2, skad wno-
simy na mocy (3) i (6), ze jezeli jest on prawdziwy dla pewnego
naturalnego k<Cn i dla k—1, to jest tez prawdziwy dla k1.

Wzory (7) i (8) zostaly wieec udowodnione przez indukcje.

Udowodnimy teraz przez indukcje, ze przy wszelkich war- -

toSciach xy,x,, ..., 2% jest:

9) Fieler 2o, 200) = fie o0k, Xt .00, 64 dla k=1,2,...
(10) fk(xl,x.a,...,xk)=x1fk_1(x2,xa,...,xk)—l—fk__g(xs,x4,...,xk)
dla k=3,4,...

Istotnie, na mocy definicji funkeji fis fo i fs wzér (9) jest praw-
dziwy dla k=1,2i3, a wzdér (10) dla k=73 i 4.

Zaléimy, ze wzory (9) i (10) sa prawdziwe dla k<tn, gdzie
n>>4. Na mocy (6) wzory (9) i (10) daja dla k=n—1ik=n—2
(11) fn(xhxn;---:xn)=xn[-x‘1fn—z(xn=n-,xn——1)+fn_s(x:,..,,xn~1)]+

+x1fn—a(xn=--.sxn—2)+fn—4(xa,--~=xn—z).

Z drugiej strony, zastepujac xy,...,xn przez Xnyeriy Xy WE WZO-
rze (6) dla k=n, otrzymujemy

(12) fn(xn-xn—l,...,xx)=x1fn_1(xn,...,xn\-l-fn_a(xm...,x:),
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a na mocy (9) dla k=n—1 i k=n—2
fn—l(xns--qxs):fn—l(xﬂ:---:xn):
Froma(®n,.0os X8) = fo—a(Xs, ..., 20).

Lecz wobec (6) jest
Frma (%35 2uns 2n) =Xn s (Xas e s Xns) - Frs (Fa, .0\ Xna),
faa (s, ooy Xn) = 2 frs (Xs, . .» Xnea) FFrels, .. ., Xns).
Wzér (12) daje wiee
fr(%n, X, ..o x1) =1 [anfr—a(Xas ooy Xn—a) - Frs (Xas e ve s Xnes)] -
- xnfas(Xssans Xnma) +Fra(Xsy o e s Xns),
skad na mocy (11)
fn(xlaxm~--sxn)=fn(xn,xn-—1s-~-sx1)

czyli wzér (9) dla k=n. Wzér (12) daje zatem na mocy (9) dla

k=n—11ik=n—2:

Fr(o1soves ) =20, Fret(Xps .o, Xn) = Fro (35, ..., X)),

czyli wzér (10) dla k=n.

Tym samym wzory (9) i (10) zostaly udowodnione przez
indukeje.

Ze wzoréw (8) i (9) wynika natychmiast, Ze

Ulamki laricuchome

1 1 1| . 1], 14 |
—L}‘]—"‘"---‘}‘E i ‘ra"n—f"

la, 'a, |@n—t

maja zarosze ten sam mianoronik Q,.

g
+otrg

Zé wzoréw za$ (7) i (10) wynika z Yatwoscia, ze licznikiem
pierwszego z tych ulamkéw ladcuchowych jest fa-i(as.a,,...,an),
drugiego za$, na mocy (9), fr—1(8y,85,-.., 8n—1).

W zwiazku z (12) zauwazmy, ze zachodzi tez wzdr
(13)  frloes, xgs s ) = filoey, Xasevvn X0) Frmi(Xia1, Xiga, .o x00) -

+fi—1(x1= Xy aans xi——l) fk~f——1(xi+2;xi+3= --«,xk)s
ktéry Tannery wyprowadza w nastgpujacy sposéb?):

1 I. Tannery, Introduction a l'étude de la Théorie des Nombres et de

I'dlgébre Supérieure (par E. Borel et J. Drach, d’aprés les conférences de
J. Tannery), Paryz 1895, str. 111-112.
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Dla danych z, i z, oraz ciagu liczb xy,%,,...,%x Wyznaczmy
liczby 2,.2,....7c+1 kolejno ze wzoréw

Zy== X122y Zy=XaZytZis e Zp1 == Xk Zk —+ Zk—t-

Jak latwo widzieé, jest na mocy (6)
(14) Ziog 1= 21 (X1 X+ » 26) F Zo ot (X2, X5 -, X0)-

Obliczajac zn+s z liczb 2z i zivy w ten sam sposéb, jak z liezb
z, 1 z;. otrzymujemy
(15) Zit == Zig 1 frmi (X151 o s 0) T Zifrmimt (Kit20n oo, X

Lecz
Zi=12Zy f,‘A1 (I)Cl seens xi—i) + Zofiw2<x2= ARY} xi—i):

Zigt =2y fi(Xgsees 20) F Zofict (XKoo ).
Wstawiajac te warto§ci do wzoru (15) i poréwnujac wspél-
czynnik przy z, z tym, ktéry jest we wzorze (14), otrzymujemy
wzor (13). '

§ 2. Liezby Ar. Wzér Ar=(—1)*. Zachowujac. poprzednie
znakowanie, przyjmijmy.

Ar=Pr—1 Q- — Qi1 Pr. dla k=1,2,...n
Wobec (3) mamy dla k>1
Ap=Pr—1(Qr—1ar+ Qr—2) — Q—1 (Pr—18r - Pr—2)
=P 1 Qr—s— Qr—1 Pro=— As—1.
Obliczamy bezposrednio
4,=P,Q,—Q,P,=a,a;, —1-(a,a,}+1)=—1.

Okazemy, ze

(16) L Ap=(—1)* dla k=1,2,.,n

Wzér ten jest prawdziwy dla k=1; zalézmy, ze jest on
prawdziwy dla k=m<<n. Zatem A,=(—1)", a e, jak dowied-
lifmy, Av=—4— dla k=1,2,....,n, wigc

At = — A (— 1= (— 1),

czyli Amii=(—1)"*, co dowodzi prawdziwoSci wzoru dla
k=m-1. Stad przez indukcje wynika prawdziwo$é wzoru

(17) Ar=Pi1 Qx— Qr—1 P =(—1)F dla k=1,2,...,n.

s 3] Rozwiniecia Taficuchowe liczb wymiernych. 2()?

§ 3. Ulamki Iancuchowe arytmetyczne. Rozwijanie liezb
wymiernych na ulamki laficuchowe. Ulamki (1), w ktérych
liczba a, jest calkowita, a liczby a,,as,..., 8, — naturalne, na-
zywamy ulamkami laricuchoroymi arytmetycznymi (skohczonymi).

Jezeli (1) jest ulamkiem {laricuchoroym arytmetycznym, to
ulamki

P/Qr - dla k=1,2,...,n

(gdzie liczby P i Qi sa wyznaczone z wzoréw (3)) sg ulamkami
nieprzymiedlnymi o mianornikach naturalnych.

Istotnie, na mocy wzoréw (3) liczby Pr i Qi sa calkowite,
przy tym Qx=>0, a ze wzoru (17) wym_La ze liczby Pr i Qx sa
wzglednie pierwsze.

Liczbe (1), czyli n-ty redukt ulamka (1), nazywamy roartoscia
tego ulamka laficuchowego.

Jasne jest, ze martoéé kazdego ulamka laricuchoroego arytme-
tycznego skoriczonego jest liczba roymierna. .

Twierdzenia odwrotnego, ij. ze kazda liczba wymierna daje
sie rozwinaé na wamek lahcuchowy (skofczony), dowiedliSmy
w Rozdziale II (§ 4, sir. 34); metode otrzymania rozwiniecia daje
algorytm Euklidesa.

Zbadamy teraz, ile rozwinieé na ulamek laficuchowy aryt-
metyczny ma liczba wymierna. Latwo widzieé,, ze kazda liczba
wymierna ma co najmnief dwa rézne takie rozwinigcia. Niech
bowiem '

19 au+ia’+1ag+ +|”

bedzie rozwinigciem liczby wymiernej m na ulamek ciagly,
ofrzymanym za pomoca algorytmu Fuklidesa. Z algorytmu tego
wynika natychmiast (jak to czytelnik moze blizej zbadaé), ze
an>1; liczba a,—1 jest zatem jeszcze naturalna i

ap=a,—1 —I—% ;
Mozemy wiec napisaé dla liczby m jeszcze drugie rozwiniecie:

w==a,}7 1]"“&1"}’ “"[a _11"{’[ |

B

majace o jedno ogniwo wigcej niz rozwinigcie (18).




|
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4 1], 1], 1]

e sTpTETRTE T

Rozwiniecie, w ktérym ostatni mianownik (czyli an) jest
wiekszy od jednoSci, nazywamy normalnym.

Udowodnimy, ze kazda liczba wymierna ma tylko jedno
rozwinigcie normalne na ulamek faficuchowy arytmetyczny.

Niech (18) bedzie rozwinieciem normalnym liczby wymiernej
m i niech
t |

| @K+

1]

— dla k=0,1,...,n.
|an

(19) X =ar+ +...+
Oczywicie x,==10, przez x, za$ nalezy rozumieé an.
W my$l (19) jest oczywicie ar<<xi dla k<In; poniewaz za$
liczby a4, &s,...,an s4 naturalne i xp,=a,>1, wiec

e >1 dla k=0,1,....n.
Ze wzoru (19) widaé dalej, ze

!

dla k=0,1,...,n—1,
et

(20) xe=ar—+
skad ar<<axx<<ar-+1 wobec xr+1>>1, a zatem
(21) ar=E (xx) dla k=0,1,...,n—1,

co jest tez prawdziwe dla k=n, gdyz x,=an.. Wobec tego
wzér (20) daje

xk=E(xk)+—i' dla k=0,1,...,n—1,

XEk+1

skad
(22) Xk4+1= !

m dla k=0,1,...,n—1.

Na mocy (22) wynika, ze liczby xy dla k=1,2,...,n sa wy-
znaczone jednoznacznie przez liczbe x,=m; na mocy (21) doty-
czy to wiec takze liczb ar dla k=0,1,...,n. Rozwiniecie nor-
malne jest zatem dla kazdej liczby wymiernej tylko jedno, ¢. b.d. d.

Dla wyznaczenia go mozemy zamiast algorytmu Euklidesa
positkowaé sie wzorami (21) i (22); wartoé§é calkowita, otrzymana
dla x;, jest dowodem, ze ogniwo, zawierajace mianownik a;, jest
ostatnie.
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§ 4. Zastosowanie wlamkéw Yaficuchowyeh do rozwigzywa-
nia réwnai nieoznaczonych 1-go stopnia. Wiemy z Rozdzialu IT
(str. 36), ze rozwiazanie réwnania nieoznaczonego liniowego o dwu
niewiadomych w najogélniejszym przypadku sprowadza sie do
wyznaczenia jednego rozwigzania réwnania typu

23) ax—+by=1.

Zalézmy, 2e a 1 b sa liczbami calkowitymi i zajmijmy sie
rozwiazaniem réwnania (23) w liczbach caltkowitych. Rozwifimy
liczbe wymierna a/b na ulamek lafcuchowy. Ulamek a/b musi
byé nieprzywiedlny, skoro réwnanie (23) ma byé rozwiazalne
w liczbach calkowitych. Niech Po—y/Que1 1 Ps/Qn beda przed-

ostatnim i ostatnim reduktem tego rozwiniecia.

Zatem
Po/Qn=a/b,
skad wobec nieprzywiedlnosci obu utamkéw:
(24) P,=1ta, Qu==1D,

gdzie znak jest gorny lub dolny 2alezny od tego, czy b jest do-
datnie, czy ujemne. Wobec (17) jest
PutQn—Qus Pa=(— 1)71’
skad na mocy (24)
(5) + (—1Posb F (—1)"Qusa=1.
Wzér (25) dowodzi, ze
x=F (—1)*Qn—, y=+(—1)"Pny,
(ze znakiem gérnym lub dolnym zaleznie od tego, czy b jest do-

datnie, czy ujemne) jest rozwigzaniem réwnania (23) w liczbach
calkowitych.

PRZYKLAD. Niech bedzie dane réwnanie nieoznaczone

9%6x+65y=1.
Za pomocs algorytmu Euklidesa znajdujemy kolejno:
96=1-65-+31,
65=2.31-173,
31 =10-3-H1,
3=3-1,

6 1
skad go=1-+rg+ gl +

®

1] . -
5 1 przeto n=>3.

=)
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Ze wzoréw (3) znajdujemy z latwoscia:
P, =3, P,==31, Q=2 Q=21
i przeto
x——(—1)8Qy=21,  y=(—1PPs=—5L
Jakoz sprawdzamy: )
96-21 —65-31=1.
§ 5. Rozwijanie liczb niewymiernych na ufamki lancuchowe

nieskoficzone. W koficu § 3 wyprowadziliSmy nastepujacy algo-
rytm dla rozwijania liczb wymiernych na ulamki lancuchowe,
réwnowazny algorytmowi Euklidesa. Wyznaczamy kolejno:
X,==1D, ay=E(x,). Jezeli a,5x,, to wyznaczamy dalej:
x,= L P a,=E(x,). Jezeli a,%x,, to wyznaczamy dalej:
Xo—a
i
X788y
musi w kazdym razie nastgpié.

, aa=E(x;) itd, az dojdziemy do a,=x., co

Xo ==

Powyizszy algorytm wyznz;cza ciag liczb &,,a,,a,,..., ktéry
tylko wtedy jest skoficzony, gdy liczba x, jest wymierna (p. str.
9267). Ciagi {as) i {x.} sa wiec przy niewymiernym x, nieskof-
czone. Wobec ar=E(xp) i 0<<xr—E(xm)<<1l widaé, ze stale

x‘k+1>1 . dla k=0,1,2,. .

Z réwnoéci

1 1 1
Xy = s 25 == e Xpm——————s
Xo—4a, Xy——a, Xn-1— 8n—t

znajdujemy w jednej chwili:
1 1
Xo=a,+— X =a,F—
o T

i
Xn—{== 8p—1 —_—
- 1 _!_xn

skad

(26) xu—&g—|—11|+ l+ _*_é ]_}_'x\
przy wszelkim naturalnym n. Niech

(7) *ao-l-‘a'—!— A 1,

Przez por6wnanie wzoréw (26) i (27) dochodzimy do wrniosku,
2e Rn przechodzi w x, jezeli a, zastapi¢ przez xn.

s 51 Rozwinigeia taficuchowe liczb niewymiernych.

o
3
—~

Okreslajac liczby Pr i Qr wzorami (3), bedziemy mieli dla
a, dowolnych i a,,a,,..., a, dodatnich
Ro= Pn—-ian"l_Pn—E )
. Qn—lan+Qn—2
Poniewaz Pn—i, Pns, Qu—1, Qns nie zaleza od a,, wiec za-
stepujac po obu stronach a, przez x,, otrzymamy
P n—1 xn+ P, n—2
Qn—txn+ Qn—"

Wzér (28) zachodzi dla wszelkiego n naturalnego; zastepujac
w nim n przez n—1, otrzymamy
_ Puxni1F Py
ann-ri_I'Qn—l

(28)

skad

— ann+1+Pn-1 _I_)j[____ Pn.—-1 Qn_Qn—lpn
Rx ann+1+ Qny B (Qnxnit + Qn1)Qn

i przeto wobec (7)

Xo—

=1y )
(Qn®nt1+ Qo) Qn
Wobec nieréwnosci xni1=>an+1 wnosimy stad, ze
1 o
(Qnan-H ‘!“ ani) Qn - Qn«H Qn ’

Okazemy, Zze Qr>k przy wszelkim naturalnym k. Jest o
prawdziwe dla k=1, gdyz -Q,=a, jest liczba naturalna. Zalézmy,
7e Qrx>k dla k=n, gdzie n jest liczba naturalna. Zatem Q.>n,
a ze Qu—i 1 8yt sa liczbami naturalnymi, wiec

Qri1=CQrant1+Qnis>Qunf1>n-1,

co dowodzi, ze jest tez Qr>k dla k—n—]—l Stad wnosimy
przez indukcje o prawdziwo$eci tej nier6wnoSci dla kazdego k
naturalnego.

Wrynika stad na mocy (30), ze

(29) Xyp— Rp=

(30) [ — Ryl <<

1
o S )
dla wszelkich n naturalnych, co dowodzi, ze ciag reduktéw {Rn}
zmierza do x,, gdy n wzrasta nieograniczenie.

|
i
|
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o

Poniewaz apt1 =E(xn+1) =>Xne1—1, Skagd Xnt1 < 8ptt + 1, wiec
wz6r (29) daje
i~ 1 — 1
0 e > G fan F D F Qo Qe Qe+ QI

aponiewaz anpo>1, wiee otrzyinujemy w mysl (30)

1
R (Ywree g on ot (rereonloers
wobec Qri1= Qrant1+ Qu—t> Qn wynika stad, ze
(31) |2 — Rugt] <<|oeg—Ral,
co dowodzi, ze kazdy nastepny redukt daje lepsze przyblizenie
liczby x, niz redukt poprzedzajacy.
Ze wzoru (29) znajdujemy tez

{ =0 dla n parzystych
xy—Ran

<<0 dla n nieparzystych,

co dowodzi, ze redukty parzystego rzedu maja roartosci mniejsze
od x,, a redukty nieparzystego rzedu maja rartoéci mieksze od x,.

W polaczeniu z nieréwnoécia (31) wnosimy stad z tatwoscia,
ze redukty parzystego rzedu zmierzaja do x, stale wzrastajac,
redukty za§ nieparzystego rzedu — stale malejac.

§ 6. Prawo najlepszego przyblizenia. Udowodnimy obecnie
twierdzenie, kiére §wiadezy o doniostoéci teorii ulamkéw laficu-
chowych dla wyznaczania przyblizonych wartoéci liczb nie-
wymiernych.

Niech r/s bedzie liczba wymierng o mianownikn naturalnym
. stanowiaca lepsze przyblizenie liczby x,, niz redukt R, (gdzie
n>1); innymi stowy, zalézmy, ze

(52)

wo—"] < oy —Ral.

Poniewaz wyrazy ciagu {| %, — Ra|} stale maleja, wiec wobec (32)
mamy tez

(33)

xo*ﬂ < ixo—R,,_tf.
Dla n parzystych jest — jak widzielimy:
(34) xn~Rn>0y Xo— Rn1<<0.

s 6] Prawo najlepszego przyblizenia. 273

Jezeli przy tym r/s<<x,, to wzory (32) i (34) daja
xo—r/s<<x,— Ry,
skad R.<<r/s, a e wobec (34) i nieré6wnoéci rls<<x, jest
r/s<<xy<< Rn—1, wiec
(35) Ro<<r/s<<Rupi.

Jezeli zad r/s>x,, to wzory (33)i(34) daja r/s— x4<< Ro——x,,
skad r/s<<Rn—y, a Ze wobec (34) i nieréwnofci rfs>x, jest
r/s>x,> Ry, wiec znowu dostajemy wzér (35).

Dla n nigparzystego jest — jak widzieliémy:

(36) x,— Rn<<0, Xy— Rny>0.
Jezeli przy tym r/s<<x,, to wzory (33) i (36) daja
xg—r/s<<xy— Rai,
skad R, <<r/s, a ze wobec (36) jest x,<< R, wiec wobec r/s<<x,
jest r/s<<R,. Mamy tu wigc
(37) Rny<<r/s<<Ra.

Jezeli za§ r/s>ux,, to wzory (33)1 (36) daja r/s—x,<< Rn—x,,
skad r/s<<R., a ze wobec (36) jest x0>R,._1, wiec wobec r/s>x,
jest r/s>Rny i znowu dostajemy wzér (37).

Tak wiec w kazdym razie zachodzi albo wazér (35), aIbo wzér
(37), skad

ig—Rn—1}<'Rn—l—Rn‘-

Poniewaz za$

Pn_1 Pn __Pn—iQn”‘Qn—an__ (“‘1)"'

B 0 R o Mo P o) o Y e
wiec
(58) - R,H! < 1 QH 5
Lecz .
- r _0r Pa|_IrQuyg— sP,,..il 1
(j()) !g——Rn_1§ - l; - Qn—l o 5Qn—~1 S Qn-—i

gdyz rQn—y—sPny jest liczba calkowita, a zerem byé nie moze,
bo byloby wéwczas r/s=Pn—1/Qn—1= Ro-y wbrew (33). Ze wzo-
réw (38) 1 (39) wynika, ze 1/Qn_1Qn>1/sQn_. skad

$>>Qh.
W. Sierpinski, Teoria Liczh . 18
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Udowodnilismy zatem

Twierdzenie 1. Jezeli liczba rymierna r/s o mianomwniku na-
furalnym jest lepszym przyblizeniem liczby x, niz redukt R,
(gdzie- n>>1), to mianomwnik s tej liczby jest mwickszy od mianor-
nika reduktu R,.

Twierdzenie to wyraza tzw. pramo najlepszego przyblizenia.

§ 7. Jednoznaczno$é  rozwiniecia liczby niewymiernej na
nlamek faficuchowy arytmetyczny. Niech ay, a,,a,,... bedzie cia-
giem nieskoficzonym, gdzie a, jest hczbq catkowita, a ar dla k>1
sg liczbami naturalnymi. ®

Niech
Ry=a, a°+|al+ +I‘ dla n—1,2, ..

Jezeli ciag {R.} zmierza do liczby x przy nieograniczonym
wzrastaniu wskaznika n, to piszemy

(40) ‘ _‘ao‘l’[a]_f‘]”‘l’

i méwimy, ze liczba x rozwija si¢ na ulamek laficauchowy nie-
skoficzony (40). Nie przesadzajac na razie, czy takie rozwiniecie
jest tylko jedno, mozemy powiedzieé juz teraz, ze algorytm
z § 5 pozwala kaida liczbe rzeczywista niewymierna rozwinaé
na ulamek laficuchowy nieskoficzony.

Zal6zmy teraz, ze liczba rzeczywista x daje rozwiniecie na
ulamek laficuchowy nieskoficzony (40), gdzie a, jest liczba cafko-
wita, a a;,8,,... sa liczbami: naturalnymi. Niech dla kazdego n
naturalnego

@ R=atpl 2l Rt L

I any1’
Oczywiscie
@) Ri=ay+-75
skad
(43) R:l=—-—ih dla n=0,1,2, ...

Rop1—a,

Wobec (41) jest oczywiécie dla n3>1
' 1
< ay _}’_“ B
a,
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a zatem wobec (42)

Ropy>a+

ﬂ1+a—2‘

poniewaz za$ ciag {R.} zmierza do x, wiec

x> a,+

at-l
T a,
i przeto

x> a,.

Z uwagi na to, ze ciag {Rnt:} zmierza do x, wnosimy stad,
ze réznica Rnii— a, zmierza do granicy x — a, dodatniej i przeto,
wobec (43), ze ciag Rs zmierza do liczby dodatniej
1
x—a,

Wobec (41) otrzymujemy w1qc rozwiniecie liczby x, na ufa-
mek nieskoficzony:

(45) —at ) i+l Uy

DowiedliSmy zatem, ze jezeli liezba rzeczywista x ma roz-
winigcie (40), to x>>a, i liczba x;, wyznaczona ze wzoru (44)
ma rozwiniecie (45).

Dla liczby x, znalezlibyémy, wychodzac z (45), zupelnie tak
samo jak dla liczby x,, wychodzac z (40), nieréwnosé x,>a,,

(44) Xy =

a zatem xy >>1, i przeto na mocy wzoru (44) nieréwno$é ;—_1_-&—0>1,
skad x<<a,}1.

A wiec a,<<x<<a,}1, skad a,=E(x).

Zupelnie tak samo, opierajac sie na (45), znalezliby$my

(46) a=E(x)
i dowiedliby§my, ze Xy=_—— ma rozwiniecie na ulamek nie-
17 %
skoficzony
1
m—at Sl

gdzie znowu a,=E(x,).
18%

i
%
!
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Podobnie dla xa—x—1——— otrzymalibyémy x,=E(x;) itd.
2
DowiedliSmy wiec, ze jezeli zachodzi wzbr (40), to
a,=E(x)<<x;

1
dalej, jezeli przyjmiemy x3=;:go, to a,=E(»)<<x,, podob-

1 : . ’
nie, jezeli przyjmiemy x,=_———-. to a,=E(xy) <o, itd.; ogdl-
18

nie, przyjmujac

1
Xp=—"
" Xn—1——8n—1

s

bedziemy mieli o E(sr).

Wiynika stad, ze dla rozwiniecia (1) liczby 2, moga byé wy-
znaczone podiug. algorytmu podanego w § 5. Mozemy wiec wy-
powiedzieé

Twierdzenie 2. Kazda liczba niemoymierna ma jedno i tylko
jedno rozrviniecie na ulamek laricuchoroy nieskoriczony,
mianowicie to, kiére otrzymujemy za pomoca algorytmu z § 5.

7 drugiej strony, kazda liczba rzeczywista x, dla ktérej za-
chodzi wzér (40), musi byé niewymierna, gdyz dla liczby wy-
miernej ten algorytm doprowadza — jek wiemy (p. str. 267) —
do rozwiniecia skoficzonego.

Zapytajmy obecnie, jaki jest warunek konieczny i wystarcza-
jacy na to, by w rozwinicciu liczby rzeczywistej niecalkowitej x
na ulamek laficuchowy arytmetyczny (skonczony lub nieskoiczo-
ny) pierwszy mianownik a, byi z géry dana liczba naturalng m.

Poniewaz na mocy (44) i (40) jest

a,=E (x -1— an)’

. . 1
wiec na to, by a,==m, potrzeba i wystarcza, zeby E(-x—:z-)=m
0

czyli zeby .
m <&_“‘—¢% < m+1,

co jest rébwnowazne nier6wnoSciom

1 i
ao+m<x<&o+;ﬁ.
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W szczegblnoéci wiec na to, zeby liczba x, gdy O<x <1,
miala rozwiniecie na ulamek Iancuchowy w kitbrym pierwszy mia-
nownik jest xéwny m, potrzeba i wystarcza, zeby bylo

1
TS
Liczba x musi wiec lezeé w pewnym przedziale o diugosei

LR S |
m m-F1 m(m--1)

Wnosimy stad, ze prawdopodobiefisiwo, ze pierwszym mia-
nownikiem rozwiniecia liczby rzeczywistej x na wlamek laficu-
1 1 1
H—m_?:*—m(m+1). Dla m=1
prawdopodobiefistwo to jest wige Y/,, dla m=2 jest ono réwne 1/,
dla m=73 tylko Y/,, itd., a zatem maleje ono przy wzrastajacym m.
Latwo obliczyé, ze prawdopodobiefstwo, iz w rozwinieciu liczby
rzeczywiste] x na ulamek lafcuchowy arytmetyczny pierwszy
mianownik jest wickszy od 10, wynosi /;;: tym sie tlumaczy, ze
na ogét przy rozwijaniu liczb rzeczywistych na ulamki laficu-
chowe pierwszy mianownik jest mala liczba.

Trudniej jest obliczyé prawdopodobienstwo, Ze drugi mia-
nownik rozwinigcia liczby rzeczywistej na ulamek laficuchowy
aryimetyczny jest z géry dang liczba naturalna m (prawdopodo-
biefistwo, ze w rozwinieciu liczby rzeczywistej na ulamek dzie-
sigtny k-ta cyfra po przecinku jest m, wynosi oczywiscie 1/, dla
wszelkich naturalnych k i dla kazdej z cyfr).

Mozna dowieéé za pomoca teorii miary, Ze prawdopodobien-
stwo, by wéréd mianownikéw rozwiniecia liczby niewymiernej
na ufamek laficachowy wystapilo tylko skoficzenie wiele jedynek
(lub zadna), jest nieskoficzenie male?). Takie jest tez prawdopo-
dobiefistwo, ze wéréd mianownikéw rozwiniecia wystapi tylko
skoficzenie wiele réznych liczb.

Badano takze rozwiniecia liczb niewymiernych na utamki tan-
cuchowe tzw. pdinormalne, w ktérych zamiast wzora

chowy jest liczba m, wynosi

x=E(x +—

1) F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, Lipsk 1914, str. 426.




278 . ROZDZIAL XII. Ulamki laficuchowe.
1
wychodzi si¢ ze wzoru x=E(x)+1——a—c~ albo ze wzoru
1
1
2=G(x) L+ —,
Xy

gdzie G(») oznacza najblizsza do x liczbg calkowita —a wiee dla
x pniewymiernego G(x) =E(x+'/,) — przy czym znak przed 1/x,
nalezy wziaé taki, by x,>0.

Jako éwiczenie czytelnik zechce rozwingé w ten sposéb liczby:

Y2, Vs V5 Ve, VI, Vs, VIO

i przekonaé sie, ze rozwiniecia beda okresowe. Dla liczb V3, V7
i ¥/8 wynika to ze wzoréw:

Y3—2— i

I SRS | R /- S
243 ER [34-v8
Mozna dowie§él), Ze rozwinigcia takie sa okresowe dla
wszystkich liczb niewymiernych VD, gdzie D jest liczba natu-
ralna.
Perron poéwiecil ulamkom faficuchowym obszerna, ksiazke 2).

§ 8. Rozwiniecie liczby VD na ulamek laficuchowy. Niech
D bedzie liczba naturalna, ktéra nie jest kwadratem liczby na-
turalnej, i niech
) 8=EWD) VD=art-

Zatem

_ _VD+a,_yD+b,
]/DMaO D—a2 e

gdzie b,=a,, c;=D—a; i ¢,>0 (poniewai a,=E(/D)<VD,
skoro D nie jest kwadratem). Jest tu wigc

(48) D—bo—c,.

Niech dalej a,=FE(x) i x= a1+xi_
2
1) Ob. np. F. Blumer, Acta Arithmetica, tom 3 (1938), zeszyt 1, sir. 52,

przypadki ¢;) 1 c).
) O. Perron, Die Lehre von den Kettenbrichen, Lipsk-Berlin 1913,
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1 1 _ ¢, _
X ——ay ;/D—}-b —al VDb, —a,c,

_ ol ]/D+alcl—b1) e(YDAac,—b)
D —(a;c;—by)? D_b12—a12012+231 bie,
¢ F+alcl—b l/ﬁ"}‘be
1= a?c,+2a, b, Cy :
na mocy (48). Jest tu wiec b,=a,c;—b, 1 c,=1—a*c;}+2a,b,
Niech teraz ogélnie dla naturalnych n>1

(49) but1=anCcr—bn, Cni1=Cn—y — 8n>Cn | 28nbn.
Udowodnimy, ze dla naturalnych n>1 jest ‘

(50) D—b2=cp4 c,,.‘
Istotnie:

D—b2=D—(a;c;,—b)*=D—b—a’c*|2a,b¢c,=
=c,—ac?F2a,bc,=c, (1—az2c;+2a,b))=c;ca,

jezeli za§ przy pewnym naturalnym n>>1 jest B— by*==cn—1¢s, to

D—b?, = D—(ancn—bn)2=D— b2 —ap2c.?+-28nbnca=
= Cn1Cn— 812Cn® 28050 Cn = Ca(Crot — 8nCn - 28nbn) =CnCri1.

Stad wynika (50) przez indukcje.
Udowodnimy teraz, ze dla kazdego naturalnego n jest
_ YD4ba
o VDt
Widzielismy, ze jest tak dla n=1 i n=2. Ot6z zalézmy, ze
zachodzi to dla pewnego naturalnego n. Stad

t 1 _
Xnt+1 —xn—ﬁn—l/ﬁ—l—bn_a
Cn "
Cn 6 VD_I‘ancn‘_bn) ]/ﬁ+bn+1
]/D—]‘b —_— 31:. Ca - (ancn - bn) Cnti

na mocy (49) i (50). Wzér (51) zostal wiec dowiedziony przez
indukcje.
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Poniewaz 0<<yD—a,<<1, wiec VD>a,D>a i ¢,>0,
a ze liczba c, jest calkowita, wiec ¢,3>1; zarazem wobec b, =a,

Jjest 0<]—/—DC:I—)3<1, a wobec x,>1 jest ]/——D#l>1. Zatem
1 1
O<VD“b‘<1<]/D_‘_b1.
¢y €1

e

Udowodnimy, ze dla kazdego naturalnego n jest

(52) o<‘[D_c‘b"< 1 <'/chL bn,

Zalézmy, Ze jest tak dla pewnego naturalnego n. Na mocy (51)
Jest oczywiscie

VDb _

Xnt1>1,
Cn+41

a na mocy (49) i (50)

Vﬁ_bn+1: - D——bi+i _ Cn _
Cnyt Cnt1(Y D4-buy) VD-buys

Cn

— — 1 .
VD~ anca—ba, Vﬁc— Buy o

zatem 0<V%§w<1, gdyz wobec (52) jest 0<ﬂ)——“—lJ

p * i prze-
to 1/_ég—_ﬁ‘~{—ezn>1. Zatem

0< VD — b <1 <1/E+ Buss
Cnii ® Cnii
Poniewas —jak widzieliémy —jest tak dla n= 1, wiec wno-

simy stad przez indukeje, ze wzér (52) zachodzi dla wszelkich n
naturalnych.

Gdyby {dla pewnego n bylo ¢,<<0, to wobec (52) mielibysmy
VD—b,<0 i VD+4-b,<0, skad 2¥D <0, co niemozliwe. Jest
wiec ¢,>0 dla n=1,2,..., a zatem ]/ﬁ—b,,<cn<1/5+ b, skad
VD —b,< ]/l_)—}—b,. iprzeto b,>>0. Jest wiec b,>0 dla n=1,2,,..

[s 8} Rozwiniecie liczby ¥'D na utamek taficuchowy. 281

Z 7(52) wynika zatem, ze b,<<yD i en <V Db, <<2y/D.

Wnosimy stad, ze réznych ukladéw dwu liczh naturalnych
bnica (dla n=1,2,..)) jest liczba skofczona. Innymi slowy, wy-
razy ciggu (51) moga przybieraé dla n=1,2,... tylko skoficzona
liczbe réinych wartosci. Istnieja przeto takie liczby naturalne
pigq ie

(53) Xp=Xptq.
Poniewaz
-y _
xn+1—mx—‘) dla n—1,2, eees

wige ze wzora (53) wynika, ze Xpys=xXpigrs i ogolnie xpir==xprqir
dla k=1,2,.... Ciag {xn}, a przeto i ciag {a.}, gdzie a,=E(x),
Jest wiec okresowy. Niech

¢ =V,B_bn

(54) ' x'n s dla n==1,2,...

Przy zmianie znaku przed YD liczba x, przechodzi na —x's,

. - sz 1 B ; 1 .
a wiec r6wnoéé x,=a, o na ré6wnosé —x'n=a, — czyli
n+1

n+i
x’1 =an+x",. Poniewaz za 0<<x’,<{1 na mocy (52), wiec
n+1i
1
(55) an =E 7 s
X n+1

a ze x, przechodzi na —x',, wiec xp=x"14 na moecy (53),
a zatem @&, y=apye— na mocy (55), skad wnosimy wobec

x"=a"+——x,.1+1 i (53), ze

Xp—1 == Xp+q—1

Rozumujae jak wyzej, dostajemy xpo=1xpse—» itd.

Okres w ciagu xy, x5, ..., a przeto i w ciagu a,, a,, - .., jest
zatem czysty, 1. rozpoczyna sie od pierwszego wyrazu (od a,,
lecz nie od ay).

Udowodniliémy wiec, ze

(56) Xgrk=Xr 1  agrk=ax dla k=1,2, ...
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Ciagi wzordéw

‘ i 1 1
x1=31—{—— Xo==ag—T— e Xq=—a — == —
=at— +or » mmah et L
oraz
—x1=a——, —xh=a——, R —x g m= Ay — o
x2 x q T
czyli
1 1 1 1 1
= & —— e -_— i 4
x/2 1+(-_1_): x/3 32"}‘(1.), ey x,]—aq+(—r)<
7 7 =
X1 X 7
2 Xq

dajg w jednej chwili

1 al_l_lal_l__”_.{_@_}_l_l"
(57)

sttt i

=)

Lecz w my$l (47) jest l/ﬁzﬂo-}-xL oraz —]/D-=a0~‘1;
1 x

czyli }/13=—a0—}—£,;, a zatem wobec (57)

‘F““ﬁfﬁJ+ Haa

VD= +fﬁq 1,+|«31 }+ +|1i+{ g

(&)

skad ay=a,—a czyli

(58) ag=2a,=2EyD
oraz
a=ag1, ag=daq-g, veey ag—1==ay.
Ciag a1, az,..,841 jest wiec symetryczny.

Lemat. Jezeli k jest liczba naturalng, a x — liczba rzeczy—
mwisty, to

)
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Dowédd. Wobec E(x)<x mamy E—,(:i) <%, skad
E(x) )
(60) () <E(X

Wobec za§ nieréwnoéci t—E@#)<<1 dla t=E(x)/k mamy
%"—c—)—— (E(x))<1 skad E(x)\kE(E(x))+k a zatem
E@<kE[EE) {1,

Wobec < E(x)41 wynika stad, ze x<kE (E(x J+-k, a wiee

*fk<E(") 1, skad

o <re

Z (60) i (61) wynika réwnoéé (59), c. b. d. o.
Na mocy tego lematu mamy wobec (51)

an=E(xn)=E(1/5:_b")=E(E(]/_D;j'bﬂ))___E(&o+bn) |

Cn

czyli
(62) a,=E (ﬂﬂ—ﬁ) dla n=1,2,...

Cn
Otrzymali$my wigc, w my$l (49) i (50), nastepujacy algorytm
rozwijania liczby D na ulamek laficuchowy:
Piszac ao=E(]/ ﬁ), bi=ag 1 ¢i=D —ay?, mwyznaczamy ko-

lejno a@n—, bn i cn dla n==2,5,... ze rozordmw:
s
a bn . . D—by
ap— == E <_0‘+ = "I)s bn =8ap—1Cn—1"" bn,—l T Ch= c
' Cn—1 'n—1

Gdy "uklad (bi,c1) pomtorzy sie o ciagu ukladém
(b,c), (b2, ca

po raz piermszy, np. gdy bgri="b1 i cgr1=ci, to rozmwinigcie liczby
VD na ulamek laricuchormy jest

e
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(63) ]/.5=(ao;al,&2, very aq)
czyli .
g My 1l 1, 1], 1
VD=t e o i b e

. w te'n spos6b wszystkie rachunki sprowadzaja sie do dzia-
tah wymiernych na liczbach wymiernych.

PRZYKLADY. 1. Niech D=19. Mamy tu:

30=E(I/13) =E(VI§)=4, b=a=4, ca=D—a®=19—16=53
skad

B[4

c s b2=&16‘1—b1=2-3—4,=2,

P

4 a=Tg =5 =%
a stad dalej:
a2=E(4——5B)=1, by=1.5—2=3, cs=195_9=2,
a=E(*T3) =5 b—32-3=3 a=t"0_5
a=B*L0) =1, B—15-3=2 =255,
a5=E(4T+2)=2, bp=2-3 —2—4, c6=19;16=1,
as———E(%—_T'——é):s, b7=8-1%4=4; C7=19—1—16=3.

Stwierdzamy, ze by=b1 i ¢;=
) s = 7=c1, skad g= : j
wiec rozwiniecie b skad =6, Oteymojemy

V19=(4;2,1,5,1,2,8).

Jakoz po odrzuceniu ostatnie ‘

) go wyrazu okresu, j

ciag symetiryczay 2,1,3,1, 2. 7 e ofrymuemny
W danym razie okres sklada si j

' das re a sig¢ z parzystej liczby ogni

1 w czeScl symetryczne] jest jeden wyraz érodkOV{ry. Voo
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2. Niech D=>53. Mamy tu:
a=E{/533) =7. bh=7, o1=53 —49 =4,

a]_:;:E(—"—'7+7 =73, by=34—7=5, CZ:5$—25=7’

~———

4 ?
a2=E(Z——7l——5)=1, by—1-7—5=2, ca=55;4 —7,
ae,:'E(Z#)-—-i, by=1-7—2=5, c;=55?25=4,
a4=E(Zi_—5—)=3,. bs=3-4—5=7, c5=55249=1,
ar_—E(%r—?)zm, be—14-1—7=7, ce='53T49=4.

Stwierdzamy, ze bs=b1 i cs=c1, skad g=5. Otrzymujemy
wiec rozwiniecie

V35 =(7;5,1,1,3, 14).

Okres sklada sie tu z nieparzystej liczby wyrazéw; jego
czedé symetryczna 3,1,1,3 ma wigc dwa réwne wyrazy srodkowe.

Umwaga. Wobec symetrii okresu pozbawionego ostatniego
wyrazu wystarezy, dla jego wyznaczenia, obliczyé co najmniej
polowe wyrazéw. Przy obliczaniu trzeba wige rozpoznaé, kiedy
co najmniej polowa wyrazéw okresu zostala juz obliczona.

Ot6s mozna dowiesé, ze jezeli liczba s roszystkich royrazorm
okresu jest parzysta, to $/2 jest najmniejszym roskaznikiem k, dla
ktérego brii=bx, jezeli za$ liczba s jest nieparzysta, to (s—1)/2
jest najmniejszym roskasnikiem k, dla ktérego crai=cx ).

Czytelnik zechce to sprawdzi¢ na przytoczonych przykladach,
jako tez zastosowaé do uzyskania rozwinieé liezb V585 i Y/610.

Nie tylko jednak pierwiastki kwadratowe z liczb{natural-
nych, nie bedacych kwadratami, daja rozwinigcia na ufamek
laficuchowy okresowy, o okresie ay, 8 -0 s 8g=28y, W kiérym
ciag  a;,8s,...,8¢—1 jest symetryczny. Mozna mianowicie do-
wie§é, ze

1) Jest to tmierdzenie T. Muira; ob. O.Perron, Die Lehre von den Ket-
tenbriichen, Lipsk-Berlin 1913, str. 91.
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na to, by liczba nieroymierna dodatnia miala takie rozmwiniecie,
potrzeba i wystarcza, zeby byla ona piermiastkiem kwadratoroym
z liczby roymiernej mwiekszej od jednosci V).

Inne wiec niewymiernoci drugiego stopmia nie ma_}q tej
wlasnoéci. Tak np. fatwo obliczyé, ze

]/--_(2 1.1,4), ]/§=(1;§fé),

(okres sklada sic tu wiec z jednego tylko wyrazu 3) oraz

Natomiast:

VG o Tt 20015189,

4 5
“”/F ~w339, Ji=ote, F e

Pozostawmmy czytelmkom sprawdzenie rozwinieé nastepu-
jacych pierwiastkéw kwadratowych niewymiernych:

V46=(6:1,3,1,1,2,6,2,1,1,5,1,12), V58=(7;1,,1,1,1,1,14),
V61=(7;1,451,2,2,1,5,4,1,14),  V80=(9;2,3,5,,19),

Patz obliczyl tablice rozwinieé liczb YD na ulamki Iaficu-
chowe dla liczb naturalnych D <10000 %). Oto kilka rozwinieé,
zaczerpnietych z tych tablic:

V1000=(31;1,1,1,1,1,6,2,2,15,2,2,6,1,1,1,1,1,62),
V9000=(94:1,6,1,1,2,7,5,7,2,1, 1,6, 1, 188).

Sposréd pierwszej setki najdtuiszy okres, bo zlozony z 16
ogniw, ma rozwinigcie liczby 94, mianowicie:

V94=(9;1,23,1,1,5,1,8,1,5,1,1,3,2, 1, 18).

!} Ob. np. poprzednie (drugie) wydanie mojej Teorii liczb, Warszawa 1925,
str. 205-208.

%) W. Patz, Tafel der regelmissigen Kettenbriiche fiir die Quadratrourzeln
aus den natirlichen Zahlen von 1 bis 10000, Lipsk 1941, stron 14282,
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Przykladem rozwiniecia o bardzo dlugun okresie, zlozonym
z 60 ogniw, moze sluzyé mnastepujace: -

¥ 991=(31;2,12,10,2,2,2,1,1,2,6,1,1,1,1,3,1,8,4,1,2,1,
2.3,1,4,1,20,6,4,31,4,6,20,1,4,1,3,2,1,2,
1,4,8,1,3,1,1,1,1,6,2,1,1,2,2,2,10,12,2, 62).

Rozwiniecie liczby /9739 ma okres zlozony z 210 ogniw.
A oto kilka wzoréw ogélnych ?):

]/sﬁ‘——f—1=(é;2_a) } dla a=1,2,..
V& +2=(a;a,2a)

Vaa—1=(a—1;1,2a—2)
VaP—2=(a—1;1,a—2,1,2a—2) ¢ dla a=25,...,
Va*—a=(a—1;2,2a—2)

Va*+4= (a;a——;—i, 1, I,a—;}, 2a) dla a>1nieparzystych,

Va@—4=(a—1;1, a;; 2 Ei;—B,I,Qa—'Q) dla a>3 nieparzystych.

Wyprowadzimy tu trzeci z tych wzoréw.
Dla a natura]nych. jest 2a>2, wiec

(@a—1P=a*—2a-+1<a*—1, a—i=ya*—1<a,

skad -
a,=E({a®—1)=a—1,
by—g,—a—1, c¢;=D—af=a'—1—(a—1)=2(@—1);

a1=E(a%:—b’)=E(1)=1.

Dalej: D_bp et
— a—
b,=a,c,—b,=la—1, (:2=———cl—2 2@—1 =1,
ao=E(a°—+—bé)=2a—2,
2 02
D—b,
Cby=ayc,—by=a—1=b, c=——"=2(@—1)=c.

2

3 F. Tano, Bulletin des Sciences Mathématiques, tom 14 (1890), sir. 215.
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Stwierdzamy wiec, ze by=>b, 1 cz=¢y, skad g=2, a zatem
1/a3——1=(a——1;1,2a——2), c. b. d. o.

Czytelnik wyprowadzi bez trudu pozostale z podanych
WZOrOw.

Wyznaczymy teraz wszystkie liczby naturalne D, dla kié-
rych rozwiniecie liczby /D na wlamek laficuchowy ma okres
zlozony z jednego tylko ogniwa.

7 wlasnoéci (58) rozwinigé liczby VD wynika, ze Wéwczas
VD=(a;2a), skad znajdujemy z latwoscia ]/D—a—}~‘ /D DI
a wiec D=a*-}1. Stad latwy wniosek, ze na to, by dla liczby
naturalnej D liczba D miala rozminiecie na ulamek laricuchory
o okresie zlozonym z jednego tylko ognima,. potrzeba i mwystarcza
zeby bylo D=a’-}+1 dla perwnej liczby naturalnej a.

Nietrudno tez wyznaczyé wszystkie liczby naturalne D, dla
ktérych rozwiniecie liczby YD na ulamek lahcuchowy ma okres
zlozony z dwu réznych ogniw. Z wlasnoSci (58) rozwinieé liczb
vD Wynika= ze Wéwczas jest VD =/(a;b,2a), gdzie b==2a, skad

- |
VP=ati s
tu byé 2a=kb, gdzie k jest liczba naturalna i k=1 (gdyz b = 2a).
Stad wnosimy z latwoScia, ze na to, by dla liczby naturalnej D
liczba VD miala rozminiecie na ulamek laricuchomy o okresie skia-
dajgcym sie z dwu réznych ognlm, potrzeba i roystarcza, zeby
bylo D=a?}k, gdzie k jest réinym od ]ednoscz dzielnikiem na-
turalnym liczby 2a.

, a wiec D=a2+g£—. Widzimy, ze musi

Mozna dowie§é, ze istnieje n1eskonczeme wiele liczb natural- .

nych D, dla kitérych rozwiniecie liczby YD na ulamek laficu-
chowy arytmetyczny ma okres zlozony z dowolnie danej liczby
wyrazéw 1),

CWICZENIA. 1. Obliczyé rozwiniecia liczb:

a=V26%, b=y2670, c=}/94%
na ufamki taficuchowe.

Odpowied4: a=(51;3,5,3,102), b= (51;1,2,20,2,1,102), ¢ = (97;2,2,2,194)

Y) Ob. M. Kraitchik, Théorie des nombres, tom 2, Paryz 1926, str. 60,
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2, Obliczy¢ rozwiniecia liczb: )
a=V/BB, b=yBe, =17, d=yous
na ulamki ladcuchowe.
a=(21;2,2,42), b= (50;1,1,1,100),
c=(85;1,1,1,1,1,1,170), d=(95;1,1,1,1,1,1,1,190).
3. Dowie$é, ze jezeli okres rozwinigcia na ulamek hiﬁéuchoﬁ' liczby )/ﬁ

Odpowiedi:

dla D naturalnych skiada sie z trzech ogniw, to pierwsze dwa ogniwa okresu sa

réwne i parzyste.

4. Znalezé wszysikie liczby naturalne D, dla kitérych ¥D ma rozwiniecie
na ulamek faficuchowy o okresie zlozonym z trzech ogniw, z kiérych pierwsze
dwa sg réwne 2.

Odpowiedz: D=25k*+14k+2 dla k=12,... Mamy tu
=(5k-+41;2,2,10k+2).

5. Znalezé najmniejsza liczbe naturalna D, dla ktéref VD ma rozwinigcie na
ulamek laficuchowy okresowy o okresie zlozonym z 11 ogniw, z ktérych 10 pierw-
szych jest réwnych 1.

Rogwinzanie. Ma byé 1/D._a+ _|_ +ill+

Oznaczajac

la +1/D‘
n-ty redukt ulamka - —{-1 1'—{— przez P,/Q,, bedziemy wigc mieli

YD Pola+VDi+P _55(atyD)+34
Qula+VD)+Q  89a+VD)+55

110a+34
89 o
wite. Rozwiazujac to réwnanie w liczbach catkowilych a i b, znajdujemy

a=89k-+45, b=110k-|56,

skad D= a*+- Musi zatem byé 110a-}-34=89b, gdzie b jest calko-

gdzie k jest calkowite, Najmniejsza naturalna wartoécia liczby a jest wiec a =45,
skad D = 452-}-56 = 2081.

6. Dowiesé, ze nie isitnieje I'czba naturalna D, dla ktérej VD ma rozwi-
niecie na ulamek lafcuchowy okresowy o ckresie ziozonym z 6 ogniw, z ki6-
rych 5 pierwszych jest réwaych 1. .

Dowéd. Rozumujac jak w éwiczeniu 3, mielibySmy

VD= Pyla+VD)+ P _5la+y¥D)+3

TRt VD+Q 8a+VD)+5
10a—|-3

skad
D=a?+4-—

co niemozliwe, gdyz dla zadnego a natumlnego liczba 10a-}-3, jako nieparzysia,
nie jest podzieloa przez 8.

W. Sierpifski, Teoria Liczh 19
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§ 9. Twierdzenie Lagrange’a o ulamkaph lal.'lcucho‘.vych.
Przez nieroymiernoéé drugiego stopnia rozumienry IIf:ZbE; nl‘(]:iwyll
mierna, spelniajaca réwnanie drugiego stopnia o spélczynni acl
calkowitych. - . o

Zbadamy rozwiniecia takich liczb niewymiernych na ulamki
laficuchowe. ' o N

Niech x bedzie liczba rzeczywista niewymierna, spelmajch
ré6wnanie - ’ :

(64) Ax?+ Bx+C=0,

gdzie 4, B i C sa liczbami cafkowitymi. Lest tu 4aeo, .skoro
réwnanie (64) nie jest tozsamoSciq i ma pierwiastek niewymierny;
ponadto

) "Bt—4A4C>0,

gdyz w przeciﬁym razie réwnanie (64) nie mialoby pierwiastkéw
niewymiernych rzeczywistych. Niech

1, 1
(65) x=ay+-

bedzie rozwinigciem liczby x na ulamek fafcuchowy nieskon-
czony; oznaczajac przez R,=P./Q. jego redukty, a przez xa.
liczby wyznaczone kolejno ze wzoréw

1 1
—_— oy — ,
x,—ay’ 2T x—a,

Xy =

mamy w my§l wzoru (28) z § 5 (str. 271)

—Prs 2t Qo
*= Qn—! xn+Qn‘2’

przy tym w my$l wzorn (30) z § 5 (tamze):

(66)

i
i |
lx_Rn—11<@:@= 1x-—Rn—-2|‘<~“‘———Qn_an_1:
skad dla n>2:
Py |~ 1 Poo | 1
}Qn—i—x%< (131—1, Qn——z xi Qn~2Qn—1 .
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Przyjmujac wiee oznaczenia:

Pn——l_'

Pu_, t
67 x==L i 2~x=——‘L~,
( ) Qn—i Qi—l Qn—_z Qn__g Qn—x
bedziemy mieli:
(68) jel<<t, <<t

Przez podstawienie (66) do (65) otrzymujemy po latwej reduk-
¢ji réwnanie C

(©9) 4,53 B, + C,=o0,

gdzie: :

(70) A, =AP: L BP_Q, +CQ_,

(1) Bo=24Prs Poat B(Pas Quost Ques Pas)+-2CQpy Q.
(72) C, = AP, BP,_, Q, .+ C’Qi_a.

.Réwnanie (69) nie jest tozsamoscia (wzgledem uxy), gdyz An5=0.
Gdyby bowiem bylto 4,=0, 0 z (70) wynikaloby po podzieleniu
obu stron przez Q2_,, ze liczba wymierna R,_, jest pierwiastkiem
réwnania (64), a w takim razie oba pierwiasiki tego réwnania
bylyby wymierne whrew zalozeniu.

Wobec (67) jest

Pn—-l‘—“xQn_1+

a wige na mocy (70)

~ &
Qn—l :

AnzA(xQn_,+QT£_i)2+B(xQ,,_1+QLH)QH+cQ2 _

-1

U Bt 0 (2Ax—f—B)a—i—A)a—f——j.

Poniewaz Qn.— jest liczha naturalna, wiec na mocy wzoréw
(65) 1 (68) otrzymujemy stad natychmiast

& | duj<|2dx|+|4]+]B|
Wobec (72) i (70) jest oczywiscie

—
~

Co="An, dla n=1,2,...,
a zatem na podstawie nierdwnosci (73) réwnies )
(74) |Cal<|24x|4-[4|+(B|.

19*
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Ze wzoréw (67) wynika, ze

Pn—1=xQn.—1+~'Q—E:l. Pn—2=xQn~2+6?j':l,
wobece czego wzor (71) daje
— 2 ) (2 Quat )+
B.=24 xQn,p{—Qnm1 x Qo o

FB(xQuit —Q—j—f) Qust BQuoi(#Qust »—Q«H 1 2CQnt Qus =

—1 H

=2(4x*+Bx—+ C)Qut Qna-+2Ax+B) (8:j e+n)+2AQe§i_l~

co wobee Qna< Qs i Qu1=>1 pociaga za soba

(75) |Bnl<2(l24x[4[4[+]B)

na mocy wzordw (65) i (68).
Nieréwnosci (73), (74) i (75) wskazuja, ze liczba

M=|24x{+]4|+|B|
jest dodatnia, niezalezna odni

(76) (dol<<M. |Bal<<2M, [Cal<<M dla n=253,...

Otéz wzory (70), (71) 1 (72) dowodza, Ze liczby 4n, Bni Cr sy
catkowite. Réznych ukladéw liczb catkowitych 4, Bn, ‘Cn, spel—
niajacych nieréwnosci (76), jest oczywiScie skonczenie w1e’lc.
Skohczona wiec musi byé tez liczba réznych réwnan (69), ktore
spelniaja liczby xn.. Kazdemu takiemu réwnaniu (ni(_e be;da?cemu
— jak widzieliSmy — tozsamoécia) odpowiadaja co I\E.J‘Q’\-’Yiej d‘,v_a
réine pierwiastki. Stad natychmiastowy wniosek,.ze ucz}’)a 167~
nych wartoéci wyrazéw ciagu nieskoficzonego {xa} Jest skon’cz_or’m.
W ciagu tym znajdziemy wiec dla dwu réznych wskaznikow
pig>p dwa réwne wyrazy: Xp,= Xg. Wnpsimy stad W‘cibec

a,=E@,) i a,;=E(x), ze a,=ay, oraz wobec wxpp1= ——

Xp— 8p
i xq+1z——1——A, 7€ Xpy1=2xq41. Piszac dla skrécenia s==qg—p.
Xq— &g
otrzymujemy stad przez latwa indukcje ) ‘
8nts==8n dla n=p,p+1,...,

co dowodzi, ze rozwiniecie liczby x na ulamek lafcuchowy jest

okresowe.
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Udowodniliémy wiec nastepujace {rierdzenie Lagran ge’a
o ulamkach lancuchomych:

Twierdzenie 1. Kazda nieroymiernosé ‘drugiego stopnia roz-
mija si¢ na ulamek larficuchorvy okresomwy.

Udowodnimy teraz twierdzenie odwrotne do twierdzenia L a-
grange’a, mianowicie

Twierdzenie 2. Kazdy ulamek taricuchoroy okresorwy (aryt-
metyczny) jest rozrinieciem peronej niewymiernoéci drugiego
stopnia.

Dowdd. Niech
72) a4l

la, ' la,

bedzie ulamkiem faficuchowym (arytmetycznym) okresowym. Zaj-
miemy si¢ najpierw przypadkiem, gdy jest to ulamek o okresie
czystym, tj. gdy istnieje taka liczba naturalna s, ze

(78) Ants= & dla n=0,1,2,...
Mozemy oczywiscie zawsze zalozyé, ze s>1, laczac ewentu-
alnie dwa okresy w jeden.
Ozuaczajac przez R, n-ty redukt utamka (77), bedziemy oczy-
wiscie mieli wobec (78)

1 1 1]
Rn+‘=ao+r£¢:!+"'+!a;_j+mi’
skad ' ! '
©) e P P
s—1Lln 7T s—2

Jezeli ciag redukitéw R, zmierza do granicy x, to to x jest
pewna liczba dodatnia, gdyz a,—a, jest z zalosenia liczba natu-
ralna. Zarazem liczba x bylaby granica ciggu R.:.. skad na moey
wzoru (79) i

8 P_ix-}P, .
{80) P B e
= Qs——lx —f' Q.!—-ﬁ’
x byloby wiec dodatnim pierwiastkiem réwnania
(81) Qs——lxz‘{“(Qs——s —Ps_l)x~— P;—QZO,
ktérego drugi pierwiastek jest ujemny, gdyz spélezynnik przy x*
oraz wyraz wolny maja znaki przeciwne. .

Otéz okazemy, ze pierwiastek dodatni réwnania (81) ma

wladnie rozwiniecie (77) na ulamek lahicuchowy.
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Istotnie, niech x bedzie pierwiastkiem dodatmim réwnania
(81). Zachodzi wiec wzdér (80) czyli

1! 1 1
w=a bl

skad w jednej chwili wobec (78)

] R
X a()+Sa}"}"““";aa_l'{"as_,—---jazs_l x
i ogélnie przy wszelkim naturalnym k
1 10,1
¢ == ay - -
X=ay la, " +§ak3_1 T
Stad za$
P %4 Pros
ka—lx _I_ ka—z
i przeto
7’x—Rk }=iPks—1x+Pks—«2_ka—1 — 1
> | ka—l X + ka—s Qka——l (Qk:—qx + Qk:——z) ka—1 ’

skad wnosimy wobec x>>0, ze poczynajac od pewnego dosta-

tecznie wielkiego k>m, jest stale
(82) e — Ry | <<e,

gdzie & jest liczba dodatnia dowolnie mala, dang z géry.

Niech teraz n bedzie dowolng liczba naturalna. Mozemy
zawsze dobraé¢ k tak wielkie, aby bylo réwnocze$nie k>m
i ks—1>n; liczbg R, mozemy uwazaé za n-ty reduki rozwinie-
cia liczby Ris—1. Piszac )

1 1
E:anT1+El:E++;5;:j}
mamy
P tEs
Rk5~1 - an: + Qn—]’
skad wobec é>1
- i Ris—1— Ry|= o

(an“*_ Qn—l) Qn = Q‘Z
i przeto wobec (82) ’

!x—Rnfs:;%x~Rksfu+aRkH—R,L;<5;+e,
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gdzie ¢>0 jest dowolnie male. Wynika stad. ze

- 1
x“‘Rru\{a’g

Dowodzi to, ze ciag {Rn} zmierza do x, a tym samym twier-
dzenie zostalo dowiedzione w przypadku ulamkéw laficuchowych
okresowych o okresie czystym.

Przejdzmy z kolei do przypadku, gdy utamek (77) jesi okre-
sowy, ale o okresie mieszanym, rozpoczynajacym sie od wyrazu
an. Ulamek

L

1
a et -
h+ +'ah+2
ma wigc okres czysty. Oznaczmy przez R, jego n-ty reduki.
Granicg tych redukiéw jest — jak widzieliémy — pewna liczba
£§=0, oczywiScie niewymierna, skoro sie rozwija na ulamek laf-
cuchowy nieskoficzony, i spelniajaca réwnanie drugiego stopnia
o spélczynnikach catkowitych. Jest oczywiscie przy wszelkim n.>h

i, L1 1 '

PR NSO N .
" OTIal |ah—-1 ?R:I——IL

- P Rt Pg .
T QR Qe
skad wnosimy wobec lim R! ,=¢, ze ciag {R]} zmierza do granicy
n=oo

. _ Peat4Pis
(83) *= Qr—1é+Qn2

Wzér (83) pozwala zarazem obliczyé warto§é badanego ulamka
fancuchowego. Niech

84) - A8+BEC=0

bedzie réwnaniem drugiego stopnia, ktére spelnia liczba £. Aby
utworzyé réwnanie dla liczby x, zauwazmy, ze wobec (83) mamy

a zatem

R

(83) (Qrax—Prg)é=Pr s — Quax.
Nie moze tu byé Quax—Ppry=0, gdyz witedy mielibySmy

tez Pr_os— Qp—2x==0 wobec (81), skad P Eﬁ‘—g co oczywikcie

Qra Qus’
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jest niemozliwe. Poniewaz zatem Qnyx— Pi150, wiec na ‘mocy
wzoru (83) jest -
‘ _ Prs— Quax
T Qhax—DPna’
co po podstawieniu do réwnania (84) daje réwnanie dla x
A(Pr—s— Qp—2x)*+ B(Pr2— Qr—25)(Qra% — Pr1)+
~+ C(Qrax — Pra)’=
Réwnanie to nie jest tozsamoscia, bo gdyby spélezynnik przy
x* byl w nim zerem, mielibyémy

AQi.z - BQh—I Qh—2+ CQZA =0

i liczba wymierna — Qno/Qn_1 spelniataby réwnanie (84), co nie-
mozliwe, skoro jeden z pierwiastkéw tego réwnania jest liczba
niewymierna & Okazaliémy wiec, ze liczba x spelnia pewne
réwnanie drugiego stopnia o spélczynnikach catkowitych, a ponie-
waz x=lim R.. wigc x jest wartoScia ulamka laficuchowego (77).

R oo
Tym samym  dowéd twierdzenia zostal zakoriczony.

W pierwszej czefci dowodu twierdzenia 2 nie tylko okaza-
hsmy, ze kazdy ulamek lafcuchowy o okresie czystym jesti roz-
wini¢ciem pierwiastka dodatniego pewnego réwnania drugiego
stopnia o spélezynnikach calkowitych, ktérego drugi pierwiastek
jest ujemny, ale zarazem Zznalezlidmy metode wyznaczania war-
tosci takiego ulamka. W tym celu wystarczy mianowicie zbudo-
waé réwnanie (81) i obliczyé jego pierwiastek dedatni.

PRZYKLADY. 1. Znalezé warto§é ulamka okresowego
, sty i g
gdzie a i b sa liczbami naturalnymi. Jest s=2 oraz:
Pis=Py=a, Qu1=Q,=1, Piy=P,=ab+1, Qu.=Q,=b.
Réwnanie (81) jest wiec postaci
bx®—abx—a=0

i ma pierwiastek dodatni
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skad

ab-+ya b”-—‘—4ab L

T P ma g T

W szczegolnosci dla a=2 i b=1, otrzymujemy
o= 1, 1 1]
Lry3=2g gty
2. Obliczyé warto§é wlamka o okresie czystym 1,2,3,4. Jest
tu s=4 i. jak latwo obliczyé:
Ps—t!:PQ:lOg Qa—2=Q2=?, Px—-1=P3:=43, QS-—*I:“Qa:SO-

Réwnanie (81) jest wiec postaci 30x2—36x—10=0 czyli po
podzieleniu przez 2
1522 —18x—5=0
1 ma pierwiastek dodatni
_9+2¥59,
15

CWICZENIA. 1. Poréwnaé rozwiniecia liczb V35 i V’E-}-%.

Odpowiedi: V5=(24) i V5+5=(1213).

2. Poréwnaé rozwinjecia liczb g i —22 -+ ;;— .

Odpowieds: %:(1@} i -I/Ei—}——;-:-(l;i).

5. Dowie$é, ze rozwiniecia liczb ‘/Tﬁ_ 1 i l/f’—'é:z -i—% ré6znig sie tylko
w pierwszym ogniwie.

Dowéd wynika stad, ze 1/66_1 =2_;_a i Li§6:1,+%=,lj_é’ gdzie

¥ 13—;-
=Ty

«

§ 10. Rozwinigcia liczb ¢ i = na ulamki lanicuchowe. Nie-
wiele wiemy o rozwinieciach na ulamki fadcuchowe liczb niewy-
miernych innych niz niewymierno§ci drugiego stopnia. Nie znamy
np. nastepstwa ogniw w rozwinigciu lafcuchowym liczby =, kté-
rego szésty redukt jest nastc;pujqcy:

1 1l
=7 ]_;_ J+!l + 999_}_4 \
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J. Wallis obliczyl 33 pierwsze ogniwa rozwinigcia liczby =,
mianowicie :
3;7.15,1.292,1,1,1,2,1,3,1, 14,2,1,1,2,2,2,2,1,84,2,1,1,15, 3,13, 1.4,2,6,6,1.

Natomiast znamy prawo nastepstwa ogniw rozwiniecia liczby
e na wlamek ladicuchowy; jest mianowicie

L N N I T Tt
=ttt gttt e T b
Gy 1, 1
SRETINT SRR

Mamy tez
e—1_ 1], 1}, 1] 1 5
SFiI B Tt

Znamy takze prawo nastepstwa ogniw w rozwinigeiu liczby
¢ mianowicie:
7:2,1,1,3,18,5,1,1,6,530,...,2 -3k, 1,1,54-3k, 18- 12k, ...

§ 11. Zastosowanie rozwiniecia D na ulamek faficuchowy
do réwnania Pella. Ze wzoru (63), str. 284, znajdujemy z tatwosciag

1®=%+£+ﬁ+m+

a

T TR S
534—1 laq+l'/ﬁ"’3o
a ze redukty ulamka faticuchowego skoficzonego po prawej siro-
nie az do rzedu k=g—1 pokrywaja sie z odpowiednimi reduk-
tami Pi/Qr ulamka laficuchowego nieskoficzonego (63), wiec
]/lj= Pq—l(aa+ l/é—an) +Pt1—2
Qq—l(aq‘l‘ I/D - ﬁn) + Qg2

1 ogélnie, wobec tego, ze a,—a,=a,,

/D — Pra(VD+a0)+ Qugo
Qro-1 (VD +a,) + Quo—

skad wobec niewymiernoéci liezby 1/D:

E}

dla k=1,2,...,

8y Qrg—1—Prg1=—Qig2, D Qrg—1— 2y Prg—1=Prgs.

’) Dowé6d tego wzoru znajduje sie up. w mojej Analizie, tom I, czedé 2,
wyd. 2-e, Warszawa 1925 (przedruk p-t. Dzialania nieskoriczone, Monografie
Matematyczne, Warszawa- Wroclaw 1948), § 104, str. 166.

?) Tamze str, 157.
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Mnozac pierwsza z tych réwnoéci przez —Prg1, a druga
przez — Qi1 1 dodajac, otrzymujemy

Pf‘q—l —‘D Q%q——l = qu—2 qu—l - qu——“ qu-—l :{—l )kq'

Jezeli g jest liczba nieparzysta, to wynika stad:

—1 dla k==1,3,5,...
P Do ={ 32:0,
(80) e PR

jezeli za$ q jest liczba parzysia, to
(87) P, —DQ, =t dla k=1,2,3,...

Pewne redukty rozwinigcia liczby YD na ulamek taficuchowy
daja wiec rozwiazania réwnania x2—Dy®=1 w liczbach natural-
nych. Okazemy teraz, ze i na odwrét, kazde rozwiazanie tego
réwnania w liczbach naturalnych daje licznik i mianownik pew-
nego reduktu rozwiniecia liczby VD na wlamek laficuchowy.’

Niech t,u bedzie rozwiazaniem réwnania Pella w liczbach
naturalnych. Mamy tu wieec t>u. Niech

t 1 1] 1
(89) e

u {8s—1

bedzie rozwinigciem liczby #/u na ulamek laficuchowy o niepa-
rzystej liczbie ogniw, a wigc o s parzystym. Niech wreszcie /1’
bedzie przedostatnim reduktem tego rozwiniecia:
‘s 1] 1
= g
1

as—2

Jest tu wige w' <<u.

Gdyby bylo s=2, mieliby§my zatem #ju’'=a, Wobec pa-
rzystoSci s jest wiec tu’'—ut'=1 oraz, skoro f,u jest rozwiagza-
niem rownania Pella,

{89) t?—Du?=1.
Odejmujac druga ré6wnosé od pierwszej, otrzymujemy
(90) tu —t)=u(t’'— Du).
t .
Wobec (1) jest 0 <p & <1, skad

(91) 0 t—agu< .

S
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Poniewaz liczby t i u sg z zalozenia wzglednie pierwsze,
wnosimy z (90), ze przy pewnym calkowitym k jest

92) . u'—t=ku, t—Du=kt,
skad
(93) U — (t — ayu)=(k+ay) u.

Wobec 0<<u'<Cu wnosimy z (91), ze [u'—(t—au)|j<<u
i wzér (93) daje k+4-2,=0 czyli k= —a,, skad na mocy (92) i (93}

wW=t—ayu, t'=Du—a,t,
t(a,+1/ D)+ ¢ _ ty'D +Du=l/5
ula,+VD)+v  t+uyD '

Poniewaz na mocy (88) lewa strona tego wzoru przedstawia
nfamek faficuchowy

i 1]
' ao+,_'+
{4y

a przeto

1] (-

Taia ' lag VD’

po prawej za$ stronie tegoz wzoru jest VD, wiec liczba (88) jest
(s—1)-ym reduktem rozwiniecia liczby 1/ D na ulamek taficu-
chowy. Z rozwiniecia tego wynika natychmiast, ze s jest jego
okresem. Oznaczajae zatem przez g liczbe wyrazéw okresu naj-
mniejszego, mamy s=>kq, gdzie k jest liczba naturalna.

Kazde wiec rozwigzanie réwnania Pella w liczbach natural-
nych jest pewnym reduktem rozwinigcia liczby /D na utamek
ladcuchowy, mianowicie reduktem rzedu kqg—f, gdzie ¢ jest
liczba wyrazéw najmniejszego okresu tego rozwiniecia, a k —
liczba naturalna. Lecz wyzej dowiedlismy, ze jezeli g jest liczba
parzysia, to kazdy redukt rzedu kqg—1 daje rozwiazanie réwna-
nia Pella w liczbach naturalnych. Mamy zatem .

Twierdzenie 3. Jezeli okres rozminiecia liczby VD na ula-
mek laricuchoroy ma liczbe ogniro q parzysts, to redukty rzedu
kg—1, gdzie k=1,2,..., daja rozmiazania rémnania x*—Dy*=1
m liczbach naturalnych i przy tym mszystkie takie rozmwigzania.

Rozwiazanie w liezbach naturalnych najmniejszych daje
wige redukt rzedu g—1.

Jeieli za§ q jest liczba nieparzysta, to redukt rzedu kq—1
daje — jak dowiedliémy — wtedy i-— jak wskazuje wzér (86) —
tylko wtedy rozwiazanie rownania Pella, gdy k jest parzyste.
Mamy wiec ’
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Twierdzenie 4. Jezeli okres rozminiecia liczby YD na ula-
mek laricuchoroy ma liczbe ognimo q nieparzysta, to redukty~rzedu
2kqg—1, gdzie k=1,2,..., daja rozmigzania rornania x*— Dy?=1
mw liczbach naturalnych i przy tym roszystkie takie rozmiazania.

- Rozwiazanie w liczbach naturalnych najmniejszyeh daje
wige redukt rzedu 2g—1.

CWICZENIE, Znalezé w najmniejszych liczbach naturalnych rozwiazanie
réwnania x*-—Dy*=1, gdzie D=a>—2 i a jest liczhg naturalng wicksza od 1.

Odpowiedz Ze wzoru Ya*—2={a—1; 1, a—2, {, 2a—2) znajdujemy
a*—1

z latwosbcia, 7 - g=4 i Ry= . Rozwigzaniem jest wiee x==a*—1, y=a.

Tak np. dla D =34 mamy a=>6, skad x=331 y=6

Niech teraz f,u bedzie rozwigzaniem réwnania
(94) x¥2—Dy=—1t
w liczbach naturalnych. Mamy tu wigc t>u (wobec D=>=1).
Gdyby bylo u=1, mieliby$my #*—D=—1, skad D=#*—1, a e
(p. wzér dla Va®—1; str. 287) jest Y —1=(t—1;1,2{—2), wigc
t/u byloby reduktem rzedu 1 rozwiniecia liczhy VD na ulamek
laficuchowy. Mozemy wiec dalej zalozyé, ze u>1.

" Niech (88) bedzie rozwinieciem liczby #/u na ulamek }ahcu-
chowy o parzystej liczbie ogniw. (nie réwnej 0, bo u>=1), a wiec
o s nieparzystym. Niech wreszcie t'/u’ bedzie —jak poprzednio—
przedostatnim reduktem tego rozwiniecia. Wobec nieparzystodci
liczby s jest zatem fu'—ut’=—1 oraz, skoro f,u jest rozwigza-
niem réwnania (94), ofrzymujemy znowu wzoér (90). Rozumujac
dalej, jak poprzednio dla réwnania Pella, wnosimy, Ze liczba
(88) jest (s—1)-ym reduktem rozwiniecia liczby 1_/ D na wlamek
laficuchowy oraz ze s=kq, gdzie k jest pewna liczba naturalna.
Kazde rozwigzanie réwnania (94) w'liczbach naturalnych jest wiec
pewnym reduktem rozwinigcia liczby VD na ulamek lancuchowy,
mianowicie reduktem rzedu kq—1, gdzie k jest liczba naturalna.
Lecz — jak wiemy ze wzoréw (86) i (87) —jezeli q jest liczba pa-
rzysta, to zaden redukt rzedu kq—1 nie jest rozwiazaniem réw-
nania (94), jezeli za§ g jest liczba nieparzysta, to redukty rzedu
kq—1 daja rozwiazanie tego réwnania, ale tylko dla k nieparzy-
stych. Mamy zatem

i A S
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Twierdzenie 5. Jezeli okres rozminiecia liczby V D na ulamek
laricuchomwy ma liczbe ognir parzysta, to réonanie x®— Dy?—=—1
nie jest rozmigzalne w liczbach naturalnych, jezeli zas jego liczba
ognim q jest nieparzysta, to redukty rzedu (2k—1)q—1, gdzie
k=1,2,..., daja rozmiazania tego rémnania m liczbach naturalnych
1 przy tym roszystkie takie rozmiazania.

PRZYKLADY. 1. Niech D=2. Wobec rozwiniecia }/2==({;2)
mamy ¢=1, skad wnosimy na mocy twierdzenia 4, ze redukiy
rzedu 2k—1, gdzie k=1,2,..., daja wszystkie rozwiazania réw-
nanja x*—2y*==1 w liczbach paturalnych.

Redukt rzedu i, czyli liczba 14[—%:%, jest wiec rozwiaza-

niem tego réwnania w liczbach naturalnych najmniejszyech.

Redukty za§ rzedu 2k—2, gdzie k=1,2,..., daja na mocy
twierdzenia 5 wszystkie rozwiazania réwnania x%—2 Yr=—1
w liczbach naturalnych. :

Redukt rzedu 0, czyli liczba 1==1/,, daje wiec rozwiazanie
tego réwnania w liczbach najmniejszych: 1, 1.

2. Niech D =3. Wobec rozwinigcia /3 =(1, 1, 2) mamy q=2;
zatem redukty rzedu 2k—1, gdzie k=1,2..., daja wszystkie
rozwigzania réwnania x?—3y?=1 w liczbach naturalnych.

Najmniejsze rozwiazanie tego réwnania daje redukt rzedu
1, ezyli 1-Y,=2,; rozwiazaniem tym jest tu wiec 2, 1.

Natomiast réwnanie x*—3y2=—1 nie jest rozwiazalne w licz-
bach naturalnych.

5. Niech D=13. Wobec y/13=(3,1,1,1, 1, 0) mamy q=>5; za-
tem redukty rzedu 10k—1, gdzie k=1,2..., daja wszystkie roz-
wigzania réwnania x?—13y?=1 w liczbach naturalnych.

Najmniejsze rozwiazanie daje tu redukt -rzedu 9 czyli (por.
str. 253) liczba :

EIER I R R (Y 1j_ 649
RO TR Tt e

Bedukty za$ r2edéw 10k —6, gdzie k=1,2,..., daja wszysikie
rozwigzania réwnania x*—13y?=-—1 w liczbach naturalnych.
Najmniejsze daje reduk: rzedu 4 czyli liczba

1, 1 1 1] 18
S =2
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Znajdowanie najmniejszych rozwiazaf réwnan x* — Dy?= + 1
za pomoca rozwijania liczby /D na ulamek laficuchowy nie przed-
stawia wigkszych trudnoéci rachunkowych dla D <1001),

Oto najmniejsze rozwiazania dla D <50:

Dix%y gDéxty{?:D%x y?;D .xxy
T T ‘ ;
20 3 2 5] 4 1 28127, 24 40| 19 3
50 2 L] 17350 8 [29/4901 1820] 41| 1025 320
50 9, 4! 18] 47 4 300 1 2| j42] 13 2
6| 5 2 1191170 39 | 311520 273| 43| 5482 531
b7 8! 3 20" 91 2 32| 17 3 44 199 30
L8 3 1|2t 5512 33 23 4] |45] 141, 24
101 19 6 22197 1 42 | 1 34{ 35 6] 146 24335 5588
11 10] 3 123241 5] 135 6 1] 147 48 7
12 7| 2| 24! 5 1 37 73 12/ 48 7 1
13 | 325 ‘ 180 | 26 51 10| 38 3T 6 50 99 14
4] 5] 4| |27 2 5 359 250 4 1
Réwnanie za§ x®—Dy?=—1 jest rozwigzalne tylko dla

nastepujacych warto§ci D<C100:
2, 5,10, 13, 17, 26. 29, 37, 41, 50,
53, 58, 61, 65, 73, 74, 82, 85, 89, 97.

CWICZENIA. 1. Znalezé najmniejsze rozwiazania w liczbach naturalnyeh
réwnania x*—Dy?==1 dla D=59 i 103.

OdpowiedZ: x=530, y=69 1 x=227528, y=22419.

2. Znalezé najmniejsze rozwiazania w liczbach naturalnych réwnania
x3—Dy*=-—1 dla D=29,55 i 74.

OdpowiedZ: x=70, y==13, x=182, y=25 i x=43, y=>5.

3. Dowieéé, ze jezeli x*— Dy*=—1, to dla u=2x*--1 i p=2xy jest
u!—Dovt=1. ‘

4. Dowieéé, ze rGwnanie x?~—2y®= 17 ma nieskoficzenie wiele rozwigzah
w liczbach calkowitych. :

Dow6d. Jest 72 —0.42=17, jezeli za§ ©#—2u?=1 (a réwnanie to ma—na
mocy twierdzenia 3 Rozdzialu XI (§ 2, str. 257) — nieskonczenie wiele rozwigzah
w liczbach catkowityeh), to

(7t-F8ujt—2(4t+-TupR=17.

) Tablica rozwigzafi dla x.vszystkich D<C1003 znajduje sie juz w dziele
A. M. Legendre, Théorie des Nombres, wydanym w Paryzu w 1798 r.

+

s i
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5. Dowies¢é, ze jezeli liczby calkowite £ i u spelniaja réwnanie {*—2y? =
to liczby:

3

.

R [ u
3 ; o=+l w=t-%

2
sa catkowite i spelniaja réwnanie x,8 - x,% 4 3% % == 1.
6. Zwazywszy, ze réwnanie £2—5u?=1 jest réwnowazne réwnaniu
(1A = 5)3 478 = (E—1)7 - (u 5 15,

dowiesé, ze réwnanie x3-+ 33+ 78 =22} w4 1* ma nieskoficzenie wiele rozwia-
zaft w liczbach naturalnych x, y, z, m, i znalezé rozwiazanie tego réwnania
w liczbach naturalnych najmniejszych. .

OdpowiedZ: 162316734 7%= 1603 - 773415,

ROZDZIAL, X1

TEORIA KONGRUENC]I
PIERWSZEGO I DRUGIEGO STOPNIA

§ 1. Kongruencje pierwszego stopnia o dowolnym module.
W Rozdziale IIT (§ 5) zajmowaliémy si¢ kongruencjami pierwszego
stopnia przy zalozeniu, ze modul jest liczba pierwsza. Zajmiemy
si¢ obecnie kongruencjami pierwszego stopnia dla jakiegokolwiek
modutu.

Wezmy wiec pod uwage kongruencje

(1) . ax=b(modm),

gdzie a, b i m sa liczbami calkowitymi.
Zalézmy, ze istnieje liczba calkowita x, spelniajaca kongru-

“encje (1). Jest wigc przy pewnym y calkowitym ax=>b--my, skad

2 ax—my=>~.
Niech d=(a,m), a=da, i m=dm,. Zatem wobec (2):
b=d(a,x—m,y),

gdzie a, i m, sa liczbami calkowitymi. Stad wniosek:

Jezeli kongruencja (1) jest rozriazalna, to liczba b jest po-
dzielna przez najmiekszy rspdlny dzielnik liczb a i m.

Przypu$émy, na odwrét, ze warunek ten jest spelniony. Skoro
d jest najwiekszym wspélnym dzielnikiem liczb a i m, to (ob. Roz-
dziat 11, § 1, twierdzenie 1) istniejg liczby calkowite £ i n, spel-
niajace réwnanie

aé-tmy=d.

W. Sierpiaski, Teoria Liczb 20





