ROZDZIAE XI
ROWNANIE PELLA

§ 1. Dowdd istnienia rozwiazan réwnania Pella. Przez réw-
nanie Pella rozumiemy (ob. str. 234) réwnanie :

® #—Dy*=1,

gdzie D jest liczba naturalna 1),

Précz rozwiazah oczywistych x=1, y=0 oraz x=— L,y=0
wszystkie inne rozwiazania réwnania (1) w liczbach catkowitych
(w ktérych zatem x==0 i y==0) moga byé podzielone na czwérki,
rézniace si¢ jedynie znakami przy x i y. W kazdej takiej czwérce
znajdzie sig oczywiScie zawsze jedno i tylko Jedno rozwiazanie
x,y, w ktérym obie liczby sa dodatnie.

Bedziemy je nazywali kr6tko rozmigzaniem dodatnim.

Majac wszystkie rozwiazania dodatnie réwuania (1), mozna

z latwoScia otrzymaé i wszystkie inne jego rozwiazania. Poprzée-
staniemy wiec na rozwazaniu rozwiazaf dodatnich (w liczbach
catkowitych). )

Przypadek, kiedy D jest kwadratem liczby naturalnej, D=n?,
moze byé rozstrzygniety natychmiast. Wéwezas bowiem mozemy
napisa¢ réwnanie (1) w postaci

(e —ny)(x—+ny)=1,

skad x--ny=1, co przy x i y dodatnich jest oczywiScie niemoz-
liwe. A wiec:

Jezeli D jest kmadratem liczby naturalnej, to rémnanie Pella
nie ma rozmwiazan dodatnich m liczbach calkomitych.,

') Niektérzy nazywaja to réwnanie rémnaniem Fermata, twierdzac, ze
Pell sie nim weale nie zajmowal.

s 1] Dowéd istnienia rozwiazaf réwnania Pella, 249

Udowodnimy teraz

Lemat. Jezeli liczba naturalna D nie jest kradratem liczby
naturalnej, to istnieje nieskoriczenie mwiele réznych ukladém liczb
calkomitych x,y, dla ktérych zachodza nierdronoéci:
@ y+0, |x*—Dy*|<2yD-+1.

Dowéd. Niech n bedzie liczba naturalna. Wyznaczmy dla
kazdej z warto$ci

warto$é

- x=E(yyD)-}1.
Oczywiscie
) x—yVD=E({yyD)—yyD+1,
a ze zawsze t—1<<E({)<f, skad O<E{)—¢t+1<1, wiec
4) 0<x—y¥D 1.

Otrzymane w ten sposéb n-1 wartoéci (3) sa wszysikie rézne,
poniewaz w razie réwnosci x —yyYD=x'—y'yD byloby
x—x'=(y—y)VD,
co przy y==y’ nie jest mozliwe, gdyz wtedy liczba VD bylaby
wymierna wbrew zalozeniu, ze D nie jest kwadratem liczby na-

turalnej, a wiec i liczby wymiernej (ob. twierdzenie 7 Rozdzialu I
(§ 7, str. 6). Kazda z tych n-++1 réznych wartosci

{5) u=x—yyD
musi spelniaé na mocy (4) jedna z n nieréwnoéci
1 1 2 n—1 n
0<u<1—1, ﬁ<u<ﬁ, e n <u<n,

skad wynika, ze co najmniej dwie rézne wartodei, v’ i 1", spelniaja
jedng 1 te sama nieréwno$é:

k—1 _, k k—1 __, _k

n <u<ﬁ’ n =u <n’
gdzie k jest jedna z liczb 1,2,...,n. Wobec zalozenia, ze u = u"i,
mozemy przyjaé, ze np. u'>>u”. Z nieréwnofci u'< k/n 1 nie-
réwnoéci u”>>(k—1)/n czyli —u”<<(1—k)/n znajdujemy
0<<u'—u”<<i/n,
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ezyli po podstawieniu warto$ei u’ i u” wedlug (5)
0< (&' —x")—(y —y )I/D<—
skad dla x=x"—x" i y=y —y”
6) 0<x—y]/§<;1;’.
Liczba y=y —y”, jako réznica dwu réznych liczb ciggu

0,1,2,...,n, jest ré6zna od 0 i nie wieksza co do warto§ci bez-
wzglednej od n:

@) 0<ly|

n.

N

Nieréwno§é (0) daje za$ x\yl/D—{— e skad wobec. (7)

x| <! ./’I/D+ nl/D+*
a zatem

|5+ y VDI <|*|+|ylVD <2nyD+%

i przeto po pomnozeniu przez liczbe ]x—— yVD|, kiéra wobec (6)
jest mniejsza od 1/n,
[xzw—Dyz[<2)/D—{—1.

OkazaliSmy w ten sposéb, ze dla kazdej liczby naturalnej n
istniefe uklad liczb calkowitych x,y, spelniajacy nieré6wnoéci (2)
i (6).

Opierajac sie na tym, udowodnimy teraz, ze istnieje nieskon-
czenie wiele ukladéw liczb calkowitych x,y, spelniajacych nie-
réwnoéei (2) i

8 0<x—y¥D.

Przypuéémy bowiem, ze wszystkich takich ukladéw jest
skoficzenie wiele, mianowicie ze sa to uldady:

(9) (xhyl)’ (x2>y2)a mres (xhy-’)'
Kazda wiec z liczb
(10) xlvyll/ﬁ, xz—yﬂ/ﬁ, cees x,&ysl/ﬁ

jest dodatnia. Oznaczmy przez ¢ najmniejsza z mich.
Niech n bedzie taka liczba naturalna, ze

(1) n<a.

[§ 1] Dowd6d istnienia rozwiazafi réwnania Pella. 251

Jak dowiedli$my, istnieje uklad liczb calkowitych x,y, spel-
niajacy nieréwnosci (2) i (6). Wobec nieréwnoéci (6) i (11) jest
0<x—yVD<a, a 7¢ a jest najmniejsza z liczb (10), wiec liczba
x—yV'D nie jest zadna z nich. Uklad x ,y bylby wiec réiny od
kazdego z ukladéw (9), a jednak spelnialby nieréwnoéci (2) i (6),
a wigc tez nieréwnosci (8), wbrew okreélenin ciagu ukladéw (9).

Udowodniliémy zatem, ze nieskoficzenie wiele ukladéw liczb
calkowitych x,y spelnia nieréwnosci (2) i (8), tym bardziej wiec
same nieréwno$eci (2), c. b. d. o.

Twierdzenie 1. Jezeli liczba naturalna D nie jest kmadratem
Zadnej liczby naturalnej, to réronanie Pella ma co najmniej jedno
rozmiazanie w liczbach naturalnych?).

Dowdéd. Poniewaz réznych liczb catkowitych mniejszych co
do wartoéci bezwzglednej od 2Y/D-+1 jest skoficzenie wiele,
a ukladéw liczb calkowitych x,y, spelniajacych nieréwnosci (2),
jest w my$] lematu nieskoficzenie wiele, wiec musi istnieé nieskoi-
czenie wiele ukladéw liczb calkowitych x,y, dla ktérych wyra-
zenie x*—Dy? przybiera jedna i te sama warto§é k (oczywiscie
rézna od 0, skoro—jak dowiedliémy— nie moze zachodzié przy-
padek D = x?/y?).

Oznaczmy przez Z zbiér wszystkich takich uktadéw.

Niech ogélnie r(f) bedzie reszta z dzielenia liczby f przez k.
Kazdy uklad x,y, nalezacy do zbioru Z, wyznacza ukfad dwu liczb
calkowitych r(x),r(y). Réznych ukladéw takich liczb jest nie
wiecej niz k2, poniewaz liczby te, jako reszty z dzielenia przez
k, sa wyrazami ciagu 0,1,2,...,k—1.

Podzielmy teraz wszystkie uklady, mnalezace do zbioru Z, na
klasy, zaliczajac dwa uklady x,y i x",y”" do tej samej klasy wtedy
i tylko wtedy, gdy rix)=r{x) i r{y)=r(y"). Poniewaz réznych
ukladéw r(x),r(y) jest tylko skoficzenie wiele, a zbiér Z jest nie-
skoficzony, wiec w jednej co najmniej z tych klas jest nieskoni-
czenie wiele ukladéw ze zbioru Z. W klasie takiej istnieja zatem
takie dwa uklady a,b i ¢,d, dla ktérych nie jest jednoczesnie
{al=/lc| 1 |b]=1d|, poniewaz ukladéw, dla ktérych obie te réw-
noSci zachodza jednoczeénie, jest oczywiScie co najwyzej cztery.

Réznice a®>— Db?1 ¢* — Dd?, jako nalezace do zbioru Z, maja te
sama warto$¢é k, a ze a,b i ¢,d sa ukladami tej samej klasy, wiec

1) W § 2 okazemy, e istnieje nieskoficzenie wiele takich rozwiazad (p. twier-
dzenie 3, str. 257).
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r(a)=r(c) i r(b)==r(d). Skoro jednak liczba a daje przy dzieleniu
przez k te sama reszte co liczba ¢, to przy pewnym catkowitym
k jest a—c=Kkt. Podobnie b—d=ko. Mozemy wiec napisaé:

(12) a=c-tkt, b=d-ko,
gdzie t i v sa liczbami calkowitymi. Mnozac stronami réwnosci
(13) a?—Db:=k, E—Dd*=k,

otrzymamy na mocy tozsamoSci
(a*—Db% (¢* — Dd?) =(ac— Dbd)* — D (ad — cb)?
réwnos$é
(14) (ac — Dbd)®*— D (ad — eb)? =k>.
Lecz wobec (12) jest:
ac— Dbd==(c+kt)c — D(d-+kv)d = c*— Dd*+ k{ct — Ddv) =
=k(1+ct—Ddv),
ad—cb={(c-}+kt)d—(d+ kv)c=k(dt—cv)
i wzér (14) daje po podzieleniu obu stron przez k?
(1 ct— Ddo)?— D(dt — cp) =1,
skad dl}a :
x=|1l+ct—Ddo|, y=dt—co
otrzymujemy
x?—Dy?=1.
Okazemy, ze y==0. Istotnie, w przeciwnym razie byloby
x=1, a zatem:
i4ct—Ddo=41, di—co=0.
Mnozac pierwsza réwno§é przez ¢, a druga przez —Dd i do-
dajac, otrzymalibysmy
c+(2—Dd)t=++c,
skad na mocy (12) i (13) byloby a= ¢ cayli |a]=]c|.
Mnozac za$ pierwsza réwno§é przez d, a druga przez c i do-
dajac, otrzymaliby$my
- d+(—Dd¥u=+d,
skad na mocy (12) i (13) byloby b=4d czyli |b|=|d|.
Byloby wiec jednoczeénie |a|=|c|i |b|=|d|, wbrew okres-
leniu uktadéw a,d i c,d. .

{s 1] Dowd6d istnienia rozwigzan rownania Pella. 253

Dowiedliémy zatem istnienia co najmniej jednego takiego
ukladu x,y liczb calkowitych, ze x?—Dy*=1 i y=£0, co oczy-
wiScie pociaga za sobg takze nieréwnos§é x==0. Zmieniajac ewen-
tualnie znaki przy x i y, dostajemy stad rozwiazanie dodatnie
réwnania (1), c¢. b. d. d.

W celu efektywnego wyznaczenia dodatniego rozwigzania
réwnania (1) mozna postepowaé, jak nastepuje.

W wyrazeniu 1 Dy?® podstawiamy za y kolejno wartosci
1,2,3,... i sprawdzamy, czy wyrazenie to jest kwadratem liczby
naturalnej. Jezeli zajdzie to po raz pierwszy dla wartoéci y=u,
to 1-FDut=1* gdzie ¢ jest liczba naturalna. Uklad t,u jest wiec
rozwigzaniem réwnania (1) w najmniejszych liczbach natural-
nych, dla kazdego bowiem innego dodatniego rozwigzania réwna-
pia (1) bedzie jui y>u, a zatem x=}1-FDyP>}1-Dul=t
czyli x>t.

PRZYKLADY. 1. Dla D=2 réwnanie (1) przybiera postaé
x2—2y®=1. Podstawiajac w wyrazeniu 1-}-2y* kolejno y=1i2,
otrzymujemy warto§ci 319, z ktérych druga jest juz kwadratem.
Najmniejszym rozwiazaniem dodatnim jest tu wige x=2, y=3.

2. Dla D=7 réwnanie (1) ma postaé x?—3y*=1. Wstawia-
jac do 1-+3y2 wartosé y=1, otfrzymujemy juz kwadrat (liczby 2).
Najmniejszym rozwiazaniem dodatnim jest tu wiec =2, u=1.

3. Dla D=5, czyli dla réwnania x?—35y*=1, podstawiajac
kolejno y=1,2,3,4, otrzymujemy dla 1 5y* wartosci 6,21,46,81,
z ktérych ostatnia jest kwadratem. Najmniejszym rozwiazaniem
dodainim jest tu wiec t=9, u=4.

4. Dla D=11, czyli dla réwnania x?—11y*=1, podstawia-
jac kolejno y=1,2,3, otrzymujemy tu dla 1-11y* wartodci
12,453,100, skad wnosimy, Ze najmniejszym rozwiazaniem dodat-
nim jest tu t=10, u=>3.

Jednakze taka metoda wyznaczania najmniejszych rozwiazah
dodatnich, choé w zasadzie niezmiernie prosta, nie jest dogodna
w praktyce, poniewaz nawet dla niewielkich wartoéci liczby D
wymaga ona niekiedy znacznej ilosci préb. Tak np. dla rozwia-
zania ta droga réwnania x®—13y?=1 potrzeba by az 180 préb,
po ktérych znalezliby$my £=0649, u=180. Jako curiosum poda-
jemy, ze najmniejszym rozwiazaniem dodatnim réwnania

15) x2—991y2=1
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jest uklad: :
£==379516 400 906 811 930 638 014 896 080,
=120

u==120557 357 903 313 359 447 442 538 767.

Mamy tu pouczajacy przyklad, jak zawodna moze byé induk-
cja, oparta nawet na wielkiej liczbie préb. Podstawiajac za y war-
toéci 1,2,3,... az do 10%, nie oirzymujemy rozwiazania réwnania
(153), a jednak uznanie tego réwnania za nierozwiazalne w licz-
bach naturalnych byloby bledem.

W Rozdziale XII (§ 11) poznamy inny, dogodniejszy sposéb
wyznaczania najmniejszego dodatniego rozwiazania réwnania (1),
ktéry pozwala w szczegblnoéci wyznaczyé rozwiazanie réwna-
nia (15) za pomoca niezbyt dtugich rachunkéw.

§ 2. Wyznaczanie wszystkich rozwiazafi réwnania Pella.
Okazemy obecnie, w jaki sposéb z rozwiazania réwnania (1)

w najmniejszych liczbach naturalnych mosna otrzymaé wszystkie .

inne rozwigzania tego réwnania. Udowodnimy w tym celu naj-
pierw '

Twierdzenie 2. Jezeli t,u jest najmniejszym rozmiazaniem
dodatnim réronania Pella, to na to, by uklad liczb naturalnych
x,y byl rozmiazaniem tegoz rémnania, potrzeba i roystarcza, zeby
przy peronym naturalnym n bylo

(16) x+yV/D=(t+uyD)".

Dowéd. Niech #,u bedzie rozwiazaniem réwnania (1) w naj-
. mniejszych liczbach naturalnych, a x,y — ukladem liczb natu-
ralnych, dla ktérych zachodzi réwnoéé (16) pPrzy pewnym natu-

ralnym n. Z réwnoéci tef, zmieniajac znak przy VD, otrzymu-
jemy natychmiast réwno§é

(17) x—yVD=(t—uyD)",
mnozac za$§ stronami réwnoéci (16) i (17), otrzymujemy
% —Dy?=(—Du)r =1,
gdyz fu jest z zaloienia rozwiazaniem réwnania (1). Uklad

X,y jest wige rozwigzaniem tego réwnania. Zatem warunek Jest
wystarczajacy.

s 21 ‘Wyznaczanie wszysikich rozwiazah réwnania Pella. 255

Aby dowie$é, ze jest on zarazem konieczny, zauwazmy, ze
na to, by liczby calkowite x,y, spelniajace réwnanie (1), byly
dodatnie, potrzeba i wystarcza, zeby zachodzila nieré6wnoéé

(18) ' x+yYD>1.

Konieczno§é jej jest oczywista. Jezeli za§ zachodzi ona dla
x,y calkowitych, spehiajacych réwnanie (1), to z

x*—Dy*=(x+yVD)(x—yyD)=1

wynika 0<<x—y)D<1 na moey (18), a zatem zachodza nie-
réwnoéei:

x—yyD>0, y]/m]j—x>:~1.

Ot6z dodajac stronami (18) i pierwsza z nich, oirzymujemy
2x>>1, skad x>0; dodajac za§ stronami (18 i druga z mich,
otrzymujemy 2y}'D =0, skad y>0.

Zauwazmy dalej, ze jezeli dwa rozwigzania réwnania (1)
w liczbach naturalnych x,y i x',y" spelniaja nieréwnoéé

(19) x+yyYD<x'+y VD,
to
x<<x’ 1 y<<y.
Istotnie, gdyby bylo y>> ', to wobec

x=yYTTDs «—=yITDy"

byloby tez x>/, a zatem x—+-yVD>x-+y’ VD whrew (19). Jest
wiee y<<y’, skad yV14+Dy* <y 1+Dy’? czyli réwniez x<<x'.

Niech teraz x,y bedzie rozwiazaniem réwnania (1) w liczbach
naturalnych i przypu§émy, ze nie ma liczby naturalnej n, dla
ktérej zachodzitby wzér (16). Nie moze tu byé x4y D < t-+uyD,
gdyz stad — jak okazaliSmy przed chwila — wynikaloby, ze x<C#
i y<<u, wbrew zalozeniu, Zze f,u jest najmniejszym rozwiaza-
niem dodatnim réwnania (1). Poniewaz na mocy nieréwnoéci (18),
dowiedzionej dla wszelkich rozwiazah naturalnych réwnania (1),
jest t-+uyD>>1, wiec wyrazenie (t-+uy/D)* roénie nieogranicze-
nie wraz z n. Zatem liczha x--y¥/D, kiéra nie jest — jak przy-
pusciliémy — zadnym z wyrazéw ciagu rosngcego (f—-u VD) dla
n=1,2... i — jak dowiedliémy — nie jest mniejsza od jego pierw-
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szego wyrazu t-4-u)yD, musi byé zawarta miedzy dwoma kolej-
nymi wyrazami tego ciagu, czyli

(20) (t+uYDr<x-yyD<(t+uyDy+

dla pewnego n naturalnego. Rozwijajac dwumian (t--u}/D)" i zbie-
rajac osobno skladniki wymierne i niewymierne, otrzymujemy
@1) (t-+uyDyr=ta+u /D,

gdzie t, i u, sa liczbami naturalnymi, ktére — jak okazaliémy w do-~
wodzie dostateczno$ci rozwazanego warunku — spelniaja réwnanie
(22) ) tn2— Du2=1.

.

Na mocy (20) i (21) jest
(23) tatun¥YD<x+yVD <(ta+u.yD)(t+-uyD),
a poniewaz ta—-u, YD >1 i t2— Du,?=1, wiec liczba th—u.VD
jest dodatnia. Mnozac przez nia wszystkie trzy czeéci nieréwnoéei
(23), otrzymujemy z uwagi na (22)
(24) 1 <(x+yVD)(tr—u.¥D)<t-+uyD.
Niech
a=uxt,—yu.D, b=yt,— xu,.
Liczby a i b sa wiec calkowite oraz
25) (x~+yV'D)(tn— .Y D)=a+bVD,
skad, zmieniajac znak przy ¥D, otrzymujemy
(x—y]/ﬁ)(tn—}—Llnl/f)):a—b]/B.
Mnozac ostatnie dwie réwnoéci stronami, dostajemy
(%2 — Dy®) (ts® — Dup?) = a? — Db?,
co wobec (1) i (22) daje a?—Db2=1. Uklad a,b jest wiec roz-
wigzaniem réwnania (1) w liczbach catkowitych, a ponadto
t<a-t+byYD<tt+uyD
na mocy (24) i (25). Lewa czed¢ tej nieréwnoSci — jak widzie-
lismy — dowodzi, ze a>0 i b>0, prawa za§ — e a<f i b<u,
co jednak przeczy zalozemiu, ze #u jest najmni ejszym roz-
wiazaniem dodatnim réwnania (1).

Istnienie liczby naturalnej n, dla ktérej zachodzi wzér (16),
tzn. konieczno§é rozwazanego warunku, jest wiec dowiedziona.

s 2] Wyznaczanie wszystkich rozwiazafi réwnania Pella. 957

Twierdzenie 2 pozwala otrzymaé wszystkie rozwiazania réw-
nania (1) w liczbach naturalnych z rozwiazania tego réwnania
w liczbach naturalnych najmniejszych. Sa to mianowicie uklady
liczb #y,uy (dla n=1,2...), otrzymane ze wzoru (21). Liczby t, i u,
sa oczywicie tym wieksze, im wieksze jest n.

Udowodnili$my wiec

Twierdzenie 3. Rozmiazan rémnania (1) w lczbach natural-
nych jest nieskoriczenie miele.

Mozna podaé proste wzory zwrotne dla %, i u,, pozwalajace
uniknaé liczb niewymiernych w rachunkach. Mianowicie
tari+tis1 )/ D=+ /D) (¢4 /D),
skad wobec niewymiernoéci liczby VD:
(26) togpg== ttn‘l‘ Duu,, Un+1== Utn+tun=
gdzie oczywiscie
t=1, u=u.

PRZYKEAD. Wyznaczmy kilka kolejnych rozwiazan dodat-
nich réwnania’ x? —2y?=1. Znalesliémy (p. str. 253), ze najmniej-
szym rozwigzaniem dodatnim tego réwnania jest uklad liczb 3, 2.
Podstawiajge t==3 i u=2 do (26), otrzymujemy wzory zwrotne:

tn+i:3tn_'_4un; un+1=2tn+3un'
Dla n=1, znajdujemy z nich (wobec t=1#=73 i u=u,=2):
ty=3344-2=17, up=2-3-13.2=12,
a stad dalej: )
=3t duy=3-17-14.12=99, u=2f,- Sup=2.17--3.12—70,
t,=3-99-+4.70=577, u,=2-99--3.70=408 itd.
Pierwsze 4 rozwigzania r6wnania x?—2y?=1 w liczbach lna-
turalnych s wiec nastepujace:
3, 2, 17, 12, 99, 70, 577, 408.
Rozwiazania réwnania Pella moga sluzyé do przyblizonego
obliczania drugiego pierwiastka z liczb naturalnych. Mianowicie
z réwnania tego wynika, ze
x—y¥YD=1:(x+y}'D),
X _yD= LR S
y yx+yVD) y?VD "y

W. Sierpifiski, Teoria Liczb 17

skad
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=

A wiec: jezeli x,y jest rozmiazaniem dodatnim rdronania (1),

to ulamek xfy przedstaria liczbe VD z bledem mniejszym od od-
rorotnosci kmadratu mianoronika (z réwnania (1) wynika tez w je-
dnej chwili, ze ulamek ten jest nieprzywiedlny).

Tak np. czwarte ze znalezionych rozwiazan dodatnich réwna-
nia x2—2y*=1 daje ulamek 577/408, przedstawiajacy liczbe V2
2 dokladnoscia do pigciu znakéw dziesigtnych (gdyz 408%>10°).

Aby przy tej metodzie obliczania pierwiastkéw szybciej osiag-
naé wieksza dokfadno$é, mozemy przejsé od razu od rozwiazania
tn Un do rozwiazania fy,,Us, za pomoca bardzo prostych wzoréw
zwrotnych. Mianowicie na mocy (21) jest

ton -+ Uoy VD= (t+uy/ D" = (ts4-unV DY,
skad na mocy (22)

by =t D = b2 (fa2 — 1) =280 —1, gy =2t
Od utamka ltzl mozemy wigc przej§é do ulamka

ty,  22—1

Uy 2tnttn

Tak np. z ulamka t,/u,=99/70, jako przyblizonej wartoéci
liczby 12, otrzymujemy od razu ulamek f,/u, =17601/13860, da-
jacy te liczbe juz z dokladnoScia ofmiu znakéw dziesigtnych.

Zauwazmy jeszcze, ze ze wzoru (21), dajacego rozwiazania
réwnania (1) w liczbach naturalnych, otrzymuje sie z latwoScia
wzér, dajacy rozwiazania tego réwnania w liczbach calkowitych.

Jezeli bowiem x,y jest rozwiazaniem réwnania (1) w liczbach
naturalnych, to na mocy twierdzenia 2 zachodzi dla pewnego
naturalnego n réwnosé (16), ktéra wobec réwnoéei

x—yVD=1/(x+yVD)
daje
x—yVD=@¢-+uyDy™

Poniewaz za§ z rozwiazad x,y i x,—y otrzymujemy przez
zmiane znakéw pozostale dwa rozwiazania, nalezace do tejze
czwérki, wiec mozemy wypowiedzieé nastepujace

[§ 3] Zastosowanie réwnania Pella, 959

Twierdzenie 4. Kazde rozmigzanie réronania (1) m liczbach
catkomitych x,y otrzymuje sie ze mwzoru

x+yYD==(t-+uyDy
dla odpomiedniej mwartosci calkomitej n. ,

Nawet bowiem rozwiazania x=-1,y=0 sa objete tym wzo-
rem (mianowicie dla n=0).

§ 3. Zastosowanie réwnania Pella. Wyznaczymy wszystkie
tréjkaty, kiérych boki sa kolejnymi liczbami naturalnymi, pole
za$§ —liczba wymierna.

Sa to tzw. tréjkgty roymierne $rednioboczne.

Niech a,b,c¢ beda dlugoSciami bokéw tréjkata, s—jego po-
lem, a p—polowsa obwodu. Jak wiadomo, '

s=Vplp—a)lp—b)(p—c).
Oznaczajac w danym razie dlugo§é éredniego boku przez m,
mozemy przyjaé, ze
a=m—1, b=m, c=m-}1,
skad p=3m/2 i
3m*m*—4)
16

§==

Pole ma byé wedlug zalozenia liczba wymierna. Niech s=a, /b,
bedzie utamkiem nieprzywiedlnym. Zatem

3m*(m*—4)  a,®
16 b2

3b2m?(m?—4)=16a

czyli

Ostatnia r6wno$é wskazuje, ze 16a,® jest podzielne przez
b2m?, a wiec 4a, jest podzielne przez b,m, czyli 4a,=kbm,
gdzie k jest liczba naturalna; zatem
@7) 3(m? — 4)=k=.

Wynika stad, ze k%, a wigc i k, jest podzielne przez 3, czyli
ze k=731, gdzie [ jest liczba calkowita. Z (27) otrzymujemy wige

(28) me—4 =30
17*
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Gdyby liczba m byla nieparzysta, to liczba m?—4 przy dzie-
leniu przez 4 dawalaby reszte 1, gdy tymczasem liczba 3I* przy
dzieleniu przez 4 reszty 1 dawaé nie moze, poniewaz dla I nie-
parzystego I2 daje przy dzieleniu przez 4 resztg 1, a wigc 3[°
reszte 3. Liczba m jest wiec parzysta, czyli m=2x, gdzie x jest
liczba naturalna. Réwno§é (28) daje zatem
(29) 4x?—4 =31,
co dowodzi, ze [ jest liczba parzysta, czyli I=2y dla pewnego y
naturalnego. Po podstawieniu i podzieleniu przez 4 obu stron réw-
nosci (29) otrzymujemy x*—1=3y* czyli
(30) x—3y2=1.

A wige: jezeli dlugoéci a,b,c bokdmw tréjkata sg kolejnymi
liczbami naturalnymi, pole za§ — liczba roymierna, to
a=2x—1, b=2x, c¢=2x-}1,
gdzie x jest liczbg naturalna, spelniajacq rérwnanie (30) przy pero-
nym naturalnym y.
Pole tréjkata wynosi wéwezas

s=V3x%(x—1) =} 3x2-3y2 =3xy,

jest zatem liczba nietylko wymierna, ale i naturalna.

Wyznaczymy teraz kolejno kilka takich tréjkatéw érednio-
boeznych.

Najmniejszym iozwiqzaniem dodatnim réwnania (30) jest
uklad =2, u=1 (p. str. 253), skad jako pierwszy tréjkat éred-
nioboczny otrzymujemy tzw. tréjkat pytagorejski o bokach

3, 4, 5.

Dla rozwiazania réwnania (30) mamy dalej w my$l (26) wzory
zwrotne:

tn+1=2tn‘|—3un, un+1=tn+2un-
Dla n=1 otrzymujemy tu wobec #,=2 i u, =1
t,=224-5.1=7, uy=2-}2.1=4,

skad jako drugi tréjkat Srednioboczny otrzymujemy tzw. tréjkat
indyjski o bokach

13, 14, 15.

I8 3] Zastosowanie réwnania Pella. 261

Dalej znajdujemy podobnie f,=2-7-}3.4=26, skad jako
trzeci tréjkat Srednioboczny otrzymujemy tréjkat o bokach

51, 52, 55.
Nastepne trzy tréjkaty maja boki $rednie 194, 724 i 2702.
Pola pierwszych szeseiu tréjkatéw wynosza kolejno

6, 84, 2370, 16296, 226974 i -3161340.

Z twierdzenia 3 o réwnaniu Pella wynika, Ze istnieje nie-
skoficzenie wiele tréjkatéw o polu wymiernym, ktérych boki sa
kolejnymi liczbami naturalnymi.





