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5. Sprawdzié, ze dla kazdej zasady g>>2 mamy

e =065 . gy | A0

Dowéd. Prawa strona tego wzoru jest réwna

1,2,53 g—=5 ,8—1 1 1 )
(gi -I-g; +g4+"'+ a2 + gg—l) (1+gé—1+g_ﬂ(5~l)+"') =
_ [gg—s_1 g3 +&:_1] gt

ge5(g—1)  ge2g—1) | ge—1lge—1—17 (g—1p.

Por. éwiczenie 4 ze str. 224.
) 6. Ktéra cyfra po przecinku jest ostatnia rézna od zera cyfra rozwiniecia
dziesietnego normalnego liczby 27" (gdzie n jest liczba naturalna), a kiéra
liczby 5777

OdpowiedZ: n-tg w obu przypadkach.

7. Ktén} cyfra po przecinku jest pierwsza rézna od zera cyfra rozwiniecia
dziesigtnego normalnego liczby 27107 2710p 51000y 5—105 5—1, 5—1000,

Odpowiedz Jak latwo obliczyé, pierwsza r6zna od zera cyfra rozwi-
niecia dziesigtnego normalnego liczby 27" (gdzie n jest liczbs naturalng) wy-
stepuje na miejscu n—E(nlog, 5) po przecinku, a liezby 57" — na miejscu
n—E(nlogy 2) po przecinku. Poniewaz log,, 2 =0,50103..., a logo5=1—1logy,?2,
wiec dla lczb:

910 9—i0 . o—1000 5—10 5—100 51000
sa to miejsca:
4, 31, 302, 7, 70, 699.

1 ]. W. L. Glaisher, Messenger of Mathematics, tom 2 (1873), str. 188,
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ROZDZIAL X
ROWNANIE PYTAGORASA I JEGO UOGOLNIENIA

§ 1. Réwnanie x*>-}p>=2?> w liczbach calkowitych. Zaj-
miemy si¢ rozwiazywaniem w liczbach catkowitych réwnania

(1) Bty=2,
zwanego rdmnaniem Pytagorasa.
Réwnanie to gra — jak wiadomo — podstawowa‘role w try-

gonometrii i w geometrii analitycznej, a jego szczegblny przy-
padek dla x=y wiaze sig¢ z istnieniem liczb niewymiernych.

Wylaczymy rozwiazania oczywiste, w ktérych jedna z liczb
x,y jest zerem; z pozostalych mozemy ograniczyé si¢ do rozwia-
zan w liczbach naturalnych, gdyz zmiana znaku przy niewia-
domych nie zmienia samego réwnania.

Nazywaé bedziemy rozmiazaniem mlascimym kazde takie roz-
wiazanie réownania (1), w kitérym liczby x,y,z sa naturalne i nie
majg wspoélnego dzielnika wiekszego od jednoéci.

Jezeli & #,¢ jest rozwiazaniem wia$ciwym, d za§ — jakagkol-
wiek liczba naturalna, to :

(2) x=d§ y=dy, z=d{
tez jest rozwiazaniem x,y.z réwnania (1).

Istotnie, jezeli &2 #*={(% {o mnozac obie strony przez d
otrzymamy w my§l (2) réwnanie (1).

Na odwrét, jezeli x,y,z jest rozwigzaniem réwnania (1), to
istnieje taka liczba naturalna d i takie rozwigzanie wlaciwe
& 1.¢, ze zachodza wzory (2). ,

Istotnie, niech liczby naturalne x,y,z spelniaja réwnanie (1);
oznaczmy przez d ich najwiekszy wspéluy dzielnik i przyjmijmy:
) E=x/d, n=y/d, (=z/d;
sg to liczbér naturalne. Z réwnania (1), po podzieleniu obu stron
przez d2, wynika w jednej chwili wobec (3), ze & +49*=L% co
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dowodzi, ze &,7,{ jest rozwiazaniem naturalnym réwnania (1).
Trzeba jeszcze tylko okazaé, ze jest to rozwiazanie wlaéciwe.
Gdyby bylo inaczej, to liczby & #.¢ mialyby wspélny dzielnik
wigkszy od jednoSci, lecz jest to niemozliwe, gdyz w my$l wzoru
(3) liczby te otrzymaliémy z liczb x,y.z, dzielac je przez ich naj-
wiekszy wspélny dzielnik.

Podzielmy rozwiazania naturalne réwnania Pytagorasa na
klasy, zaliczajac do d-tej klasy wszystkie te, w ktérych liczby
x,y,z maja jeden i ten sam najwiekszy wspélny dzielnik d. Z do-
wiedzionej wlasfoéei rozwiazan wlasciwych wynika od razu, ze
dla otrzymania wszystkich rozwiazan d-tej klasy trzeba tylko po-
mnozyé przez d wszystkie rozwiazania wlasciwe. Wobec tego
mozemy si¢ przy rozwiazywaniu réwnania Pytagorasa ograni-
czy¢ do rozwiazaf wilaSciwych, nie uszezuplajac przez to ogbl-
nofci rozwazan.

Zaléilﬁy, ze x,Y,z jest rozwigzaniem wladciwym réwnania (1).
Okazemy, ze jedna z liczb x,y jest parzysta, a druga nieparzy-
sta. Istotnie, gdyby bylo inaczej, to obie bylyby parzyste lub obie
nieparzyste. W pierwszym przypadku liczba x*--3?=2% a wiec
i liczba 2, wypadlaby parzysta; liczby x,y,z miatyby zatem
wspélny dzielnik 2, co przeczy zalozemiu, ze sa rozwiazaniem
wladciwym. W drugim przypadku kazdy z kwadratéw 2, y? da-
walby przy dzieleniu przez 4 reszte 1, a wiec liczba 2% —reszig 2;
tymezasem kwadrat kazdej liczby parzystej jest podzielny przez 4.

Ostatecznie wigc mozemy poprzestaé na wyznaczenin tylko
tych rozwigzan wlasciwych, dla kiérych liczba x Jest nieparzysta,

“a liczba y parzysta, gdyz pozostale rozwigzania wla§ciwe otrzy-
mamy przez prosta zamiane liter x i y.

Zalézmy wobec tego, ze x,y,z jest rozwiazaniem wlaéciwym,
w kiérym liczba x jest nieparzysta, a liczba y parzysta; liczba
z wypadnie wéwezas z réwnania (1) nieparzysta. Réwnanie (1)
mozemy napisaé w postaci

4) =0+ (z—x)

®

) Liczby z-+4x i z—x sa obie parzyste; mozemy wiec przy-
Jaé, ze

) z+x=2a, z—x=2b,

gdzie a i b sa liczbami naturalnymi.

1§ 1] Réwnanie x*—y*=z* w liczbach catkowitych.

8]
Wl
—

Stad
z=a-+b, x=a—b

7 réwnoéci tych wynika, ze liczby a i b musza byé wzgled-
nie pierwsze. Istotnie, gdyby posiadaly wspélny dzielnik 6>1,
to byloby

z=kd, x=I6,
skad P=zt— st =(k*— )&%
liczba y? bylaby zatem podzielna przez 6% a wiec y przez 4, i liczba
§=>1 bylaby wspélnym dzielnikiem liczb x,y,z, co przeczy zalo-
zeniu, Ze sa one rozwigzaniem wiaSciwym.

Liczba y jest — jak zalozyliSmy — parzysta, mozemy wiec
przyjaé y=2c. Wobec (5) réwnanie (4) daje 4¢?=4ab czyh

(6) - c*=ab. .

Rozwijajac liczby a i b na czynniki pierwsze, stwierdzamy, ze
kazdy czynnik pierwszy wchodzi do tych rozwinieé w potedze
parzystej. o

Istotnie, gdyby czynnik p wchodzil np. do rozwinigcia liczby a
w potedze nieparzystej, to wchodzitby tez w poth:/,e nieparzystej
do rozwiniecia iloczynu ab, gdyz liczba b, jako pierwsza wzg%q-
dem a, czynnika p nie posiada. [est to jednak niemozliwe, ponie-
waz wobec (6) wszystkie czynniki pierwsze wchodza do rozwi-
niecia iloczynu ab w potegach parzystych. .

Skoro wszystkie czynniki pierwsze rozwinigcia liczby a sa
— jak okazaliémy — w potegach parzystych, to a jest kwadratem
czyli a=m? Podobnie b=n? Stad

z=a-Fb=m?4n’ x=a—b=m*—n?’
a z réwnoéci c?=ab=m?n® i y=2c wynika, ze
y=2mn.

Dowiedliémy wige, ze jezeli x,y.z jest rozwiazaniem w'iaéci:
wym réwnania (1) i jezeli x jest liczba nieparzysta, to musi byé
(7) x=mt—n y=2mn, z=m+n’

gdzie m i n sa liczbami naturalnymi. Liczby m i n sa wz.gl(:d_nie
pierwsze, gdyz takimi sa liczby a=m? i b=n Jedna z nich jest
parzysta, a druga nieparzysta: istotnie, nie moga by¢ obie parzyste,
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bo nie bylyby wzglednie pierwsze, nie moga tez byé obie niepa-
rzyste, bo wéwezas liczby x,y, z bylyby wszystkie trzy parzyste.
Przy tym m>n, gdyz x jest liczba dodatnia. :

Na odwrét, jezeli m i n (gdzie m=>n) sa liczbami natural-
nymi wzglednie pierwszymi, z kiérych jedna (ktérakolwiek) jest
parzysta, a druga nieparzysta, to wyznaczajac x,y, z ze wzoréw
(7), otrzymamy rozwigzanie wladciwe réwnania (1). .

Istotnie, po pierwsze, liczby x, y, z wyznaczone ze wzoréw (7)
sa przy wszelkich calkowitych m i n rozwiazaniem réwnania (1),
gdyz zachodzi tozsamo$é

(8) (m?—n?2 - (2mn)® = (m24- n2)?%;

po drugie, wobec m>n>0 wartosci liczb x, Y,z wypadna ze wzo-
réw (7) naturalne; wreszcie po trzecie, jezeli m i n sa wzglednie
pierwsze, to x.y,z nie maja wspélnego dzielnika wigkszego od
jednoci, poniewai gdyby liczby x i z mialy wspélny dzielnik
6>>1, oczywilcie nieparzysty (co wynika ze wzoréw x==m?—n?
i z=m?+n?, to z uwagi na wynikajace z (7) réwnoéci

9) 2mP=x-4z 2nl=z—=x

liczby m* i n* musialyby byé jeduoczeénie podzielne przez 8, co
niemozliwe, skoro m i n sq wzglednie pierwsze.

Wzory (9) wskazuja nadto, ze r6znym ukladom m,n odpo-
wiadaja rézne rozwiazania x, Y,z

Uzyskane wyniki mozemy wypowiedzieé jako nastepujace
Twierdzenie 1. Wszystkie rozmiazania mlaicime rémnania

b yr=22
o kiérych x jest liczba nieparzysta, otrzymujemy ze rzordéro
v=m?—n?,  y=2mn, z=mltnl

biorac za m,n rszystkie pary liczb naturalnych rozglednie pierro-
szych, 1o ktdérych jedna (ktérakolmiek) z liczb m,n jest parzysta,
a druga nieparzysta oraz m=>n.

Kazde rozmigzanie mlascime otrzymujemy m ten sposob tylko
jeden raz.

Aby wiec wszystkie te rozwigzania wypisaé systematycznie,
mozemy braé za m kolejne wartosei 2, 3, 4,... i dla kazdej z nich
braé za n kolejno wszystkie liczby naturalne pierwsze wzgledem
m, mniejsze od m i w razie nieparzystego m — tylko parzyste.

1

1§ 1] Réwnanie x*--y*=z* w liczbach calkowitych. 2373

Oto tabliczka dwunastu pierwszych rozwiazan, ulozonych
w ten sposéb: :

m n 1‘ x y ‘ z
- |

9 { 3 4 5
3 p) 5 2 13
4 | 5 8 17
4 3 7 24 ‘ 95
5 ) 21 20 29
5 4 9 40 41
6 1 35 12 \ 37
6 5 it 60 | 6L
7 2 45 28 53
7 4 | 33| 56 H 65
7 6 | 13 | & | 8
8 11 635 | 16 | 065

Godne uwagi jest rozwiazanie pierwsze, dajace trzy kc_)lejne
liczby 3, 4, 5. Jest to jedyne rozwigzanie w trzech kolejnych
liczbach naturalnych.

Istotnie, niech trzy kolejne liczby naturalne:

n—1, n, n+1,
spelniaja réwnanie .
(n— 1) nf =(n-F 1)
skad po latwej redukeji
n==4n.

Poniewaz n jest — jak' zakladamy — liczba naturalna, }«Tiqc
mozemy obie strony tej réwnoSci podzielié przez n. Dostajemy
w ten sposéb n==4, czyli wlaénie rozwiazanie 35, 4, 5.

§ 2. Rozwigzania naturalne o dwu liczba?h kole:inyc]-l.
Wszystkie takie rozwiazania réwnania (1) sﬁ,.wlalscrwe, gdyz dwie
liczby naturalne kolejne sa zawsze wzglqdme pierwsze.

Mozliwe sa cztery tylko przypadki:

z—x=1, z-—y=1, x—y=1, y—x=1,
w ktérych dwie sposréd trzech liezb natura]ny‘ch Y, 2 ‘speffna-
jacych réwnanie (1), sa kolejne —jak to czytelnik sprawdzi w jed-
nej chwili.

B —
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. Ze w’zoréw. (z) wynika, ze przypadek z—x=1 nie daje roz-
wigzafl réwnania (1), gdyz byloby wéwezas m*+n?—(m? —n? =1
czyll 2n*=1, co niemozliwe. ’ '

W przypadku z—y=1 jest

m*n*—2mn=1 czyli (m—np=1,
skad wobee m>n musi by¢
m—n=1 czyli m=n--1.-
Zatem:
x=m'—ni=n41)—n?=2n-1,
y=2n(n-1), )
z=y-+1=2nn-+1)-+1,

a przeto wszystkie rozwiazania w przypadku z—y=1 zawarte sa
we wzorach:

x=2n+1, y=2nhm-+1), z=2n@n--1)}+1,
gdzie n=1,2, 3,... :
Oto dziesieé pierwszych takich rozwiszan:

n X ! y z
1 3 4 5
2 5 12 13
3 7 24 25
4 9 40 44
5 11 60 61
6 13 84 85
7 15 112 113
8 7 144 145
9 19 180 181

10 21 220 9291

W przypadky, gdy x —y=1, mamy m?*-—n? —2mn=1 czyli

(m—n)?—2n2=1,

Niech
(10) u=m-—n, bv=n;
sa to dwie liczby naturalne, spelniajace tzw. réronanie Pella:

(11) u-—9p2=—=1{.

A
a1
Nt

& 2) Rozwiazania naturalne o dwu liczbach kolejnych.

7 ré6wnah (10) znajdujemy

m=u-+v, n=o,

skad:
x=m—n?=u?+2up,

y=2mn=2up-20%
z=m?Fn=u+2up-+20%
a przeto wszystkie rozwiazania x,y,z w przypadku x—py=1
objgte sa wzorami:
(12) x=u?42up, y=2ww-+v® z=u'+2up+20°,

gdzie u i v sa liczbami naturalnymi, spefniajacymi réwnanie Pella.
Wreszcie, w przypadku y—x=1 mamy 2mn—m’+n*=1

czyli
(m—+nP—2m?=1.

Niech
(13) u=m-+n, v=m
Widzimy, ze znéw otrzymujemy réwnanie Pella, a ze wzo-

réow (13) znajdujemy
m=pn, n=u—Do,

skad

x=—u2-|2up,
y=2up—20%
z=u2——2uv;§—202.
Tymi wzorami sa wiec objete wszystkie rozwiagzania w przy-

padku y —x=1.
T.aczac oba ostatnie przypadki, mozemy zatem powiedzie¢,

ze rozmwiazania naturalne rémwnania (1), dla ktérych x—y==£1,
sq zamarte me rzorach:

(14) x= +ut+2up, y=2uot20% z=u? + 2up+20%
gdzie nalezy mwziaé mwszedzie znaki jednoczesnie gérne lub jedno-
czeénie dolne i gdzie u,v sa liczbami naturalnymi, spelniajacymi

réronanie Pella.
Najmniejszym rozwigzaniem réwnania Pella w liczbach na-

turalnych jest, jak tatwo widzieé,

u=>3, 0»b=2;
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biorac we wzorach (14) znak dolny, otrzymamy:
x=3, y=4, z=3,
biorac za§ znak gérny, otrzymamy:
x=21, y=20, z=29,
Nastepnym rozwigzaniem réwnania Pella jest
u=17, =12,
ktéremu w myél wzoréw (I4) odpowiadaja przy znaku dolnym
wartoéci:
=119, y=120, z=109,
a przy znaku gérnym wartoSci: )
x=697, y=0696, z=985.

W § 2 udowodnimy (p. str. 257), ze réwnanie Pella ma nieskof-
czenie wiele rozwigzan w liczbach naturalnych. Wynika stad, ze
istnieje nieskoriczenie riele rozriazarn rémnania x*-y?>=2z* m ko-
lejnych liczbach naturalnych x i z.

CWICZENIA. 1. Dowiesé, ze jezeli liezby calkowite x,y,z spelniaja réw-
nanie x*-+y®=z% to co najmniej jedna z nich jest podzielna przez 3, co naj-
mniej jedna przez 4 i co najmniej jedna przez 5, zatem ze 60|xyz.

Dowéd. Oczywiscie mozna zalozyé, ze x,y,z jest rozwiazaniem wlasci-
wym i ze x jest liczha nieparzysta: Na mocy twierdzenia 1 zachodza wéwezas
wzory (7) i jedna z liczb m,n jest parzysta. Zatem liczba y = 2mn jest podzielna
przez 4.

Zarazem na mocy (7) jest
(=) - ayz=2mn(m*—n?.

Jezeli m nie jest podzielne przez 3, to w mysl malego twierdzenia Fer-
mata jest m*={1(mod3), skad m'=1(mod 3), czyli m*—1 jest podzielne
przez 5. Jezeli m nie jest podzielne przez 5, to w my$l tegoz twierdzenia jest
m*=1(mod3) czyli m‘—1 jest podzielne przez5. To samo dotyezy liezby
n'*—1. Wynika stad, ze jezeli ani 3|!m, ani 3|n, to 3|mt—nt; tak samo jest
z liczba 5. Wobee 4|y i (%) iloczyn xyz jest wiec podzielny przez 60, c. b. d. o.

2. Dowies¢, ze jezeli liczby paturalne x,Y,z spelniaja réwnanie x®-py?=2?,
to dla

. a=xl4y*—2%), b=yldx*—zY), c=4dxyz
kazda z liczb
(-;: ar-lb:  ateer, b2

jest kwadratem liczby naturalnej.

(§ 2] Rozwiazanie naturalne o dwu liczbach kolejuych. 237

Dowéd. Jak fatwo sprawdzié, jest
at b br=25 alcl=xtdy+27P, b ct=yrlxt .
W szczegélnosei dla

x=3 y=4, 2z=3

Jest a=117, b=44, c=240

—liczby, znalezione przez P. Halcke’go w4719 1.
3, Dowiesé, ze jezeli dla a,b,c naturalnych liczby (i:) sa kwadratami, to
jest tak réwniez dla liczb afac, be. ) o
4. Dowiesé, ze réwnanie x*-y?=z' ma nieskofczenie wiele rozwiazaf
w liczbach naturalnych wzglednie pierwszych.
OdpowiedZ Np.
x=8n({n*—4), y=n*—24n*}16, =n’t4
dla n=3,5,... Gdyby dla liczby pferwszej p bylo piy i pizabitoqbylaby ona nie-
parzysta, gdyz liczba z jest nieparzysta, a zarazem byloby p‘2j~—y, s}(qd pn.
gdyz z2—y=732n2% Jest to jednak niemozliwe wobec p z, gdyz z=n*+4
5. Dowie$é, ze najogélniejszym rozwiazaniem réwnania a?—yd=25 w licz-
bach wymiernych réznych od zera jest
(%) x=atbOla—b) i y=abTla—b)7 z=a*blla—bT" .
gdzie a i b sa liczbami wymiernymi oraz 0=Fa==b=F0. N
Dowéd. Latwo sprawdzié, ze iak okreslone liczby x,¥.z spt'elmaja‘ {éwna-
nie, sa wymierne i r6zne od zera. Jezeli liezby x,y’.7’ tez czynig zado$é tym
warunkom, to liczby - o
a=xy—i7, b=yl
sa — jak Tatwo widzie¢ —rézne od zera i
a—b=(x?—yYy iy Tl =2y xR0
podstawiajac je za a i b do wzoréw (%%}, otrzymujemy
x=x, y=y, z=1z.
6. Dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej n réwnanie x*—y?*=z" ma
nieskoficzenie wiele rozwiazadi w liczbach naturalnych.
Dowéd wynika Iatwo z réwnosei 22—1*=3 i z tozsamoéci
{a? — bY) (¢*— d?) = (ac -} bd)* — (ad+ bl
§ 3. Uogd6lnienia rownania Pytagorasa. Réwnanie (1)‘moi'e1.ny
vogblniaé w dwu réinych kierunkach. Mozemy, pozostawiajac
stopiefi réwnania, zwigkszaé liczbe niewiadomych, otrzymujac
réwnanie x?-y?-4-z2=1 itd., ogdlnie

2 xl Xt =t
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albo, pozostawiajac liczbe niewiadomych, zwigkszaé stopied réw-
nania, otrzymujac réwnanie x*—y?=3z® itd., ogélnie

xn+yn=2n
czyli tzw. réronanie Fermata.
Zajmiemy sie naprzod pierwszym uogélnieniem. Wyznaczymy
wszystkie rozwiazania naturalne réwnania

(15) xﬂ—}—yz—f—-Zg:t%@&

Zauwazmy przede wszystkim, Ze przynajmniej dwie spoéréd
liczb x,y,z musza byé parzyste. Gdyby bowiem wszystkie trzy
byly nieparzyste, to suma # wypadlaby — jak latwo widzieé —
formy 4k--3, gdy tymczasem — jak wykazaliémy .na str. 90
w dowodzie twierdzenia 14 Rozdziatu IV ~ kwadrat liczby nie-
parzystej zawsze przystaje do 1 modulo 8. Gdyby za$ jedna
tylko z liczb x,y,z byla parzysta, to suma ¢ wypadtaby formy
4k-+2, gdy tymczasem kwadrat liczby parzystej jest zawsze
formy 4k.

Poniewaz porzadek skladnikéw nie gra roli, wiec mozemy
zalozyé, ze parzyste sq liczby y i z:

y=2l, z=2m,

gdzie I im sa liczbami naturalnymi. Liczba ¢ musi byé oczywi-
cie (dla kazdego rozwiazania naturalnego) wicksza od x; mozemy
wiee napisaé

(16) t—x=u,
gdzie u jest liczba naturalna. Bedziemy wobec tego mieli
(tuP=x+421L4im?
skad, po redukeji, 2xu-l-u?=42-f4m? czyli
(17) wW=4F44m?>—2xu.
Réwnanie (17), w ktérym po prawej stronie mamy same liczby
parzyste, wskazuje, ze u’, a wice i u, jest liczba parzysta. Niech

u==2n.

Réwnanie (17) przyjmie wéwczas, po podzieleniu przez 4,
ksztalt

nf=P-+m?—xn.

ls 31 Uogo6lnienia réwnania Pytagorasa. 239

Przepisujac je w postaci P-Fm*=n(n-x), widzimy, ze n
musi byé dzielnikiem sumy PP-Fm?® Przepisujac je za$ w postaci
P+m?—n®
(18) x= — .

n

dostajemy ma mocy (16)

t=x—}—u=x—f—2n=l;ﬂ%-ﬁ.

Wzér (18) wskazuje ponadto, ze n?<<I*+4m’ ‘ )
Dowiedliémy wiec, ze wszystkie rozwiazania naturalne réw-
nania (15) dla y i z parzystych sa zawarte we wzorach:

2

3 a2 o pd | n2
19) x=bEMT o) p—2m, (="TT T

n n

w ktérych I,m,n sa liczbami naturalnymi, przy czym n jest dziel-
nikiem sumy -+m? mniejszym od V P+-m

7 latwoscia mozemy dowieéé, ze i odwrotnie, jezeli tylko
liczby I,m,n spelniaja powyzsze warunki, to _liczby x, Y, Z, t,, wy-
znaczone ze wzorow (19), stanowia rozwiazanie naturalne rowna-
nia (15). Ze liczby x,y,z.t sa naturalne, jes’f rzecza .oczywlsta‘ na
moey wzoréw (19) i warunkow dla Lm, n. _Ze zaé liczby te spel-
niaja réwnanie (15), wynika to z tozsamosci

(B =) 4 oppep mey = (EETEET

n n

Wreszcie, kazde rozwiazanie naturalne réwnania (15) otrzy-
muje sie ze wzoréw (19) tylko jeden raz. Istotr.ue, hc7jby ILm, n
sa przez liczby x,y.z.t okreslone jednoznacznie, gdyz w my$l
wzoréw (19) mamy:

a zatem réwnosci
X=Xy, Y1=Ys LT Zs: ty=t,
pociagaja za soba réwnosci

L=L, m=m, n=n,
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Mozemy wiec wypowiedzieé nastepujace
Twierdzenie 2. Wszystkie rozmigzania naturalne rémnania

gt =t
w ktorych y i z sa liczbami parzystymi, otrzymujemy ze mwzorém:
= E4mi—n =2,

B4m?-4-n2
, y=2 z==2m, tz—j:-——{_fr—»-»,
n n

biorac za I,m wszystkie pary liczb naturalnych, a za n rszystkie
dzielniki sumy 1*--m® mniejsze od swych dopelniajacych. Kazde
rozmilazanie otrzymujemy m ten sposéb tylko raz jeden.

Twierdzenie to zawiera zarazem sposéb kolejnego wyznacza-
nia tych rozwiazan.

Latwo widzieé, ze jezeli nie chcemy otrzymywaé rozwiazan,
ktére réinia sie tylko porzadkiem niewiadomych, to mozemy to
osiagnaé, biorac stale m (I, a n dobierajac tak, by liczba x wy-
padala nieparzysta. W ten sposéb pominiemy tylko te rozwiazania,
w ktérych wszystkie niewiadome sg parzyste.

Oto dziesieé pierwszych rozwiazan, wyznaczonych w ten
sposéb:

] T | I |
I | m E+m2 n x y oz | ¢
| f
, |
1 1 2 1 1 2 2 3
2 o g 1 7 4 4 9
! " 9 6 2 11
I 9 7
3001 0 | > 6 2 )
i ‘ 1 17 6 6 19
2} 7
X 5 g |2 7 6 6 11
I3 3 6 6 9
4 2 20 4 1 8 4 9
4 4 52 ] 1 | 3 8 8 . 33
501 2 ot 25 10 | 2 | of
| ‘ ! : i

) Zbadanie analogiczna droga réwmafhi o wiekszej liczbie nie-
wiadomych pozostawiamy ezytelnikowi. '
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Nieco odmiennym uogélnieniem réwnania Pytagorasa jest

réwnanie
ax?+by*~+cz?=0

(0 wspélczynnikach a,b i ¢ calkowitych), ktérym zajmowali sie
Lagrange, Legendre, Gauss i Dedekind. Ogélne rozwia-
zanie tego réwmnania podal Dickson?).

W zwiazku z badaniem réwnania Pytagorasa pozostaja
tozsamo§ci: .

3 4r=5, 1021124 122 = {32} 142

@en?*+4-n)242n*4n+1)2+...+@n42n)=
=@2n*+4-2n4-1*+(@2n*+2n+42)*4.. . 4-(@n?*+4-3n)?
dla wszelkich n naturalnych. Sprawdzenie ich nie nastrecza
trudnoéci.
Uogblnieniami tozsamosci (8) sa tozsamoSci:

(2 — i — ) @) - @np)=(m® -1+ P’
(m2 — 12— p* — @Y - (@mn)* 4 @mp)*+-(2ma) = (m*+-n*4-p*+ ¢,
(2 — 1 4-p* — "+ @mn+@ma)* - @np)*+ (2pg) =
=(m*+n*+p*4¢°)?* itd.
Nalezy tu takze tozsamos$é Matsunago:
(1t — ) (mn)e - [2mn (m® — n3)F = (m? +-n?)",

z ktérej wynika, ze réwnanie x*-4y®--z>=*¢* ma nieskofczenie
wiele rozwigzafi w liczbach naturalnych.

i ogélnie

CWICZENIA. 1 2). Dowieéé, ze dla x nieparzystych liczby

xr—1 x?fgp—1
y="g a=T— =
sa catkowite i spelniaja r6wnanie x2fy2—22=1%

. Dowéd wynika z tozsamosci

e e e ]

1) L. E. Dickson, Einfithrung in die Zahlentheorie, Lipsk-Berlin 1931,
str. 112 i nastepne.
’ 2} Cwiczenie to jest zaczerpniete z ksiazki niewiadomego autora Les amu-
sements mathématiques, Lille 1749, str. 168 (Probléme 36).

'W. Sierpifiski, Teoria Liczb. 16
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2, Dowiesé, ze przy wszelkim naturalnym D isinieje nieskofczenie wiele
rozwiazafi réwnania x*—Dy®=z? w liczbach x.y,z calkowitych.
Dowéd oprzeé mozna na tym, ze dla m i n naturalnych liczby
x=m2--Dn%, y=2mn, z=m*—Dn}
tworza uklad, bedacy rozwiazaniem tego réwnania.

3. Dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej n>>2 réwnanie

(%) =yt " ey
ma nieskoficzenie wiele rozwiazan w liczbach naturalnych 4, u, o, ..., y, 2.
Dowdd. Jest
£=8, 9=180427", 2°=1'F3"F2% 2f=2°41%43%}2?
i ogblnie dla n>5
oR =gl Lon—2 L 1984t 5% 1 0%
co dowodzi, ze dla kazdego naturalnego n>2 réwnanie (¥} ma co najmniej
jedno rozwiazanie w liczbach naturalnych. Ale z jednego rozwiazania otrzymuje

sie nieskoficzenie wiele, mnozac wartoci f,u, v,... ¥, z odpowiednio przez liczby
n! nl n! n! n!

naturalne k", ) e k?, k®, gdzie k jest dowolng liczba naturalna.

§ 4. Rownanie Fermata. Innym uogélnieniem réwnania Py-
tagorasa jest rOwnanie
(20) X + yn e
gdzie n jest liczba naturalng (por. str. 238).

Jeszcze w XVII wieku Fermat wypowiedzial bez dowodu
twierdzenie, ze dla wykladnikéw mnaturalnych n>>2 réwnanie
(20) nie ma rozwiazaf w liczbach naturalnych x,y,z. Dotych-
czas twierdzenie to zostalo dowiedzione tylko dla poszczegélnych
wykladnikéw, np. dla wszystkich wykladnikéw n>2 nie wiek-
szych od 7000, z czego dla n==6887 dopiero w 1938 r. przez
Gottschalka?),

Ogélnego dowodu (tj. dla wszystkich n>2 naturalnych) do-
tad nie posiadamy?).

Przed kilkudziesieciu laty matematyk P. Wolfskehl z Darm-
stadtu zapisal Towarzystwu Naukowemu w Getyndze sto tysiecy
marek, kiore mialy byé wyplacone jako nagroda temu, kto badZ
znajdzie ogblny dowdd twierdzenia Fermata, badsi wykaze

) E. Gottschalk, Mathematische Annalen, tom 115 (1938), str. 157.

%) R. Noguds poswiecil wielkiemu twierdzeniu Fermata cala ksiagzke ,

Théoréme de Fermat. Son histoire, Paryz 1932, stronic 179.
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jego falszywosé na jednym choéby przykladzie. Mimo ze po
1918 1. nagroda ta ulegla dewaluacji, wiele 0s6b (przewaznie nie
matematykéw) oglaszalo wlasnym nakladem coraz to nowe,
a stale bledne dowody tego twierdzenia.

Zrozumienie, o co idzie w twierdzeniu Fermata, wymaga
zaledwie elementarnych wiadomosci matematycznych. Nie wynika
stad jednak, aby mial istnie¢ dowdd elementarny tego twier-
dzenia.

»Innego zdania — pisal F. Klein — jest w tym wzgledzie
szersza publiczno$é. Skoro sie tylko wiadomosé o nagrodzie ro-
zeszla za poSredniciwem dziennikéw — zostalismy zasypani <do-
wodami>. Brali w tym udzial ludzie wszelkich zawodéw: inzy-
nierowie, nauczyciele ludowi, duchowni, bankier, wiele pat itd.
Wspélne im wszystkim bylo tylko to, ze nie mieli zadnego pojecia
0 powaznym matematycznym znaczeniu zagadnienia, ani tez nie
starali si¢ o nim poinformowaé, liczac jedynie na to, ze szczeSli-
wym trafem wpadna na dowéd, co oczywiscie wychodzilo bez
wyjatku wrecz na opak”.

F. Lindemann (ten sam, ktéry w 1882 r. udowodnit prze-
stepno$é liczby ) opublikowal w 1901 r. 17-stronicowa rozprawe,
majaca zawieraé dlugo poszukiwany dowéd ,ostatniego twierdze-
nia” Fermata. Gdy mu wskazano zasadniczy blad, Linde-
mann niezrazony spedzil wieksza czeSé- nastepnych siedmin lat
na prébach usuniecia blednej przeslanki, nie dajacej sie naprawié,
i w 1907 r. oglosil 63 stronice dowodu, kiéry jednak byt pozorny -
wskutek drobnej omylki na samym poczatku?).

Dowéd twierdzenia Fermata jest trudny juz dla najmniej-
szego wykladnika, mianowicie dla n=3, to tez wszystkié poda-
wane dotychezas .dowody” tego twierdzenia zawodza juz dla
n=>3. Najlatwiejszy jest dowéd dla n=4; .podajemy go tutaj.
Dowody dla innych wykladnikéw n<<10, ktére sa znacznie trud-
niejsze, podamy dopiero w Rozdzialach XVII i XIX.

Udowodnimy tu nawet nieco ogélniejsze

Twierdzenie 3. Rdnanie
(21) xff-yt=2z?
nie moze zachodzié dla x,y,z naturalnych.

3} Ob. The Mathematical Student, tom 12, Mafiras 1944, str. 6.
16%
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Dowéd. Przypu$émy, ze istnieja liczby naturalne wx,y,z,
spelniajace réwnanie (21); innymi stowy, ze istnieja liczby natu-
ralne z, ktérych kwadraty sa sumami czwartych poteg dwu liczb
naturalnych. Wéréd takich liczb z musi istnieé najmniejsza.
Oznaczymy ja przez c¢ 1 niech

(22) c=a'4-b*

bedzie rozkladem jej kwadratu na sume czwartych poteg liczb
naturalnych a i b.

Gdyby ai b mialy wspélny dzielnik d>1, byloby a=da,
i b=db, dla pewnych liczb naturalnych a, i b, skad na mocy (22)
d|c?, a zatem c=d?c,; dla pewnej liczby naturalnej ¢,<<ec. Zara-
zem byloby a,*+b,*=c,% whrew okreSleniu liczby c.

Jest wiec (a,b)=1, skad (a% b%)=1. Wobec (22) liczby a2, b% ¢
sa zatem rozwiazaniem wlaSciwym réwnania Pytagorasa, skad
wynika na mocy twierdzenia 1, ze

23) a=m?*—n? b=2mn, c=m>4n’

(o ile zalozyé, ze b jest parzyste, co jest tylko kwestia zna-
kowania), gdzie (m,n)=1 i gdzie jedna z liczb m,n jest pa-
rzysta, a druga nieparzysta.

Gdyby parzyste bylo m, a nieparzyste n, to liczba a? bylaby
na mocy (23) postaci 4k—1, co jest niemozliwe.

Jest wiec m nieparzyste, a n parzyste, skad wynika wobec
(m,n)=1, ze (n,2n)=1, a w takim razie na mocy drugiego ze
wzordéw (23) liczby m i 2n sa kwadratami:

(24) m=m,% 2n=(2n,)?

dla pewnych m, i n, naturalnych.
Poniewaz na mocy (23) liczby a, m i n spelniaja réwnanie
Pytagorasa

a-Fn?=m?
wige wnosimy z parzystoSci liczby n, ze
(25) a=a’—f, n=20af m=ao-+p,
gdzie « i f sa liczbami naturalnymi oraz

(26) © L (@p=1.
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Z (24) i (25) znajdujemy n,=ap, skad wobec (26)

(7). a=a’,  f=p"
gdzie o, i B, sa liczbami naturalnymi. Ale na mocy (24), (25)
i (27) jest

a*+gt=m,2
na mocy za$ (23) i (24) jest zarazem
’ my<mif=m*<<m?tn=c,
czyli m,<<c, whbrew okreSlenin liczby c.

Przypuszeczenie, ze réwnanie (21) jest rozwiazalne w liczbach
naturalnych, prowadzi wiec do sprzecznosci.

Z dowiedzionego twierdzenia 3 wynika natychmiast, ze wiel-
kie twierdzenie Fermata jest prawdziwe dla wykladnika n =4
oraz dla wszystkich wykladnikéw podzielnych przez 4.

Natomiast istnieja rozwiazania réwnania

(o — 1+ — 1 = (o — 1"
w liczbach naturalnych x,y,z, np.
x=10, y=13, z=14; x=265, y=287, z=7329.

Istnieja tez rozwigzania w réznych liczbach naturalnych réw-

nania
xttyt=z'tul,
np. 133*--1344=59¢ 4 158
Euler wyrazil przypuszezenie, ze dla k i n naturalnych,
spelniajacych nieré6wno$é 2<<k<In, réwnanie
apfap L fap=xp
a wiec w szczegblnoSci np. réwnanie
iy at=t
nie ma rozwiazan w liczbach naturalnych.
Istnieja natomiast rozwigzania w liczbach naturalnych réw-
nania
ooyt ot ot ot =t
z ktérych znamy dwa:
30 - 1202724 - 3154 =7353* (Norrie)
oraz

240* 434044304599 =651* (J. O. Paterson).
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Istnieja tez rozwigzania réwnania
By =

w réznych liczbach naturalnych (podane przez J. Wallisa,
S. Ramanujana i innych), np.:

184123 =9%4-10%, 88538 =298 503,
P A ) 94347 =168 4559,
134 150% =75% |- 1448, 9t L 588 —003_| 573,

13-1-14258% = 11161° | 11468°%,

284 168 =9 159,
98 | 348 == {57 333,

10° 278 =19% - 248,
1284408 =311 332,
1294518 =383 - 437,

=3 3. 003 3

3 +460°=22°+59% 1754399 — 26+ 30¢,

5% 4 769 = 48° 1697, 1734559 =248 + 543,
Wielkie twierdzenie Fermata dla n=3 jest oczywiscie réw-

nowazne- twierdzeniu, ze liczba 0O nie Jest suma szeScianéw trzech
liczb catkowitych réznych od zera.

Inaczej ma si¢ rzecz z liczbami 1, 2 i 3, gdyz
(=94 10°F-(— 120",  2=(—5P+(—6)+7% 3=10-1131 13,
Natomiast —jak latwo widzie¢ —liczby 4 i 5 nie sa sumami
szeScianéw  trzech liczb catkowitych (poniewaz szeécian liczby

cafkowitej przy dzieleniu przez 9 moze dawaé tylko reszty 0, 1
lub —1), ale juz

6= (— 1) (— 125
Zachodzi tez tozsamo§é
1349kt +3k)P = (9k**+ (9k*--1)* (Gérardin).
Réwnanie '
B =8

Jest rozwigzalne w liczbach naturalnych, np.:

38-Lgf 58 =8, . 1316388 =03,
781484178 =208, 11341584078 =298,

11351380 =1728, 13791348128 — 1010°,
71847384 138% = 150°.
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Ogélne rozwigzanie tego réwnania w liczbach wymiernych
podal Dickson?).

Zachodzi tez tozsamo$é Ramanujana:
(3a®-+5ab—5b% -} (4a®—4ab+4-6b2)° - (58> —5ab — 3% =
=(ba®—4ab—3b%.

Podobnie réwnanie

Bty r=u
jest rozwiazalne w liczbach naturalnych, gdyz np.
14812311334 149 =203, 134-5°}- 70120 =13",

Zachodzg tez wzory:

343435 F =03, 434627090 140 =16%,
361 198 | 298 — {05 | 150+ 236,

Zauwazymy wreszcie, ze wielkie twierdzenie Fermata nie
zachodzi dla wykladnikéw ulamkowych, np. dla odwrotnoéci liczb
naturalnych. Istoinie, mamy np., jak latwo sprawdzié:

VBHVIB=V30, V24yi16="y54

Piz3 zajmuje sig rozwiazaniami réwnania (20) w liczbach,
dajacych si¢ zbudowaé z danej jednostki dlugosci za pomoca
cyrkla i linialu, tj. dajacych sie wyrazi¢ za pomoca pierwiast-
kéw drugiego stopnia 2). Oto kilka z jego rozwigzaf:

129 (VB—3p=/B+3F.  122=+V5P+ 00—V

S+ (VB —1p=/8+1p, 102+ (82—2f=(/82+2P,

w={VBo—3+1) +(Vyv6—3—1)"
305 — (54-1//286500 —25)” +(5— ¥/ 286500 — 25) =

= (1/1@51000 —100-+ 10)° +‘(]/ ¥ 251000— 100 — 10)5.

1) L. E. Dickson, Einfithrung in die Zahlentheorie, Lipsk - Berlin 1931,
str. 52-53. :
%) Pedro A. Pizd, Fermagoric Triangles, Publications n°{1 of the Poly-
technical Institute of Puerto Rico, San Germén 1945, stronic 155.





