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§<p~—11i — jak wiemy, ze sir. 173 — jest djp—1. Iloraz (p—1)/§ jest zatem
wigkszy od 1 i przeto zawiera czynnik pierwszy ¢. Jest wiec p—1=4dgt, skad
p—t -
g 4 e ()=
g 1 =(g")"=1 (mod p)
whrew zalozeniu. Warunek jest wiec dostateczny.
3. Dowie$é, ze liczba 4 nie jest pierwiastkiem pierwotnym zadnej liczby
pierwszej. ‘

Dowéd. W mysl malego twierdzenia Fermata, dla p pierwszych niepa-
: ‘ p—1
rzystych zachodzi kongruencja 9Pz g (mod p); zatem 4 2 =1 (mod p).

ROZDZIAL IX

ROZWINIECIA SYSTEMATYCZNE PRZY DOWOLNE]
ZASADZIE NUMERAC]I

§ 1. Rozwiniecia liczb catkowitych przy danej zasadzie.
Niech g bedzie liczba naturalng wicksza od 1. Rozminigciem
liczby naturalnej N przy zasadzie numeracji § nazywamy szereg

(1) N=cng™+cn1g" "+ ... +c18+¢Cq»
gdzie m jest liczba calkowita nieujemna, a ¢ dla n=0,1,2,....m
sa liczbami catkowitymi, spelniajacymi nieréwnosci
(2) 0Len<g—1 i cm>0.
Jezeli dla liczb ciagu
() 0,1,2 .., 81

przyjeto osobne symbole, kiére nazywaja sie wéwczas cyframi
przy zasadzie numeracji g, to wzor (1) piszemy w postaci

N=(ymym—1..-7170)e-

gdzie y. jest cyfra, oznaczajaca liczbe cn.

Jezeli g<10, to za symbole liczb ciggu (3) przyjmujemy od-
powiednie cyfry z ciagu

0,1, 2,3, 4,5,6,7 8,09.

Np.: )

N=(10010), znaczy N=1.2040-23-+0-224-1-240=18,

N=(5603), znaczy N= 5.736-724+0.7 F-3=2012.

Twierdzenie 1. Kazda liczba naturalna daje sig, i to m jeden

tylko sposéb, przedstarié przy danej zasadzie g 10 postaci_ szeregu
(1), gdzie liczby calkomite cn dla n=0, 1,2, ..., m spelniaja nie-

- réronodci (2). -
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Dow6d. Przypuéémy, ze liczba N ma dwa rézne rozwiniecia
przy zasadzie g:' :
N=cng"+cmag™ ' +...Fc18+co,

N=cwg"+cmag™ ...+ g+

Wobec nieréwnosci (2) jest
g <emg"+ g o a8 c <

<=1 "+t FgH) =gt —1<grt,
czyli wobec (4):

(4)

gm\<N< gm—}-i i gm’\<N< gm/—H7
sk;s;d gr<<g™*!, a wieec m<m'41 czylim<m' i podobnie
g7 <<g™, a wice m'<m -1 czyli m’ < m.
Nieré'wnoéci_ mL<m i m'<m daja m'=m. Wzory (4) mo-
Zzemy zatem przepisaé w postaci
N=cng"+cm1g™ ' +...4 ¢, g+ co=
=cmg" 'm0 g
Ale w my$l przypuszezenia ciagi
Cmy Cmeets o053 €y, Cy i ’ c,m:clm—17"')cllsclﬂ
nie sa identyczne; niech wiec cr i ¢’ beda pierwszymi réznymi
wyrazami tych ciagéw (tak, iz c;=¢") dla k<<i< m); nie moze

tu byé o’c‘zywié-cie k=0, gdyz wtedy prawe strony wzoréw (4)
bytyby réine. Liczba k jest wiee naturalna. Wobec cx = cx mamy

ee<<c’y lub k<< cr. Wystarezy oczywiscie rozpatrzy¢ jeden z tych

przypadkéw. Niech np. ¢p<<c.
W mysl (2) mamy
g ek gt 2 e g <
<E—DE Fg 4 =g —1<gh,

N< c,m gm ‘|‘ sea +C,k+1gk+1+ C’kgk*l“gk’

a ze z drugiej strony jest oczywiscie

N> cngm oo cres g+ crgh,

zatem

wiee

e i () 8 Cngm s g Lo g,
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skad (ck+1)gF>cvg® czyli ¢r+1=>ck, co jest réwnowazne
nieréwnosci c’r>>cr whbrew zalozeniu, ze ¢r<Tc.

Kazda liczba naturalna N daje wiec .co najwyzej jedno
rozwiniecie przy zasadzie g. Pozostaje do okazania, ze takie roz-
winiecie istnieje zawsze co najmniej jeduo.

Oznaczmy przez N, i ¢, odpowiednio iloraz i reszte z dzie-
lenia N przez g: ‘
) N=c,+¢N,.

7 liczba N, postapmy jak z liczba N, wyznaczajac nowy ilo-
raz N, i nowa, reszte ¢; z dzielenia N; przez g:

N,=c;+4gNs.

7 liczba N, postapmy podobnie itd.

Jasne jest, ze kolejne ilorazy N., péki sa dodatnie, stale ma-
leja, gdyz Nust<Nu/g, a ze sa to liczby calkowite nieujemne,
wiec przy pewanym k>1 musi byé Np=0.

Niech m oznacza najwiekszy wskaznik, przy ktérym Nn7=0.
Mamy wiec ciag réwnoSci:

N=c,+4N;,

Ny=c;+gN,,

Nm—izcm—i‘]—gNlh,
. Np :Cm+gNm+l=cma
skad dostajemy w jednej chwili
N=cyge g ot tgnen

czyli wzér (1), gdzie cn>0, gdyz Nm+0, liczby za$ ¢ (dla
n=0,1,...,m), jako reszty z dzielenia przez g, sa catkowite 1 spel-
niaja, nieréwnoéci (2). . ‘

Tym samym twierdzenie 1 zostalo udowodnione.

Dowiedliémy zarazem, ze dla rozwinigcia liczby N przy za-
sadzie g mamy nastepujacy algorytm: dzielimy N przez &, reszte
oznaczamy przez C,, a iloraz przez Ni; dzielimy dalej N, przez g,
reszte oznaczamy przez ¢y, a iloraz przez N, itd., az .dCdez'l_emy
do ilorazu Numsi=0. Uzyskujemy tym sposobem rozwiniecie (1).

Mozna z latwoscia dowie§é, ze

m———EGg—g—g—) i anE(g;')—gE(g—;le_g\) dia n=0,1,...,m
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Jezeli liczba calkowita N” jest ujemna, N'=-—N, i wzér (1)
jest rozwinieciem liczby N przy zasadzie g, to wzér

} N =—(cag"+ cnag™'+. . Fc;8+¢)
nazywamy rozroinigciem liczby ujemnej N’ przy zasadzie g.
Jezeli wreszcie liczba N jest zerem, to za jej rozwiniecie przy
zasadzie g uwazamy wzér N=0.
W ten sposéb kazda liczba calkowita wyraza sic—1i to w je-
den tylko sposéb—przy kazdej zasadzie naturalnej g=>1.
Twierdzenie 1 jest rownowazne tozsamoSci
(A4z+422+4.. . 281 (128 228 .. - 2le—Dg).
(At LR e B). | =1:(1—2) dla |z]<<t1).
) Poniewaz przy zasadzie 2 mamy tylko dwie cyfry 0 i 1,
wigc z udowodnionego twierdzenia 1 otrzymujemy natychmiast
Whaiosek. Kaida liczba naturalna daje si¢ i to m jeden tylko
sposéb przedstamwié jako suma réznych poteg liczby 2 o royklad-
nikach calkomwitych nieujemnych ®).
Tak np.:
100=2625 422,  29==04| 081021 00,
‘Moina tez dowiesé, ze kazda liczba naturalna jest sumg alge-
braiczng réinych poteg (calkoritych nieujemnych) liczby 3.
Dla otrzymania takiego rozwiniecia nalezy zmodyfikowaé
podany wyzej algorytm w ten sposéb, zeby przy kolejnych dzie-.
leniach. przez 3 braé zawsze reszte bezwzglednie najmniejsza

modulo 3. Tym sposobem otrzymujemy np.:
52 =313 5130,
Jak latwo widzieé, rozwiniecie takie jest zawsze jedyne.
CWICZENIA 1. Napisaé liczbe 1949 w ukladzie numeracji dwéjkowym.
OdpowiedZ: (11110011101),. .

%grzedstawié liczbe 27 kolejno przy zasadach g=2, 3,..., 13.
powiedZ: (11011),, (1000);, (123),, (102);, (43);, (36);, (33 30)g
@7hos 23 (s (24)a. ' PR e B0

Y G. Pélya i G. Szegd. Aufgaben und Lehrsiitze aus der Analysis
tom I, Berlin 1925, str. 3, zadanie 18, ’

% Godne uwagi jest, ze i kazda liczba porzadkowa pozaskofczona daje sig
ito w jeden tylko sposéb przedstawié jako suma skoficzonej liczhy malejacych
ptotegm]iczby 2. Ob. np. méj Zarys feorji mnogosci, wyd. 5, Warszawa 1928,
str. .

1§ 1] Rozwiniecia liczb calkowitych przy danej zasadzie. 209

3. Wyrazié liczbe 30382 w.ukladzie numeracji o zasadzie 8.
Odpowiedi: (73256)s.

4, Przedstawié liczbe (1510166); w ukladzie dziesietnym.
Odpowiedz: 204182.

5. Ile cyfr ma w ukladzie dwojkowym liczba 1017
OdpowiedZ: 34 cyfry.

6. Tle éyl’r ma w ukladzie dziesietnym liczba, wyrazajaca sie w ukladzie
dwéjkowym jako jedynka ze stu zerami? z tysigcem zer?

OdpowiedZ: 31, 302.

7. Ulozyé tabliczki dodawania i mnozenia przy zasadzie numeracji 7.

Odpowiedz:

t]2]3]4]5]6 t]a]3]4]5]6
1]el3]|4l5]|6]10 t|1]2]3 4%5‘6
2|5 4|5|610)11 2|2 4|6 11]15]15
50456 |t0]11]12 3 3i6‘112 1521 |24
a4ls5|6|10|11|12]13 4 )4 1115222653
56 |10]11 12|15 |14 5|5 (13212634 |42
6 |10[11]12] 15|14 15 616 1524|335 42|51

8. Jaka jest cecha podzielnosci przez 3 dla liczby napisanej przy zasadzie 77

OdpowiedZ Suma cyfr tej liczby (gdzie dodawanie nalezy wykoua.é
przy zasadzie 7) musi byé podzielna przez 3. Wynika to z kongruencji
7==1"(mod 3). ’

9. Jaka jest cecha podzielnoéci przez 8 dla liczby napisanej przy za-
sadzie 127 ) ‘

Odpowied? Liczba, utworzona z dwu ostatnich cyfr tej liczby (prze.-
czytana przy zasadzie 12) musi byé podzielna przez 8. Wynika to z kongruencji
122=0 (mod 8). -

10. Jaka jest cecha podzielnoéci przez 8 liczby napisanej przy zasadzie 57

Odpowiedz Nalezy podzelié cyfry tej liczby mna grupy flquyﬁ:owe,
poczynajac od kofica, i nastepnie dodaé je do siebie (przy zasadzie 5). Liczba
jest podzielna przez 8 wtedy i tylko wtedy, gdy uzyskana w ten sposéb suma
jest podzielna przez 8. Wynika to -z kongruencji 52==1 (mod 8).

11. Okazaé, ze postepowanie wskazane w éwiczeniu 10, lecz wykonane
w ukladzie dziesietnym dla liezby napisanej w ukladzie dziesigtnym, daje ceche
podzielnoéei przez 11 (inna od dobrze znanej).

Dowéd wynika z kongruencji 10?=1{mod 11).

W. Sierpifiski, Teoria Liczh * 14
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§ 2, Ulamki nieskoficzone przy zasadzie g. Wzér na n-ta
cyfre. Zajmiemy sie¢ obecnie rozwinieciami liczb rzeczywistych
przy dowolnej zasadzie naturalnej.

Rozmwinieciem liczby rzeczywistej x na ulamek nieskoriczony
przy zasadzie g (gdzie g jest liczba naturalng wicksza od 1) na-
zywamy szereg nieskoficzony

c Co | Cy
() x:ﬁ)“l’*‘gl’—f—gg_l_gi—!—’

gdzie ¢, jest liczba caltkowita (ktéra wige potrafimy juz rozwinaé
wedlug zasady g), ¢. za$ sa liczbami catkowilymi, spelniajacymi
dla n=1,2,... nieréwnosci

(6) 0L e g—1.

Liczbe 4
@ rn=cv G4y 4o
o—!—g-l-gﬁ' +gn

nazywamy n-tym reduktem rozwiniecia (5), przy czym za redukt
r, uwazamy liczbe ¢,.
Wobec (6) jest oczywiscie dla n=0,1,2,...

on o Cntt | Cng2 _8—1 , g—1 g—1 1
0<x ’n—gn+;+gn+z+--~>\?:?+g',,;;.g“ £ +"‘=§7.

czyli

0<a—ra< s,
o

przy czym x—r, moze byé réwne 1/g* tylko wtedy, gdy
Cn+1=Cn+z=...=g——1,

tzn. gdy poczynajac od pewnego miejsca, wszystkie cyfry s,
rowne g—1.

Rozwiniecia, dla ktéryeh to nie zachodzi, nazywamy normal-
nymi. .
Jezeli-wiec rozwiniecie jest normalne, to dla n=0, 1,2, ...
0L —r,<< él;f
zatem 0 g"x — g'rp,<<1, skad

1(8) E(grx—g"r,)=0.

—
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Zalézmy, ze szereg (5) jest rozwinigciem normalnym liczby
x (przy zasadzie g). Zachodzi wiec przy wszelkim naturalnym n
wzér (8). W myS§l (7) liczba
g'rn=cog ;8 A Cni gt Cn
jest oczywiScie calkowita; zatem E(ghx—g'r)=E(g"x)—g"r,
skad w my$l (8) )
©) g'rn=E(g"x) dla n=0,1,2,...

Dla n=0 znajdujemy stad (wobec ry=c,)
- cp=E(x).
Dla n>0 mozemy jeszcze napisaé
g irn =E(g'x).

Mnozac obie strony tej réwnoéei przez g i odejmujac od (9),
otrzymujemy .
gra—ra—1) =E(g"x) — gE(g" '),

a ze wobec (7) jest oczywiScie g"(ra—ra—1)=—Cn, WigC ostatecznie

ca=E(gx)—gE(g"1x) dla n=12,...

Dowiedliémy zatem, ze jezeli szereg (8) jest rozwinieciem
normalnym liczby x na ulamek nieskodczony przy zasadzie g,
to musza zachodzié wzory: ) :

(10) c=F(x) i cn=E(g"x)—gE(g" ") dla n=1,2,...
Wynika stad natychmiast, ze kazda liczba rzeczywista ma
co najwyzej jedno rozwinigeie normalue (przy danej zasadzie g).
Wyznaczmy teraz dla danego rzeczywistego x przy danej
zasadzie g liczby ¢ (gdzie n=0, 1,...) ze wzoréw (10). Okazemy,
Ze ‘szereg '

o e
jest rozwinieciem normalnym liczby x (przy zasadzie g). W myél
definicji rozwinigcia normalnego nalezy wiec dowiedé, ze:

1° suma szeregu (11) jest liczba o;

20 ¢, jest liczba catkowita, a ca dla n==1,2,... sa liczbami
catkowitymi i spelniaja nieréwnosci 6);

3% nie moze byé, poczynajac od pewnego miejsca, co=g—1.

14%
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Ze wzoréw (10) znajdujemy po latwejeredukeji

= et Sk G 5 = B BN
E(g"x)—gE(g'x) _ E{g"x)
- e = 3’)

Lecz grx—1<E(g'x)<<g'x, skad

1 L (g
-X‘—:gyl<F(§"x)<x
Jest zatem
(12) 0~\<x—sn<é dla n=0,1,2, ...

Wynika stad wobec g=>1, ze ciag sum czastkowych s, zmie-
rza do granicy x, a wigc Ze liczha x jest suma szeregu nieskofi-
czonego (11). Ze liczby ¢, sa calkowite, wynika bezpoérednio ze
wzoréw (10). Dla n>0 mamy c,=E(g"x)—gE(g""'x), a ze
gx—1<E(gx)<gv i glx—1<E(g'lx)<<g1x, wicge

—1 =gnx—1_g.gn—1x<E(gnx)_gE(gn_1x><
<g'x—glgtx—1)=g,

czy-li —.1<cn<'g, co wobec calkowitosei liczby ¢, jest réwno-
wazne nieréwnoéciom (6). Gdyby dla n>k bylo stale c,=g—1,
to byloby tez .

§—1 —1 .
x—Skzgém'—I—’gém‘,_...:g‘l—k
wbrew (12).

DowiedliSmy wiee, ze szereg (11) jest rozwinieciem normal-
nym liczby «» przy zasadzie g, czyli ze x ma co najmniej
jedno takie rozwiniecie.

Mozemy zatem wypowiedzieé nastepujace

Twierdzenie 2. Kazda liczba rzeczymista x ma przy danej za-
sadzie naturalnej g=1 jedno i tylko jedno rozmwiniecie normalne (5)
na ulamek nieskoiiczony; cyfry tego rozminiecia cy,cy,...,cm spel-
niajg rozory (10).

) Wzory te pozwalaja z tatwoscia wyrazi¢ n-ta cyfre rozwinie-
cia-liczby rzeczywistej x przy zasadzie g za pomocy funkeji E.

.

Is 31 . Algorytm rozwiniecia normalnego. 213

Np. seina po przecinku cyfra rozwinigcia liczby V2 na ufa-

mek dziesigtny jest
E(101°1/2) — 10E(10° 1/2). _

Aby jednak obliczyé efektywnie te cyfre, trzeba by dokonaé
diugich rachunkéw. Podobnie byloby np. z obliczeniem setnej cy-
fry rozwinigcia dziesigtnego liczby e lub z. Nawet dla niektérych
liczb wymiernych obliczenie dalekich cyfr ich rozwinigcia dzie-
sictnego wymaga zmudnych rachunkéw, np. obliczenie tysigcznej

po przecinku cyfry rozwinigcia liczby &3 na ulamek dziesietny,

© ofekt bli ie liczb E(iolow) E(logﬁg)
tj. efektywne obliczenie liczby E|J57= —10k\ 513/

§ 5. Algorytm dla wyznaczania rozwiniecia normalnego.

Jak wiemy z twierdzenia 2, rozwiniecie normalne liczby rzeczy-

wiste] x mozemy - otrzymaé, obliczajac kolejne jego cyfry ze
wzoréw (10). Mozna jednak w inny jeszcze spos6b dojéé do roz-
winiecia normalnego liczby x. :

Niech

x, =x—E(x).
Jest oczywiscie

0 <.
Niech dalej
Xy = 8%, —E(gx,).

Bedziemy mieli znowu
0L xp,<d.

7 liczha x, mozemy postapié podobnie jak z liczba x,, piszac
. xy=gx, — E(gx,). -
przy czym bedzie znowu 0<xy<<1 itd.
Otrzymujemy w ten sposéb ciag liczb rzeczywistych xn,
okreélony wzorem zwrotnym
(13)  xapi=gan—E(gx), gdze n=1 9, ... i x=x—E(x).
Mozna jednak z latwoscia znalezé bezpoéredni wzér dla wy-
razéw ciagu {xa}, wyrazajacy Xn przez liczby g, x i n. Okazemy
mianowicie, zé ‘ :
(14) xp=gtx—E(g"x) dla n==1, 2,...
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‘ Dla n=1 wzdr (14) oczywiscie zachodzi. Zalézmy, Ze zacho-~
dzi on dla pewnego naturalnego n, czyli ze gw,=g'x— gE(g"1x)

skad .

(15) E(gx.) =E(g"x)—gE (g x)

L w mysl (13), snps = g"x — gl(g" " x)—[E(g"x) — g E(g" 1 x)] czyli
:x'n+t = g"x — E(g"x)

.Wnosimy stad przez indukcje, ze wzér (14) zachodzi dla
kazdego naturalnego n. Nadto wzér (15) wskazuje w mysél (10), ze
(16) e=FE(gx,) dla n=1,2,...

Wzory (}3) .i (1{)) doprowadzaja nas do nastepujacego algo-
rytmu rozwijania liczb rzeczywistych na ulamki normalne:
4by mwyznaczyé rozminiecie normalne

C Cy
R A S

piszemy : ¢
CozE(-’?)a Xy =X —Cq,
¢, =E(gx), Xy == g8X1—Cy,
c;=E(gx,), Xy =g Xy— Cy itd.

CWICZENIA inac liczbe fosko
. Vi . 1. Rozwinaé liczbe 5 na ulamek nieskoficzony normalny
przy zasadzie 5.

Odpowieds: t=212,2
powiedz: 3 5+52+§§+"'

] 2. Wyznaczyé ciag kolejnych cyfr rozwiniecia liczby L na utamek nie-
skoficzony normalny przy zasadzie 2. !
Odpowieds: 0,0, 1,0,0,1,0,0,1,..., tj.
Cop_9=10Cy_1=0 i cgp=1 dla k=1, 2,...‘a

" . . .
. nfek :zgl,'unek kom‘ec.zny i wystarczajacy rozwijalnoei na
yme nczogyf Jeze‘:h poczynajac od pewnego miejsca, np.
e , :vszysthe cylry ¢, rozwiniecia liczby niecalkowitej x

rami, to mozemy takie rozwinieei isaé 1 §
e y ozwinigcie napisaé w postaci skof-

(17) — G G Ck
x co+g—}—g2+...—i—é7c

1 mowimy, Ze x rozwija si¢ na ulamek skorczony k-cyfrow
Naturalnie, mozemy tu zalozyé, Ze ostatnia cylra ¢ nie j yt

zerem, gdyz w przeciwnym razie mozna by wypisan ulk kJ'e .

stapi¢ przez ulamek o mniejszej liczbie cyfr, v ek we

[§ 4] Rozwijalnoéé na uvlamek skoficzony. 215

7hadamy obecnie, jakie warunki sa konieczne i wystarczajace
na to, zeby liczba x miala rozwiniqcie skofczone.

Zatésmy, ze liczba rzeczywista (niecalkowita) x ma rozwi-
niecie (17). Oczywiscie )
(18) gtx =1,
gdzie t jest liczba calkowita, ale juz liczba

griz=t+7
nie jest calkowita, gdy? zakladamy, ze ;0.

Ze wzoru (18) wynika, ze liczba x jest wymierna. Niech wiec

.ac'=17L i przyjmijmy, Ze jest to ulamek ‘nieprzywiedlny o mia-
nowniku naturalonym. W my$l (18) jest };t'iznil , zatem

(19) gFl=tm,

skad m|gFl. Wobec (I,m)=1 wnosimy stad, ze g* jest podzielne
przez m. Zatem, jezeli utamek nieprzywiedlny 5, ma przy zasa-.
dzie g rozwiniecie skoiiczone, to mianownik m moze mieé takie

tylko czynniki pierwsze, ktére ma zasada g. Jezeli wigc
(20) = DPy - Pr

jest rozkladem liczby 4 na czynniki pierwsze, to

(21) m== pllxpzﬂ’s ves pr‘r,

gdzie wykladniki A sa liczbami catkowitymi nieujemnymi.

Wobec m|g* wnosimy dalej, ze zachodzié musza nieréwnosci:
(22) ka, > A, kay>2g, s kar> Ar.

Ponadto k jest najmniejsza liczba naturalna, spelniajaca
nieréwnodci (22), gdyby bowiem nieréwnosci te zachodzity juz dla
liczby k—1, to wobec (20) i (21) liczba g"* bylaby podzielna
przez m i przeto liczba g—tx bylaby calkowita, a dowiedliSmy,
ze tak nie jest.

Zalézmy teraz,
nim o mianowniku naturalnym, dajacym rozklad (21), i niech k be-

dzie liczbg naturalna, spelniajaca nieréwnoéci (22). Dla n=>k

se x jest réwne ulamkowi nieprzywiedlnemu
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liczby g'x i g"'x sg calkowite, gdyz g* jest podzielne przez m;
wzory (10) wskazuja wiee, ze ch=g'x—gg"'x=0 dla n>k.
Liczba x ma zatem rozwiniecie skoficzone.

Udowodnili§my wiec nastepujace

~ Twierdzenie 3. Na to, by liczba rzeczymwista (niecalkomwita) x
miala rozminiecie na ulamek skoiiczony przy zasadzie g, potrzeba
i mwystarcza, zeby byla ona liczba mwymierna, rémna ulamkori
nieprzymiedinemu, ktérego mianownik ma tylko te czynniki pierro-
sze, jakie ma zasada g.

Jezeli zasada g i mianownik m maja rozklady (20) i (21), to
liczba cyfr rozwinigcia liczby x jest réwna najmniejszej licz-
bie naturalnej k, spelniajacej nieréwnodci (22). ’

W szczegbluoéei dla g=10 twierdzenie 3 przybiera postaé:

Na to, by liczba rzeczymwista (niecalkowita) x rozmijala sié na
ulamek dziesigtny skoriczony, potrzeba i mwystarcza, by byla to
liczba mwymierna, réona ulamkomwi) nieprzymwiedinemu o mianoro-
niku‘ postaci 2% 5%, gdzie A, i }, sa liczbami calkowitymi nieujem-
nymi.

Liczba cyfr utamka dziesigtnego dla x jest réwna wiekszej
z liczb 2, i 4, (ewentualnie ich wspélnej wartosci). :

Jezeli liczba rzeczywista x nie ma rozwiniecia skoficzonego
przy .zasadzie & to iloczyn g"'x przy zadnym n nie jest calko-
wity i wzér (14) wskazuje, ze jest stale x,>0.

' § 5. ‘Rozwmlqcia liczb “wymiernych; ich okresowosé. Zaj-
miemy sie obecnie rozwinigeciami normalnymi tych liczb wymier-
nych, ktére nie maja rozwinieé skoficzonych. Niech x, réwne

o . !
uwlamkowi mnieprzywiedlnemu - bedzie taka liczha. Napiszmy

(23) mxn=p, dla n=1, 2

3 eee

W my$l (14) jest wiec

(29 on=g"tl—mE (‘f”'—l——il)
m /°

skeid wida.é, ze pan Jest liczba calkowita. Wohec nieréwnosci
0Lan<<l i %70 wnosimy w my$l (23), ze

0<Qn<m.

[§ 6] Ciagi okresowe. Okres zasadniczy. 217

Liczby on sa wiec liczbami ciagu 1, 2,..., m—1. Poniewaz
w ciggu tym mamy tylko m—1 wyrazéw, wiec w ciagu
(25) ‘ Q1> 03s+-+3 0m
(w ktérym jest m wyrazéw) co najmniej dwa wyrazy musza byé
réwne, np.

(26) Oh==0h+ts;
gdzie h i s sa liczbami naturalnymi mniejszymi od m.

7 (26) wynika wobec (23), ze xh=xn4s, zatem tez w jednej
chwili, w my$l (13), r6wnosé xp=xnts dla n>>h, a stad, w mysél
(16), ré6wnodé cp=cny: dla n>h.

Liczba x daje wigc rozwiniecie periodyczne czyli okresome.

Udowodnili$my zatem

Twierdzenie 4. Rozminiecie normalne liczby moymiernej jest
zamsze albo skoriczone, albo okresomwe.

Zbadamy obecnie blizej rozwiniecia okresowe. W tym celu
zajmiemy sie najpierw ciagami okresowymi w ogole.

§ 6. Ciagi okresowe. Okrves zasadniczy. Ciag nieskonczony
jakichkolwiek elementéw (niekoniecznie liczbowych)

Cis Cyy Cgy oen
hazywamy okresoroym (Scislej: okresowym, poczynajac od pew-
nego miejsca), jezeli istnieja takie liczby naturalne h i s, Ze
(27) Ca==Cnss dla wszelkich n>h.

Wérod wszystkich liczb h, dla ktérych przy pewnym s spel-
niony jest warunek (27), jest jedna najmniejsza h,. Powia-
damy wéwezas, ze okres zaczyna sig¢ od ryrazi Cp,.

7 drugiej strony, wéréd wszystkich liczb s, dla ktérych istnieje
takie h, ze zachodzi warunek (27), jest jedna najmniejsza S
Okres
(28) Chys Clig+1s +« + s Chytso—1 .
nazywamy zasadniczym, a liczbe s, — liczbg wyrazdm albo diu-
goscia okresu zasadniczego.

Udowodnimy obecnie _

Twierdzenie 5. W ciagu o okresie zasadniczym (28) zachodzi
rONOSE Cn=Cnis dla mszystkich n>h, ).

1) Poréwnaj S. Zaremba, Aryimetyka teoretyczna, Krakéw 1912, str._1§2.
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Dowéd. Na mocy okreslenia liczby h, jest przy pewnym
naturalnym s )
(29) Cn=Cnys dla n>h,.

Zat6zmy, ze przy pewnym naturalnym k jest
(30) Cn=Cnirs dla n>>hy;
w mysl (29) jest to prawdziwe dla k=1. Jezeli n>h,, to tym
bardziej n-s>h,; mozemy wiec w warunku (30) zastapié n
przez n-+-s, co daje cnts==Cursers, skad w my$l (29)

Co=Cnip+1)s dla n>h,.

. Wnosimy stad przez indukcje, ze (30) zachodzi przy wszel~
kim naturalnym k, a poniewaz zachodzi oczywiscie dla k=0, wiec

zachodzi przy wszelkim catkowitym k>0,
Na mocy okreSlenia liczby s, jest przy pewnym naturfalnym h

Cn==Cnys, dla n>h.

Niech A, bedzie najmniejsza z liczb naturalnych h o tej
wlasno§ci. Zatem ' .
(31) Co=Cnis dla n>h,.

) O_kaiemy, ze hy=h,. Przypusémy, ze h,h, Na mocy okres-
lenia liczby h, nie moze byé h;<Ch,, musialoby wiec byé hy=>h,,
skad Iy —1>h,. Ponadto
(32) Chi—17 Chy—i+s» ‘
gd}fi-na mocy okreélenia liczby h, réwnosé (31) nie moze zacho-
dzié dla n=h, —1. ’

Podobnie jak z(29) wyprowadziliSmy (30), z (31) wyprowa-
dza sie ‘
(33) Ch=Cniky dla n>h,
przy wszelkim calkowitym k> 0.

Przyjmijmy we wzorze B3) n=h;—1-4s, i k=s—1; mamy
do tego prawo, gdyz h, —ls>h, i s—120. Otrzymamy
(34) it == Chy— s+ (5 1) 9= Chy—f sty
% drugiej strony, wobec hy—1> h, mozemy przyjaé we wzo-
rze (30) n=h—1 i k=g, Olrzymamy '

(15) Chy—g = chl—-i—f-sso-
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Wzory (34) 1 (35) daja ch—i = Ch—i1+5- whrew (32). Dowiedlismy
wige, ze h;=h, Warunek (31) mozemy zatem napisaé w formie
Cn=Cn+s, dla n>h,, c. b.d d )

Z okreSlenia liczb h, i s, wynika natychmiast, ze jezeli dla
pewnych liczb naturalnych h i s spelniony jest warunek (27), to

h>h, i s>s,

Wynika stad, Ze nie ma w rozpatrywanym ciggu okresu wczes-
niejszego ani kréiszego niz okres zasadniczy (28).

Jasne jest, ze ciag okresowy, w ktérym okres zasadniczy za-
czyna si¢ od wyrazu ¢, i zawiera s, wyrazéw, jest jednoznacznie
okreélony, jezeli znamy wyrazy

C1s Cay evrs Chyets

poprzedzajace okres zasadm’ézy, oraz wyrazy (28), tworzace okres
zasadniczy. .

W szczegélnodei, dla hy=1 nie ma oczywiscie wyrazéw, po-
przedzajacych okres.

O ciagu méwimy wéwcezas, ze ma okres czysty.

Wryrazy o wskaznikach n>>h, nazywamy regularnymi, wyrazy
za§ o wskaznikach n<<h, — nieregularnymi.

§ 7. Liczba eyfr nieregularnych i liczba cyfr okresu zasad-
niczego. Powr6émy do rozwinieé normalnych liczb wymiernych.
Na mocy twierdzenia 4 (str. 217) rozwiniecie normalne liczby wy-
miernej x, o ile nie jest skoficzone, jest okresowe. Niech h, be-
dzie wskaznikiem cyfry, rozpoczynajacej okres zasadniczy, a s, —
liczba cyfr tego okresu; x=r~l—n niech bedzie ulamkiem nieprzy-
wiedlnym (o mianowniku naturalnym). Okazemy, ze liczby hy i s,
zalezg tylko od mianownika m i zbadamy blize] owa zalezno§é.

Dowiedziemy przede wszystkim, ze na to, by dla h i s natu-
ralnych spelniony byl mwarunek (27), potrzeba i mystarcza, zeby
zachodzila réronosé :

(36) Oh= Qh+s;
gdzie liczby on sa okreslone rozorem (24).

Ze r6wnoéé (30) pocigga za soba warunck (27), tego$my juz
dowiedli w § 5 (str. 217), wyprowadzajac wnioski ze wzoru (26).
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Zal6zmy wiec teraz warunek (27). Niech liczba naturalna k
spelnia nieréwnosé :
(37) . gF>m.

Na mocy (13) i (16) mozemy napisaé:

o __Ch | Chyt Chtk—1 Xhtk
-"h—'g”—r S T T o >

2 k
8 8 g
Chts | Chs+i Chtstk—1 Xhts+k
Kppemm TR L s
8 g g g
skad na mocy (27)
Xhtk = Xhtsth”
o a0 g R T Nkt

T
8

i przeto w mySl (23)

Lecz liczby g, sa calkowite, nieujemne i mniejsze od m; war-

to8¢ bezwzgledna prawej strony ostatnie] réwnoSci jest wiec
.. m . 0 e .. .
mniejsza od P czyli, w my$l (37), mniejsza od jednodci:
lon—ontsl<<1, |

skad wobec catkowitosci liczb g, wynika réwnodé (36).

Dowiedhémy wiee, ze warunek (27) jest réwnowazny réw-
noéci (36). Okazemy z kolei, ze ré6wnosé (36) jest réwnowazna
kongruencji

(38) QhEQ.h-x»s(lllOd m).

5 ?stotnie, z jedunej strony réwnosé (36) pociaga za soba oczy-
wicie kongruencje (38), z drugiej za$ strony, jezeli liczby on i gi+ts,
ktére sg nieujemne i mniejsze od m, spetniaja kongruencje (38)
to musza by¢ réwne. .

s

) W mysl (24) —jak tatwo widzieé — kongruencja (38) jest dalej
réwnowazna kongruencji

ghtl=gt+t](mod m),
ktéra wobec (L, m)=1 jest réwnowaina kongruencji

(39) ght==gh+s1 (mod m),
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Dowiedliémy wiec, ze warunek (27) jest réwnowainy kon-
gruencji (39).

Oznaczmy teraz przez m; najwigkszy z tych dzielnikéw na-
turalnych liezby m, ktére sa pierwsze wzgledem g Mozemy za-
lozyé, ze m;>1, gdyz w razie m, =1 rozwiniecie liczby x byloby
skoficzone (na mocy twierdzenia 3). Niech

m=m,m,.

Liczba m, ma wiec — jak latwo widzieé¢ —te tylko czynniki
pierwsze, ktére ma liczba g (gdyz w przeciwnym razie liczba m
mialaby dzielnik wickszy od m i pierwszy wzgledem g, whbrew
okreélenin liczby m,).

Okazemy, ze kongruencja (39) jest réwnowazna ukladowi
kongruencji
(40) g'=1(mod m,), g—1==0 (mod my,).

Istotnie, na to, by zachodzila kongruencja (39), potrzeba i wy-

starcza, zeby liczba ght*—t—g't byla podzielna przez m czyli
zeby dla pewnej liczby calkowitej t zachodzila réwnoéé
(41) . g (g —1)=tmym,.

Jezeli jednak zachodzi réwnosé (41), to wobec (g,m;)=1
liczha g°—1 musi byé podzielna przez m,, poniewaz za$ g'—1
jest liczba pierwsza wzgledem g, a wiee i wzgledem m,, wno-
simy, Ze liczba g"* musi byé podzielna przez m,. Réwnosé (41)
pociaga wiec za soba kongruencje (40).

7 drugiej strony, jezeli zachodza kongruencje (40), to

g—i=tm i gt=tm,

przy pewnych calkowitych #; i f,, skad ré6wnosé (41).

Dowiedliémy wiec, ze warunek (27) jest réwnowazny ukla-
dowi kongruencji (40).

Wobec tego z okreflenia liczby h, wynika natychmiast, Ze
jest ona najmniejszym pierwiastkiem nat‘uralnym kongruencji
wykladnicze]

gh—1==0(mod my,),
z okre§lenia za$ liczby s, — Ze jest ona najmniejszym pierwiast-
kiem naturalnym kongruencji wykladniczej

g'=1(mod m,).

|
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Innymi stowy: liczba h, jest najmniejsza wartoscig naturalng
h, dla kiérej liczba g"! jest podzielna przez my, liczha za§ s,
jest wykladnikiem, do ktérego nalezy zasada g wedtug modutu m,
(przy tym za wykladnik, do kiérego nalezy g wedlug modutu 1,
nalezy uwazaé jednosé); liczba k=h—1 jest oczywiscie liczba
cyfr nieregularnych rozpatrywanego rozwiniecia.

Mozemy wiec wypowiedzie¢ mastepujace

Twierdzenie 6. Jezeli m=m,m,, gdzie m, jest najmwickszym
dzielnikiem liczby m, piermszym mwzgledem g, to rozminiecie

. . I ] .
ulamka nieprzymwiedlnego e ulamek normalny pray zasadzie g

ma k cyfr nieregularnych i s cyfr okresu zasadniczego, gdzie k
Jest najmniejszym  wykladnikiem calkomwitym nieujemnym, dla
ktdrego liczba g* jest podzielna przez my, a s jest roykladnikiem,
do ktérego nalezy liczba g mwedlug modulu m,. :

Stad w szczegélnosei dla zasady g£=10:

Jezeli m=m,225¢, gdzie liczby o i § sa calkomwite nieujemne,
m, zaé jest liczba niepodzielna ani przez 2, ani przez 5, to rozmwi-
nigcie ulamka nieprzymwiedinego I/m na ulamek dziesietny normalny
ma k cyfr nieregularnych i s cyfr okresu zasadniczego, gdzie k
Jest mwigksza z liczb a i g (Iub ich 1ospdlng wartoscia, jezeli sq
rérone), s za$ jest rykladnikiem, do ktérego nalezy liczba 10 me-
dlug modulfu m,.

Z dowiedzionego twierdzenia 6 otrzymujemy natychmiastowy

Waiosek. Rozminiecie ulamka nieprzymiedlnego l/m na ula-
mek normalny pray zasadzie 8 ma okres czysty mitedy i tylko
rotedy, gdy mianoronik m Jest piermszy mwzgledem zasady. g.

PRZYKEAD. Niech g=10 i m=61. Wobec (m,8 =1 okres
jest ezysty. Obliczmy liczbe s cyir okresu zasadniczego. A priori
mozemy powiedzieé, ze s, jako wykladnik, do ktérego nalezy
liczba 10 wedlug modutu 61, musi by¢ jednym z dzielnikéw liczby

#(61)=60. Blizszy rachunek wskazuje, ze s=60 (liczba 10 jest .

bowiem pierwiastkiem pierwotnym liczby 61). Okres zasadniczy
rozwiniecia ulamka nieprzywiedlnego o mianowniku 61 na uta-
mek dziesigtny sklada sie wiec z 60 cyfr.
) y 1 . .

‘Np. dla ulamka 61 okres zasadniczy jest nastgpujacy:

016393442622950819672131 1475409836065573770491803278688 52459,
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Ulamek % ma okres zasadniczy, zlozony z 96 cyfr.

Mozna okazaé?), ze liczba 10 jest pierwiastkiem pierwotnym
liczby pierwszej 1913; wynika stad, ze np. liczba I91T3 ma w roz-
winigciu na ulamek dzesiciny okres zasadniczy zlozony z 1912

cyfr. Natomiast liczba% ma okres zasadniczy, zlozony tylko

z 3 cyfr. ‘ '

Wyprowadzimy obecnie regule prakiyczna rozwijania liczb
wymiernych na ufamki normalne. Regula ta wynika natychmiast
z algorytmu, wyprowadzonego w § 3 (str. 214), gdy zastapié¢ w nim
liczby x, przez liczby g w my$él wzoru (23) i uwzglednié, ze liczba
cn=E(g7i—”) jest ilorazem z dzielenia liczby (catkowite]) go, przez
m, liczba za§ gni1=gon—mcn jest reszta z tego dzielenia.

Aby rozwinaé wlamek nieprzywiedlny I/m (o mianowniku na-
turalnym) na ulamek normalny przy zasadzie g, dzielimy I przez
m, iloraz oznaczamy przez c,, a resztg przez gg; dzielimy dalej
go; przez m, iloraz oznaczamy przez c;, a reszig przez g,; dzie-
limy nastepnie gp, przez m, iloraz oznaczamy przez c,, a reszte
przez g, itd. Postepujemy tak dopéty, dopéki mie otrzymamy, po
raz pierwszy reszty 0 (co dowodzi, Ze rozwiniecie jest skofi-
czone) albo dopdki nie dostaniemy reszty juz poprzednio otrzy-
manej; jezeli pierwsza powiarzajaca sie reszta jest gnis==gn, to
cyfry e, ¢, C4, ..., Chy sa cyframi nieregularnymi otrzymanego
rozwiniecia, cyfry za$ cn,Chit,...,Chis—1 tworza okres zasadniczy.

PRZYK:‘;ADY. 1. Rozwifimy %/; na ulamek normalny przy zasadzie 2.

Jest ti I=1, m=3 i g=2. Znajdujemy kolejno:

=0, @=1, go=2, ¢=0, 0:=2 goo=4, =1, @a=1=p.

Jest tu wiec h=1 i s=2. ]
Okres jest zatem czysty i sklada sie z dwu cyfr: 01. Piszemy wiec

Yy = (0,01),,

- nad cyframi okresu zasadniczego stawiajac kropki.

2. Rozwifimy /,, na ulamek normalny dwéjkowy.
Jest tu I=1, m=10 i g=2. Obliczamy kolejno:

=0, e=1, go=2 ¢=0 =2 ge=4 =0, 93=4_,>g(;3=8,
c3=0, 0s=8, gos=16, c,=1, ¢gy=6 go;=12, =1, g=2=p,.

'} Zob. méj artykul w czasopiémie Wektor, tom 2 (1913), str. 439.




204 'ROZDZIAEL IX. Rozwiniecia systematyézne.

Jest tu wiec h=2 i s=4.

Okres jest wiec mieszany, z jedng eyfra nieregularng 0; okres zasadniczy
tworza cyfry 0011. Piszemy wiec

o= (O:Odéii)z .

3. Rozwitimy Y, na ulamek normalny tréjkowy.

Jest tu =1, m=10 i g=3. Obliczamy koléjno: .
=0 oa=1 ga=3 =0 =3 g6=9 a=0 ¢=9, g¢=27

=2, @,=7 go,=21, ¢,=2, 0= 1=g,.

Jest tu wige h=1 i s=4. Stad 1/m=(0,(.)(')éé)3._

CWICZENIA. 1. Rozwinaé é% na ulamek daiesieiny.

Odpowieds: é = (0,012345679)10

2. Rozwinaé (3776 na ulamek dziesietny.

Odpowieds: 5—575 = (0,086890243).

. . 1., 1 P .
3. Rozwinaé liczby 10 ! o5 " ulamki nieskofAczone przy zasadzie 11.

. ;1 : 1 . .
Odpowied#: T (0,1);, 06~ (o, 012345678X)11, gdzie X jest cyfra
g—1 przy zasadzie g=11.

4. Rozwingé —9-;72 na ulamek dziesictny.
1 T T .
Odpowiedz: g5 =(0,00010205 ... 080910111215 ... 969799),.

) Okres otrzymujemy tu wypisujac jako dwucyfrowe ‘(a wiec uzupelniajac
Jefinocyfrowe zerem na poczatku) kolejne liczby catkowite od 0 do 99 z po-
m;nieeiem liczby 98, .

5. Dowieéé‘, ze liczba, kiérej rozwiniecie na utamek dziesietny nieskori-
czony f)trzymu_]e 5S¢, piszac zero jako calo§é, po przecinku za§ wypisujac
wszystkie kolejne liczby naturalne, tf. liczba ’

(0,12345678910111213 ., Do
jest niewymierna. .

Dowé d. polega na wykazaniu, ze Wwypisane rozwiniecie nie jest okresowe.
Isfotme przy zadnym s okres tej liczby nie moze sktadaé sie z s cyfr, gdyz za-
wiera ona wszystkie kolejne cyfry liczby 10+, a nie jest zerem.

 § 8. Wyznaczanie liczby rodnej. Na mocy twierdzenia 4
kazda liczba wymierna rozwija sie na ulamek normalny okre-
sowy (gdyz rozwiniecie skoficzone tes mozemy uwazaé za okre-
sowe, z cyfra 0, stanowiaca okres). Zapytamy obecnie, czy na
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odwrét, kazdy ulamek okresowy jest rozwinigciem normalnym
pewnej liczby wymiernej oraz jak mozna ewentualnie te liczbe,
zwang liczba rodng danego rozwiniecia, wyznaczy¢.

Niech wigc szereg (11) ze str. 211 bedzie danym ulamkiem
okresowym majacym h—1 cyfr nieregularnych oraz s-cyfrowy
okres zasadniczy. Zakladamy naturalnie, ze nie wszystkie cyfry
okresu zasadniczego sa réwne g—1, bo wiedy ulamek ten nie
mégtby byé rozwinieciem normalnym przy zasadzie g. Jest wiec
spelniony warunek (27) ze str. 217.

Szereg (11) mozemy wobec tego napisaé w postaci

c Cy Ch— Cp C,
at gt tamtatant

Chs— Ch Ch Cht-s— o
o ﬁﬁ+éﬂﬁ+éﬂ%+"‘+éh+2&—a =
c Ch—1 ’Ch Chtt \ Ch+s—1. . ( 1 1» o
=ttt i (éﬁ T+ *gﬁ;}:‘i) (‘1+E+Vgﬂs+"')~
c Ch— Ch | Ch+ .y Chis—1 i
=co+—§+---—}-§'§:~i (gh+gzl+i+~-+ghis:) i
g3
e gt gt S o g g A Chest)
T o g1(g—1)
8
_ (gt eg s e
g g —1)
. (c1Caev-Chas—t)y  (C1Ca-.. Cnt)y
ST g — g —1)
Otrzymujemy wiec wzér
; (61C5.. . Chis—tle—(C1Co... Chtdg Ci | G
(42) ¢+ gh._i(g_g__i)y Cn+g+g2+--~,

z ktérego wynika, ze szereg (11) jest rozwinieciem normalnym
przy zasadzie g liczby wymiernej
C1Cy... Chas—t)g — (C1Cy... Cr—tilg

“o+( g (g —1)

(ktéra jednak nie musi byé ulamkiem nieprzywiedlnym).
Wzér (42) przedstawia zarazem regule zmijania ulamkdm
okresomych.
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§ 9. Ulamki przy zmiennej zasadzie numeracji. Wspomnimy
jeszcze o rozwinieciach na ulamki przy zmiennej zasadzie nume-
racji. Niech

glagmgs’-'-
bedzie ciagiem nieskoficzonym liczb naturalnych wickszych od 1,
a x — liczba rzeczywista. Niech dalej:

c,=E(x), ‘X =x—c,,

c;=E(g %)), Xy =1 X —Cyq,
(43) ey =E(g, ), Xg = ga Xy~ Cs,

CTL:E(gnxn)a Xn+1=ZgnXn—Cn,

Latwo widzieé, ze jest stale 0<Cwn<<l i 0<en<Cgn—1:
liczba ¢, jest wiec cyfra numeracji przy zasadzie g,.

7 poréwnania wzoréw (43) z algorytmem podanym w § 3
(str. 214) wynika, e cyfra ¢, zostala tak obliczona, jak gdyby
zasada byla liczba &, dalej cyfra c, — tak, jak gdyby zasada
byla liczba g, itd. Ze wzoréw (43) wynika nadto, ze przy wszel-
kim n jest

W) w=c+ 2+

‘ ¢ Cn Xyt
gjg_+g1g2g3+' +; 818, gfrglgz.--gn'

Poniewaz dla wszystkich n=1,2,... jest z zalozenia &1

(a zatem g,2»2) 1 0<Canyr<<1, wiee ostatni skladnik wzoru (44)
1 .

jest nieujemny i mniejszy od 5w & przeto zmierza do zera, gdy n

wzrasta nieograniczenic. Mamy wiec rozwiniecie na szereg nie-
skoficzony

(45) y—e LG G Gy
g +g1gv+g1ggi+'“

Przyjmijmy w szczegélnoéci g,=n 41 dla n=1,2,...
Szereg (45) daje rozwiniecie

(46) v=ct g a4+,

gdzie ¢, jest liczby catkowity i gdzie ¢, (dla n=1,2,..) jest liczba
catkowita, spelniajaca nier6wnosé

47) 0L en<in

[§ 9] Ulamki przy zmiennej zasadzie numeracji. 207
. Mozna z fatwoécia okazaé, ze dla x wymiernych algorytm
(43) doprowadza zawsze do rozwiniecia (46) skoficzonego, w kié-
rym liczby catkowite ¢, spelniaja nieréwnoéci (47); kazda liczba
wymierna posiada jednak jeszcze drugie, mesLonczone rozwiniecie
(46), gdyz zachodzi tozsamo$é

ot gttt =

LG Coy n—1 n4-2 n43
=Gyttt n+1)IT RS Ra e R R

Rozwinieciami typu (45) zajmowali sie Strauss?!) i Can-
tor?), a rozwinieciami typu (46) — Stéphanos?®) 1 Faber?).

CWICZENIA. 1. Wychodzac z przyblizenia dziesietnego
2,718281828..

znalezé rozwinigeie liezby e na utamek dwdjkowy z 24 eyframi po przecinku?).

Odpowiedz: e=(10,101101111110000101010001...}s.

2. Wyehodzac z przyblizenia dziesictnego

7 =73,14159265....

znalezé rozwiniecie dwéjkowe liczby 7= z 24 cyframi po przecinku 9.

Odpowiedz: == (11,001001000011111101101010...),.

3. Obliczyé setna oraz tysigczna po przecinku cyfre rozwinigcia dziesiet-
nego liczby ;.

Odpowiedz: 8.

4. Dla liczb catkowitych g>1, h2>01i s> 1 daé przyklad liczby wymier-
nej mw, majacej przy zasadzie g rozwiniecie na ulamek okresowy o h cyfrach
nieregularnych i s cyfrach w okresie.

1 3
1, ¢

OdpowiedzZ: m=gh WT)

Y E. Strauss, Eine Verallgemeinerung der decadzschen Schreibmeise ...,
Acta Mathematica, tom 11 {1887), str. 13-18.

2 G. Cantor, Uber die einfachen Zahlensysteme, Zeitschrift fir Mathema-
tik und Physik, tom 14 (1869); str. 121-128.

3) C. Stéphanos, Bulletin de la Société Mathématique de France, tom 8
(1879), str. 81.

4 G. Faber, Mathematische Annalen, tom 60 (1905), str. 196.

5) Rozwiniecie to podaje G. Peano w swoim Formulaire de Mathémati-
ques, Turyn 1901, str. 154. Oznacza on cyfry 0 i 1 w ukladzie dwoéjkowym za
pomocs kropki i wykrzyknika, wobec czego podany przez niego wz6r ma postaé

e=I., e IRAR

) G. Peano, tamze, str. 177.
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5. Sprawdzié, ze dla kazdej zasady g>>2 mamy

e =065 . gy | A0

Dowéd. Prawa strona tego wzoru jest réwna

1,2,53 g—=5 ,8—1 1 1 )
(gi -I-g; +g4+"'+ a2 + gg—l) (1+gé—1+g_ﬂ(5~l)+"') =
_ [gg—s_1 g3 +&:_1] gt

ge5(g—1)  ge2g—1) | ge—1lge—1—17 (g—1p.

Por. éwiczenie 4 ze str. 224.
) 6. Ktéra cyfra po przecinku jest ostatnia rézna od zera cyfra rozwiniecia
dziesietnego normalnego liczby 27" (gdzie n jest liczba naturalna), a kiéra
liczby 5777

OdpowiedZ: n-tg w obu przypadkach.

7. Ktén} cyfra po przecinku jest pierwsza rézna od zera cyfra rozwiniecia
dziesigtnego normalnego liczby 27107 2710p 51000y 5—105 5—1, 5—1000,

Odpowiedz Jak latwo obliczyé, pierwsza r6zna od zera cyfra rozwi-
niecia dziesigtnego normalnego liczby 27" (gdzie n jest liczbs naturalng) wy-
stepuje na miejscu n—E(nlog, 5) po przecinku, a liezby 57" — na miejscu
n—E(nlogy 2) po przecinku. Poniewaz log,, 2 =0,50103..., a logo5=1—1logy,?2,
wiec dla lczb:

910 9—i0 . o—1000 5—10 5—100 51000
sa to miejsca:
4, 31, 302, 7, 70, 699.

1 ]. W. L. Glaisher, Messenger of Mathematics, tom 2 (1873), str. 188,

g T

ROZDZIAL X
ROWNANIE PYTAGORASA I JEGO UOGOLNIENIA

§ 1. Réwnanie x*>-}p>=2?> w liczbach calkowitych. Zaj-
miemy si¢ rozwiazywaniem w liczbach catkowitych réwnania

(1) Bty=2,
zwanego rdmnaniem Pytagorasa.
Réwnanie to gra — jak wiadomo — podstawowa‘role w try-

gonometrii i w geometrii analitycznej, a jego szczegblny przy-
padek dla x=y wiaze sig¢ z istnieniem liczb niewymiernych.

Wylaczymy rozwiazania oczywiste, w ktérych jedna z liczb
x,y jest zerem; z pozostalych mozemy ograniczyé si¢ do rozwia-
zan w liczbach naturalnych, gdyz zmiana znaku przy niewia-
domych nie zmienia samego réwnania.

Nazywaé bedziemy rozmiazaniem mlascimym kazde takie roz-
wiazanie réownania (1), w kitérym liczby x,y,z sa naturalne i nie
majg wspoélnego dzielnika wiekszego od jednoéci.

Jezeli & #,¢ jest rozwiazaniem wia$ciwym, d za§ — jakagkol-
wiek liczba naturalna, to :

(2) x=d§ y=dy, z=d{
tez jest rozwiazaniem x,y.z réwnania (1).

Istotnie, jezeli &2 #*={(% {o mnozac obie strony przez d
otrzymamy w my§l (2) réwnanie (1).

Na odwrét, jezeli x,y,z jest rozwigzaniem réwnania (1), to
istnieje taka liczba naturalna d i takie rozwigzanie wlaciwe
& 1.¢, ze zachodza wzory (2). ,

Istotnie, niech liczby naturalne x,y,z spelniaja réwnanie (1);
oznaczmy przez d ich najwiekszy wspéluy dzielnik i przyjmijmy:
) E=x/d, n=y/d, (=z/d;
sg to liczbér naturalne. Z réwnania (1), po podzieleniu obu stron
przez d2, wynika w jednej chwili wobec (3), ze & +49*=L% co






