ROZDZIAL VIII

TWIERDZENIE EULERA, TWIERDZENIE LAGRANGE'A,
PIERWIASTKI PIERWOTNE I WSKAZNIKI

§ 1. Dowdd twierdzenia Eulera. Niech m =1 bedzie liczba
naturalng. a
(1) FyaFagosns Fplm)
— ciagiem wszysikich liczb naturalnych, niewiekszyeh od m 1 pierw-
szych wzgledem m. Niech dalej a bedzie jakakolwiek liczba
pierwsza wzgledem m. Oznaczmy ogilnie przez gr reszie z dzie-
lenia iloczynu ary przez liczbe m. Zatem dla k=1.2.....¢(m) jest

(2) or=arx(mod m)
czyli
(3) or=ary—+tym,

gdzie f; sa liczbami calkowitymi.

Dowiedziemy, ze ciag
{‘” 01- 0oz sses Ppiml
rozni sie od ciagu (1) co najwyze] porzadkiem wyrazow., W tym
celu wystarczy oczywiscie okazad, ze:

1" kazdy wyraz ciagu (4) jest liczba naturalna nie wicksza
od m i pierwsza wzgledem m.

2" wszystkie wyrazy ciagu (4) sa réine.

Niech di=(pe,m); 2z rownosei (3) wnosimy, ze liczba

arr—pe—tiem

ma dzielnik di wspdlny z liczbg m. Lecz zardwno a jak r. sa
pierwsze wegledem m. Musi wiee byé di=1, ezyli liczba g jest
pierwsza wzgledem m. Z drugiej stronv g, jako reszia z dziele-

nia liczby ary przez m. spelnia nieréwnosei
L]
0= gp =t
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gdzie rdwnosé gp=0 jest wylaczona wobec (g, mi=1. Dowied-
lismy wiee. ze wyrazy ciagu (4) majg wlasnosé 1%

Przvpusémy ieraz. #e dla dwu réinych wskaznikow 71 j
z clagn 1.2,..,¢(m) jest

2= 8
Wobee (2) mielibyémy
gi=arimodm) 1 p;j=ar;(modm),
skad w myél prevpuszezenia
ari=ar;(modm) i  alri—r;)=0(modm).

lloezyn a{ri—r;) bylby wice podzielny przez m. Lecz a jest
liczha pierwsza wzgledem m. a liceba ri—r; dzielié sic przez m
nie moze, gdvz r: i or. jako rozne wyrazy clagu (1), sa réznymi
liczbami naturalnymi niewickszymi od m. Dowiedlismy wice, e
wyrazy ciggu (1) maja wlasnosé 2°

Wyrazy ciagu (4) roznia sic zatem eco najwyzej porzadkiem
od wyrazoéw ciagu (1); przeio

2y Pars Ppdm) =Ty T Ton{m)e

Oznaczmy przez P wspalna wartosé tyeh iloezynow. P jest
oceywiscie Hezba pierwsza wazgledem m, gdvi kazdy z jej czyn-
nikdw jest pierwszy wzgledem m.

Mnozae stronami  kongruencje (2) dla k=1.2.5....,p(m),
otrzymujemy

01 03 Ol =¥ P, Ty .. Py (mod 1)

czyli P=a¥"Pimodm). skad wnosimy, Ze iloczyn Plar™—1)
jest podzielny przez m. £ uwagi na to, ze (F,m)=1, wnosimy
stad o podzielnosci liczby av™ —1 przez m.

Udowodnilismy tym samym nast¢pujace

Twierdzenie 1 (Eulera). Dia kazdej liczby calkorvitej a. pierto-
szej mwzgledem m, zachedzi kongruencja
i3} a¥im =1 {mod m),

Twierdzenie to moina uwazaé za uogdlnienie malego twier-
dzenia Fermata (p. str. 39). Istoinie jezeli w szezegolnodei m=p,
sdzie p jest liczba pierwsza, to p(p)=p—1 (p. str. 141) i kon-
gruencja (3) daje

a—=1 {mod p)
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dla kazdej liczby a pierwszej wzgledem p, tj. niepodzielnej przez
liczbe pierwsza p.

Jako wniosek z dowiedzionego twierdzenia Eulera udowod-
nimy nastepujace

Twierdzenie 2. 7 kazdego postepu arytmetycznego nieskori-
czonego o myrazach calkomwitych mozna ryjaé postep geometryczny
nieskoriczony.

Dowéd. Niech dany bedzie postep arytmetyczny nieskon-
czony

(6) a, a-+r, a--2r,
o wyrazach calkowitych. Dla r==0 sam postep (6) bylby zara-
zem geometryczny. Dla r<<0 wystarczyloby dowie§é twierdzenia
dla postepu otrzymanego z (6) przez zmiane znaku wszystkich
wyrazéw. Tym sposobem dowéd twierdzenia sprowadza si¢ do
przypadku, gdy r jest liczba naturalna.

Mozemy nadto zalozyé, ze (a,r)=1, gdyz w razie d=(a,r)>1
mielibySmy &=da’ i r=dr’, gdzie (a’,r)=1, i wystarczyloby
dowiesé twierdzenia dla postgpu &', a’-r, ...

Wreszcie, wobec' r>>0, dostatecznie dalekie wyrazy po-
stepu (6) sa wieksze od 1, mozemy wigc dla dowodu twierdzenia
odrzucié wezeéniejsze i zalozyé od razu, ze a>1.

Ot6z w mys$! twierdzenia Eulera jest a®==1(modr), skad
dla n naturalnych a"=1(modr) i przeto liczby

ne(r)
K, — 88 P —g
r
sa calkowite. Lecz
a—+ kyr=a(av)" ~dla n=1,2,...,
_przy czym wobec a>1 mamy
0LCky <<k, <<k <<...

i liczby
a+k;r, a-tksr, a-fFk,r,
tworza postep geometryczny, ¢. b. d. o.
Z twierdzenia 2 wynika natychmiast, ze m kazdym postepie
arytmetycznym nieskoriczonym o wyrazach calkomitych istnieje nie-

skoriczenie wiele myrazém, majacych te same dzielniki pierrosze t).

Y) Por. G. P6lya i G. Szegd, Aufgaben und Lehrsitze der Analysis,
tom II, Berhn 1925, str. 344,
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7 twierdzenia 2 wynika tez latwo, ze z kazdego postigpu
arytmetycznego nieskoficzonego o wyrazach wymiernych mozna
wyjaé postep geometryczny nieskoficzony. k

Natomiast mozna okazaé, ze jezeli a jest liczba niewymierna.
to z postepu arytmetycznego nieskoficzonego a, a1, a+-2, ...
nie mozna wyja¢ zadpego postepu geometrycznego nieskorniczo-
nego. Podobnie — z postepu arytmetycznego i, i-F1, i-+2, ..:,
gdzie i=y 1.

Pozostawiamy czytelnikowi do udowodnienia, ze na to, by
z postepu arytmetycznego nieskoriczonego o ryrazach zespolonych
mozna bylo mwyjaé postep geomeiryczny nieskoriczony, potrzeba
i mystarcza, zeby stosunek a:r byl liczbg mwymierna.

CWICZENIA. 1. Dowieéé, ze kazda liczba naturalna, niepodzielna przez 2
ani przez 5, jest dzielnikiem pewnej liczby, kiérej wszystkie cyfry (w ukiadzie
dziesietnym) sa jedynkami (por. Rozdzial IV, § 2, str. 66, ¢wiczenie 19).

Dowéd. Jezeli {n,10)=1, to réwniez (9n,10)=1 i w mySl twierdzenia
Eulera jest 10P° =1 (mod 9n), skad 109" _ { —onk, gdzie k jest liczba cal-

P(On)__
kowita. Stad 10—9—1=nk i — jak latwo widzieé — wszystkie cyfry tej

liczby w ukladzie dziesietnym sa jedynkami.
2. Dowiesé, ze jezeli a jest liczba calkowita, a 5 i m — takimi liczbami
naturalnymi, ze a®=1(modm) i (s,p(m))=1, to a=1(modm).

Wskazéwka. Nalezy si¢ oprzeé na twierdzeniu Eulera oraz na tym,
2e wobec (s, p(m))=1 lisiniejs takie liczby calkowite k i I, ze ks+lgp(m)=1.

3. Dowiesé, ze jezeli liczby naturalne a i b sa wzglednie pierwsze, to

5(Z) 40 (0) (05 <e() e () e () -

Dowéd. Oznaczmy przez r, reszie z dzielenia kb przez a. Wobec
{a, b} =1, jak to z latwoscia wynika z twierdzenia 6 RozdzialuI (§ 7, sir. 6), jest

r1+7‘2+...+r8_1=1+2+.__+(a_1)=(i~%ﬁi
Lecz E(E})zk;b—%k, skad
b (a—1)b
E(2)+E E(2)+.. ERILSLE
=Z—’u+2+...+a-1)_ﬂir-—;_ﬂij=
b—1 ala—1)

b—tala=l) o -1

Wystarczy teraz zamieni¢ a na b i na odwrét.
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4. Dowie$é, ze w postepie arytmetycznym o n wyrazach
) a, atr, a-+2r, ..., at+n—1)r,
gdzie r jest liczba pierwsza wzglederm n, istnieje jeden i tylko jeden wyraz
podzielny przez n.

5. Dowie$é, ze jezeli dla liczby naturalnej p>>2 istnieje taka liczba catko-
wita a, ze akséi(modp) dla k=1,2,....,p—2 i a? '=1(modp), to p jest
liczba pierwsza.

Dowéd. Jak latwo widzieé, wobec aP~!=1(modp) mamy (a.p)=1,
skad a”P =1 (mod p) w mysl twierdzenia Eulera. Gdyby liczba p byla zto-
zona, byloby k=g(p)<p—1 wbrew zalozeniu, 2¢ a“s%1 (mod p) dla natural-
nych k<<p—2.

Umwaga. Dowiedzione twierdzenie moze byé uwazane za odwrécenie ma-
fego twierdzenia Fermata !). Udowodnimy w § 5 (p. str. 185), ze jezeli p jest
liczba piermwsza, to istnieje taka liczba naturalna a, ze akséi (mod p) dla
k=1,2...,p—2 i &’ *=1 (modp).

Taka liczbe a nazywamy piermiastkiem piermotnym dla modutu pierwszego p.

Wynika stad, ze jezeli p jest liczba pierwsza, to p—1 jest najmniej-
szym takim wykladnikiem naturalnym k, ze aF=1 (modp) przy wszelkim
calkowitym a, niepodzielnym przez p.

6. Dowies¢, ze ressty z dzielenia kolejnych wyrazéw postepu arytmetycz-
nego nieskoficzonego ax--b (gdzie a i b sa danymi liczbami catkowitymi,
a x=0,1,2,...) przez liczbe naturalng m tworza ciag nieskoiiczony okresowy
o okresie czystym, zlozonym z m:(a, m) réznych wyrazéw.

7. Dowieé, ze przy a catkowitym reszty z dzielenia kolejnych wyrazéw
postepu geometrycznego nieskoficzonego a, a% a%, ... przez liczbe naturalng m
tworza ciag okresowy o okresie, ktéry moze nie byé ezysiym.

Dowéd. Liczba reszt modulo m jest skoficzona, musza sie wiec one po-~
wtarzaé, Lecz jezeli P (mod m), to aFti=gl+i (mod m); stad okresowo$é.
Dla a=2 i m=12 okres nie jest czysty.

§ 2. Wnioski z twierdzenia Eulera. Z twierdzenia Eulera
wynika, ze jezeli liczby a i m sa wzglednie pierwsze, to kongru-
encja wykladnicza
(7) a*==1{ (mod m)
ma zawsze pierwiastek naturalny, mianowicie x=gp(m). Z drugiej
strony jasne jest, ze kongruencja (7) moze mieé pierwiastek na-
turalny tylko wtedy, gdy a jest pierwsze wzgledem m.

Jezeli x=24 jest najmniejszym pierwiastkiem naturalnym

kongruencji (7), méwimy, ze liczba a nalezy mwediug modulu m
do rykladnika 6. ‘

!) Por. M. Kraitchik, Théorie des Nombres, tom I, Paryz 1929, str. 134.
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Jasne jest, ze liczby przystajace modulo m zawsze naleza we-
dtug modutu m do tego samego wykladnika: wystarczy zauwazyd,
3¢ jezeli a==b(modm), to kazdy pierwiastek naturalny kongru-
encji a*=1 (modm) jest zarazem pierwiastkiem naturalnym k.on-
gruencji b*=1(modm), gdyz przy wszelkim naturalnym x jest
a*=b"(modm), skoro a i b przystaja wedlug modulu m.

Okazemy, ze kazdy piermiastek kongruencji (7) jest podzielny
przez roykladnik 6, do ktdrego nalezy liczba a medlug modufu m.

Istotnie, niech x bedzie liezba calkowita, spelniajaca kongru-
encje (7), r — reszta z dzielenia x przez 4, a k — odpowiednim
jlorazem. Poniewaz x=kd-}r, wiec

) a*=ak?q".

Lecz skoro a nalezy wedlug modulu m do wykladnika 4, to
al=1(modm). Jest wigc

©) ak¥==1 (mod m).
Réwnoéé (8) daje na mocy (7) 1 (9)
a"=1 (mod m).

Gdyby reszta r byla dodatnia, to x=r byloby pierwias:tkie_m
paturalnym kongruencji (7), mniejszym od 6 wbrew okresleniu
liczby 6. Jest wiec r=0, czyli x podzielne przez 3, c. b. fl o.

Przyjmijmy w szczegdlnoéci x=g¢(m); jest to w mysl (5)
pierwiastek kongruencji (7). Stad

Twierdzenie 3. Wykladnik, do ktérego jakakolmiek liczba na-
lezy medlug modulu m, jest zarvsze dzielnikiem liczby ¢(m).

W szezeg6lnosci te liczby, kiére naleza wedlug modulg m do
wykladnika @(m), tj. do mozliwie najwiekszego wykladnika, vdo
jakiego moga nalezeé liczby wedlug modul}l m, nazywamy pier-
wiastkami piermotnymi liczby m (zakladajac przy tym zwykle,
ze m==1). ‘

Tak np. liczba 3 jest pierwiastkiem pierwotnym liczby 10,
gdyz ‘
1—=3, 32=9, 3*=7, 3'=I (mod 10),

przy czym g(10)=4. Liczba 10 nie jest jednak pie.rwiastkiem pie_r-
wotnym liezby 3, gdyz wobec 10=t ((mod 3), liczba _10 nalezy
wedlug moduiu’3 do wykladnika 1, gdy tymczasem ¢(3)=2.
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Okazemy teraz, Ze jezeli a nalezy rwedlug modulu m do ry-
kladnika 6, to reszty z dzielenia liczb

(10) a%al,a% ..., a1

przez liczbe m sa mwszystkie réine. ‘ '

Istotnie, przypuéémy, ze dwa wyrazy ciagu (10) daja przy
dzieleniu przez m jednakowe reszty. Oznaczajac przez at ten
z nich, ktéry jest wcze$niejszy, mozemy oznaczyé drugi przez
ab*l, gdzie [ jest liczby naturalng i 1<<4. W myél przypuszczenia,
ze wyrazy te daja przy dzieleniu przez m jednakowe reszty, za-
chodzi kongruencja

-aF == ak+!(mod m),

skad wniosek, ze liczba a*(al—1) jest podzielna przez m. Lecz
pierwszy jej czynnik jest wobec (a,m)=1 liczba pierwsza wzgle-
dem m; zatem a'—1 musi byé podzielne przez m, czyli liczba
naturalna [<<4 bylaby pierwiastkiem kongruencii (7), wbrew
okresleniu liczby 8. Tak wigc reszty z dzielenia wyrazéw ciagu
(10) przez m sy wszystkie rézne.

W szczegélnosci jezeli a jest pierwiastkiem pierwotnym liczby
m, to reszty z dzielenia liczb

1, a, a?,..., arim—1

przez m sa wszystkie réine, a ze jest ich p(m) i wszystkie sa
wobec (a, m)=1 pierwsze wzgledem m, wige wnosimy, ze ciag
tych reszt r6zni si¢ co najwyzej porzadkiem wyrazéw od ciagu
wszystkich p(m) liezb naturalnych pierwszych wzgledem m i nie-
wiekszych od m.

Mozemy zatem wypowiedzieé nastepujace

Twierdzenie 4. Jezeli a jest piermiastkiem  pierrootnym
liczby m, n za$ jest liczba piermsza mwzgledem a, to mwsréd liczb
0,1, 2,....p(m)—1 istnieje jedna i tylko jedna, ktéra spelnia kon-
gruencje

a*==n(mod m).

Liczbe taka nazywamy mskaznikiem (indeksem) liczby n roe-
dlug modulu m przy zasadzie a i oznaczamy symbolem
ind, n.

Definicja wskanikéw jest wiec analogiczna do definicji lo-
garytméw. Wskasniki graja tez w Teorii liczb rol¢ analogiczna
do roli logarytméw w Analizie.
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PRZYKL.ADY. Niech bedzie m=7 i a=3. Mamy:
=1, 3'=3, 3P=2 3*=6, 3'=4, 35=5 (mod 7),
a wiec dla modulu 7: .
ind,1=0, ind,2=2, ind,3=1, ind;4=4, ind, 5=5, ind;6==>3.
Dla modudu 13 i pierwiastka pierwotnego 2 czytelnik zechce
sam spréwdzié nastepujace tablice:
indyc |0]1]2]5]4(516]7[8[9[10]41]12
x |1]214|8]3]6[12]tt[9]5][10[7 |1
x |1]2]5]415[6]7]8]910]11]12
ind,x |01 14]2]9]5t1[3]8]w0[7]6

Pierwsza z nich shizy do obliczania x przy danym ind, x,
a druga — odwrotnie. ] ‘
§ 3. Warunek konieczny istnienia pierwiastkéw 1‘)1er.wofc'
nych liezby m. Samo przez si¢ nasuwa sie teraz pytanie: jakie
L, A 2
liczby posiadaja pierwiastki plerwoicne. ) - N
ZYaI%imy, ze liczba m posiada pierwiastek pierwotny a. Nlech.
m=p,% pg.“g .. Dx%k
i i iki pierwsze.
bedzie rozkladem liczby m na czynni ¢ 4
¢ Liczba a, jako pierwsza wzgledem m, jest pierwsza w’zlg}ch‘em
kazdego z czynnikéw pi%, Pa™,..., PxF; mamy wige w mysl iwier
dzenia Eulera:
ar®™ =1t (mod p,“),
a2 =1 (mod p,*),
(11) . . . . - . .
ar®P* =1 (mod px%).
Jezeli ‘N jest jakakolwiek liczba naturalna, podzielna przez
kazda z liczb

(12) P, D s PP,

to wobec (11) bedzie tym bardziej:
a¥=1 (mod p;*),
aV¥=1 (mod py*),

a¥=1 (mod-px*¥).
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Réznica a¥—1 jest zatem podzielna przez kazda z liczb
2% Da® .., P, a wiee 1 przez liczbe m; mamy stad kongruencje

(13) a¥==1 (mod m).

Gdyhy wérdd liczb (12) bylo dwie lub wiecej parzystych, to
mogliby§my oezywiscie przyjaé
. N=11,0(p:")-¢(ps)-...- p(Ds**) ="/, p (m),
gdyi liczba ta bylaby podzielna przez kazda z liczb (12), i mieli-
b}fsmy w my$l (13) a'¢mM=1(modm) whrew zalozeniu, ze a na-
lezy wedlug modulu m do wykladnika ¢(n). .

W ciagu (12) jest wigc co najwyzej jedna liczba parzysta.
Lecz na mocy wzoru dla funkeji Gaussa (wzér (12), str. 140) jest
p9)=p*~(p—1);
jest to']ic.zba. parzysta dla p nieparzystego oraz dla p=2 i a=>1.

]e;eh wige liczba m ma czynnik pierwszy nieparzysty, to
CZ}HJ.HII{ taki 1.11(‘326., byé tylko jeden i wtedy liczba 2 moze wcho-
dz1c. do rozwinigcia liczby m co najwyzejf w pierwszej potedze
‘c.zyh musi byé wtedy albo m=p®, albo m=2p%, gdzie p jest
liczba pierwsza nieparzysta.

Jezeli za$ liczba m nie ma zadnego czynnika pierwszego nie-
parzystego, to m=2%; skad ¢(m)=¢p(2%)=2¢—,

. Wiedy jednak musi byé a < 2. Istotnie, liczba a, jako pierw-

sza .wzglqdem m=2% a zatem nieparzysta, jest postaci 4k 41

czyli ‘
a= 41422k,

gdzie.k jest liczbg catkowita. Podnoszac obie strony do kwadratu
dostajemy ’

(14) =1 20k - 21k =1 2,

gdzie k, = k--2k* jest liczba catkowit 67 7

i a owita. Zalézmy, ze przy pew-
(5) a¥ =1 fom+2k,

gdzie kn jest liczby calkowita. Na mocy (14) jest to prawdziwe
dla. n=1. Podnoszac obie strony réwnosci (15) do kwadratu, do-
stajemy ’

agn-H

=1 ont3 e, 02k, 2y | onds

[§ 4 Twierdzenie Lagrange’a i wnioski z niego. 177

gdzie knii=k,+2"+k,? jest znowu liczba catkowita. Wnosimy
wiee przez indukcje, ze wzér (15) zachodzi przy wszelkim natu-
ralnym n. Stad w szczegélnosci dla liczby n=a—2, kiéra jest

naturalna, jezeli przypuscié, ze a>2, byloby a2 =120k, o,
zatem a® =1 (mod 2% czyli a®¥(™=1(modm), whrew zalozeniu,

se a nalezy wedlug modulu m do wykladnika ¢(m).

Otrzymane wyniki mozemy wypowiedzie¢ jako nastepujace

Twierdzenie 5. Piermiastki pierrooine maja co najroyzej na-
stepujace liczby:

1° potegi liczb piermszych nieparzystych (m=p%),

20 podmojone potegi liczb piermszych nieparzystych (m=2p%),

30 liczba 2 1 liczba 4.

7e kazda z wymicnionych tu liczb istotnie ma co najmniej
jeden pierwiastek pierwotny, udowodnimy w § 7 (p. str. 193). Dla
Yiczb 2 i 4 rzecz ta mie przedstawia trudnosci, gdyz wobec
@(@)=1 jasne jest, Ze pierwiastkiem pierwotnym liczby 2 jest 1,
wobec za§ @(4)==2, pierwiastkiem pierwotnym liczby 4 jest 3.

§ 4. Twierdzenie Lagrange’a i wnioski z niego. Zajmiemy sie
przede wszystkim przypadkiem liczby pierwszej nieparzystej.
Bedzie nam w tym celu potrzebne pewne twierdzenie pomocni-
cze z teorii kongruencji algebraicznych, mianowicie tak zwane

Twierdzenie Lagrange’a. Jezeli f(x) jest wielomianem calkori-
tym n-tego stopnia rzgledem x o spélezynnikach calkomitych i je-
zeli spolczynnik przy x™ nie jest podzielny przez liczbe pierrsza p,
to kongruencja f(x)==0(modp) ma co najroyzej n piermwiastkém.

Dowéd. Na mocy twierdzenia 2 Rozdzialu III (§ 5, str. 52)
twierdzenie Lagrange’a zachodzi dla kongruencji stopnia pierw-
szego. Zalézmy. ze jest ono prawdziwe dla kongruencji stopnia
n=k—1 i wezmy pod uwage kongruencje k-tego stopnia

(6 | fx)=0 @odp),
gdzie f(x)=A0xk—!—Aix"‘1+...—l—Ak_1x+Ak i wszystkie liczby
Ay Ay,... Ax sa calkowite, a nadto 4, jest niepodzielne przez
liczbe pierwsza p.
Niech « bedzie jednym z pierwiastkéw kongruencji (16):
f(a)=0 (mod p)

Aoak+41ak—1+, A Ay o Ar=0(mod p).

W. Sierpifiski, Teoria Liczb.

czyli
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Zatem przy wszelkim calkowitym x

flx)=f(x)— f(a) (mod p)

czyli
Flao)= Ag(xt— aF) -4, (xFt —aF ) ... F A1 (x—a) (mod p).
Lecz

xi—gi=(x —a) (¢t tax2t x4 ')

dla i=k, k—1, ..., 1. Biorac to pod uwage, mozemy napisac
(18) f(x)=(x —a) g(x) (mod p),

gdzie g(x) jest wielomianem catkowitym (k—1)-go stopnia wzgle-
dem x o spélezynnikach calkowitych, a nadto spélezynnikiem
przy x*—1 jest— jak latwo obliczyé —liczba 4,, wiec liczba niepo-
dzielna przez p. Wielomian g(x) spelnia zatem (w my$l zalozenia,
przyjetego na poczatku dowodu) wszystkie warunki twierdzenia
Lagrange’a i przeto kongruencja

(19) g(x)=0 (mod p)

ma co najwyzej k—1 pierwiastkéw.

Gdyby kongruencja (16), wbrew twierdzeniu Lagrange’a,
miala wigcej niz k pierwiastkéw, tj. précz pierwiastka a jeszcze
co najmniej k pierwiastkéw ay,das,...,ar, réinych migdzy soba
i od liczby @, to mieliby$my dla i=1,2,....,k

f(a)=0 (mod p),

a zatem wobec kongruencji (18), zachodzacej przy wszelkim cal-
kowitym x, (a;—a)g(a)=0(modp), skad p|(ei—a)g(a:). Ponie-
waz jednak « sa pierwiastkami réznymi od e, wigc liczby ai—a
sa niepodzielne przez p. Stad wniosek, ze g(a;) musi byé podzielne
przez p, czyli ze g(a)=0(modp) dla i=1,2,....k. Wynikaloby
stad, ze kongruencja (19), ktéra jest z zalozenia stopnia n=k—1,
ma wiegcej niz k—1 pierwiastkéw, a wiec sprzecznoéé.

Tak wiec prawdziwoéé twierdzenia Lagrange’a dla kon-
gruencji stopnia n==k—1 pociaga za soba jego prawdziwo$é dla
kongruencji stopnia n=k. Poniewaz twierdzenie Lagrange’a
zachodzi dla kongruencji stopnia 1, wiec jego prawdziwo$é jest
dowiedgiona przez indukcje dla kongruencji kaidego stopnia.

Zauwazmy, ze jezeli f(k) jest wielomianem calkowitym n-tego
stopnia wzgledem x, w ktérym wspélczynnik przy x" jest pierw-
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szy wzgledem liczby zlozonej m, to kongruencja f(k)=0(modm)
moze mieé wiecej niz n pierwiastkéw.

Np. kongruencja x?=1(mod8) ma 4 pierwiastki: 1,53, 51 7.
Tak samo kongruencja x®—3x--2=0(mod 6} ma 4 pierwiastki:
1, 2, 41 5.

7 twierdzenia Langrange’a wyprowadzimy teraz naste-
pujacy

Whiosek. Jezeli kongruencja n-tego stopnia o spdlezynnikach
calkomwitych i module pierroszym p ma mwiecej niz n piermiastkom,
to jest tozsamoscioroa (tj. spelnia ja kazda liczba calkowita).

Dowdd. Niech w kongruencji (16)

flx)=Adoxr+ A x4 - Ap s x4y,

gdzie nie wszystkie spélczynniki Ay, 4,....4n— sa podzielne
przez p; niech A, bedzie pierwszym z niepodzielnych przez p.
Byloby wiec dla wszelkich x :

f(x) = Amxr™+ App1xv "4 4~ 45 (mod p),

gdzie 0<m<<n—1 czyli 1<n—m<n Wielomian po prawej
stronie tej kongruencji spelnialby wiec wszystkie warunki twier-
dzenia Lagrange’a, a jednoczeSnie wbrew temu twierdzeniu
bylby stopnia niewiekszego niz n, posiadajac wszystkie pier-
wiastki kongruencji (16), czyli wiecej niz n pierwiastkéw..

Wynika stad, ze kazdy ze spélczynnikéw A4,,4,,.... 4n jest
podzielny przez p, skad

(20) f(x)=Ax(mod p)

dla wszelkiego calkowitego x.

Pozostaje do okazania, ze réwniez An jest podzielne przez p.
Ot6z 'w my$él zalozenia kongruencja (16) jest rozwiazalna; ozna-
czajac przez o jeden z jej pierwiastkéw, mamy
(21) f(@)=0 {mod p);

z drugiej strony, kongruencja (20) daje dla x=a
fla) =4, (mOd P),

skad na mocy (21)
An=0 (mod p).

1%
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Tak wiec wszysikie spélezynniki wiclomianu [(x) sa podzielne
przez p, wobec czego kongruencja (16) zachodzi' przy wszelkim
catkowitym x, ¢. b. d. o.

Jednym z zastosowai udowodnionego wniosku jest nastepu-
jacy dowéd twierdzenia Wilsona, dowiedzionego na innej dro-
dze w Rozdziale 1V (§ t, str. 57).

Istotnie, kongruencja (p —2)-go stopnia

(22) (x—1)(x—2)...(x— p+1)—xr~t 41 =0 (mod p)
ma p—1 pierwiastkéw:
1, 2, 3, ..., p—1,
gdyz dla x=1,2,...,p—1 jest oczywiScie
(x—1)(x—2)...(x—p-F1)=0(mod p)
(wéwczas bowiem jeden z czynnikéw staje sig zerem), z drugiej
za§ strony
: — xP~1 1 =0 (mod p)
na podstawie malego twierdzenia Fermata (str. 59).
Kongruencja (22) jest wigc w my$l wniosku z twierdzenia La-
grange’a spelniona przez kazda liczbe x calkowita, w szczegél-
noéci przez x=0. Podstawiajac te wartos¢ do kongruencji (22),
otrzymujemy dla p pierwszych nieparzystych (z uwagl na to, ze
(—1pt=1)
1.2.3....-(p—1)+1=0(mod p),
czyli twierdzenie Wilsona.
Kongruencje o module pierwszym p mozna zawsze sprowa-
dzié za pomoca twierdzenia Fermata do kongruencji stopnia
nizszego od p. Mamy bowiem przy wszelkim calkowitym x:

xr=x(modp), arfi=x*(modp) itd.,

co pozwala na pozbycie sie wyrazow, zawiefajqcych niewiadoma
w potegach p, p+1, ...

CWICZENIA. 1. Dowieéé, ze twierdzenie Lagrange’a zachodzi dla kon-
gruencji o module 4 w tym sensie, ze jezeli f(x)=ayxn{-a,xn—1+4...Fan
jest wielomianem o wspélczynnikach calkowitych, gdzie a, jest liczba pierwsza
wzgledem 4, to kongruencja f(x)=0 (modm) ma nie wigcej niz n réznych pier-
wiastkéw.

Dowdéd. Skoro (25,4) =1, to a,== £1 (mod 4) 1 mozemy zaloiyé, ze a,=1
(gdyz w razie a,=—1 pomnozyliby§my kongruencje przez —1). Poniewaz kazda
kongruencja ma wedlug modulu 4 co najwyzej cztery pierwiastki (mianowicie
0,1, 21 3), wige mozemy zalozyé, ze n<4.
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Niech n="3. Gdyby kongruencja
x3ta,xtF-a,x+ a,=0(mod 4}
miala wiecej niz 5 pierwiastki, bylaby prawdziwa dla x=0,1,213 i mielibySmy

a;=0, 1+4a,+a,=0, 2a,=0, 35-4a,+3a,=0 (mod 4),
i.c

skad 53 (1 +-a, -+ a,) — 3+ a,+5a,)==0, zatem 2a,==0 i 2+4-2a,42a,=2(mod 4},

wbrew 1-+a, 4 a,=0 (mod 4).

Niech teraz n =2. Przypuéémy, ze kongruencja
(%} x?}a, x4 2,=0 (mod 4)
ma wiecej niz 2 pierwiastki. Gdyby ich miala 4, to kongruencja

x*4-a, x4 a, x =0 (mod 4)
tez mialaby 4 pierwiastki, co— jak dowiedliSmy — jest niemozliwe. Gdyby za$
kongruencja (%) miata 3 pierwiastki, to oznmaczajac przez a te spoérdd liczb
0,1,2 i 3, ki6ra nie jest jej pierwiastkiem, stwierdzilibyémy, ze kongruencja
(x—a) {x*Fa,x -+ a,) =0 (mod 4)
musiataby mieé 4 pierwiastki, co — jak dowiedli§my — jest niemozliwe.

Wreszcie, niech n =1. Kongruencja x—--a, =0 {mod 4) ma oczywiscie jeden
tylko pierwiastek x=—a, (mod 4).

Tym samym dowéd zostal zakoficzony.

9. Dowieéé, ze w éwiczeniu 1 nie mozna zastapié modulu 4 przez zadna
inna liczbe zlozona.

Dowéd. 1% Niech m=pe, gdzie p=21i «>2 albo p>2 i «>2. Réz-
nymi pierwiastkami kongruencji x®=0(mod m) sa oczywiscie lczby:

0, p, 2p, ..., (p**—1}p,
ktérych jest pe—1. Lecz 2¢—1>¢ dla «>2 oraz pe—1>a dla‘p:}ﬁ ie>2
Kongruencja mialaby zatem wiecej pierwiastkéw niz wynosi jej stopieil.

20 Jezeli liczba zlozona m nie jest potega liczby pierwszej, to posiada co
najmuniej dwa rozne dzielniki pierwsze i mozemy przyjaé, Zze m=mmy, gdzie
(mg.mod =1, my>1 i my>1. Jak latwo widzieé, kazda liczba catkowita spelnia
kongruencje (x— 1) {x—2) ... (x— n; —m,) =0 (mod m), gdyz dla kazdego calko-
witego x lewa strona jest podzielna zaréwno przez m, jak przez m,, a zatem
(wobec (my,m.) =1} tez przez m;m,=m. Lecz kongruencja ta jest stopnia
my+m,<m, gdyz wobec (my,m.=1 mamy m;=m,, skad wobee m,>1
i m.>1 wynika, ze m; +me<m ..

5. Dowieéé, ze jezeli p jest liczba pierwsza, to dla kazdej liczby naturalnej
n<p istnieje kongruencja n-tego stopnia .
xr+a,an—1-4 a,xn—2 ...+ an=0{(mod p),
majaca dokladnie n pierwiastk6w.
Wskazéwka. Jest to kongruencja (x — 1) (x —2}...(x—n}==0 (mod p).
Jak byloby tutaj, gdybyémy liczbe p zastapili przez liczbe zlozona?
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4. Dowieéé, ze dla kazdej liczby naturalnej m>1 istnieje taki wielomian
flx) stopnia nizszego od m o wspélezynnikach catkowitych, ze przy wszelkim
calkowitym x jest
xm==f(x) (mod m).

Dowéd, Niech m=p,“p....p" bedzie rozkladem liczby m na czyn-
niki pierwsze. W my$l malego twierdzenia Fermata mamy przy wszelkim
catkowitym x kongruencje (xfi—x)% ==0(mod p*) dla i=1,2,...,k; zatem

& .
[] aPi—x)"1==0 (mod m).

i=1

Wobee p™—p.S2-+...+pr®t << m wystarczy wice przyjaé

k

Ul N N

Flx)=a™— (P %y py et PE k) I_Ii (Pt — x)%E,
=

5. Dowie$é, ze dla wszelkich catkowitych x jest
(2x41)3—2x—1==0 (mod 240) ).
. 6. Dowiesé, ze dla wszelkich calkowitych x jest
% (52 — 49) (x2+-49) =0 (mod 30) ?).
7. Rozsegregowaé liczby ‘naturalne mniejsze od 23 podtug wykladnikéw,
do kiérych naleza one wediug modulu 23.
Odpowiedz Do wykladnika 1 nalezy tylko liczba 1, do wykladnika 2 —
tylko liczba 22, do wykladnika 11—tylko liczby:
2,3, 4, 6, 8.9, 12, 13, 16 i 18,
pozostale za§ 10 liczb naturalnych, mniejszych od 23, naleza do wyktadnika 22
(a wiec sa pierwiastkami pierwotnymi liczby pierwszej 23).
8. Rozsegregowaé liczby naturalne niewigksze od 30 i pierwsze wzgledem
30 podiug wykltadnikéw, do ktérych naleza one wedlug modutu 30.
Odpowiedz. Liczba 1 nalezy do wykladnika 1, liczby 11, 19 i 29 — do
wykladnika 2, wreszeie liczby 7, 13, 17 i 23 —do wykladnika 4. Jak stad widaé,
liczba 30 nie posiada pierwiastkéw pierwotnych (ktére musialyby by¢ liczbami,
nalezaeymi do wykladnika 8):
9, Rozsegregowaé liczby naturalne niewieksze od 25 i pierwsze wzgledem
25 podlug wyktadnikéw, do ktérych naleza one wedlug modutu 25.
Odpowiedz Do wykladnika 1 nalezy liczba 1, do wylladnika 2—liczba
24, do wykladnika 4—liczby 7 i 18, do wyktadnika 5—liczby 6, 11, 161 21, do
wyktadnika 10 —liczby 4, 9, 14 i 19, do wykladnika 20 —liczby
2, 5, 8, 12, 13, 17, 22 i 23,

Liczba 25 ma wiec 8 pierwiastkéw pierwotnych.
1) J.Fitz-Patrick, Exercices d' Arithmétique, Wyd. 3-¢, Paryz 1914, str. 65,
zadanie 430.
* %) Ob. tamze str. 66, zadanie 435.
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10. Rozsegregowaé liczby naturalne niewieksze od 27 i pierwsze wzgledem
27 podiug wykladnikéw, do kiérych naleza one wediug modulu 27,

OdpowiedZ Do wykladnika 1 nalezy liczba 1, do wykladnika 2—liczba
26, do wykladnika 35— liczby 10 i 19, do wykladnika 6 —liczby 8 i 17, do wy-
Kkladnika 9 — liezby 7, 13, 16, 22, 25 i 25, a do wykladnika 18- liczby

2, 4, 5, 11, 14 i 20.

Liczba 27 ma wigc 6 pierwiastkéw pierwoinych.

11. Rozsegregowaé liczby naturalne niewieksze od 32 i pierwsze wzgledem
32 podlug wykladnikéw, do kiérych naleza one wedlug modulu 32.

Odpowiedz Do wykladnika 1 nalezy liczba 1, do wykladnika 2—liczby
15, 17 i 31, do wykladnika 4 —liczby 7, 9, 25 i 25, do wykladnika §— liczby
3, 5, 11, 13, 19, 21, 27 i 29. Pierwiastkéw pierwotnych liczba 32 nie posiada.

12. Sprawdzié, ze dla moduléw m=2, 3, 6, 12 i 24 kazda taka liczba na-
turalna n, ze 1<n<m i (m,n}=1, nalezy do wykladnika 2.

Mozna dowiesé, ze innych moduléw m o tej wlasnoci nie ma.

§ 5. Dowéd istnienia pierwiastkéw pierwotnych liczb pierw-
szych. Powr6émy do dowodu istnienia pierwiastkéw pierwotnych.
Jako szezegbélny przypadek twierdzenia 3, gdy za m podstawié
liczbe pierwsza p, otrzymujemy nastepujacy

Whiosek. Wedlug modulu piermszego p liczby calkomwite moga
nalezeé tylko do mwykladnikdmw bedacych dzielnikami liczby p —1.

Niech 6 bedzie jakimkolwiek dzielnikiem liczby p—1. Oznacz-
my przez p(d) liczbe liczb ciagu
(23) 1,2, ..., p—1,
nalezacych do wykladnika 6. Poniewaz kazda z liczb tego ciagu
musi nalezeé do pewnego wykladnika 6, bedacego dzielnikiem
liczby p—1, wiec

Dyp(8)=p—1.
ép—1

7 drugiej strony, jest dla funkeji Gaussa (p. str. 144)

2 @) =p—1.
8p—1
Zatem
(24) 5;2_ 1[¢<6) —p(®)]=0.

Dowiedziemy, ze jest stale (8) <¢(d).

Gdy (8)=0, jest to oczywiste; mozemy wigc zalozyé, ze
p(0)==0, czyli ze do wykladnika & nalezy (wediug modulu p)
co najmniej jedna liczba ciagu (24); np. liczba a. Jest wige

a’=1 (mod p).



184 ROZDZIAL VIIL Pierwiastki pierwotne i wskaZnikd,

Liczba a jest przeto jednym z pierwiastkéw kongruencji
(25) x4 —1==0 (mod p).

Reszty z dzielenia liczb

at,al,a’ ..., att

przez p sa — jak dowiedlismy w § 2 (p. str. 174) — wszystkie
réine. Oznacamy ogblnie przez ri (dla k=0, 1,2,...,6—1) reszte
2 dzielenia liczby a* przez p. Zatem

: rd = (aF)P =(a®)* =1 (mod p).

Liczby
(20) ‘ TysTysTaseees To—1
sa wiec wszystkie pierwiastkami kongruencji (23). Lecz kongru-
encja ta jest stopnia & i spelnia warunki twierdzenia Lagran-
ge’a, nie moze zatem miec innych pierwiastkéw préez 6 i liczb (26),
ktére sa wszystkie rézne, jako rézne liczby ciagu (23).

7 drugiej strony, kazda liczba nalezaca do wykladnika 6 musi
spetniaé kongruencje (25); wnosimy stad, ze kazda liczba ciagn
(23), nalezaca do wykladnika 8, znajdzie ‘si¢ wéréd liczb (26). Za~
pytamy obecnie, ktére z liczb (20) istotnie naleza do wykladnika 6.

Okazemy, ze na to, by liczba ri nalezala do wykladnika 6.
potrzeba i wystarcza, zeby bylo (k,8)=1.

Zaléamy, ze warunek (k,6)=1 jest speiniony. Liczba ri nie
moze nalezeé do wykladnika wickszego od 6, gdyz spelnia ona
w kazdym razie kongruencje (25). Liczba rt nalezy wige do wy-
Kladnika & <6 czyli m¥’=1(modp), skad wobec aF=ry (mod p)
otrzymujemy a*¥=1(modp), co dowodzi, Ze liczba k¢ jest jed-
nym z pierwiastkéw kongruencji wykladniczej

a*==1 (mod p).

W myél dowiedzionej w § 2 (p. str. 173) wlasno§ci pierwiast-
kéw kongruencji (7) liczba k¢ musi wige byé podzielna przez 0.
skad wynika wobec (k,0) =1, ze & jest podzielne przez 6, a za-
tem wobee & <C98, ze 6 =20. Warunek (k,0)=1 jest wigc wystar-
czajacy na to, by liczba 1y nalezala do wykiadnika 6.

Zalozmy teraz, ze (k,0)=d>1, skad

k=dk, 1 ©é=dd,
gdzie 8, <. Stad ké,=dk,8,=k,4, a zatem

rds=ath=(ak)?=1 (mod p)
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czyli mfr=1(modp) dla d,<<6. Znaczy to, ze liczba r. nalezy
do wykladnika nizszego niz 6. Warunek (k,8)=1 jest wiec ko-
nieczny, by liczba ri nalezala do wykiadnika 4.

Streszczajac, mozemy powiedzieé, ze wszystkimi liczbami
ciagu (23), nalezacymi wedlug modutu p do wykladnika 6, sa te
spoéréd liczb (26), ktérych wskazniki sa pierwsze wzgledem 6.
Takich wskaznikéw jest oczywiscie (). DowiedliSmy wiec, Ze
gdy »(6)==0, to zachodzi réwnosé¢ (8)=p(s). W kaidym wiec
razie Jest p(8) < ¢(6). ’

Wynika stad, ze zaden ze skladnikéw sumy po lewej stronie
wzora (24) nie jest ujemny. Suma skladnikéw nieujemnych moie
jednak byé zerem tylko wtedy, gdy kazdy z nich jest zerem.
Jest wiee p(8)=¢(8) dla kazdego dzielnika ¢ liczby p—1.

Udowodniliémy w ten sposéb :

Twierdzenie 6. Do kazdego dzielnika 6 liczby p — 1 naleiy
medlug modutu p dokladnie ¢(8) réznych liczb ciggu 1,2,...,p—1.

Stad w szezegblnoSci dla §=p—1 otrzymujemy

Wniosek., Kazda liczba piermsza p ma dokladnie ¢(p —1)
piermiastkdro piermotnych m ciagu liczb 1,2,...,p—1.

Jezeli g jest pierwiastkiem pierwotnym liczby pierwszej p,
to wszystkie pozostale jej pierwiastki pierwotne z ciagu (25)
otrzymamy jako reszty (wedlug modulu p) tych wyrazéw ciagu

g()’ g:{5 g‘l’ vees gp-—Q’

ktérych wykladniki sa pierwsze wzgledem liczby p —1. Wobec
tego w tablicach pierwiastkéw pierwotnych podaje sig jeden tylko
pierwiastek, zwykle najmniejszy.

Bedziemy go oznaczali przez y(p).

Oto najmniejsze pierwiastki pierwotne liczb pierwszych nie-
parzystych p. mmniejszych od 100:

p_|3
y(p)| 2

p_|45]47|55]59161|
OIEIEIEIEIEE

Nie wiadomo, ile jest liczb pierwszych, dla ktérych, pierwia-
stkiem pierwotnym jest liczba 2.
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Nie posiadamy dotad bezposredmej metody wyznaczania pier-
wiastkéw pierwotnych?).

Jak widzimy z tabliczki, dla liczb pierwszych p<<100 jest
(p)<7. Dla liczh pierwszych p<C191 Jest takze y(p)<L7, lecz
(191) —~19 dla liczb pierwszych p-<<409 jest »(p)<19, lecz
(409)=21; dla liczb pierwszych p<C33061 jest y(p)<2i, lecz
(
(
(

R R R

3361)—-—22, dla liczb pierwszych p<<571i1 jest y(p)< 22, lecz
y(5711)=29; dla liczb pierwszych p<<5881 jest y(p )<< 29, lecz
»(5881)==31 2).

7 istnienia pierwiastkéw pierwotnych liczb pierwszych wy-
nika, ze jezeli liczba naturalna n jest pierwsza, to istnieje taka
liczba naturalna g, ze :

@) S nlpi—t

ise n—1 jest najmniejszym wykladnikiem naturalnym o wlas-
noéci (27).

Fatwo widzieé, ze i na odwrét: jezeli dla liezby naturalnej
n>1 istnieje taka liczba naturalna g, to liczba n jest pierwsza.

Istotnie, przypuéémy, ze liczba n jest zlozona. Jezeli dla pew-
nego naturalnego g zachodzi podzielno$é (27), to musi byé (g,n)=1,
a zatem nlgr™—1 w my#$l twierdzenia Eulera. Lecz skoro liczba
n jest zlozona, mamy ¢(n)<<n—1.

Mozemy wiec wypowiedzieé nastepujace

Twierdzenie 7. Na to, by liczba naturalna n>1 byla pierr-
sza, potrzeba i roystarcza, zeby istniala taka liczba naturalna g, ze
nlgnt—1 i ze dla zadnej liczby naturalnej x<<n—1 nie jest
njg*—1.

W zwigzku z wyznaczaniem pierwiastkéw pierwotnych, obli-
czano tablice ?), dajace dla liczb pierwszych p taki najmmniejszy
wykladnik naturalny x, ze

2¥=1 (mod p).

) Wiecej szczegfléw o wyznaczaniu pierwiastkéw pierwotnych znajdzie
czytelnik w monografii: E. Poznafiski, Piermiastki piermotne liczb piermo-
szych, Warszawa 1901, 63 stronice.

2) Wedlug tablic podanych w ksigzce: G, Wertheim, Anfangsgriinde der
Zahlenlehre, Brunswik 1902, str. 406-409.

%) Ob. np. N. G. W. H. Berger, New Archiv Wiskunde (2), tom 20 (1940),
str. 307 i 308 oraz tom 22 {1948) str. 310 i 311.

s 6] Pierwiastki pierwotne dla modulow pe 1 2pe. 187

¢

§ 6. Pierwiastki pierwotne dla moduléw p®i2p% Zajmiemy
sie teraz przypadkiem, kiedy modul jest potega liczby pierwszej
nieparzystej.

Udowodnimy przede wszystkim nastepujacy

Lemat., Jezeli dla peronego g calkomwitego oraz n i s natu-
ralnych jest

8 r=1+kp,
gdzie k jest liczba calkomita, to
grr=1+4-Ip*,

gdzie 1 jest liczba calkowits; nadto jezeli k jest niepodzielne przez
p, to i 1 jest niepodzielne przez p.
Dowéd. W mysl (28) jest

—1) 15
g7 = (1 kpp =1+ p POt

gdzie wszystkie skladniki, poczynajac od trzeciego, sa oczywiscie
podzielne przez p*'+!, a zatem i przez p**® (wobec 2s-12>s}2,
gdyz s jest naturalne). Mozemy wigc napisaé

gnp =1 + kp‘+1+ k-’ps-l-Z =1 —f—lp“‘“,

gdzie wobec catkowitoSci lezby k' liczba I=k-k'p jest calko-
wita i — w razie niepodzielnofci liczby k przez p — réwniez
niepodzielna przez p.

Twierdzenie 8. Na to, by liczba g byla piermiastkiem pier-
mwotnym liczby p=*, gdzie p jest liczba pierrvszg nieparzysta i a>>1,
potrzeba i wystarcza, zeby liczba g byla takim pierriastkiem pier-
motnym liczby p, dla ktdrego liczba gP—'—1 nie ]est podzielna
przez p°.

Dowé6d. Zalézmy, ze liczba g jest pierwiastkiem pierwotnym
liczby p®, gdzie a>1. Niech ¢ bedzie wykladnikiem, do ktérego
nalezy liczba g wedlug modulu p. Jest wice

g8 =1 (mod p)

czyli réznica g®—1 jest podzielna przez p. Oznaczajac teraz przez
p* najwyzsza potege liczby p, przez ktéra roznica g*—1 jest po-
dzielna, mozemy napisaé

(29) g=1-+kp’,
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gdzie k jest liczba calkowita niepodzielna przez p, a § — liczba,
naturalng. W my$l dowiedzionego lematu, dostajemy stad

g =t-Hhp,
gdzie k,==0 (modp). Stosujac ten lemat jeszcze raz (dla n=96dp),
otrzymujemy

g =1+ ko,
dalej w ten sam sposéb

gﬁpﬁz 1 + k3p5+3’

(30) g =1 ka—map* wt
i wreszcie
(1) g7 =1+ kaipt e

gdzie k.ky,....kan sa liczbami calkowitymi. Réwno$é (31) daje
wobec s>>1 kongruencje

(32) gr“"'=1(mod p*),

a 7e — jak zalozyliémy — liczba g nalezy wedlug modulu p* do
wykladnika ¢(p4)= p=t(p—1), wigc z kongruencji (32) wynika,
ze liczba 8pe—t jest podzielna przez p*i(p—1), skad wnosimy,
e liczba & jest podzielna przez p —1. Poniewaz za$ ¢, jako wy-
Kktadnik, do ktérego nalezy g wedlug modulu p, musi by¢ dziel-
nikiem liczby o(p)=p—1, wiec =p—1. Liczba g jest zatem
pierwiastkiem pierwotnym liczby p.

Otéz gdyby liczba grt—1 byla podzielna przez p* to mo-
glibyémy napisaé gr+=1-kp® przy k calkowitym i przeto,
wobec S=p—1, przyjaé s=2 we wzorze (29). Byloby wiec
s+a—22> a, skad w mysl (30) =" %=1 (mod p®) whrew zalo-
zeniu, ze g jest pierwiastkiem pierwotnym liczby p“ Dowiedliémy
wiee, ze jezeli g jest pierwiastkiem pierwotnym liczby p% gdzie
p jest liczba pierwsza i a>>1, to g jest tei pierwiastkiem pier-
wotnym liczby p i liczba gr—'—1 nie Jest podzielna przez p°
Warunek jest wiec konieezny.

By udowodnié, ze jest zarazem dostateczny, zalézmy,
ze g jest takim pierwiastkiem pierwotnym liczby p, dla ktérego
gP—t—1 jest niepodzielne przez p* Mozemy wiec napisaé

(33) grt=1-1kp,
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gdzie k jest liczba calkowita niepodzielna przez p (réznica gr—1—1
jest w kazdym razie podzielna przez p, skoro g jest pierwiast-
kiem pierwotnym liczby p).

W myél lematu jest

g‘l"”l’=1—l—k1p9,

gdzie k, jest liczbg calkowits niepodzielng przez p. Stosujac le-
mat w dalszym ciagu, otrzymujemy

QoAb Ryt L, g g Lk pet,

gdzie lliczl)y ks, kg,..., kan sa catkowite i miepodzielne przez p.
Ostatnia z tych réwnoSci wskazuje, Ze
(34) gP~9P"? =41 (mod p?).

Oznaczmy przez d wykladnik, do ktérego nalezy g wediug
modutu p2. Jest wige
(33) ' g?=1 (mod p®
i.tym. bar‘dziej g=1(modp), skad wobec zalozenia, ze g jest
pierwiastkiem pierwotnym liczby p, wynika, Zze d jest podzielne
przez p—1, czyli ze ’
(36) d=lp—1),
gdzie [ jest calkowite.

Z 'drl_lgiej strony, g moze wedlug modulu -p* nalezeé tylko do
wykladnika, ktéry jest dzielnikiem liczby ¢(p%)=p*—t(p—1); za-
tem p*!(p—1) jest podzielne przez [(p —1), czyli p*! przez I,
skad [=p#, gdzie f<Ca—1.

Wynika stad na mocy (36), ze d=pf(p—1), gdzie p<la—1.
Gdyby bylo 13<a‘—1 czyli p<{a—2, to d byloby dzielnikiem
liczby p*2(p—1) i wobec (35) mielibyémy kongruencje

gr—0r" =1 (mod p%
wbrew (34). Jest wicc' f=a—1 czyli d=p*'(p—1)=¢(p%), co
dowodzi, ze liczba g jest pierwiastkiem pierwotnym liczby p*.
Warunek jest wigc dostateczny, c. b. d. d.

Whniosek 1. Kazda liczba p* gdzie p jest liczbs pierrosza nie-
parzystq i «>>1, ma co najmniej jeden piermiastek piermotny.

Dowéd. W mysl twierdzenia 8 wystarczy okazaé, ze istnieje
taki pierwiastek pierwotny-g liczby pierwszej nieparzystej p, dla
ktérego liczba gP—t—1 nie jest podzielna przez p® Niech g, be-
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dzie jakimkolwiek pierwiastkiem pierwotnym liczby p. Jest wigc
g&—t=1(modp) czyli
(37) gt =1 + ks,

" gdzie k, jest liczba calkowita niepodzielna przez p. Kongruencja

g—2x=k, —1 (modp) -

j i 7 i i g2 jest liczba pierwsza
{:Zgl;olz:glzzsilgﬁu g;)l.yi\Tig:c’h ax:v—%lfgdzlieg;ierwjiastkiem tejpkongru-
encji. Zatem :
(38) . gop_2x0=k0*1+tpa
gdzie 1 jest liczba calkowita.

QOkre§lmy g wzorem

§="8oF XoD-

Wobec g=g,(mod p), liczba g jest pierwiastkiem pierwotnym
liczby p oraz . ]
gt = (go-txopP =

—1 —2 3 o D302
:gop_1+(P"1)gop—2xop+(£—%%l‘"—)gop B’ - s

gdzie wszystkie skladniki szeregu po prawej s.tronie s, goczynaja‘c
od trzeciego, podzielne przez p* Mozemy wigc napisac
gp_i=§op_i+(P—1)gop_2x0P+kP2s
gdzie k jest liczba calkowita. Stad na mocy (37) i (38):
gt =1-+kop+(—1)pke—1-+tp)+kp'=
=1-+p-+(ke—1-+ip—t-+k)p*=1+4p+Ip%
czyli gt —1=p-+1p* gdzie [ jest liczba catkowita. Wynika stad
natychmiast, ze g~ —1 nie jest podzielne przez p?% c. b. d. o.
Whiosek 2. Kaidy piermiastek piermotny nieparzysty liczby
p® (gdzie p jest liczba pierrsza, nieparzysta, a zfas’ — liczbg natu-
ralng) jest zarazem piermiastkiem pierrotnym liczby 2p®.
Dowéd. Niech g bedzie pierwiastkiem pierwotnym nieparzy-
stym liczby p®. Liczba g jest wiec pierwsza wzglq@em 2p® 1 przeto
nalezy wedlug modulu 2p* do pewnego Wyklad'm.ka (naturalnego)
6. Zatem g=1(mod2p%, a wigc tym bar-due] ngﬁ: (mod p®),
skad wnosimy (skoro g jest pierwiastkiem pierwotnym liczby p%),
ze 6 jest podzielne przez g(p®) i przeto ze 6> ¢(p%.
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Lecz ze wzoréw dla funkeji Gaussa (p. str. 140) wynika, ze
?(2p) = Q@) (p9) =g(p®).

Zatem 6> p(2p%), skad wnosimy, Ze g nalezy wediug modulu
2p® do wykladnika @(2p% czyli jest pierwiastkiem pierwotnym
liczby 2p% c. b. d. d.

Z wnioskéw 1 i 2 wynika od razu, ze liczba 2p“ (gdzie p jest
liczba pierwsza nieparzysta i a>1) posiada piermiastek piermotny.

W tym celu wystarczy bowiem okazaé, ze istnieje pierwia-
stek pierwotny nieparzysty liczby p% Otéz na mocy wnioskéw
12 liczba p* posiada co najmniej jeden pierwiastek pierwotny:
jezeli jest nim liczba g, to liczba g-}-p= jako przystajaca do g
wedlug modulu p® réwniez jest pierwiastkiem pierwoinym liczby
p% z dwu za$§ liczb gi g+ p® (wobec nieparzystoéei liczby p)
zawsze jedna jest nieparzysta.

§ 7. Liczba pierwiastkéw, pierwotnych wedlﬁg jakiegokol-
wiek modulu. Zal6zmy, ze liczba m ma pierwiastek pierwotny g.
Jak wiemy z twierdzenia 2, dla kazdej liczby n, pierwszej wzgle-
dem m, istnieje w ciggu 0, 1, ..., g(m)—1 jeden i tylko jeden
taki wyktadnik x, iz

g5=n (mod m).

Jest to wykladnik x=ind,n (ob. str. 174).

Niech a bedzie liczba pierwsza wzgledem m, a § — wyklad-
nikiem, do ktérego nalezy a wedlug modulu m. Niech dla skré-
cenia:

(39) k=ind,a, s=p(m), d=(k,s).

Udowodnimy nastepujace

Twierdzenie 9. 6=§l, t] ykladnik, do kitérego nalezy a mwe- -

diug modulu m, jest rérony ilorazomi z dzielenia liczby ¢(m) przez
najmiekszy mwspélny dzielnik liczb indga 1 ¢(m).
Dowéd. Wyznaczmy liezby k, s i d ze wzoréw (39) i przyj-
mijmy
h=23.
d
Na mocy okreflenia liczby k jest wiec
(40) al=g"" (mod m),
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gdzie kh= s% a z okreélenia liczby d wynika, ze k jest podzielne
przez d; zatem kh jest podzielne przez s=g(m), wobec czego
kongruencja (40) daje

at=1 (modm),

skad 6 <Lh.
7 drugiej strony, poniewaz na mocey (39)

g’\'f‘ =at=1 (mod m),

wiec (z uwagi, ze g jest pierwiastkiem pierwotnym liczby m) jest
ks=ts, gdzie t jest liczba catkowita. Stad

k s

a=ta
a poniewaz (§=§)=1, wiec wnosimy, ze 6 jest podzielne  przez
%:h, czyli ze 8>h.

. s
Nieréwnoéci 6<h i 6>>h daja d=h czyli 6=—&, c. b. d. o.

Udowodnione twierdzenie 9 pozwoli nam w zalozeniu, ze
istniefe przynajmniej jeden pierwiastek pierwotny g liczby m,
obliczyé, ile jest w ciagu

(41) . 1, 2, ..., m

liczh, nalezacych wedlug modulu m do danego wykladnika 4,
bedacego dzielnikiem liczby ¢(m).

Jak wiemy (ob. str. 174), jezeli g jest pierwiastkiem pierwot;—
nym liczby m, to wyznaczajac reszty z dzielenia przez m kolej-

. nych poteg

(42) g“: gl, e gq;(m) — 1’

otrzymamy wszystkie wyrazy ciagu (41), pierwsze wzgledem m.
Poniewaz liczby przystajace do siebie wedlug modulu m naleza
do tego samego wyktadnika, wiec wystarczy obliczyé, ile wyra-
zéw ciagu (42) nalezy do wykladnika 6.

Oczywiscie indy(g")=k dla k=0,1....,¢(m)—1; wskaznikami
liczb (42) sa wige liczby

(43) 0, 1, ..., p(m)y—1.
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Wystarczy przeto z uwagi na wzér 6=—k—s-é5 obliczyé, ile wy-
razéw ciagu (43) spelnia warunek (k,s)= 5, tj. ile liczb z ciagu (43)

ma z liczbg ¢(m) najwickszy wspélny dzielnik d=5.
Na to, zeby liczba n miala z liczba ¢(m) najwickszy wsp6lny

dzielnik d, potrzeba i wystarcza, izby bylo n=Id, gdzie I jest

‘p(_m)zd (p. Rozdzial 1, §3, str. 5); stad

obliczamy z latwoscia, ze w ciagu (43) jest @(8) liczb, majacych
z liczba @(m) najwiekszy wspélny dzielnik d.
Udowodnilismy wiec nastepujace

liczba pierwsza wzgledem

Twierdzenie 10. Jezeli liczba m ma piermiastek plermotny,
to r ciggu 1,2,...,m jest dokladnie ¢(3) liczb nalezacych do my-
kladnika ¢, bcgdqcego dzielnikiem liczby ¢(m).

Stad w szczegdlnosci dla 6=g(m), jezeli liczha m ma co naj-
mniej jeden piermiastek piermotny, to ma ona w ciggu 1,2,....m
dokladnie p(p(m)) pierriastkéro piermotnych.

w s7czegélnoéci wige, jezeli p jest liczba pierwsza niepa-
rzysta, a za§ — liczba naturalna, to kazda z liczb p“ i 2p® ma

@(p=t(p—1)) nieprzystajacych do siebie pierwiastkéw pierwot-
nych.

Na podstawie twierdzen 6-10 i wnioskéw z mch mozemy
wige wypowiedzieé nastepujace

Twierdzenie 11. Piermiastki piermotne maja tylko nastepujace -

liczby m:
2% 4 pr 1 2p4
gdzie p jest liczba piermsza nieparzysts, a zas — liczbg naturalna.

Dla kazdej z poroyzszych liczb m mw ciagu 1,2,...,m. jest dokfad-
nie (p(p(m)) piermiastkdmw piermotnych.

§ 8. Modut 2% dla a>3. Wlasno§é liczby 5. Zajmiemy sie
obecnie modutem m=2% gdzie a>>3. Poniewaz p(2%) = 2¢—1, wiec
liczby moga naleze¢ wedlug modulu 2¢ jedynie do tych wykladni—
kéw 6, kiére sa dzielnikami liczby 2¢1 czyli maja postaé 6==2v,
gdzie »<a—1. Dla ¢>>3 nie ma — jak wiemy z twierdzenia 5 (§ 3,
str. 177) — zadnej liczby, nalezacej wedlug modutu 2% do wyklad-
nika 2¢7!; w razie wigc «>>3, musi byé 6=27 gdzie y{a—2.
W. Sierpifiski, Teoria Liczh. 7 13
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Okasemy, ze (dla a>>3) zawsze istnieje co najmmniej j-edna
liczba, nalezaca wedlug medutu 2¢ do wykladnika 22, miano-
wicie, ze taka liczba jest 5. ) ' ‘

Oznaczmy przez 6 wykladnik, do ktérego liczba 5 n,a,lezy
wedlug modutu 2¢; jak widzieliSmy, musi byé §=2". Przyf‘)uscmy‘,
se 6< 252 byloby wiec v<<a—2 czyli »<a—3, a wiec 2“—."."
byloby w kazdym razie podzielne przez 2°=4¢ i z kongruencji

56=1 (mod 2%)
wynikataby kongruencja
(44) 52070 == { (mod 2°).
7 drugiej strony jednak jest
514122,

Przypuéémy, ze dla pewnego n naturalnego jest

(45) 52 e | B 2R,

gdzie h. jest liczba nieparzysta; jest to prawdziwe dla.n:? 1. Pod-
noszac do kwadratu obie strony réwnofci (45), dostaliby$my

. 52"=1—}—2hn-2"+1—}~hn2~22"+2=1+(hn—|—2nhn2)2"+2=1+hn+12"+2,

gdzie Pnyi=ha+2nh,? byloby liczba nieparzysta wobec nit?pa—
rzystosci liczby h, i zalozenia, ze n>1. Wzér (45) zachodziltby
wige dla wszelkiego n naturalnego, skad dla n=a—2 byloby

5270 = { 4 hyg- 2574,

ote—8

co dowodzi, e réznica 5% °—1==hg o-2¢~1 bylaby wobec mnie-
parzystosci liczby he—o niepodzielna przez 2% wbrew (44).

Jest wiec 63>2¢2, a ze z drugiej strony, jak wiemy, §=2’
gdzie »<a—2, wiec musi byé §=27 c. b. d. o.

Udowodnilismy zatem, ze dla a>>3 liczba 5 nalezy medlug
modulu 2% do mwykladnika 2472,

Wynika stad pewna ciekawa wlasnos¢ liczby 5. Aby ja wy-
prowadzié, zauwazymy przede wszystkim, Ze skoro 5 nalezy
wedlug modulu 2¢ (a>>3) do wykladnika 2°7% to reszty z dzie-
lenia wyrazéw ciagu

a—2

(46) ' 5, 5, 5, ., 5
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przez liczbe 2¢ sa wszystkie réine (zob. §2, sir. 174). Stad wy-
nika natychmiast, ze reszty z dzielenia wyrazéw ciagu

47) =5, —5, —52 L, -5 T

przez liczbe 2¢ tez sy wszystkie rézne, gdyz w razie, g.dyby-

—5#=—5"(mod 2%), mieliby$my zarazem 5*==5"(mod 2%).
Okazemy, ze kazdy wyraz ciagu (46) daje przy dzieleniu

przez 2¢ resztg rézna od reszty kazdego z wyrazéw ciagu (47).
Istotnie, gdyby bylo »

5#=—5"(mod 2%),
to wobec a3 byloby tym bardziej
St =— 5 (mod 4),
a wiec wobec 5=1(mod4) réwniez 1=—1(mod4), co nie-
mozliwe.
DowiedliSmy wiec, ze dzielac kazda z 2¢—! liczb
5, 5, 5 L., 5T

=50, =5, =5 L, 3T

L]

(48)

przez liczbe 2% otrzymujemy same rézne reszty. Z drugiej strony
reszty te musza byé wszystkie nicparzyste, gdyz liczby (48) sa
wszystkie nieparzyste. Poniewaz wreszcie wszystkich réznych
reszt nieparzystych wedlug modulu 2% jest tylko 2*—, wiec wno-
simy, ze reszty liczb (48) wedlug moduiu 2¢ 16znig si¢ co naj-
wyzej porzadkiem od liézb ciaga

1,3, 5 7, ..., 2—1.

Wrynika stad, ze kaida lieczba nieparzysta przystaje wedlug.

modulu 2% do jednej i tylko jednej z liczb (48). Mozemy wieé wy-
powiedzie¢ nastepujace :

Twierdzenie 12. Dla kazdej liczby nieparzystej n (przy da-
nym module 2%, gdzie o> 3) moina royznaczyé i to r jeden tylko
sposéb liczby calkomite ¢ i n, spelniajace roarunki:

0<<Let, 0 p2e2—1, n=(—1)5"(mod 22).

Uklady wykladnikéw e, graja wiec dla modulu 2¢ niejako

role wskaznikéw. : -
Mozna by z latwoécia dowie§é, ze wyprowadzona wilasnoéé

liczby 5 posiada kazda liczba formy 8k--5, gdzie k jest liczba

15*%
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calkowifs. Rozumowanie byloby takie samo, jak dla liczby 5; wy-
starczyloby si¢ tylko oprzeé na uwadze, ze kazda liczba formy
8k-5 daje sie przedstawié w postaci 14-2°h, gdzie h jest licaba,
nieparzysta. :

§ 9. Wlasnoéei wskaznikéw. Zajmiemy si¢ obecnie blizszym
zbadaniem wlhasnosci wskaznikéw (indeksow).

Niech g bedzie jakimkolwiek pierwiastkiem pierwotnym
liczby m. Péki bedzie mowa o wskaznikach przy jednej i tej samej
podstawie g, bedziemy pisali przez skrécenie indx zamiast indgax.

Udowodnimy nastepujace wlasnosci wskaZnikéw:

L Liczby praystajace wedlug modulu m maja jednakorwe roskaz-
niki (oczywiscie przy tej samej zasadzie i w zalozeniu, ze liczby
te sa pierwsze wzgledem m).

Istotnie, na mocy kongruencji

a=>b (mod m),
oraz (w my$l definicji wskaznikéw) na mocy kongruencji
ginded = g (mod m),
jest zarazem
(49) ginda==} (mod m).
Skoro g jest pierwiastkiem pierwotnym dla modutu m, to na
mocy twierdzenia 4, str. 174, kongruencja wykladnicza
g*=">b(modm)
ma (wobec tego, Zze b jest pierwsze wzgledem m) tylko jeden
pierwiastek nieujemny mniejszy od @(m), kiéry oznaczamy wlasnie
osymbolem indb. Tym pierwiastkiem jest wiec w my$l kongru-
encji (49) liczba inda, skad
inda=ind b,
c. b. d o

Wobec udowodnionej wlasnosci wskaznikéw, w tablicach

wskaznikéw podawane sa tylko ich wartoéci dla liczb natural-

ralnych mniejszych od modulu (oczywiscie pierwszych wzgledem
modultu).

* YI. Wskaznik iloczynu przystaje medlug modulu ¢(m) do sumy
roskaznikdro czynnikdro: ' i

(50) ind (ab)=ind a-}-ind b (mod ().
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Istotnie, w my$l definicji wskaznikéw (przy wszelkich a 1 b
pierwszych wzgledem m) mamy
gi"da=a(mod m), g"d% = p (mod m),
skad, mnozac stronami,
gindatindb = 5 b (mod m),
a ze mamy roéwniez
gd@l =gp (mod m},
wiec
(51) gind ab zginda+indb (mod m)
Zaléimy, ze przy wykladnikach calkowitych nieujemnych
u i v zachodzi kongruencja .
gt==g" (mod m).
Jezeli u>>w, to mozemy te kongruencje napisaé w postaci
g’ (g —1)=0(mod m),
skad wynika wobec (g,m)=1 podzielno§é réznicy g»—*—1 przez
m czyli kongruencja
g+ »=1 (mad m).

‘Wnosimy stad na mocy twierdzenia 3 (§ 2, str. 173), ze pu—»
jest podzielne przez g(m) czyli ze

p=v(mod ¢(in)).

Do tego samego wniosku dochodzimy oczywiScie réwniez
przy zalozeniu, Zze »>pu' Kongruencja (51) pociaga wiec kongru-
encje (30), c. b. d. o. ’

Dowiedziona wlasno§é mozemy unogélnié od razu na dowolna
liczbe czynnikéw.

Jako mnatychmiastowy wniosek otrzymujemy wlasnosé

1. Wskaznik potegi przystaje medlug modulu ¢(m) do ilo-
czynu mykladnika przez roskaznik podstaroy:

ind (a®)=nind a (mod ¢ (mn)).

Wyprowadzimy obecnie zalezno§é miedzy indeksami przy
réznych zasadach. Niech g i y beda dwoma réznymi pierwiast-
kami pierwotnymi modulu m. Mamy w my$] definicji wskaznikéw

a=gdz2(mod m).
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Biorac po obu stronach wskazniki przy zasadzie y i stosujac
wlasno§ci I i 111, otrzymujemy

(52) ' ind,a=ind,a-ind, g(mod p(m)).

Zatem, chcac zmienié zasade mskaznikdro, trzeba je tylko
mszystkie pomnozyé przez jedna i te samq liczbe (mianomicie przez
roskaznik starej ‘zasady przy nomwej) i myznaczyé odporviednie
reszty. tych iloczyndmw mwedlug moduly ¢(m).

§ 10. Zastosowania wskaZnikéw. WlasnoSei charaktery-
styczne symbolu Legendre’a. Niech p bedzie liczba pierwszg
nieparzysta, § — pierwiastkiem pierwotnym tej liczby, a D —
liczba niepodzielna przez p.

Twierdzenie 13. Na to, by liczba D byla resztg kroadratorog
liczby pierroszej nieparzystej p, potrzeba i rystarcza, by ind D
byt liczba parzysta.

Dowéd. Zalézmy, ze ind, D=2k; zatem
g% =D (mod p), 4
co dowodzi, ze kongruencja *
x2=D (mod p)
ma pierwiastek x=g*. Liczba D jest wiec resita kwadratowa
dla p. W ciagu
1, 2., p—1

. jest oczywikcie P ;1 liczb, ktérych wskazniki sa parzyste (gdyz

wskazniki te réinia sie¢ co najwyzej porzadkiem od wyrazéw
ciagu 0,1, ..., p—2, wéréd ktérych jest p;l

parzystych); kazda

z nich jest wiec reszta kwadratowa liczby p. Ale w ciagu liczb

p—1
2

1,2, ..., p—1 jest — jak wiadomo — tylko reszt kwadra-
towych liczby p. Stad wniosek, ze zaden wyraz tego ciagu
o wskazniku nieparzystym nie jest reszta kwadratows liczby p.
Dowiedlismy wiec twierdzenia 13.

Wynika z niego tez, ze parzysto$é lub nieparzystosé wskaz-
nika nie zalezy od zasady wskaznikéw, lecz tylko od liczby D
i od modutu p.
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7 twierdzenia 13 i definicji symbolu Legendre’a (Rozdzial
IV, § 1, str. 62) wynika natychmiast, ze

D) .

=(—1 ind D

(B) =1

dla kazdej liczby D niepodzielnej przez p. Jezeli D i D’ sg licz-
bami niepodzielnymi przez p, to wynika stad dalej:

o (le):) — (— 1)ind DD,
LR

W my$l wlasnosei Il jest wobec ¢(p)=p—1
ind DD’=1ind D~}ind D’ (mod p —1),
skad wobec parzystofci liczby p—1 tym bardziej
ind DD’ =ind D -}-ind D’ (mod 2),

a zatem
(—1)ind DD’ — (—{)ind D + ind D",

Wzory (53) daja wiec
DD\ (D\(D"
o4 5= 5
Wyznaczymy wszystkie rodzaje symboli [ED], majacych ozna-

czona wartodé rzeczywista dla kazdej liczby calkowitej D nie-
podzielnej przez liczbe pierwsza nieparzysta p i spelniajacych

nastepujace dwa warunki:

21-(2)

, , dla D=D’ (mpd p).
® [22]-[2]

Niech g bedzie pierwiastkiem pierwotnym liczby p. Dla V

kazdej liczby catkowitej D niepodzielnej przez p jest zatem
‘ D=g™D (mod p),
skad, stosujac wlasnoéé (A), a potem wlasnoéé (B), dostajemy

(55) [g] _ [51';2] _ [?)] ind D.

|
;
3
&
|
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Niech [%]za Wobec kongruencji g?’*iz (mod p) -oraz wlas-
noéci (A) 1 (B) mamy

o[-
7 réwnbéyci B) dostajemy dla D=D'=t1
-2 |
skad [}J]=O lub [}17]=1. Wobec wlasnoéei (B) mamy dla D'={
D D
HeHIR:
Jezeli wiec [%]=0 to jest stale! [%]4—:0. Jezeli za$ [%] =1,

to wzér (56) daje aP—'=1, co dowodzi, ze liczba rzeczywista a
jest pierwiastkiem réwnania x?—!'=1. Réwnanie to ma oczy-
wiscie (wobec mieparzysto§ci liczby p) dwa pierwiastki rzeczy-
wiste: L 1 —1. Jest wiec albo a=1, albo a=—1. Jezeli a=1,
= D

to na mocy (55) mamy stale [—p-]—l jezeli za§ a=—1, 1o znéw
na mocy (55) mamy stale [l—;]=(—1 ymdD ezyli [-g]=(——)

p

Doszliémy wiec do wniosku, ze jest stale:

albo [Q]=0, albo [2]=1, albo [Q]=(9)
: P rl pd\p
Na odwrét, z latwoScia. sprawdzamy, ze kazdy z tych trzech
rodzajéw symboli istotnie spelnia warunki (A) i (B). Mozemy wige
wypowiedzieé nastepujace

Twierdzenie 14 ). Dla kazdej liczby piermwszej nieparzystej p

istniéja, trzy rodzaje symboli [g], majacych oznaczong martosé

rzeczymista przy roszelkim calkorwitym D niepodzielnym przez p
i spelniajacych mwarunki (A) i (B), mianomwicie: précz symboli stale
réronych 0 lub stale réronych 1 tylko symbole Legendre’a spel-
niajg te marunki.

1} Por. méj komunikat O zaleznosciach miedzy zasadniczymi wlasnodciami
symbolu Legendre’a, Sprawozdania z posiedzen Towarzystwa Naukowego
‘Warszawskiego, tom 2 (1909}, str, 272.

13
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Gdybyémy jednak nie zastrzegli, ze warto§é symbolu [Q]
ma byé rzeczywista, to mogliby$my otrzymaé wiecej rodzajgw
symboli spelniajacych warunki (A) i (B). Czytelnik sprawdzi z fat-
woécia, ze np. symbole [g], okreSlone dla k=0, 1, +2, ...
przez warunki: '

[5k;§—1]=1’ [Sk;-Z]Z

]

[Sk—{—S]__i [5k—i—4]ﬁ_1

| A
maja oznaczona wartoéé (_zespo].ona,) dla kazdej liczby calkowite]
D niepodziclnej przez 5 oraz spelniaja warunki (A) i (B).

§ 12. Zastosowania wskaznikow do rozwiazywania kongru-
encji. Niech p bedzie liczba pierwsza, a i b — liczbami pierw-
szymi wzgledem p. Aby rozwiaza¢ kongruencje

ax=">b (mod p),

bierzemy wskazniki po obu stronach i stosujemy wlasnosci I i 1I;
otrzymujemy wiec

ind a-+ind x =ind b (mod (p—1)),
skad .
ind x=ind b—i_nda(mod (p—1)).

Liczba ind x jest zatem reszta z dzielenia réznicy ind b—inda

przez liczbe p—1. Majac indx, wyznaczamy pierwiastek

x=gmn4*(mod p). Naturalnie, dla stosowania powyzszej metody

w praktyce naleiy mieé tablice wskaznikéw dla modufup.
Niech teraz D bedzie liczba niepodzielna przez p, a n—wy-

kladnikiem naturalnym. WeZmy pod uwage kongruencje

xm=D (mod p).
Z wlasno$ei ’I i III wnosimy, ze kongruencja ta jest réwno-
wazna kongruencji
nind x==ind D (mod p—1).
W ten sposéb rozwiazywanie kongruencji dwumiennych n-tego

stopnia daje sie sprowadzié do rozwiazywania kongruen(p pievw-

szego stopnia.
Wezmiemy wreszcie pod uwage kongruencje wykladnicza

a*==b (mod p).
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gdzie a i b sg liczbami, niepodzielnymi przez p. Jak wyzej, kon-
gruencje te sprowadzamy natychmiast do kongruencji pierwszego
stopnia

xind a=ind b (mod p —1).

PRZYKLADY. 1. Niech bedzie dana kongruencja
6x =5 (mod 13).
Stad
ind x=ind 5 —ind 6 (mod 12).

Z tablicy podanej na str. 175 znajdujemy ind5==9 i ind 6=5.

Jest wiec ‘
ind x=9—5=4(mod 12)

czyli indx=4, skad wedlug tejze tablicy znajdujemy x=3.
Sprawdzamy: 6-3=>5 (mod 13). .

2. Niech bedzie dana kongruencja
9 ==06 (mod 13).
Znajdujemy stad przy pomocy tablicy
indx=ind 6—ind 9=5— 8=—73=9 (mod 12),
skad indx=9 i z tejze tablicy x=>5. Jakoz 9-5=06(mod 13).
3. Niech bedzie dana kongruencja
() x%=3 (mod 13).
Znajdujemy stad _
8ind x=1ind 3 (mod 12),
a ze wedlug tablicy jest ind3=4, wiec piszac ind x=§, mamy
dla ¢ kongruencje
: 8& =4 (mod 12),
ktéra qut réwnowazna réwnaniu 8&=4--12y czyli 26 =1-}34.
Réwnanie to mozemy znéw napisaé wpostaci 26=1(mod 3), skad
46=2(mod 3), a poniewaz 4=1(mod 3), wigc £==2(modj3), co do-
wodzi, ze & jest liczba postaci 24-3k. ‘
‘Liczbami tej postaci, nie przystajacymi do siebie modulo 12,
58 hcz}.)y 2, 5, 81 11. Takie wigc sa wszystkie pierwiastki kon-
grflencﬁ 8&=4 (mod 12) czyli wartoéci ind x, ktbrym wedlug ta-
blicy odpowiadajs wartoéci x=4, 6, 9 i 7. :
Kongruencja dwumienna (¥) ma wiec cztery pierwiastki:

4, 6, 71 9.
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4, Na str. 175 jest podana tablica indekséw dla modulu 13
przy zasadzie 2. Innymi pierwiastkami pierwotnymi modufu 13
sa — jak wiemy ze str. 185 — reszty poteg

25.2=6, 27=11, 21=7(mod 13).

Wezmy np. ostatnia, 7, za nowa zasade. Bedziemy tu mieli
11ind,2==ind, 7 (mod 12), a wigc 11ind,2=1(mod12). Poniewaz
zaé 11=—1(mod 12), wigc dostajemy —ind,2==1(mod 12) ezyli
ind, 2=—1(mod 12), a zatem

ind, 2=11.

Jest to liczba, przez ktéra wypadnie pomnozyé wszystkie in-
deksy przy zasadzie 2. Otrzymamy w ten sposéb tablice inde-
kséw przy nowej zasadzie 7:

19 }10]11]12

x |1]2]3]4 |8
lolale]s]6

|
ind,x | 0|11] 8 |10]

506]7
30701

CWICZENIA. Dowie§é, ze przy wszelkiej zasadzie indekséw jest dla
kazdego modulu pierwszego nieparzystego p
p—1

ind (—1) = ind (p—1) =25

Wskazéwka. Oprzeé sie¢ na malym twierdzeniu Fermata, na réwnosci

p—t p—t
Fi—1=(g? —1)?® +1)

i na tym, ze jezeli g jest pierwiastkiem pierwotnym dla modulu pierwszego p,

p—t
to g 2 551 (mod p).

2. Dowieéé, ze ma to, by liczba &, pierwsza wzgledem liczby p, byla pier-
wiastkiem pierwotnym modulu p, potrzeba i wystarcza, zeby dla zadnego dziel-
p—t

nika pierwszego ¢ liczby p—1 nie zachodzila kongruencja g ¢ =1 (mod.p).

Dowéd. Jezeli dla pewnego g pierwszego jest

p—1
glp—1 oraz g ? =1 (modp),

to liczha g nie moze nalezeé wedlug modulu p do wykladnika p—1 i przeto
nie jest pierwiastkiem plerwotnym tego modulu. Warunek jest wiee konifacz.ny.

Z drugiej strony, przypusémy, ze warunek jest spelniony i ze § nie ]Aest
pierwiastkiem pierwotnym modutu p. Liczba g nalezy wiec do wykladnika

r
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§<p~—11i — jak wiemy, ze sir. 173 — jest djp—1. Iloraz (p—1)/§ jest zatem
wigkszy od 1 i przeto zawiera czynnik pierwszy ¢. Jest wiec p—1=4dgt, skad
p—t -
g 4 e ()=
g 1 =(g")"=1 (mod p)
whrew zalozeniu. Warunek jest wiec dostateczny.
3. Dowie$é, ze liczba 4 nie jest pierwiastkiem pierwotnym zadnej liczby
pierwszej. ‘

Dowéd. W mysl malego twierdzenia Fermata, dla p pierwszych niepa-
: ‘ p—1
rzystych zachodzi kongruencja 9Pz g (mod p); zatem 4 2 =1 (mod p).

ROZDZIAL IX

ROZWINIECIA SYSTEMATYCZNE PRZY DOWOLNE]
ZASADZIE NUMERAC]I

§ 1. Rozwiniecia liczb catkowitych przy danej zasadzie.
Niech g bedzie liczba naturalng wicksza od 1. Rozminigciem
liczby naturalnej N przy zasadzie numeracji § nazywamy szereg

(1) N=cng™+cn1g" "+ ... +c18+¢Cq»
gdzie m jest liczba calkowita nieujemna, a ¢ dla n=0,1,2,....m
sa liczbami catkowitymi, spelniajacymi nieréwnosci
(2) 0Len<g—1 i cm>0.
Jezeli dla liczb ciagu
() 0,1,2 .., 81

przyjeto osobne symbole, kiére nazywaja sie wéwczas cyframi
przy zasadzie numeracji g, to wzor (1) piszemy w postaci

N=(ymym—1..-7170)e-

gdzie y. jest cyfra, oznaczajaca liczbe cn.

Jezeli g<10, to za symbole liczb ciggu (3) przyjmujemy od-
powiednie cyfry z ciagu

0,1, 2,3, 4,5,6,7 8,09.

Np.: )

N=(10010), znaczy N=1.2040-23-+0-224-1-240=18,

N=(5603), znaczy N= 5.736-724+0.7 F-3=2012.

Twierdzenie 1. Kazda liczba naturalna daje sig, i to m jeden

tylko sposéb, przedstarié przy danej zasadzie g 10 postaci_ szeregu
(1), gdzie liczby calkomite cn dla n=0, 1,2, ..., m spelniaja nie-

- réronodci (2). -






