ROZDZIAL VII

GESTOSC ROZMIESZCZENIA LICZB PIERWSZYCH W CIAGU
LICZB NATURALNYCH
§ 1. Toczyn [] 1»-1 iagni i i i
y = rozciggniety na kolejune liczby pierw-
sze. Udowodnimy najpierw

L R 50 C e R i
szyChemat 1. Dla kazdego ¢>0 istnieje m kolejnych liczb pierm-

P1:P25++ s Pm,

dla ktérych zachodzi nierdronosé
o et )
Pl Pz)m 1 y <e.

]1)owéd. Wystarczy zaloiyé, ze <1, gdyz 'dla e>1 jest
1— =<e Niech
1241
1,1 1
I+§++ﬁ=’sn dla n=1, 2,...
Okazemy, ze ‘
@ Su=FTL dla k—t, 2.
Istotnie, nieréwnoé¢ (2) zachodzi dla k=1, gdyz 1-|——1>-1~:F—1
. . Va . Ve s 7 2 2 '
Jezeli za§ nieré6wnoéé (2) zachodzi dla pewnego naturalnego k, to
Syrrt=Sptt L L
st =Sut gyt Tt
2k k41 1
>S2k+§ﬂ>%+§:’£i2—_%a

. k42 . ' ’ ‘
czyli Sprtq >%, a wiec zachodzi ona dla k1.

(s 1) Tloezyn T (1—1/p). 157

Nieréwno$é (2) zostala zatem udowodniona przez indukeje ).
9
Przyjmijmy w szczegdlnosei k=E(§) Jest to liczba calkowita
- 2
niemniejsza od 2, gdyz e<<1. Niech dla krétkosci n0=2E(E). Jest

to liczba maturalna niemniejsza od 4.

Wobec ksE(%) jest k>%—1, skad E—_g—i—>%, -a zatem na

mocy (2) i okreslenia liczby 7:

- 11,1 t i

() I+§+5+"’+ﬂ>s'
Niech )

4 - .- P1:P2s-esPm '

beda wszystkimi liczbami pierwszymi, niewiekszymi od n, Dla
kazdeéj z tych liczb p: wyznaczmy odpowiedni wykladnik o tak,
zeby byto

) prin,, ale pati>ng
Liczba a; jest wiec liczba naturalna, gdyz p:<mo. Wobec
" tozsamoSci ‘
1
et _ gttt
L ottt
pi

zachodzi dla kazdego i=1, 2,.... m nieré6wnoéé

1 i .1 1
=TT e
Syttt

P

1) 7 nieréwnodci (2) wynika, ze sumy czastkowe szeregu harmonicznego
1 . . e
%—}—-;——I—g—i-... wzrastajg nieograniczenie. Wazrost ten jest jednak bardzo powolny.

Mozna bowiem dowie§é przez indukcje, ze S,x<<k dla k=3, 4, ..., skad np.

8,100 100; ma to wiec, aby bylo %+%+...+%> 100, musiatoby byé n>>2'%,
_a zatem n>>10% (gdyz 2°> 10%). Gdybyémy wiec cheieli wypisaé tyle skladni-
kéw szeregu harmonicznego, by ich suma przekroczyla liczhe 100, nie wystar-
czylaby dlugosé drogi od ziemi do najdalszych dostrzegalnyeh gwiazd.
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skad
© 1’(1‘£;)<1“$;)~~(1—;€;)>(1+é+éé+...+ﬁgr).
g ) (o)

Rozwijajac iloczyn po prawej stronie, otrzymamy oczywidcie
sume '

1
@ . 2 piipsa.. puim
rozciagnigta na wszystkie uklady m liczb callowitych A, A,, ..., Am,
spetniajacych nieréwnoéci:

® 0<h<ay, 0<2<ay, B 0<dm << am.

Wobec tego, ze liczby (4) s z zalozenia wszystkimi liczbami
pierwszymi nie przekraczajacymi n,, wnosimy z (5), ze kazda
liczba naturalna n<'n, ma rozwiniecie na czynniki pierwsze

n=ptpsa... putm,

w ktérym wykfadniki 4; czynia zado§é nieréwnosciom 8). Wy-

nika stad natychmiast, ze wéréd skladnikéw sumy (7) znajduja

si¢ wszystkie skladniki szeregu
1.1 ,1 1
I‘l‘g*f"g—’*'--—i-ﬁ;-

Suma (7) jest wigc niemniejsza od sumy tego szeregu, a za-
tem w my$l (3) — wieksza od i Uwzgledniajac wzér (6), mamy
wigce nieréwnosé

1 1
- >_"
R
Dby P2 Pm
skad wzér (1), c. b. d. d.

Jako natychmiastowy wniosek. 2 dowiedzionego lematu I
otrzymujemy nastepujaca wlasnoéé funkcji g(n):

Twierdzenie 1.- Dia kazdej liczby dodatniej & istnieje taka

liczba naturalna n, ze p(n)in<<e.

Wystarczy bowiem oznaczyé przy danym ¢>0 przez m
liczb¢ naturalna, spelniajaca teze lematu, i przyjaé n=p, p,...pn.

[§ 1] Tloezyn I1{1—1/p). 159

P . . (p(ll)__ ) ..
Wynika stad dalej z fatwoscia, Ze lim IT——O, a z drugiej

e
. — o(n)
i T P =1,
strony (wobec @(p)=p—I dla p pierwszych) jest lim =2
Jako inny wniosek z lematu T otrzymujemy natychmiast wzor

[10- 21>

ne=1

U 1), sorciogni
i ieskon — =}, rozciggnigty na
wyrazajacy, ze iloczyn nieskonczony (l o) rozciagniety

wszystkie kolejne liczby pierwsze p, jest rozbiezny. Jak wiadomo

= .
e 4 1 I
z Analizy, pociaga to za soba rozbiezno§é szeregu ni P czy
szeregu odwrotnosci kolejnych liczb pierwszych
R UE IR SR S S
L et

e z tego, ze liczb pierwsz.ych j.est ni,esko{l—
czenie wiele, gdyz np. liczb kwadratm’vych ‘ie‘z Jesl?'lesll)(onctzer:lej

iele, a szereg odwrotnosci kwadratéw kolt.ajnych iczb natur -
'X;::lf’ jest zbiezny) — a fakze rozbieznosé iloczynu nieskoficzo

(co nie wynika jeszcz

oo

Tnego H (1 —{—;};)

= L) o . . .
]ari(o dalszy fatwy wniosek otrfzymujemy stad, ze llcsttzueje
ciag nieskoriczony liczb naturalnych ne (k=1, 2,...), dla ktorego
ey o
}\:!.li ng _|_
Wystarczy bowiem przyjaé ni==piPs..-Pk gdyz (por. wzlr
(), str. 115) :

"(’;’")z (“V;;i]) (1+1-§—2) (1 —|—plk).
a(n) 0(7‘1)

lim i im 2=1, gdyz stale
Jest wiec F}lz'[li —-n~=—’,—00. Natomiast r}l:uzla - g

. 1 . G(pk)=1.
on)>n, a 0’—%‘):(1—{—5&_), skad kh:n; o
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§ 2. Dowod wzoru limj%x)———O. Niech teraz x bedzie liczbg

X=o0

wieksza od pm, gdzie m czyni zado§é nieréwnosci (1), 1 niech
) , P=p,ps...Dn.. h

Kazda liczba pierwsza wigksza od pm jest oczywiscie pierw-
sza wzgledem iloczynu P; stad wniosek, ze liczb ‘pierwszych p,
spelniajacych nieréwnoéci

pm<P<x,
jest nie wiecej niz liczb naturalnych n<(x, pierwszych wazgle-
dem P. Poniewasz takich liczb n jest @(P,x), a z drugiej strony
istnieje dokladnie m liczb pierwszych p, spelniajacych nierdwno§é
P<Pm;s

wiec oznaczajac przez =(x) liczbe liczb pierwszych nie wigk-
szych od x, moZzemy napisaé nieréwnosé

(10) a(x) <m—+g(P,x).

Poniewaz wzér (9) przedstawia rozwiniecie liczby P na czyn-
niki pierwsze, wiec w my$l wzoru (8) z Rozdziatu VI (str. 138)
zachodzi ré6wnoéé symboliczna

o(P,x)=symb E[x(l———;—) (1—%) (1 -—i)],

gdzie po prawej stronie nalezy wprzéd wypisaé wszystkie 2™ wy-
. raz6w rozwiniecia iloczynu . )

T

a potem przed kazdym z nich dopisaé symbol E.

Gdybyémy tego nie uczynili, popemilibyémy w kazdym z 2™
wyrazow blad mniejszy od jednoéei, zatem w calej sumie — blad
mniejszy od liczby jej skladnikéw, tj. od 2™ Mamy wiec nie-
r6wnosé

1 1 1
Py<omta(t—1)(1—L). (1—1),
o ) + P1 P2 Pm
skad wobec (1)
o(P,x)<<2m}-xe.

1§ 3] Ograniczonos§é stosunku = (x):{x/log x). 161

Nieréwno§é (10) daje wiec
(11) a(x)<<m-4-2"+xe  dla kazdego x>pn.

Przyjmijmy dla skrécenia oznaczenie
m-2m
p=pnt 2L,

Dla x>pu zachodza oczywiécie nieréwnoéci

. m—2m
X>>pm 1 x>—i——.

Pierwsza z nich pociaga za soba nieréwro$é (11), druga za$
daje
m—2m<<xe,
skad, uwzgledniajac (11), otrzymujemy =(x)<2xs czyli
m(x)
X

<< 2e.

Tym sposobem udowodnili§my nastepujace
Twierdzenie 2. Do kazdej liczby ¢>0 istnieje taka liczba
u>>0, ze nierdronosé
x>
pociaga za soba nierdronoéé

(12) z(x) <2e.
x

Innymi stowy: dla dostatecznie mwielkich x stosunek liczby
liczb pierroszych niemwickszych od x do samej liczby x staje sie
i pozostaje mniejszy od kazdej danej naprzod liczby dodatniej.

O liczbie liczb pierwszych niewiekszych od x wiemy wiec,
ze wzrasta ona nieograniczenie wraz z x, ale jej stosunek do x
zmierza do zera ). :

§ 3. Ograniczono$é stosunku z(x):(x/logx). Za pomoca ele-
mentarnych twierdzef z Analizy mozna udowodnié¢ twierdzenie
mocniejsze niz twierdzenie 2, a mianowicie

1) Czytelnikéw, interesujacych sie blizej zagadnieniem rozmieszczenia liczb
pierwszych, odsylamy do dwutomowego dziela: E. Landau, Handbich der
Lehre von der Verteilung der Primzahlen, Lipsk-Berlin 1909,

W. Sierpifiski, Teoria Liczb. 11
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Twierdzenie 3. Dla mszelkich x> 1 rzeczymistych zachodzi
nierdronoéé

(13 (%) < (8log 2-2) —

logx”

W tym celu udowodnimy nastepujacy '
Lemat I1%). Oznaczajac dla n naturalnych przez f(n) 1loczyn
moszystkich liczb pierrszych p, dla ktérych n<p<2n, mamy nie-
réronoéé f(n)<<2™.
. 2n) _ (2n)
Dowéd. Liczba Y A Py
wita. Kazda liczba pierwsza p, dla ktérej n<<p<(2n, dzieli oczy-

)

jest — jak wiadomo — cafko-

witcie liczbe (2n)l, lecz nie dzieli liczby (nl)% Jest wige f(n)
skad

2n

) o2n Qn) i ()pn— o2
f(n)<(n)<g;(k ==,
a zatem f(n)<<2®, c. b. d. o. )

Oznaczmy teraz przez L(x) sume wszystkich logarytméw na-
turalnych liczb pierwszych p<{x:

L(x)=21ogp.
PEX

Jak latwo widzieé, jest log f(n)=L(2n)—L(n), zatem na mocy

lematu 1I
Lien)—L(n)<<2nlog2
ores L) —L@21)<2*log2 dla k=12,....m,
skad przez sumowanie
L(@m™)<<2m+tlog 2.

Oznaczajac nastepnie przez p. n-ta z kolei liczbe pierwsza,

mamy — jak wiadomo —
a(pn)=n.

Dla n>u jest pn>n>u skad w mysl (12) n(pn):l?n<2£
czyli n:pn<<2e. Wynika stad, ze stosunek pp:n wzrasta nieogra-
niczenie wraz z n.

1) Ob. S. A. Scott, The Edinburgh Mathematical Notes (1939), No 31,
str. XVIL

[s 3] Ograniczonosé stosunku = (x):(x/logx). 163

Niech teraz x bedzie liczba rzeczywistg wigksza od 1. Istnieje
oczywibcie taka liczba naturalna m, ze 2m—1x < om, Stad

Lix)<L@™)<<2m]og2 <4xlog2 cazyli L(x)<<4xlog2.

Lecz L(x)> Zlog p>la@) —alYxllogys i alyx)<)>;
r<pLx
zatem e :

o i~
7(x) ]0gx<810g 02 Iog,:] x
VX
Ot6z wiadomo z Analizy, ze et>t dla® t>0, skad logt<<t
dla t>0 i przeto log}x<}'x. Jest wiec

z(x)log x

0
e <8log2-+4-2

i tym samym wzér (13) zostal udowodniony.

W my$l dowiedzionego w ten sposéb twierdzenia 3 stosunek
a(x):(x/logx) jest dla wszelkich x>1 ograniczony od gory.
Okazemy teraz, ze dla x>2 jest on tez ograniczony od dolu
przez liczbe dodatnia.

W tym - celu udowodnimy przede wszystkim nastepujacy

Lemat ITL. Jezeli m jest liczba naturalng, a p — liczba
pierrosza, to najmwyzsza potega liczby p, dzielaca ml, jest

v=E(%)+E (%;)-i—E (;_’-;)+

Innymi sfowy: liczba pierrosza p mchodzi do rozminiecia na
czynniki pierrosze liczby m! z rmoykladnikiem ».

Dowéd. Niech k bedzie liczba naturalng. Wéréd liczb

1,2,..,m Jest oczywiScie (por. str. 127) E(g—,t) podzielnych przez
prFi E(l—%) podzielnych przez p**, zatem E (#)—E(—%) po-
dzielnych przez p*, lecz niepodzielnych przez p*+t czyli takich,
w ktérych rozwinigciach na czynniki pierwsze liczba pierwsza p
wystepuje z wykladnikiem k. Iloczyn tych wszystkich liczb daje
wige rozwinigeie na czynniki pierwsze, w ktérym liczba pierw-

sza p wystepuje z wykladnikiem k[E (;L,Lc)wE(Ln—)] Wynika

pk+1
11*
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stad z latwofcia, ze do rozwinigcia liczby m! na czynniki pierw-
sze liczba pierwsza p wchodzi z wykladnikiem

Sele(z)-el)- Xelz)

czyli z wykladnikiem », c. b. d. o.
Umwaga. Szeregl wysigpujace w tym dowodzie sa tylko po-
zornie nieskoficzone, gdyz dla dostatecznie wielkich k (bo w kaz-

dym razie dla wszystkich k>m) jest E(;}) =0.
Udowodnimy teraz
Twierdzenie 4 Dla mwszelkich rzeczymistych x>2 zachodzi
nieréronosé
log2 «x

(14) x)> 4 ng‘x

Dowéd. Niech p bedzie czynnikiem pierwszym w rozwinig-

ciu liczby naturalnej - Jest oczywiscie p<C2n. Niech s be-

(o
(nl .
dzie najwieksza hczba, naturalna, dla ktérej p <<2n. Jak
wiemy z lematu III, liczba pierwsza p wchodzi do rozwinigcia
liczby @n)! z wykladniki f’E(Q") d iniceia licz]

iczby (2n)! z wykladnikiem £ ) a do rozwinigcia liczby

!
n! z wykladnikiem ZE( ) Zatem do rozwinigcia liczby @”,,)?

k=t (nl)®

liczba p wchodzi z wykladnikiem

o Sof2)-a Sefd- Slef) o]
Lecz dla t rzeczywistych jest
E(h—2E() <1,

gdyz lewa strona jest liczba calkowits 1

E—2E(f)<t—2(l—1)=2

-

1§ 31 Ograniczono$é stosunku z(x):{x/log x). 165

Wobec tego r(p)< ) 1=s czyli r(p)<s, skad p @< p <2n.

i F=1
Wobec

(n1 Z Hp

p<8n

gdzie iloczyn rozciaga sie na wszystkie liczby pierwsze p<2n,
jest wiec

2n=(2n)=t
P<‘2n
Z drugiej strony
OSSR WU y P S PR
(nh)? 1-2...n L4 k /1:1 ’

skad 2" << (2n)*®Y, czyli #(2n)log2n>nlog2. Dla x2>2 jest wigc

E (3> log?2

z(x)\/):r[QE (%)] >m.
“=\2

Lecz 2E(%><x, skad logOE(—~)<logx, a dla x>4 jest

x x
x 2>§ i E() 2—1>1' 4log

co jednak jest stuszne réwniez wtedy, gdy 2<x<<4, poniewaz

xlog 2
4log

Laczac tw1erdzenia 3 i 4, mozemy wypowiedzie¢ nastepujacy

Zatem (x) > , gdy x>4,

wbwczas <1 Tak wiec wzér (14) zostal udowodniony 7).

Wniosek. Istniejg takie dmie liczby dodatnie a i b, miano-
wicie a=8log2+2 i b=/, log2, ze

a<az(x) Tog~ ——<b dla wszelkich x> 2.

J. Hadamard i Ch. de la Vallée Poussin dowiedli
w 1896 r., ze

= z . x —
(13) ,165130(1 (x) “log x) L.
co jednak jest juz rzecza znacznie trudniejsza.

1) Por. E. Landau, Porlesungen iiber Zahlentheorie, tom I, Lipsk 1927, str, 67.
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Niech teraz p, oznacza n-ta z kolei liczbe pwrwszaz W mysl
twierdzenia 3 jest

‘T(pn << b-lOg Pn

przy czym. oczywiScie z(ps)=n i pn>n. Jest wiec

pn>%n(pn) log pn,>/n ltI))g n

. 1
Przy oznaczeniu ¢=7p mamy zatem

pn>cnlogn.

Z drugiej strony w my$l twierdzenia 4 jest

a(pa) > alog Pn’
skad wobec @(p,)=n
(16) a< 108 Pn
. Pn .
Lecz — jak wiadomo z Analizy — dla dostatecznie wielkich n
jest l-gp <<a, skad, na mocy (16), Iogpn nlng", wiee pn<<n?,

V Pn Dn Dn
czyli log p,<<2logn i przeto, na mocy (16), a <2n10gn Przy ozna-
Pn
czeniu d =§ mamy wiec
pn<<dnlogn.
Udowodnili$émy zatem

Twierdzenie 5%). Istnieja takie liczby dodatnie ¢ i d, ze dla
dostatecznie mielkich n jest

(17) cnlogn<<pn<<dnlogn.
Ze wzoru (15) mozna z latwoScia wysnué, ze lim(p.:nlogn)=1,

stad za§ ze Lim 2oty

n=co Pn

!) Por. E. Landau, tamze, str. 68-69.

I8 3] Ograniczono$é stosunku z(x):{x/log x). 167

4

Rosser dowi6dl?), ze dla wszelkich n naturalnych zachodzi

nier6wnosé
pn>nlogn,
a dla naturalnych n>1
nlogn-n loglogn—-—n—9n<p,.<nlog n-t+nloglogn—n-9n;
dowi6éd on tez 2), ze dla naturalnych n>>55 Jest
n

Latwo dowie§é, ze dla kazdej liczby naturalnej m istnieje

taka liczba naturalna n, ze prewr—pn>>m (por. éwiczenie 4 z Roz-

dziatu I, § 8, str. 23).
Natomiast nie wiemy, czy lim (pnt1— pa)=-}-co.
n=oco

n
logn—4

CWICZENIA. 1. Opierajac sie na przytoczonych nieréwnosciach Rossera
dla pn oraz ma tym ze 2<Clog10<C3, dowieéé, ze miliardowa liczba pierwsza
ma 11 cyir 3)

2. Obliczyé, ile zer na koficu ma liczba 1000!

OdpowiedZ: 249, poniewaz w my$l lematu III najwyzsza potega liczby 3,
dzielaca liczbe 1000!, jest 249-ta, a liczby 2 jest 994-ta.

5. Dowiesé nastepujacego wzoru *) dla najwiekszej liczby pierwszej p. dzie~
lacej liczbe naturalna n:

-—hm hm lim. Z{ ( m:?f}zm}

S Y
Wskazéwka. Oprzeé sie na tym, ze dla i< p jest
1)k
11,1 = (cos T <1,
skad lim [f(z, k)Jm=0, a dla i>p oraz dostate¢cznie wielkich k jest fli,k)=1;

m=
zatem dla dostatecznie wielkich k il jest

Lim 2{1—[7‘ (i, k)Jm} =p-

m=oo i=10

1) J. B. Rosser, Proceedings of the London Mathematical Society, Series 2,
tom 45 (1939), str. 21.
7% J. B. Rosser Ameérican Journal of Mathematics, tom 63 (1941) str. 211.
3 E. Borel w zbiorowym dziele Les grands courants de la pensée mathé-
matique, présentés par F. Le Lionnais, Cahiers du Sud (1948), sir. 26, podaje, ze
liczba ta ma 10 cyir (co moze jest bledem drukarskim).
4 G. H. Hardy, Messenger of Mathematics, tom 35 (1906), str. 145.





