ROZDZIAY, VI
FUNKCJA MOBIUSA, FUNKCJA GAUSSA,
ZALEINOSC F(n)= de(d) I JE] ODWROCENIE

§ 1. Funkeja Mobiusa i jej wlasnoSei. Wprowadzimy teraz
pewng pomocniczg funkcje liczbowa. u(n), zwana funkcja Mé-

biusa (a przez niektérych autoréw — funkcja Me rtensa).
Okreslamy ja, jak nastepuje:
1) u(l)=1;

(@) u(n)=0 dla liczb n, podzielnych przez kwadrat wiek-
szy od 1;
() p(n)=(—1)* dla liczb n, kitére sq iloczynami k réznych
czynnikéw pierwszych. - ’ ’
W myél tej definicji jest wiec np.:
/1(1):1= #(2):*1% /1(3):—1, /'L(‘J’):Os /"(5) =—1,
/"(6>=1= #(7):—J= /‘(8)2 05 #(9);—"0: Iu(io): 1a
) Wyprowadzimy obecnie pewna wlasnosé funkeji u(n). Za-
162y w tym celu, ze liczba n>1 ma rozwinigcie na czynniki
plerwsze

R=Dp1"1ps*... ps*k

i wezmy pod uwage iloczyn

@ (I=p)t=ps)... (1 —p),
gdzie s jest liczbg calkowita.

Rozwiniecie iloczynu (4) sklada sie oczywiscie z 1 i z wy-
razéw -+d°, gdzie d jest dzielnikiem liczby n, bedacym iloczy-
nem samych réznych czynnikéw pierwszych, znak zas jest -+
albo — zaleznie od tego, czy liczba czynnikéw pierwszych liczby
d jest parzysta, czy mieparzysta. W my$l wlasnofci (3) funkeji
Miﬂbiusa, mozemy wige powiedzieé, ze spilczynnik 41 przy ds
jest réwny u(d).
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Jezeli jeszcze weZmiemy pod uwage, ze pu(1)-15=1 oraz ze
na to, by liczba d byla albo jednoécia, albo iloczynem samych
réznych czynnikéw pierwszych, potrzeba i wystarcza, zeby nie
miala ona zadnego dzielnika kwadratowego wigkszego od 1, to
z latwoécia dojdziemy do wniosku, ze iloczyn (4) réwny jest sumie

(5) 2 pld)-ds,

rozciagrigte] na wszystkie dzielniki (naturalne) liczby n, niepo-
dzielne przez zaden kwadrat wiekszy od 1.

Jezeli wreszeie uwzglednimy. ze dla pozostalych dzielnikéw
liczby n (o ile takie istnieja) musi byé u(d)=0 w my$l wlasnodci
(2) funkeji Mébiusa, to bedziemy mogli sume (5), nie zmieniajac
jej wartoéei, rozciggnaé na wszystkie dzielniki naturalne liczby n.

Wprowadzmy nastepujace znakowanie: jezeli

dlsdzz---adm
sg wszystkimi dzielnikami liczby n, to sume
fldy) =+ f(do)+...+ f(dm)

oznaczaé bedziemy dla skrécenia symbolem

2 fd)

din
i nazywaé sumg skladnikdro f(d), rozciagnieta na roszystkie dziel-
niki liczby n.

W my$l tego znakowania, otrzymamy dla iloczyvnu (4) wzér
© (1—Pts)(l—Pe‘)--~(1—Pk5)=g:’#(d)d“-

W szczegblnodei, gdy s=0, otrzymujemy z (6)

%:;L(d)zo

dla kazdej liczby naturalnej n>1.
"Tak np.
2 u(d)=0;

dito

jakoz sprawdzamy bezpoérednio, ze

w4+ pu@+pu5)+p10)=1—1—141=0.
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138 ROZDZIAL VI. Funkcja Mobiusa.

§ 2. Liezba niewiekszych od x liczb pierwszych wzgledem
liczb pierwszych p;,ps,..epm. Niech x>>1 bedzie liczba rzeczy-
wista, a py,Pas...,Pm — réznymi liczbami pierwszymi. Oznaczmy
przez. p(py,Pss...pm;x) liczbe liczb naturaluyeh niewiekszych od
x i pierwszych wzgledem kazdej z liczb p;,pa....,pm. Zajmiemy
sie obliczeniem liczby (p,,ps.....Pnsx). Aby otrzymaé niewigksze
od x liczby pierwsze wzgledem p,, naleiy z ciggu 1,2,...,E(x)
usunaé liczby podzielne przez p,: jest ich — jak fatwo widzieé —

E (}—}1) skad

@) pipe:®) =E@)—E[%).
Py
Obliczmy z kolei, ile jest niewickszych od x liczb pierwszych
wzgledem p, i p,. Spoéréd p(p;x) liczb ciagu 1,2,...,E(x), pierw-
szych wzgledem p,, musimy usunaé te, ktére nie sa pierwsze
wzgledem p,. a wiec ktére sa postaci kp,, gdzie k jest liczbg
naturalng pierwsza wzgledem p,. Liezb takich jest oczywicie

tyle, ile jest liczb naturalnych k\<§ pierwszych wzgledem p,,

czyli zp(p,;;x;), skad wobec (7)

(Prspoi %) =p(pyix) — ( ,~35)=Ex—E(f)—E(f) E( ad )
VAVERY PPy Tplp2 (=) n .2+ PiPa
Wzér ten mozemy napisaé symbolicznie w postaci

pups ) =symb E[s(1— 1) (1—1],
P P2
co nalezy rozumieé¢ w ten sposéb, ze po prawej stronie rozwijamy
najpierw iloczyn
x(i——l)(l—l):x—f—'—x— X
D P2 Pi P2 DPiP2
a nastgpnie przed kazdym z czterech wyrazéw tego rozwiniccia
dopisujemy znak E.
Zalézmy teraz, ze przy pewnym m naturalnym zachodzi dla
wszelkich réznych m liczb pierwszych p;,ps,....pn ( dla kazdej
liczby rzeczywistej x>>1) réwnoéé symboliczna

®) (P pe. -u:pm;x)=symbE[x(1 —%) (1—-i> (1__L)]

Do Pm

&

»
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Aby obliczyé, ile Jest w ciagu 1,2,...,E(x) liczb pierwszych
wzgledem kazdej z m+-1 réznych liczb pierwszych py.pa...., pmis,
musimy spoéréd y(p,ps,....pmsx) liczb tego ciagu, pierwszych
wazgledem py,ps.,...,pn, usunaé te, kidre sa postaci kpmss, gdzie
k jest liczba pierwsza wzgledem p,,pg,....pm; wobec kpmis <o

jest przy tym k{ljf——. Liczb, ktére mamy usunaé, jest wiec
m+1

y:(pl,pg....,p,,l;——x—), skad wobec (8):
Pm+1

x)=

%U(Pnpza  Pmb1iX )—1/!(17;, ;e--upnz- ) W(p1=p2 st.p )

b fe(i—2) (1= 2. (1L ] -

1

_*YmbE(pm4@”*E) (Lﬁiﬁ]

co — jak latwo widzieé — jest réwne

symb E (1 —511) (1 —1%) (1 -—1;;) (1—pnf+i)].

Wz6r symboliczny (8) zostal w ten sposéb udowodniony przez
indukecje. Niech teraz

n=p,“p,*... pn*m
bedzie rozwinieciem liczby n>>1 na czypniki pierwsze i niech
¢(n,x) oznacza liczbe niewiekszych od x liczb pierwszych wzgle-
dem n.
Jest oczywiscie
P, %) =p(Pr.Pas-«os P X,

a zatem wobec (8)

©) p(n,x) =symb E[ (1—%> (1_;31;) (1mpl~m)]

Z wlasnoéci (1)-(3) funkcji Mobiusa wynika z latwoScia,
ze wzdér (9) mozna tez napisa¢ w postaci

(10 pin.xi= O, ud E(Y)-
din
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§ 3. Funkecja Gaussa ¢(n). Niech teraz w szczegblnosel
x=n i uméwmy sie oznaczaé @(n,n) po prostu przez @(n). Funk-
cja g(n), tzw. funkcja Gaussa, jest wiec liczba niewigkszych
od n liczb naturalnych pierwszych wzgledem n.

Poniewaz dla x=n (wobec n=p,“p,...p,™ wszystkie wy-

razy rozwinigcia x(l——-l) (1~1)(1-—1—\) sg liczbami calko-
Py P2 pm .

witymi i wskutek tego

L PR Y )

15

wiec wzér (9) daje wobec ¢(n,n)=p(n)
1 i 1
(11) (p(n)zn(l—a)(1—;;2)...(1——),

co mozna tez mapisaé w postaci
(12) pn)=p = (p,— 1) p* " (Pa—1) ... piim~ (pm—1)
lub wobec (10) w postaci
n
(13) plm)= |2 s @E().

Tak np.

P(60) =g (22-3-5)=2(2—1) (3—1) 5—1)=16,
PB1)=p(3)=3*(3—1)=54,
P(1000) = (28 -5%) = 22.52 (2 — 1) (5 — 1) = 400.

Za pomoca wzorn (12) z fatwoécia obliczamy kolejne wartoéci
funkeji p(n) (w tym warto§é ¢(1)=1 wyznaczamy na podstawie
definicji funkeji ¢(n), gdyz wzér (12) stuzy tylko dla (n>1)):

o(t)=1, plR)=1, ¢(3)=2, pd)=2, v (5)=4,
p6)=2, @(7)=6, ¢(8)=4, @(9)="b, p(10)=4.

Jako ciekawy przyklad zastosowania funkcji p podamy na-
stepujacy dowéd Kummera, ze liczb pierwszych jest nieskon-
czenie wiele. )
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Przypuéémy, ze mnogosé wszystkich liceb pierwszych jest
skoficzona; niech to beda kolejno liczby

D1sP2s+«5Pns
a P niech bedzie ich iloczynem.
Kazda liczba n>1 ma przynajmniej jeden czynnik pierwszy,
a wiec przynajmniej jeden wspélny dzielnik z P. Stad wniosek,
ze tylko liczba 1 jest pierwsza wzgledem P, a zatem

¢(P)=1.
Lecz z drugiej strony, w my$l wzoru (13) jest

p(P)=(p,~— 1) (p—1}...(pa—1),
co jest oczywiscie liczba wieksza od 1, gdyz p,—1=53—1=2.
Przypuszczenie, ze mnogo$é wszystkich liczb pierwszych jest skofi-
czona, prowadzi wiec do sprzecznoSci.

Istnieja liczby n o tej wlasnodci, ze kazda mniejsza od n
liczba pierwsza wzgledem n jest liczba pierwsza. Wlasnoéé te
ma—jak latwo widzie6é—np. liczba 30. Mozna dowies¢, ze zadna
liczba naturalna n>>30 wlasnoéci tej juz nie posiada. Dowéd
elementarny znalazt Bonse ?). Latwo. to natomiast wyprowadzié
z postulatu Bertranda (p. Rozdzial I, str. 14).

Ze wzoru (12) wynika, ze jezeli liczba n jest pierwsza, to

p(n)=n—1.
Okazemy, Ze jezeli liczba naturalna n jest zlozona, to
p(n)<<n—I.

Niech n=p® p,®...p%n bedzie rozwini¢ciem liczby n na
czynniki pierwsze; jest albo m>1, albo m=1 i ¢;>1.
Jezeli m>1, to p, i p, sa réznymi liczbami pierwszymi
skad p,+p.>5, a zatem
(pi—1) (p.—1)=p ps—(pi+pa)+1<pipo—4
i przeto
patipt L pim—i{p—1) (py—1)...(Pn— 1) <
<paip ... pim (pipa—4) Py Pm=
=n—4pa T, ip,S... pinn—4.
1) H. Bonse, Archiv der Mathemaiik und Physik, tom 12 (3) (1907),

str. 292-295; ob. tez R. Remak, tamze, tom 15 (1908), str. 186-193 oraz H. Ra-
demacheri O. Toéplitz, Von Zahlen und Figuren, Berlin 1930, str. 151 -157.
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Wobec (12) jest wige on)<<n—4¢.
Jezeli za§ m=1 i «,>1, to na mocy (12) jest
gn) =p,“H (py— ) =pHt—p, @ <pH—py<n—2,
(przy tym — jak latwo widzieé — jest g(n)=n—2 tylko dla
n=4).

7 uwagi na to, ze ¢(1)=1, mozemy wice wypowiedzieé

Twierdzenie 1. Rdronos$é p(n)=n—1 zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy liczba n jest piermsza.

Poniewaz — jak to wynika z dowodu — dla liczb ztozonych
n>4 mamy p{4)<n—>3, wiec dla liczb pierwszych p=>3 mamy
p(p)=p—1 oraz ¢(p-+1)<p—2, skad ¢(p+41)<<o@(p). Istnieje
wiec nieskoficzenie wiele liczb naturainych n, dla ktérych

p(n+-1) < p(n).
7 cirugiej strony, fatwo widzieé, ze

lim @{n)=-}-co.
n=o<

Jezeli bowiem n=p,%p,°2...pp%m, gdzie p,<py<... <Pm
(skad pe>5 dla k>3, to n> 5m—2\4m—2; stad 2m2<<}/7m, a ze

(")’/om na mocy (11), wiec ¢ n)\ ™ dla n=1,2,5,... Zatem:

Funkcja ¢(n) mzrasta nieograniczenie mraz z n, ale nie jest
stale rosnaca.

CWICZENIA. 1. Dowiesé, 7e nie ma takiej liczby naturalnej n, dla
kiérej @(n)= 14.
2, Znalezé najmniejsza liczbe natumlnq m, dla ktérej réwnanie ¢@{x)=m
niec ma rozwiazai w liczbach naturalnych x.
OdpowiedZz: m=5.
3. Dowiesé, ze dla kaidej liczby naturalnej m istnieje co mx]wyze; skoni~
czenie wiele liezb naturalnych x, dla ktérych
plx)=m
Wskazowka. Oprzeé sie na wzorze (12).
4. Znalezé wszystkie liczby naturalne x, dla kiérych
@ (x) =100,
Odpowiedz: 104, 125, 202 i 250.
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5. Znalezé wszystkie liczby naturalne x, dla kiorych @ (o)== 210

Odpowiedz: 21, 2103, 205  2f.47, 923.957, ©95.3.5, 026.3.17,
2%.3.257, 28.5.17, 5.257, 2.5.257, 93.3.5.17,

6. Dowies¢, ze 2¢[p(n)]<g(n) dla naturaloych n>>2.

Dowdd. Dla n>>2 liezba g (n) jest — jak latwo widzieé — parzysta, a za-
tem g@(n)=2"(2q—1), gdzie h>>1; stad plpn)]=2r1g2qg — 1) 2h—1(2g —1)
i przeto

2¢p[pn)l <2 (2g—1)=g(n).

7. Dowiesé!), ze dla n>>30 jest ¢(n)>@(n). gdzie @(n} oznacza liczbe
dzielnikéw naturalnych liczby n.

8. Dowie$é, ze zadna liczba naturalna x nie spelnia réwnania g(x)=99
ani réwnania ¢ (x)= 101.

9. Znalezé wszystkie rozwiazania réwnania ¢(x)=82 w liczbach natural-
nych x.

Odpowiedz: 83 i 166,

10. Obliczyé¢, ile jest liczb naturalnych x, dla ktérych ¢{x)=96.

Odpowiedz: 17.

11, Dowiesé, ze istnieje nieskoficzenie wiele liczb naturalnych m, dla ki6-
rych réwnanie ¢(x)=m nie ma rozwiazai w liczbach naturalnych a.

Odpowiedz: Takimi sa np. wszystkie liczby nieparzyste m> 1.

12, Dowiesé, ze wszystkich réznych ulamkéw wiadciwych nieprzywiedl-
nyech nieujemnych o mianowniku niewiekszym od n jest p(1)4- ¢ (2)-4-...- p(n)

13. Dowieéé, ze liczba wystepujaca w ciagu 1, 2,...,n (gdzie n jest liczba
naturalna) jest wtedy i tylko wiedy liczba pierwsza wzgledem kazdej innej liczby
wystepujacej w tym ciagu, jezeli jest badZ jednodcia, badZ liczba pierwsza wiek-
szg od n/2. Ze dla kazdego naturalnego n>>1 istnieje w tym ciagu co najmniej
jedna taka liczba pierwsza, wynika z postulatu Bertranda (p. Rozdzialt], str. 14).

§ 4, WlasnoSci funkeji Gaussa i jej zastosowania. Zajmie-
my sie obecnie wyprowadzeniem wzoru na liczbe niewigkszych
od x liczb naturalnych, majacych z dana liczba n dany najwiek-
szy wsp6loy dzielnik d.

Na to, by liczba m miata z liczba n najwiekszy wspdlny
dzielnik d, potrzeba i wystarcza, zeby bylo m=kd, gdzie k jest

liczba naturalng pierwsza wzgledem % (ob. Rozdziall, § 5 str. 3).

" Jezeli nadto m<<«, to musi byé k{g Zatem tyle niewigkszych

od x liczb naturalnych spetnia warunek (m,n)=d. ile jest liczb

naturalnych niewigkszych od % i pierwszych wzgledem n

PE

) Szczegblowy dowéd podali G. Pélya i G. Szegd, Jdufgaben und
Lehrsitze aus der Analysis, tom II, Berlin 1925, str. 352,
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Jest ich wiec qa(g,g)

W szezegblnoéei, dla »=n otrzymujemy jako liczbe wszyst-
kich wyrazéw ciagu
(14) 1, 2, ... n

majacych z n najwickszy wspélny dzielnik d, liczbe
(z@ ’})_ (n)
P\adl— %\l

dy, dsy ..o, dnm

beda wszysikimi dzielnikami naturalnymi liczby n, ustawionymi
np. wedlug kolejnych wielkoéci. Wszystkie liczby ciagu (14) mo-
zemy podzielié na m klas, zaliczajac do i-tej klasy wszystkie te,
ktére maja z liczba n najwiekszy wspélny dzielnik d;. W i-tej
5) liczh, a ze wszystkich liczb w ciagu (14)

jest n, wiec oczywiscie

Niech teraz

klasie bedzie wch <p(

(15) o) +o(Z) ++olf)=n.

Lecz gdy d: przebiega wszystkie dzielniki liczby n w po-
rzadku rosnacym, to oczywicie _c’ll tez przebiega wszystkie dziel-
niki liezby n, tylko w porzadku malejacym. Wzér (1é) mozemy
wiec napisaé w postaci
(16) Jp(d)=n,

din
skad

Twierdzenie 2. Suma mwartoéci funkcji Gaussa, rozciagnieta

na mwszystkie dzielniki nafuralne liczby n, rérona jest n.
Tak np. dla n=6:
1)+ @)=+ ¢(3)+¢(6) =6;
jakoz istotnie po lewej stronie mamy skladniki {--1-424-2==56,

Wyprowadzimy jeszcze jedna wazna wlasnoéé funkeji Gaussa.
Zalézmy, ze a i b sa liczbami naturalnymi wzglednie pierwszymi.
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Niech ;
a=pAp,2... p% i b=qfigf...qf
beds rozwinieciami tych liczb na czynniki pierwsze. Liczba ab
ma oczywiécie rozwinigeie na czynniki pierwsze
ab=p/p.=... px* q,F g2 . qift,
skad w my§l wzoru (11):

¢(b)=b(1-—1~>(1~i)_..(1-%),

q)(ab)=ab(1—pil) (1—5—2)...(1—13—1’) (1—%) (1——q12)... (1—%),

a zatem
a plab)=gp(a)p(D).

Réwno$é (a, b)=1 pociaga wicc za soba réwnoéé (17).

Godne uwagi jest, ze i na odwrét, z réwnoécei (17) wynika
réwnoéé (a,b)=1.

Istotnie, zalézmy, ze (a, b)>1, ze wiec liczby a i b maja
jakie§ wspélne czynniki pierwsze 1y, 7s,..., I'm; procz tego a moze
mieé dzielniki pierwsze p,,ps.....pr, a b — dzielniki pierwsze
Q45 Ges.--» G Jest oczywibcie:

qa(a)za(i—i)...(i—l—ji_) (1—;11-)...(1—%),
¢(b)=b(1—qil)... (1 —&1-,) (1—%)...(1—&),

slaby=ab(t—1...(1—] (=2 (=5 =1 (1=2)
skad ‘
fP(a)'w(b):qa(ab)(i—— 1)(1——L)

o
a zatem
. ¢(@)p(b) <gp(ab).
Udowodnilidmy tym samym
Twierdzenie 3. Na to, by p(ab)=gp(a)p(b), potrzeba i mystar-
cza, by liczby a i b byly mzglednie pierrvsze. .

W. Sierpifiski. Teoria Liczb. 10
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. Dowiedlismy réwniez, ze dla wszelkich liczb naturalnych a
ib jest
p(ab) > g(a)p(b).

Zau?vaiyrl.ly, ze analogiczne wiasnoSci posiada funkcja @ (n),
oznaczajaca liczbe dzielnikéw liczby n. Opierajac sie na wzo-
rach wyprowadzonych w Rozdziale V (ob. (5) str. 113), czytelnik
udowodni z fatwoS$cia, ze réwno§é .

Oab)=0(a)-0O(b)
jest réwnowazna réwnoéci
(a,b)=1,
a nieréwno$é (a,b)>1 — nieréwnoéei
O(ab)<<O(a)-@(b).

Pod(.)bni.e udowodnilibyémy, ze dla funkeji o(n), oznaczajacej

sumg dzielnikéw liczby n, mamy dla (a,b)=1

o(ab)=o(a) o (b),
o{ab)<<o(a) o(b).

Dla funkeji M6biusa p(n) znalezliby$my, ze réwnoéé
(a,b)=1

a dla (a,b)>1

pociaga za sobg réwnoéé
ulab)=pu(a)-u(b),
a nieréwnos¢ (a,b)>1 daje )
ulab)=0.

Opierajac si¢ na wzorze (16), Iat ié

. : - , wo wyprowadzié zwiazek
1T11dey funkcja 9(n) a funkcja £(s) (okreélona na str. 131). Wystar-
czy w tym jelu zaiosowaé mnozenie Dirichleta (ob. tamze) do

Szel‘egéwgﬂn 1;‘117 gdzie an=oM)/n* i bo=1/n* (dla s>2),

co daje szereg Dlc,, gdzie
n=1

— _ (d d 1
Cn—dzi;ladbg_ _7)._—«__ (p(d)_—_l_—— i

ds P =i
am noona nowet

skad 2 ca=((s—1) i

j@(n):C(s—n '
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CGWICZENTA. 1. Opierajac sie na wzorze (16), dowiesé, ze dla |x|<1 za-

chodzi tozsamoéé Liouvillea:

Vgkak _ x
A T—aF T Il

9. Dowieéé, ze zadna liczba nieparzysta wieksza od 1 nie jest wartoScia
funkeji Gaussa ¢(n). )

Dowéd. Jezeli liczba naturalna n>>1 jest potega naturalng liczby 2,
n=2k, to p(n)=2~1; zatem albo @(n)=1, albo ¢{n) jest parzyste, Jezeli za§
n>>1 nie jest potega liczby 2, fo n ma dzelnik pierwszy nieparzysty p i wow-
czas p—1|g(n), tym bardziej wiec 2| p{n).

3. Znalesé wszysikie liczby naturalne n, dla ktérych g (n) = 10.

Odpowiedz: 11122,

- 4. Znalezé. wszystkie liczby naturalne n dla ktérych ¢(n)==80.

Odpowiedz: 125, 164, 176, 200, 264 i 300.

~ Obliczymy teraz sume wszystkich niewickszych od n liczb
pierwszych wzgledem n. .

Niech n>>1. Jezeli liczba naturalna k<(n jest pierwsza wzgle~
dem n (a wige, wobec n>>1, mniejsza od n), to n—k tez jest
liczba naturalna pierwsza wzgledem n i na odwrét. Wobec tego
sumy 2k i Sin—k), rozciagniete na wszystkie liczby natu-
ralne k<n pierwsze wzgledem n, sa réwne jako dwie polowy

sumy anZk—]-E (h—F).

Lecz oczywiScie Sn=npn), gdyz w sumie tej jest tyle
sktadnikéw, ile jest niewiekszych od n liczb naturalnych pierw-
szych wzgledem n, a kazdy z tych skladnikéw réwny jest n. Stad

Twierdzenie 4. Suma niewiekszych od n liczb naturalnych
piermoszych wzgledem n mynosi (dla n=>1) Yyne).

Mozna dowieéé (co mie jest zreszta latwe), ze dla kazdej
liczby naturalnej n>>1 suma kwadratéw wszystkich niewiekszych
od n liczb pierwszych wzgledem n réwna jest

?igi) [n2 -+ (-—zi)khm e Pk:lv

gdzie p,,pss.... Pk S8 wszystkimi réznymi czynnikami pierwszymi
liczby nf).

Czytelnik zechce sprawdzié to dla liczb n pierwszych oraz
dla n==10. v

9 Ob. G. Pélya i G. Szegd, Aufgab'en und Lehrsitze aus der Ana-
lysis, tom II, Berlin 1925, str. 120 (zadanie 27) i str. 328-329.

10*
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148 ROZDZIAL VI. Funkcja Gaussa.

§ 5. Wzory sumacyjne dla funkeji Gaussa i Mobiusa. Za-
16zmy teraz, ze dla dwu funkeji liczhowych f(n) i F(n) zachodzi
przy wszelkim naturalnym n wzér
(18) ; Fn)= 5] F(d).

Obliczymy sume

E(x) E(x)
rglF(n) = gl ES f(d).

gdzie x> 1.
Skiadnikami sumy podwdjnej.po prawej stronie sg oczywié-
cie liczby f(k) dla liczb naturalnych k<x. Przy danym natu-
ralnym k<(x skladnik f(k) wystepuje w sumie %‘ f(d) wiedy
i tylko wtedy (i to raz jeden), gdy k jest dzielnikiem liczby n.
Takich liczb naturalnych n<x jest oczywiscie E(ka), tyle wiee
razy wystepuje f(k) w sumie podwéjnej. Stad wzér
E(x} E(x) X
(19) S Fm= 0 (%).
. n=i K=t k

Zalézmy w szezegdlnosei, Ze przy wszelkim naturalnym n jest
f(n) =ns,
gdzie s jest liczba catkowita. Funkcja
Fin)=2f(d)=Y d*
din d|n
przedstawia tu spme s-tych poteg wszystkich dzielnikéw liczby n,
wzér za$§ (19) daje .
E(x) E{x) x
SFm=YwE(F).
n=t k=t k’

Stad w szczegdlnoéei dla s=0 i s=1 odnajdujemy wzory
(24) 1 (28} z Rozdziatu V dla liczby i sumy dzielnikéw (str. 127 i 132).

Przyjmijmy teraz f(n)=gp(n). W mysl (16) jest wige F(n)=n
dla wszelkich n, a zatem

E(x) E(x)

2 Fm)=Yn—=1+2+...+Ex) =L@ E@+1]

n=i n==1 9

[§ 51 Wzory sumacyjne dla funkeji Gaussa i Mobiusa. 149

skad na mocy (18)
ng) X { n
Zw(k)E( )—vE(gC)E?(ﬂJr ]

] kl o

Tak np. dla x=10:

g 10\ 10-11

=

jakoz
140415023 42-244:242-1 614 4-146-1F4-1=55.
Przyjmijmy dalej f(n)=pu(n). Na mocy wlasnoéci funkeji Mo-
biusa, dowiedzionej w § 1 (str. 137), funkcja

F(n):%; f(d>=§§md)

ma wartosé 1 dla n=1 i wartoéé 0 dla n>1. Zatem
E(x)

n;;F(n) =1,
skad na mocy (19)
5 (k)E(f?) =1.

(20) ; Bk A

Np. dla x==10 jest
5 )} 5

' —=10—5—3—2-41—1+41="t

Poniewaz na mocy definicji symbolu E jest 0<%—E(%)<1,
na mocy zaé definicji funkeji Mdbiusa jest stale |u(k)| <1, wiec
jest tez stale (

R

czyli blad, jaki. popelnimy, odrzucajac symbol E przy ka.Zc.lym~
skladniku we wzorze (20), jest dla kazdego skladl'n]fa mniejszy
od 1, dla pierwszego za$ skladnika — jak Iat‘wo ‘Widz‘1ec -’—bla,fl ten
jest r6wny x—E(x). Dla calej sumy, zawierajacej procz pierw-
szego skladnika jeszcze E(x)—1 sktadnikéw, blad nie przekracza
zatem liczby

[x—E@)]+[E@) —1]=x—1.
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150 ROZDZIAE V1. Zaleznosé F(n)= ;f(d).
din

Wzér (20) daje wiec
| E(x

| X
y,u(k)—wl Lax—I1,
="
skad w jednej chwili
E(x) . E(x) ([\)
Xl s 1 | ¢ <

kZ i <o P
=1 I k=1

dla wszelkich x>1. Dowodzi to, ze sumy kolejnych skladnikéw
szeregu

fii_)+ﬁ@+ F‘(3)+_,.

W.ahaja& sic w skoficzonych granicach. H.v. Mangoldt udowod-
nil w 1897 r., Ze sumy h
n
pyies
&k
zinierzaja .do 0, gdy n wzrasta nieograniczenie (co Euler przy-
puszezal juz w 1748 r). Z twierdzenia Mangoldta wynika

flroga, elementarna, ze $rednia wartodcia funkeji liczbowej pu(n)
jest liczba 0. o

§ 6. Odwrécenie wzoru F(n)= ) f(d). Zajmiemy sie obecnie
tzw. odwrdceniem rzoru (18). a .

Niech F(n) bedzie dowolng funkeja liczbows. Udowodnimy

Twierdzenie 5. Istnieje jedna i tylko jedna funkcja liczbomwa
f(n), spelniajaca mzdr (18) pray mwszelkim naturalnym n.

Dowdd. Jezeli przy wszelkim naturalnym n zachodzi wzor
(18), to mamy ciag nieskofczony réwnoSci:

F(ty=f(1),
F@)=f)-+f2),

i) FE)=f(1)+f0),
F)=f(1)+f(@)+14),
FE)y=f)+£0),
F{o)=

fO+F@+f3)+10),

[§ 6] Odwrécenie wzoru F(n) =dv‘y'f(d). 151
. In

Pierwsza z tych réwnosci daje bezporednio f(1)=F(1); z dru-
giej, znajac f(1), mozemy wyznaczyé f(2); trzecia pozwala wy-
znaczyé f(3), skoro juz znalezliSmy F() 1 f2), itd.; n-ta pozwoli
nam wyznaczyé f(n) przez wartosci flk) dla k<<n. Jezeli wiec
istnieje funkcja f(n), spelniajaca wzoér (18) dla n=1,2,3,..., to
taka funkcja jest tylko jedna.

7 drugiej strony jasne jest, ze wyznaczajac F(). ), f(3), ...
kolejno z réwnan (21), oirzymamy funkcje f(n), spelniajaca
wszystkie te réwnania, czyli spelniajaca wz6r (18) przy wszelkim
naturalnym n, c. b. d. d. '

Réwnania (21) pozwalaja za pomocea krétszych lub diuzszych
rachunkéw obliczaé f(n), gdy zmamy F(1), F(2), ..., F(n). '

Istnieje atoli ogdlny wzoér na f(n), mianowicie

@) rm= > @ F ()
dn

ktéry mozemy tez napisaé w postaci

23) = u(F) P

. éin

albo jeszcze w postaci
(24) fln)=2 () (D)

(tj. gdzie sumowanie rozciaga sig na wszystkie takie uklady liczb
naturalnych k i I, dla ktérych ki=n).

" Dla udowodnienia tych wzoréw wystarczy oczywiscie okazadé,
se funkeja f okreSlona wzorem (24) spetnia wzér (18) dla kazdego
naturalnego 1.

Otéz wzor (24) daje
SHd=2 Bk FO)=2 mk) =

dnkl=n

-2 [Fu)ﬁg pl)]=F (),
|7
gdyz wobec wlasnosei funkeji u, wyprowadzonej w § 1, _/S u(k)
Lﬁ
jest rézne od zera i réwne jest jednoéci tylko dla llL-zi czyli

dla I=n.
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Funkeja f spelnia wiec wzér (18) dla n=1,2,..., co dowodzi
prawdziwoSel wzoréw (22)-(24).

Rozpatrzmy teraz kilka szczegolnych przypadkéw dow1e-
dzionego twierdzenia 4. Przyjmijmy we wzorze (18) w szczegdl-
noéci F(n)=n. W my$l twierdzenia 4 istnieje jedna itylko jedna
funkcja liczbowa f(n), spelniajaca przy wszelkim naturalnym n
warunek :

(25) o %:f(n)zn, k

i funkcja ta jest wyznaczona wzorem

(26) fmyzgzﬂ@d ”QS”M

din

W my$l wzoru (13) funkcja Gaussa ¢(n) spelnia wzdr (24).
A wiec mlasnoéé ta jest dla funkcji Gaussa charakterystyczna.
Nadto otrzymaliémy dla funkecji Gaussa wzér

(27) pn)=n 2 'Lfgﬁ

din

Przyjmijmy teraz F(1)=1 1 F(n)=0 dla n>1. Jako natych-
miastowy wniosek z twierdzenia 4 otrzymujemy w tym przypadku,
7e marunek

p)=1 i Du(d=0 da n>t

jest charakterystyczny dla funkcji Mébiusa. Warunek ten mozna
by wiec przyjaé za definicje funkeji u(n).

Biorac za f(n) rézne funkcje i wyznaczajac F(n) ze wzoru
(18), mozemy otrzymywaé ze wzoru (22) rézne mniej lub wiecej
ciekawe tozsamo$ci. Czytelnik zechce rozpatrzyé blizej takie toz-
samofci np. dla f(n)=1 i dla f(n)=n.

Ze wzoru (24) wynika natychmiast, ze

E(x)
2 fn)= S u(d) F),

gdzie sumowanie po stronie prawej mnalezy rozciagnaé na wszyst-
kie pary.d,é liczb naturalnych, spelniajace nieréwnosé

(28) . dé< .

s 6] - Odwrécenie wzoru F(n) =d:27f(d). 153 .
' n

Suma wszystkich skladnikéw, ktérym odpowiada ta sama
warto$é d, wynosi oczywiScie

£(%) £(3)
ZHAFO=ud X FO).
gdyi w my$l (28) & moze przy danym d przyjmowaé wartosci

. . X o .
naturalne nie przekraczajace . Stad wzér.

Elx) E(x) E (%)
(29) 2 f(n)=2 (u(d).2 F@).

\ szezegdlnoéei, gdy f(1)=1 i f(n)=0 dla n>>1, ofrzymamy
w mysl wzoru (18) F(n)=1 przy wszelkim naturaluym n. Dalej
mamy -oczywiscie
£(3)

Sro=5(}

idla x>1
E(x)
2 fn)=

n=i
wzér (29) daje wiec
i ) _ Ey(f) »
(30) 1 =2 (DE (3)
Jest to wzér (20), otrzymany w §5 na innej drodze (str. 149).
Przyjmijmy teraz F(n)=n. Jak dowiedlimy (p. str. 152), jest
f(n)=¢(n), a ze dla d<x jest oczywiscie

() \
— o5 e =3[ +2RE)
wiec Wzér (29) daje 1

fﬁ’qa(]z)— S [EE)]+4 Sran()

czyli w mys$l (30)
Elx)

o =g Suo e

Ze wzoru tego skorzystamy w Rozdziale XVIIL
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din

§.’Z. Funkcja Liouville’a. - Nazywamy funkcjg Liouville’a
funkcje liczbowa A(n), okre§lona w nastepujacy sposéb:
10 2(1)=1;
2° jezeli liczba n>1 ma rozwinigcie na czynniki pierwsze
(32) n=p,%py%... pr%,
to o
An)=(—1)at et teop,

Tak wiec:
A=1, 1@Q=—1, 10)=—1, =1, AB)=—1,
=1 A=—1 AG=—1 AO=1 A=t itd.

Ze.Lk.Iadtaja‘c, ze liczba naturalna n>>1 ma rozwiniecie (32) na
czynniki pierwsze, wezmy pod uwage iloczyn
[1=py*+ps*—p,* . A (— L pye] -
B S e T o Vi S [

o A=pe PP — it A (— ) prer],
gdzie s jest dqwolna, liczba catkowita. Rozwijajac ten iloczyn
otr;zylilamy - jak la’th) widzieé — sume algebraiczng wymz(m;
(p*1pohs... pi*r), w ktorej kazdy bedzie poprzedzony znakiem

C(=DAt At et e = A (p lpya.. . prtE)
i w ktérej sumowanic bedzie sig rozciggalo na wszystkie dzielnikj
d=phps.. .}J;fk
liczby n. Wypisany iloczyn jest wigc réwny sumie Ald) de.
dpn

7 drugiej strony, wzér na sume postepu geomefr)lrcznego daje

| —p e pPofe . (— L)epes — I (=1)epletns
. I4+p
Stosujac te tozsamoéé do kazdego z nnikéw rozwasz
oo ac ¢ torsamodt d s czynnikéw rozwazanego
L D9p 00 1o (—tmpyetie (o ps e
1+p¢ 1+pe 1~+ka -
= a(d)d~.

dn

W‘szczegélnoéci dla s=0 otrzymujemy z tego wzoru

%) 1-H;-1‘)“‘ . Lﬂb—i""g._“;1+(“1\ff=>“z(d\
) ) 2 an

U

1§ 71 . Funkcja Liouville'a. 15

Liczba
ot VA
5
jest — jak tatwo widzie¢ — réwna zeru w razie o nieparzystego
i jedno§ci w razie a parzystego. Stad wniosek, ze lewa strona
wzoru (33) jest rézna od zera i réwna jednoéci tylko wtedy, gdy
wszystkie wykladniki o, as,..., o sa parzyste, czyli tylko wtedy,
gdy liczba n jest kwadratem. Udowodnilismy wiegc

Twierdzenie 5. Suma (”Z ad) jest jednoscia dla n kroadrato-

roych, zerem za$ dla rszystkich pozostalych n.
quraWdzie w dowodzie twierdzenia 5 zakladaliémy, ze n>1
(gdyz tylko wtedy lewa strona wzoruw (33) ma sens), lecz — jek
latwo widzie¢ — samo twierdzenie jest prawdziwe réwniez dla
n=1, gdyz A(l)=1. ‘ -
Wobec dowiedzionej wlasnoéci funkeji Liouville’a i w mysl
wzoru (15) z § 5 mozemy zatem napisaé:

B x . (1 dla n kwadratowych
kgf(k)E(E):nZ:’iF(n)’ gdzie Fm)—l() dla pozostalych n.

E(x) .
Suma O F(n) sklada sie wiec z tylu jednoéci, ile istnieje
n=1 )
liczb kwadratowych n<x. Stad natychmiastowy wniosek, Ze

wartoécia sumy jest liczba E(Yx) czyli ze

E(x)

SamE (’E‘) —EG/%).

Np. dla x==5:
szG’)+z(2)E@+us)E(§)+z(4)E(Z)+A(5)E(§)=
—{5—1.2—1- 11 1—1-1=2=E(/5).





