ROZDZIAL V

LICZBA I SUMA DZIELNIKOW,
LICZBY DOSKONALE, WZORY SUMACY]JNE.

§ 1. Liczba dzielnikéw liczby naturalnej. Niech n bedzie
liczba naturalna o rozwinieciu na czynniki pierwsze’

(1) n=p%p%... pi°k,

a d niech bedzie jakimkolwiek dzielnikiem naturalnym liczby n.
Poniewaz dzielnik dzielnika liczby n sam jest dzielnikiem tej
liczby, wiee w rozwinigciu liczby d na czynniki pierwsze moga
wystepowaé tylko te liczby pierwsze, ktére figuruja w rozwinie-
ciu (1), i przy tym w potegach o wykladnikach nie wickszych
niz w rozwinieciu (1).

Kazdy dzielnik naturalny liczby n mozna zatem przedstawié
w postaci
(2) . d= pli“lpg'z‘z e pkz'k',
gdzie % sa liczbami calkowitymi, spelniajacymi nieréwno$ci
3) 0<h<a; dla i=1,2,... .k

Z drugiej strony, latwo widzie¢, ze kazda liczba d, wyzna-
czona ze wzorn (2), w ktérym liczby catkowite 1; spelniaja nie-
réwnoéci (3), jest dzielnikiem naturalnym liczby n, gdyz wobec
(3) liczba
Jest calkowita.

Wreszcie jasne jest, ze r6znym ukladom liczb catkowitych
4) Ags Aoy ves Arey
.spelniaja‘cych nieréwnosci (3), odpowiadaja w my$l (2) rézne
liczby d. Mozemy wiec wypowiedzieé
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Twierdzenie 1. Jezeli za (4) przyjmomac szystkie mozlime
uklady k liczb calkomwitych, spelniajgcych nieréronoéci (3), to
mwzor (2) mwyznaczy roszystkie (i same tylko) dzielniki naturalne
liczby n, przy tym kazdy dzielnik tylko raz jeden.

Méwiac dalej o liczbie dzielnikdmw, bedziemy zawsze mieli
na mysli liczbe dzielnikéw naturalnych. Wobec twierdzenia 1
mozemy powiedzieé, ze liczba dzielnikéw liczby n, majacej roz-
winiecie na czynniki pierwsze (1), réwna jest liczbie wszystkich
mozliwych ukladéw liczb catkowitych (4), spelniajacych nieréw-
noéei (3). Policzmy, ile jest takich ukladéw.

Latwo widzieé, ze na to, by liczba catkowita 4; spelniala nie-

réwnosci (3), potrzeba i wystarcza, aby 1; bylo jedna z liczb ciggu
0, 1,2 3, ..., a:.

Kazda z liczb 2; moze wigc, niezaleznie od innych, przy-
bieraé dokladnie ;-1 réinych wartoéci. Kombinujac kazda
z o,-F1 wartoSci liczby 1, z kazda z a1 wartobei liczby 2,
itd., otrzymujemy

Twierdzenie 2. Liczba @(n) dzielnikom liczby n mwynosi
() - 0(n)=(a;+1) (@ +1) ... (ax1).

Obliczmy np. ©(60). Poniewaz liczba 60 rozwija sie na czyn-
niki pierwsze 22:3.5, wiec ze wzoru (5) otrzymamy

O60)=@2+1)-(1+1)-(1-+1) czyli OOBO)=12.

Dla 100=22-5" jest ©(100)=9.

Ze wzoru (3) wynika, Zze mozna zawsze wyznaczyé liczbe,
majaca dowolng z gbéry dana liczbe dzielnikéw.

Np. aby otrzymaé liczbe, majaca I dzielnikéw, wystarczy
przyjaé n=p!-1, gdzie p jest liczba pierwsza. ‘

Widzimy wiee, ze réwnanie @(n)=1 ma przy kazdym na-
turalnym [ nieskoficzenie wiele rozwiazan. )

Wzér (5) wskazuje tez na to, ze O(n)=2 wtedy i tylko wtedy,
gdy k=1 i g,=1. Innymi slowy: réwnanie &(n)=2 jest cha-
rakterystyczne dla liczb pierwszych. Wynika to zreszta takze bez-
poérednio z definicji liczb pierwszych.

Wobec wzoru (5), liczha @(n) jest nieparzysta wtedy i tylko
wtedy, gdy wszystkie «; sg parzyste, tj. gdy liczba n jest kwa-
dratem.

W. Sierpinski, Teoria Liczb 8
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114 'ROZDZIAL V. Liczba i suma dzielnikéw.

Nieparzysto§é liczby dzielnikéw jest wigc. cecha charaktery-
styczna liczb kwadratowych.

Wzér (5) pozwala tez z latwoébcia obliczaé kolejne wartosci
funkeji ©(n) dla niewielkich liczb n. Znajdujemy np.:

e)=1, 6@=2 6003)=2 o0@W=3 60)=2
O)=4, OO)=2 OB8)=4 O09)=3  0(10)=4.

W § 6 poznamy sposbh obliczania sumy kolenych warto§ci
funkcji @(n}.

CWICZENIA. 1. Znpalezé najmnigjsza liczbe naturalna, majaca 30 dziel-
nikéw 1),

OdpowiedZ: 720.

2, Dowie$é, ze liczba wszystkich rozwiazad réwnania xyz=n w liczbach
naturalnych x,y, z (dla liczby n naturalnej) réwna jest 2@({1), gdzie sumowanie

din

rozciaga si¢ na wszystkie dzielniki naturalne d liczby n.‘ (Winogradow)

Wiee np. dla n=10 rozwiazaf tych jest 9.

5, Dowieéé, ze jezeli n jest liczba naturalnag wieksza od 1, to w ciagu
nieskoficzonym

. 9(n), 6 8(n), 0606(n),

wszystkie wyrazy, poczynajac od pewnego miejsca, sa réwne 2,

Okazaé, ze miejsce to moze byé dowolnie dane z gory.

4. Dowiegé, ze dla wszelkich naturalnych n jest @ (n)<2V/n.

Dowéd wynika stad, ze z dwu wzajemnie dopelniajacych sie dzielnikow
liczby n co najmniej jeden jest niewiekszy od V7.

5. Nie¢ch Z bedzie zbiorem wszysikich liczb tzw. najbardziej zloionych,

czyli takich liczb naturalnych n, kt6ére maja wiecej dzielnikéw niz kazda liczba

naturalna mniejsza od n.

Dowiesé, ze zbiér Z jest nieskoficzony i wyznaczyé pierwszych 10 liczb
tego zbioru. .

Dowéd. Liczby 1 i 2 naleza oczywiscie do zbioru Z. Zalézmy ze liczba
naturalna m nalezy do Z. Istnieja liczby naturalne n majace wiecej niz @ (m)
dzielnikéw, np. liczba 20 ma O(m)-+1 dzielnikéw, Niech n bedzie naj-
mniejsza z nich i niech k bedzie liczba naturalna mniejszg od n.

Jezeli k<<m, to 0(k)<<O(m) na mocy zalozenia, Ze m nalezy do zbioru Z,
oraz @{m)<@(n) na mocy okreslenia liczby n; jest wiec 0(k)<< O (n). Jezeli zas
m< k< n, to.na mocy okreslenia liczby n i zalozenia, ze k<n, jest 6 (k)< @(m),
skad znowu @(k)<C@(n). Liczba n nalety wiec do zbioru Z, a pzy tym jest
wigksza od m, bo skoro m nalezy do zbioru Z, to n<{m pociaga 0(n)< &(m),
wbrew okrefleniu liczby n. .

!} Szezegblowe - rozwiazanie podaje G. Chrystal, Algebra, czesé 11,
Londyn 1900, str. 538, Example 2.
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Dla kazdej wiec liczby zbioru Z isinieje w tym zbiorze liczba wieksza,
skad wnosimy, ze zbiér Z jest nieskoficzony. ’

w

Pierwszymi dziesiecioma liczbami zbioru Z sa:
1, 2, 4, 6, 12, 530, 48, 60, 120, 180.
6. Dla kazdej z pierwszych dziesieciu liczb naturalnyeh n wyznaczyé naj-
mniejsza liczbe naturalna, majaca n dzielnikéw.
Odpowiedz: 1, 2, 4, 6, 16, 12, 64, 30, 36, 48.
§ 2. Suma dzielnikéw liczby naturalnej. Oznaczmy symbo-

lem o(n) sume wszystkich dzielnikéw naturalnych liczby n. Na
mocy twierdzenia 1 (§ 1) jest wiec

(6) a(n)=2pl"!p2’~3,,,pkik,
gdzie sumowanie rozcigga sie na wszystkie uklady liczb catkowi-
tych (4), spetniajacych nieréwnoéci (3).

Lecz — jak tatwo widzie¢ — kazdy skladnik prawej strony
wzoru (6) otrzymujemy, i to tylko raz jeden, rozwijajac iloczyn
(I+pi+pl+. i) (A Ppatp’ - 02 o
c (L petpl A ),

a z drugiej strony, kazdy wyraz rozwiniecia tego iloezynu jest
jednym ze skladnikéw sumy (6). Stad

Twierdzenie 3. Suma o(n) dzielnikéro naturalnych liczby na-
turalnej n wynosi

plm-H_ 1 ) pzu;’: pa— ) .pka;;. af g—
m—i p—1 7 p—1

{2454 10420125450 100 =217.
Wzér (7) pozwala ulozyé tabliczke kolejnych wartoéci funk-
cji a(n):
a(l)==1, o(2)=
o{b)=12, o(7)=

3, o(3)=4, ai4)=1, o

8, ol8)=15, 09)=13, o(10)=18.
W § 7 poznamy sposéb obliczania sumy kolejnych war-

toci on).

83\’




116 ROZDZIAYL V. Liczby doskonate.

CWICZENIA. 1. Dowiesé, ze dla naturalnych n jest
o{3n—1)=0 (mod 3).

Dowé6d?) wynika stad, ze z dwu dopelniajacych si¢ wzajemnie dzielni-
kéw liczby 3n—1 jeden musi by¢ formy 3k—1, drugi za$ formy 3k-+1, a wiec
ich suma jest podzielna przez 3.

2. Dowieéé, ze dla naturalnych n jest:
o{dn —1)==0 (mod 4), o{6n — 1)==0 (mod 6), o(8n—1)==0 (mod 8).

Wskazéwka Dla 8n—1 oprzeé sie na uwadze, ze z dwu dopelniaja-
cych si¢ dzielnikéw tej liczby zawsze albo jeden jest postaci 8k—1, a drugi
8k -1, albo jeden jest postaci 8k—3, a drugi 8k 3.

3. Dowiesé, ze dla naturalnych n jest:

o{12n—1}==0(mod 12}, o(24n —1)=0 (mod 24).

Dowéd wynika stad, ze liczba 12n—1 jest zaréwno postaci 3k—1 jak
4k—1, liczba za§ 24n—1 jest zaréwno postaci 3k—1 jak 8k—1.

Nie wiadomo, czy préez liczb m=3,4, 6, 8,9, 121 24 sa jeszeze inne
takie liczby naturalne m, iz o(mn—1)=0(modm) dla kazdego naturalnego n.

4. Dowiesé, ze sume odwrotnodel wszystkich dzielnikéw liczby naturalnej n

. on)
wynosi —=.

§ 3. Liczby doskonale. Metoda Euklidesa. Wyznaczanie
pierwszych dziesieciu liezb doskonalych parzystych. Istnieje
nieskoficzenie wiele liczb naturalnych n, ktérych suma dzielni-
kéw naturalnyeh mmiejszych od n jest mniejsza od n, np. wszyst-
kie liczby pierwsze i wszystkie potegi liczb pierwszych. Istnieje
tez nieskonczenie wiele liczb naturalnych n, ktéryeh suma dziel-
nikéw naturalnych mniejszych od n jest wieksza od n, np.
wszystkie liczby postaci n=2¢%.3, gdzie a=2,3,... Nie wiadomo
natomiast, czy istnieje nieskoficzenie wiele liczb naturalnych n,
ktére sa rowne sumie swych dzielnikéw mnaturalnych mniejszych
od n.

Liczby takie nazywamy doskonalymi.

Znamy ich tylko 12 i nie wiemy, czy istnieje ich wiecej.
Najwicksza ze znanych liczb doskonalych ma 77 cyfr.

Najmniejszg liczba doskonaly jest — jak latwo widzieé —liczba
6=1-4-2-3. Nastepna po niej jest liczba 28=1-+2-+4 7414,

!) Inny dowéd podaje K. G. Ramanathan, The Mathematics Student,
tom II (1943), str. 55.

[P—
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Suma dzielnikéw liczby n, mniejszych od n, jest oczywiscie
réwna o{n)—n. Dla liczby doskonalej n otrzymujemy wiec réw-
nanie o(n)—n=n, czyli
(8) a(n)="2n.

Wyznaczymy wszystkie liczby doskonale parzyste. Udo-
wodnimy

Twierdzenie 4. Na fo, aby liczba parzysta n byla doskonala,
potrzeba i mystarcza, by byla ona postaci 25— (25— 1), gdzie 2°— 1
Jjest liczbg pierrosza.

Dowéd. Niech n bedzie liczba doskonala parzysta. Rozwi-
jajac n na czynniki pierwsze, otrzymamy
9) n=2"1p,%p,% ., ppk=25"1],
gdzie s jest liczbg naturalng wieksza od 1, I za§ jest liczba nie-
parzysta 1

l___ pg“ﬂpg“a . pka,\..

Na mocy (7) jest:

s — 1 pzn@»‘ri_l. .pkuk—i-l__i

R Rl "
——pgag—l-i_i . p3a3+1_1' _I)kak+1—1
a(l) a1 el T =1

skad
a(n)==(2*—1)a(l).

Wobec (8) 1 (9) mamy wiec
(10) @ — 1)o(l) =21

lloczyn po lewej stronie réwnoéci (10) jest podzielny przez 2%
Lecz czynnik (2°—1) tego iloczynu, jako'liczba nieparzysta, jest
pierwszy wzgledem 25 wobec tego drugi czynnik musi byé po-
dzielny przez 25:
(11) a(l)=2¢q.
gdzie ¢ jest liczbg naturalng. Wnoszac te warto§é do wzoru (10)
i skracajac przez 2%, otrzymujemy:

(12) 2—1)g=l,
co mozemy tez wobec (11) napisaé w postaci
(13) _ ol=I+q

o
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7 drugiej strony, wzdr (12) wskazuje, ze ¢ jest dzielnikiem
liczby I, réinym od I, gdyz g=1 pociaga na mocy (12) 2°—1=1,
skad s=1, gdy tymczasem s>1.

Gdyby opréez | i ¢ liczba I miala jeszcze inny dzielnik na-
turalny, to mieliby$my oczywiscie o(l) >1-¢ whbrew (13). A wigc
‘liczba I ma tylko dwa dzielniki: [ i ¢, skad widaé, ze I jest
liczbg pierwszg i g=1.

Wazér (12) daje wige I=2"—1, wobec czego mamy w my§l (9)

(14) n=20"1(25— 1), °

Dowiedliémy zatem, ze warunek twierdzenia jest konieczny.

Okazemy, ze jest on zarazem dostateczny, zeby liczba n
byla doskonala.

Zalézmy wiec, ze 25—1 jest liczba pierwsza (oczywiScie nie-
‘parzysta) i wyznaczmy n ze wzoru (14). Liczba n ma zatem
rozwiniecie na czynniki pierwsze n=2"!p, gdzie p=2'—1,
skad na mocy (7)

cz2yli wobec p=2¢

" a wiec w my$l (14)
o(n)=2n,

co dowodzi, ze n jest liczha doskonala.

Warunku, zeby liczba 2°—1 byla pierwsza, nie mozna za-
stapié w twierdzeniu 4 warunkiem, zeby liczba s byla pierwsza,
poniewaz wiedy liczba 2°—1 moglaby byé zlozona i przeto wa-
runek nie bylby wystarczajacy. Pozostalby on jednak konieczny:
istotnie — jak tatwo widzie¢ — jezeli 2°—1 jest liczbg piermszg,
to s jest liczbg piermsza. Gdyby bowiem liczba s>1 nie byla
pierwsza, to mogliby§my wyznaczyé takie dwie liczby naturalne
m i n, wieksze od jodnoéci i mniejsze od s, ze s=mn. Mogli-
bysmy wowezas napisaé

95 —{=2mn—{ =(2m—1)(1 4 2m4-22m |- | 20m—tjm),
wobec nieréwnosci 2 <Im<Cs byloby przy tym 3. {2m—1{ <21,
wige lieczba 25—1 nie moglaby byé pierwsza.
Mamy wiec jeszcze
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Wniosek. Wszystkie liczby doskonale parzyste sa zamwarte we
wzorze 20—1(2P—1) z mwarunkiem, ze liczby p oraz 2?—1 sa
pierrsze.

Liczbami doskonalymi zajmowal sie Euklides, ktory podat
nastepujaca metode, ich wyznaczania:

.Obliczajmy kolejne sumy skladnikéw szeregu

{42448 16-152+...

Jezeli suma taka okaze sie¢ liczba pierwsza, to pomnézmy
ja przez ostatni skladnik. Otrzymamy liczbe doskonala”.

Opierajac sie na twierdzeniu 4, czytelnik udowodni z fat-
woscia, ze metoda Euklidesa w istocie wyznacza wszystkie
liczby doskonale parzyste.

Wyznaczymy kilka kolejnych liczb doskonatych parzystych.
Musimy wiec przyjmowaé za p kolejne liczby pierwsze i badaé,
czy 29— 1 jest liczba pierwsza. Jest tak istotnie dla p=2,3,5,7;
otrzymujemy wéwczas 2'—1=3,7,31,127, a wige liczby pielw-
sze. Stad dostajemy odpow1edme liczby doskonale znane juz
w starozytnosci:

P —1)=0, 2%(2°—1)==28, 2%2°—1)=496, 2°(2"—1)=8128.

Przy wiekszych wartoéciach p bezpoérednie badanie liczb
2r—1 staje sie coraz ucigzliwsze. Wielka pomoca jest w tym
wzgledzie nastepujace

Twierdzenie 5. Jezeli p=>2 jest liczba piermwsza, to dzielniki
piermsze liczby 2°—1 muszg mieé forme 2k'p+-1.

Dowéd. Niech g bedzie dzielnikiem pierwszym liczby 27—1
(a wiec oczywiécie liczba nieparzystia). Oznaczmy przez d naj-
mniejsza liczbe naturalna, dla ktérej liczba 29—1 jest podzielna
przez . Liczby takie istnieja, gdyz np. liczba 22 —1 jest po-
dzielna przez q. Jest oczywiScie d>1, poniewaz liczba 2! —1=1
nie jest podzielna przez q.

Udowodnimy, ze kazda liczba naturalna x, spetniajaca kon-
gruencje '

(15) *=1{ (mod g),
jest podzielna przez d.

Przypusémy bowiem, ze liczba naturalna x spelnia kon-
gruencje (15) i daje przy dzielemin przez d reszte dodatnia r.




120 ROZDZIAL V. Liczby doskonale.

Mozemy wiee przyjaé¢ x==di-+r, gdzie t jest liczba calkowita
nieujemna. Wobec ‘podzielnosei liczby 2¢-—1 przez ¢ mamy:
29==1 (mod ¢), skad 2¢'=1{(mod q) i 2¥=2427=0"(mod ¢), co daje
na mocy (15)

2r=1 (mod g).

Liczba 2'—1 bylaby wigc podzielna przez ¢ dla liczby na-
turalnej r<<d, whrew okreéleniu liczby d.

Niech w szczegélnosei x=p. W my$l zalozZenia, liczba 20 —1
jest podzielna przez ¢; kongruencja (15) jest wice dla x=p
spefniona. Ale w takim razie — jak dowiedliémy — x jest podzielne
przez d; jest wiec d|p. Lecz p Jest liczba pierwsza, d za§ —
liczba naturalna, wicksza od 1; wnosimy stad, ze d=p.

Niech teraz x=¢g-—1; warunek (15) jest speiniony w mys$l
malego twicrdzenia Fermata. Liczba gq—1 musi wiec byé po-
dzielna przez d==p, skad g—1=1tp, gdzie t jest calkowite.

Lecz lewa sirona ostatniego wzoru jest liczba parzysta, oczy-
wibcie za$§ (2,p)==1; musi wiec t byé parzyste czyli t==2k, gdzie
k jest liczba calkowila. Ostatecznie wiec ¢—1==2kp czyli
g=2kp-+1, c. b. d. d.

Zastosujemy twierdzenie 5 do zbadania liczby

21— 1=2047,

by znalezé nastepna po 2°(2°—1) liczbe doskonala.

Dla przekonania sig, czy liczba 2047 jest pierwsza, wystar-
czy ja dzielié przez liczby pierwsze, nie przekraczajace liczby
V2047 < 46; nadto, w my$l twierdzenia 2, liczby te musza mieé
forme 22k--1. Jak latwo widzieé, istnieje jedna tylko liczba
pierwsza tej formy mniejsza od 46, mianowicie 23. Przy dziele-
leniu otrzymujemy 2047=23.89. Liczba 2047 jest wiec zloZona
i przeto dla p=11 nie otrzymujemy liczby doskonalej.

Przyjmijmy wige za p nastepna liczbe pierwsza, tj, p=13.
Dla zbadania, czy liczba 2*—1=8191 jest pierwsza, wystarczy
ja dzieli¢ przez liczby pierwsze formy 20k—-1, nie wigksze od
/8191 << 91. :

Z wchodzacych tu w rachubg liczb postepu 27, 53, 79 tylko
dwie ostatnie sg liczbami pierwszymi. Przy dzieleniu liczby 8191
przez 55 otrzymujemy reszte 29, przy dzieleniu za$§ przez 79 —
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reszte 54. Stwierdziliémy wiec, ze liczba 8191 jest pierwsza. Stad
wniosek, ze liczba

212(218__ {) =133 550336

jest piata z kolei liczbg doskonala parzysts. Liczbe t¢ wykryto
dopiero w XV wieku. A

Nastepnag liczba pierwsza jest p=17. Poniewaz pierwiastek
z liczby 2'7—1=131071 jest mniejszy od 363, wiec postep
34k+1 daje tu — jak to z latwoscia czytelnik sprawdzi — tylko
cztery liczby pierwsze, mianowicie 103, 137, 239 i 307.

Wrykonujac cztery dzielenia, stwierdzamy, ze 131071 jest
liczbg pierwsza i otrzymujemy w ten sposob szésty liczbe dosko-
nalg parzysta:

216(217— ) = 8 589 869 050.

Z kolei przyjmijmy p=19. Mamy tu 29— 1=524287. Pier-
wiastek kwadratowy z tej liczby jest mmniejszy od 725; dla zba-

.dania, czy liczba 2'*—1 jest pierwsza, wystarczy ja dzielié przez

liczby pierwsze formy 38k-}-1, mniejsze od 725. Takich liczb —
jak to sprawdzamy z fatwoScia — jest tylko sze§é; sa to miano-
wicie liczby 191, 229, 419, 457, 571 i 047.

Przez wykonanie odpowiednich sze§ciu dzieled stwierdzamy,
ze liczha 524287 jest pierwsza — i co za tym idzie — ze liczba

218(219— 1) = 137438691328

jest doskonala. Jest to wiec si6dma z kolei liczba doskonala pa-
rzysta.

Nastepna liczba pierwsza jest p=23. Dla zbadania  liczby
22— 1 =8388 607 musimy jg dzieli¢ przez liczby pierwsze postepu
arylmetycznego 47,93, 139, 1853, ..., nie wieksze od V/QQ"— 1 <2897,
Dzielac jusz przez pierwsza z liczb otrzymanego .postepu, stwier-
dzamy, ze 8388607 =47-178481, tj. 7ze 2% —1 jest liczba zlozona.
Dla wykladnika p=23 nie otrzymujemy zatem liczby doskonatej.

Przyjmijmy z kolei p=29. Jest 2**—1=536870911. Dla zba-
dania tej liczby dzielimy ja kolejno przez liczby pierwsze po-
stepu 59, 117, 175, 233, ...

Przez 59 liczba 2*—1 nie jest podzielna; nastepng liczba
pierwsza wypisanego postepu jest 233; przy dzieleniu otrzymujemy
22— 1=233.2304167, co dowodzi, ze wykladnik p=29 tez nie
daje liczby doskonalej.
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7 kolei przyjmujemy p=>31. Euler stwierdzil, ze liczba
1 =—2147483647 jest pierwsza i — co za tym idzie — ze liczba

930 (981 — {) =2 305 843 008 139952 128

jest doskonala. Jest to wigc Gsma z kolei liczba doskonata pa-
rzysta.

Dziewiata z kolei liczba doskonala parzysta odpowiada wy-
kladnikowi p=061. Jest to liczba 20°(2"'—1), podana w 1885 r.
przez P. Seelhoffa.

R. E. Powers w 1911 r. znalazl nastepna liczbe doskonala
288280 — 1), Tenze wraz z E. Fau quembergue’em znalazl
w 1914 r. liczbe doskonala 296217 —1), a E. Fauquembergue
(véwniez w 1914 r.) znalazt najwicksza ze znanych dotad liczb
doskonatych:

21‘36(2127_1)’

majacg 77 cyfr. Drugi czynnik tej liczby, czyli 2'¥—{, jest naj-
wieksza ze znanych dotad liczb pierwszych.

D. H. Lehmer dowiédl, ze liczba 2%7—{ nie jest pietwsza
i przeto ze 226(2257— {) mnie jest liczba doskonala '). Nie wiemy, czy
liczba 21%—1 jest pierwsza i -dlatego nie wiemy, czy liczba
2198219 __{) jest doskonala; podobnie nie wiemy, czy pierwszymi
sg liczby 2¢2—1 dla p=137, 139, 149, 157, 167, 193.

Nie wiadomo dotychezas, czy liczb doskonalych parzystych
jest nieskoficzenie wiele, ani nawet czy jest ich wigcej niz zna-
nych dotad 12.

Nie znamy dotad zadnej liczby doskonalej nieparzystej, ale
nie posiadamy tez dowodu na to, Ze liczb takich nie ma. W kaz-
dym razie dowiedziono, ze nie ma liczb doskonalych nieparzystych
ponizej liczby 5-10%.

Za pomocs, teorii kongruencp mozna z Yatwoécig dowie$é, ze
kazda liczba: doskonala parzysta daje jako ostatnia cyfre (w ukla-
dzie dziesietnym) 6 albo 8 oraz ze kazda liczba doskonala pa-
rzysta wigksza od 6 ma forme 9k—-1. Dowéd tych twierdzen
pozostawiamy czytelnikowi.

Analogie do liczb doskonalych stanowia liczby naturalne n,
spelniajace réwnanie o{n)=3n. Najmniejsza z takich liczb jest
n=120=2%.3.5.

) Por. tez M. Kraitchik, Théorie des Nombres, tom II, Paryz 1926,
str. 142,

5y Liczby doskonate drugiego rodzaju. 123

A oto jeszcze kilka innych takich liczb:
672=2%.3.7 (znaleziona przez Fermata),
20.3.11-31, 28.5.7.19.37.73, 21%.3.11.45.127, 29.5.7.19.31.151.

Szukano tez liczb naturalnych n, spelniajacych réwnanie
o(n)=4n, jak np. liczby 2°-3%.5.7 i 2%.3%.5.7.13, jako tez liczb
naturalnych, spelniajacych réwnanie a(n)—)n Jak np. liczba

§27.3%.5.7-1(2.17-19.

Sprawdzenie nie nasirecza tu trudnosm

CWICZENIA. 1. Dowiesé, ze liczba 2%6(23— 1) nie jest doskonala.

Dowé6d. Drzielniki pierwsze liczby 2%-—1 musza mieé postaé 74k-+1.
Dla k=23 znajdujemy dzielnik 225 liczby 2% —1; nie jest wiec ona pierwsza
i badana liczba nie jest doskonala.

2. Wychodzac ze wzoru na liczby doskonale parzyste, dowieéé twierdzenia
inz. H. Woska, ze ciag wszystkich kolejnych dzielnikéw liczby doskonalej pa-
rzystej, podzielony na dwa ciagi o réwnej liczbie wyrazéw, daje dwa postepy
geometryczne o ilorazie 2

5. Dowie$é, ze jezeli liczba naturalna n nie jest podzielna przez 3, to wzory

“o{n)=53n 1 ¢(3n)=4-3n s réwnowazne. {(Descartes)

4. Dowie$é, ze kazda liczba doskonala nieparzysta, o ile takie istnieja, jest
postaci ps®, gdzie p jest liczba pierwsza, a s liczbg naturalng ).

5. Przyjmijmy oznaczenia:
sin)=o(n)—n, sn)=ss(n), s*{n)=sss(n),
Dowiesé, ze dla n= 12496=2*11-71 liczby
n; s(n), sn), s%(n), si(n)

sg wszystkie rézne, a s'(n) =n. : (P. Poulet)

§ 4. Liczby doskonale drugiego rodzaju. Liczbe naturabfna‘

‘n>1, réwna iloczynowi wszystkich jej mniejszych od niej dziel-

nikéw, nazywamy liczba doskonala drugiego rodzaju.
Takie sa np. liczby
6=1-2-3, 8=1-2-4, 35=1-57.
Wyznaczymy wszystkic liczby doskonate drugiego rodzaju.

Niech P bedzie iloczynem Wszystk.lch dzwlmk(m liczby n.
Oznaczajac przez

di,dsd,, ..., dn

1) Twierdzenie to wypowiedzial Descartes w 1638 1.
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wszystkie dzielniki liczby n w ich nataralnym porzadku, otrzy-

mamy wiec

(16) P=d,d,...dn,

gdzie m jest liczba wszystkich dzielnikéw liczby n, tj. m=0(n).

Lecz jezeli d przebiega wszystkie dzielniki liczby n, to przebiega

je tez iloraz g, tylko w odwrotnym porzadku. Jest wigc ré6wniez
' s non n

17) P=ara, - a,

Jezeli teraz pommozymy stronami wzory (16) 1 (17), z ktérych
kazdy ma po prawej stronie m=@©(n) czynnikéw, to otrzymamy
P2=n®", gskad

oin)
(18) . P=n?
lloczyn wszystkich dzielnikéw liczby n, mniejszych od n, jest

oczywiscie réwn E Na to wiec, zeby liczba n byla liczba dosko-
Yo

nala drugiego rodzaju, potrzeba i wystarcza, by bylo n=§, czyli

w my$l (18), by n=n':00~1 skgd przez poréwnanie wykladnikéw

po obu stronach otrzymujemy :
1=1,0n)—1

czyli

(19) @(11):4

To proste rdmwnanie myznacza zatem roszystkie hczby dosko-
nale drugiego rodzaju.

Na mocy wzoru (5) na liczbe dzielnikéw (§ 1, str. 113) mo-
zemy wige jeszcze powiedzieé, ze warunkiem koniecznym i wy-
starczajacym na to, aby liczba

n=p;% py"e ... pr
(gdzie py.py...pr sa liczbami pierwszymi) byla doskonaly dru-
giego rodzaju, jest réwnosé

(20) ’ (a+1) (ag+1) . (ax 1) =

Poniewaz wykladniki @, ay...0r sa liczbami naturalnymi,
wiec réwnoéé (20) zachodzm moze tylko dla k<2 ezyli dla k=1
lub k=2.

R RO
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W pierwszym przypadku réwnanie (19) daje o, +1=4, skad
=3 1 n=p?% liczba n jest wiec wtedy szeScianem liczby
pierwszej.

W drugim przypadku dostajemy réwnanie (a;+1)(ay+1)=
skad (wobec tego, ze liczby «, i @, sa naturalne) mamy a,=a,=1
i n=p;p,; liczba n Jest wiec tu iloczynem dwu réznych liczb
pierwszych.

UdowodniliSmy w ten sposéb nastepujace

Twierdzenie 6. Wszystkie szedciany liczb piermszych oraz
mwszystkie iloczyny drou réinych liczb piermszych sa jedynymi
liczbami doskonalymi drugiego rodzaju.

Oto kilka kolejnych liczb doskonatych drugiego rodzaju:

6, 8, 10, 14, 15, 21, 22, 26, 27.
Czytelnik udowodni z tatwoscia, ze jedynie liczba
6=1-+2+3=1.2:3
jest liczba doskonala zarazem pierwszego i drugiego rodzaju.

§ 5. Liczby zaprzyjaZnione. Dwie liczby min nazywamy’

zaprzyjaznionymi (numeri amicabiles), jezeli suma mniejszych
od m dzielnikéw liczby m réwna jest liczbie n i jednoczesnie
suma mniejszych od n dzielnikéw liczby n réwna jest liczbie m.

Takimi sa np. liczby 220 i 284, gdyz — jak latwo obliczyé:

0(220) —220 =284 i o (284) — 284 = 220.

Yatwo widzieé, Ze na to, by liczby naturalne m i n byly za-
przyjaznione, potrzeba i wystarcza, aby bylo o(m)=o(n)=m-n.

Dluzszy artykul poéwiecil niedawno liczbom zaprzyjazmio-
nym Escott!); podaje on 390 par takich liczb, znalezionych
w ciggu ostatnich 25 wiekéw. Pierwsza pare (220 i 280) znalazi
jakoby Pytagoras (okolo 540 r. przed Chr) Pare 2*.23.47
i 21-1151 podal Fermat, pare 27-191-383 i 27-75727 — Descar-
tes. Az 59 par liczb zaprzyjaznionych podal Euler, migdzy in-
nymi pare 2%-17-79 i 28.23.59, jako tez pare 2*-19-41 i 27.199.

CWICZENIE. Dowie$é, ze parami liczb zaprzyjaznionych sa:

22.23.5.137 i 2%.23.827

. {(Euler);

5%.5.43-11-19 1 532.5.13-239
2%.37 i 2.5.-11 (Paganini),
33%.5.7.13 i 3.5.7-139 (B. H. Brown).

1 E. B. Escott, Scripta Mathematica, tom 12 (1946), str, 61-72.
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§ 6. Wzory sumacyjne dla liezby dzielnikéw liczby na-
turalnej. Zajmiemy sig¢ obecnie wyprowadzeniem pewnych wzo-
réow dla sumy

@1) T(x)=06(1)+02)+0(3)+...+06[L(x).

gdzie x2 1, a @(k) oznacza — jak poprzednio — liczbe dzielni-
kéw liezby k.

W tym celu udowodnimy przede wszystkim, ze @(k) jest liczba
rozwigzafh réwnania

(22) " mn=k

w m i n naturalnych. _
Istotnie, jezeli liczba naturalna n jest dzielnikiem liczby k,

to ng jest liczba maturalng i ukiad m,n jest rozwiazaniem

réwnania (22) w liczbach naturalnych. Na odwrét, jezeli ukltad
liczb naturalnych m,n spelnia réwnanie (22), to n jest dzielnikiem
liczby k. Kazdemu dzielnikowi (naturalnemu) liczby k odpowiada
zatem jednoznacznie rozwiazanie réwnania (22) w liczbach na-
turalnych m,n i na odwrét. Stad wynika zapowiedziana wlas-
noéé liczby @(k). '

Liczbe T(x) mozemy wiec uwazaé w myél wzoru (21) za
liczbe rozwiazaf (w liczbach mnaturalnych m i n) nieréwnoéci
mn< E(x), ktoéra jest oczywiScie réwnowazna nieréwnoéci

(23) mn< x.

Wszystkie rozwiazania tej nieréwnoéci w liczbach natural-
nych m,n podzielimy na klasy, zaliczajac do jednej i tej samej
klasy K, wszystkie te rozwigzania, w ktérych n ma jedna i te
sama warto§é. Oczywicie

T(x)=K, -|-K,+K3+

gdzie K, (dla n==1,2,3,...) oznacza liczbe rozwiazan, naleza‘(’ych
do klasy K.

Przy danym n liczba m moze przyjmowaé tylko wartoéci
naturalne, spelniajace nieréwnoéé (23) czyli nieréwnoéé

x
m<;,
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a wiec wartosci:

1,2 03 .., E(f‘-)
ktorych jest dokiadnie E(g)

W klasie K, mamy wiec EJ(}') rozwiazaf, skad

W el

Prawa strona tego wzoru ma tylko pozornie postaé szeregu
nieskoficzonego: wystarczy w niej wypisaé tylko pierwszych E(x)
sktadnikéw, poniewaz wszystkie nastepne sa zerami. Istotnie, wo-
bec E(x)>x—1 mamy n>x dla n>E(x), czyli dla n>E(x)+1,

skad E(%)=O Mozemy wige wzér (24) napisaé jeszcze w postaci

E(x)
25) ()= Vh( )

Tak np. dla x=10:
T
+1:( () +E(10) 1045452t i tb 1 1bi=27,

co potwierdza tez obliczenie bezpoérednie z tabliczki podanej
w §1 (str. 114): [

O()+...4+-OU0) =1-4242+45 424424445 1—

Obliczanie sumy T(x) za pomoca wzoru (25), jakkolwiek
znacznie dogodniejsze od obliczania przez kolejne wyznaczanie
wartoéci funkcji @(n), staje sie jednak ucigzliwe przy wiekszych
wartoéciach liczby x. Np. juz dla x=100 trzeba by wyznaczyé
sume az stu wartoSci funkeji E. Postaramy sie wobec tego wy-
prowadzié dogodniejszy wzér dla obliczania sumy T'(x).

Podzielmy w tym celu wszystkie rozwiazania nieréwnoéci (23)
w m i n naturalnych na dwie klasy, zaliczajac do pierwszej klasy
wszystkie te, w ktérych n<yx, do drugiej za§ — wszystkie po-
zostale, 1j. wszystkie te, dla ktérych n>}x. Obliczmy, ile roz-
wigzan jest w kazdej klasie.

gt

S
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Nadajac liczbie n jakakolwiek warto$é naturalna nie wicksza
od ¥'x, bedzierny otrzymywali rozwiazania klasy pierwszej, jezeli
tylko para m,7n jest rozwiazaniem naturalnym nieréwnoSci (23),

tj. jezeli m jest liczba naturalna nie wieksza oc ;; Dla kazdego

naturalnego n<}'x jest wigec w klasie pierwszej dokladnie E(:)

rozwiazaf, a 2e samo n moze w klasie ‘pierwszej przyjmowac
wartoéei:
- on
1, 2, 3, ..., E(]/x),
wiec liczba rozwiazan nalezacych do tej klasy wynosi
E (/%)
e ()

n/

Policzmy teraz, ile rozwiazan nalezy do Llasy drugici, tj. ile
rozwiazah w hczbach naturalnych m,n ma]e; nieréwnoéci

mn<x, n> ]/x,
czyli

(26) 1/§<n\(n%.

Przyjmijmy mna m oznaczona warto$é. Jezeli m>)x, to

]—n:/] x i nieréwnoéci (26) nie sa spelnione przez zadne n. Za-

16zmy wiec, ze m<yx. Aby Wyznaczyé, dla ilu réznych n
zachodza wbéwcezas nierdwnofei (26), wystarczy oczywiscie od

liczby wszystkich n naturalnych, spelniajacych nieréwno$é n<C >
m

{a takich n jest oczywiScie E( }) odjaé hcsz wszystkich n na-

turalnych, nie spelniajacych nieréwnoéci Vx<<n, czyli spelniaja-
cych nieréwnoéé n <)/« (a takich n jest oczywiseie E(yx). W ten

spos6b otrzymujemy
Xl _El/x
E(X)—Ela)

jako liczbe wezystkich ukladéw liczb naturalnych m,n, spelnia-
jacych przy danym m<}/x nieréwnosci (26). A ze samo m, spet-
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niajac nieréwno$é m<C ]/ x, moze przyjmowac iylko warto$ci:
1, 2 3 ... E{/%).

wiec liczba ukladéw liczb naturalnych m,n, spelniajacych nie-
réwnoéci (26), czyli liczba wszystkich rozwiazan nalezacych do
klasy drugiej, wynosi facznie

E{Y*) . . E(] 1}
S efz)- i) 315fs) - o0

Druga z sum, stojacych po prawej stronie, réwna jest oczy-
wiscie liczbie [E[Y%)l, gdyz jest suma E(/x) skladuikéw, z kto-
rych kazdy jest r6wny E(}x). A wiec w klasie drugiej mamy

E{'x)

DE(E) (e P

m=1

rozwigzai. Razem z otrzymanq liczba rozwiazan klasy pierwszej
otrzymujemy zatem

E(/=) Ely/=)

Do)+ e

jako liczbe wszystkich rozwiazafd nieréwnoSci (23) w liczbach
(

naturalnych m,n eczyli jako warto§¢ funkcji Poniewaz

oczywiscie
E(V=) E{/%)
x x
B = 2= ()
2 m n/’
m=i n={
bo obie sumy sa skréconym oznaczeniem sumy

of)+(E)++e ()

wige mozemy napisaé
1:.(] =)

e T(w)= 22 (%)L& 1/x)}

W. Sierpifiski, Teoria Liczb. . 9
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Wzér ten znalazt Lejeune-Dirichlet. Za pomoca tego
wzoru z latwoécig obliczymy T(100), mianowicie:

10
i — n 1_(1(?)_ 2 o
Tuo«))_zgn( %) —10
—2(100 45053 25120~ 16+ 14— 12+ 11+ 10) — 100 =
=2.291 — 100 =482,

Podobnie, za pomoca latwych rachunkéw znalezliby$my:
T(200)=1098, T(500)=3190, T/(1000)="7069,
Dluzsze nieco rachunki daja wartoSci:
T(5000)= 43576, T(10000)=93668.

Ze wzoru (25) mozna otrzymaé ciekawy wzér przyblizony na
érednia wartoéé funkeji @(n). Jezeli mianowicie w kazdym sklad-
niku sumy po prawej stronie wzoru (25) odrzucimy symbol E,
to popelnimy przez to w kazdym skladniku blad mniejszy od 1,
a zatem -w calej sumie — blad mniejszy od liczby sktadnikéw,
. od Eix) < x. Mamy wiec réwno$é przyblizong

(x)
T~ Y~
‘ &in
z bledem mniejszym od x. Dla x catkowitych, x=k, bedziemy
stad mieli réwnosé przyblizona:

)+0@)+.. 40k 1, 1,1 {
k Ritatiytotyg

z bledem mniejszym od 1. Poniewaz prawa strona tego wzoru
wzrasta nieograniczenie ') wraz z k, wiec stosunek lewej jego
strony do prawej zmierza do 1, gdy k wzrasta nieograniczenie.

Funkcja @(n) wystepuje w Analizie jako wspélezynnik w pew-
nych rozwinicciach na szeregi. WeZmy np. szereg (zbiezny dla
[xl<1)

oo

xk x
Zi——x"’ I +1~x‘+1—x“+

k=1

1) p. Rozdziat VII, § 1. .
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zwany szeregiem Lamberta, i rozwiimy kazdy z jego skiadni-
kéw na postep geometryczny podiug wzoru

xk 2| sk
1__xl. Tx- \j"l_

oo co

Otrzymamy w ten sposéb sume podwéjna kE 2 xM w kt6rej
=115

dla kazdego n naturalnego potega x" wystepuje tyle razy, ile
jest rozwiazai réwnania kI=n w liczbach naturalnych k i/, czyli
O(n) razy. Stad tozsamoéé (dla 'x|<<1):

v S’@ (n) am™.

If—J 1 — x"

Funkcja liczbowa @(n) wystepuje wigc jako wspélezynnik
przy x" w rozwinieciu sumy szeregu Lamberta na szereg po-
tegowy ).

Funkecja ©(n) wystepuje tez jako wspélezynnik w rozwinieciu
tzw. funkecji . Wezmy dla s> 1 szereg

£(s) 1

]
”[\/js

— Lt et

W Anahue dowodm sie %), ze szereg ten jest zbiezny dla s> {.
Zastosujmy teraz do iloczynu {(s):&(s) tzw. mnozenie Di-
richleta, ktére polega na tym, ze w iloezynie dwu szeregéw
(a,+ay -} (by+ b, - -) zbieramy razem takie iloczyny ax i b,
dla ktérych iloczyn wskaznikéw k! jest ten sam:
(ay+as—-- ) (by+byt- - )=a,b,+(a; by +as b,
—H a; by+a,b —Halblvf—a by,~a, b))+ (a; b;-F-a, b1
+(a «‘.T32173+a3bﬂ+a6b1 +(ab,+-a b))+ . .

Jak latwo widzieé, otrzymujemy w ten sposéb wzér ¥):

Y‘ On)
[6s Ly

ns '

n—1
) Ob. mojg -nalize, tom I, czeéé 2, wyd. 2, Warszawa 1925, str. 88 lub
Dzialania nieskoriczone, Monografie Matematyczne, tom 13 (1948), czesé 11, str. 8S.
%) Ob. tamze, sir. 38,
3} Ob. tamze, str. 76.
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§ 7. Wzory sumacyjne dla sumy dzielnikéw liczby natu-
ralnej. Zajmiemy si¢ teraz wyprowadzeniem wzoréw dla sumy

Sx)=0(1)+o@)+...+o(Ex),

gdzie x>1, a o(k) oznacza — jak poprzednio — sume¢ dziel-
nikéw liczby k. Zauwazymy w tym celu, ze liczbe o(k) uwazaé
moina za sume liczb n, rozciagnieta na wszystkie uldady liczb
naturalnych m,n, spelniajace réwnanie

mn=k.

Sume S(x) uwazaé wigc mozemy za sumg liezb n, roz-
ciagnieta na wszystkie uklady liczb naturalnych m,n, spelniajace

nier6wnoéé (23). Dla kazdej liczby n jest E(ﬁ) takich ukladéw,

a zatem dla niej

\

o) =nk (n)

poniewaz za§ n moze przybieraé tylko wartoSci naturalne nie-
wieksze od x, wiec

(29) S()= > nE (g)

Dla sumy S(x) mozna wyprowadzi¢ jeszcze inny wzér, ro-
zumujac jak nastepuje.
Dla ustalonej wartoéci m liczba n moze przybieraé w my$l (23)

wartoéci naturalne nie przewyzszajace ot tj. wartosei:

ktérych suma réwna jest
o =4[l + )

Zatem suma liczb n, rozciagnigta na wszystkie rozwiazania
naturalne nieréwnoéci (23), wynosi

Ei{x) . E(x)
(©9) l S(%) =é ,,-,21 [E (,%ﬂ N é > . (%)

s 7] Wzér dla sumy dzielnikéw. 133

Przez poréwnanie wzordw (28) i (29) otrzymujemy ciekawa

tozsamo$§é:
E(x) . B
sl -2 STl +4 Shety

ktéra — jak latwo widzie¢é — mozna napisaé w postaci

S = Sen— e

albo jeszcze w postaci:

x\1? ()T x\1? X\ | e (X | s
B+ G +EE+- =) HsEl) +5E )+

Tak np. dla x=10:

103_%__5-‘_}_324_22_{_22_1_ 1_’+ 12+ 13+12+ 12—

—=1-1043-5+5.34+7-29-2F 11-1+415-1415-1 417 -1-419-1.

Zaden ze wzoréw (28) i (29) nie jest dogodny do obliczania
funkeji S(x); wzér dogodniejszy mozna by z latwoscia wyprowa-
dzié ta sama imetoda, Jan otr7ymahsmy wzér (20). Otrzymali-
byémy w ten sposéb wzér:

I EW%) Elyx)

(50) sm:él DG+ §‘<9n+1>E() B/ —[E(/,

z ktérego z latwodcia obliczylibySmy np.
§(100) =8249.
Funkcja o(n), podobnie jak funkcja ©(n), wystepuje w Ana-
lizie jako wspélczynnik w pewnych rozwinigciach na szeregi.
Mozna mianowicie dla |x|<<1 wyprowadzié¢ wzér ?)

n

oo oo

n AT
X nx’ S o(n)xn,
”7

L (T—xm2 =
n=1 n=1

a dla s>2 wzbr?

oo

Ho—1)-4)=

n=t

o(n)

nt ’

1) Ob. tamze, str. 89.
%) Ob. tamze, str. 76.
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§ 8. Toisamo§é Hermite’a dla funkeji E(x). Wyprowadzimy
nastepujaca tozsamosé Hermite a:

m—1

(31) yE(x%—%):E(mx)

k=0

L

dla kazdej liczby rzeczywistej x i luu:del liczby naturalnej m.

Tozsamoéé te wystarczy udowodnié dla 0<wx<<1, gdyz obie
jej strony wzrastaja o m przy zastapienin x przez x-F1.
Otbz zaktadajac, ze 0 <{x <1, mamy

0<§x+3~; <2 da k=0,1,2,..,m—1.

Sktadnik E(J» -—I—%) moze wigc przyjmowaé tylko dwie war-
toéci 0i1, z czego wartoéé 1 tylko dla takich k, dla ktérych
x+ >1. Niech ¢ bedzie najmuniejszym z takich k. Zatem

—{—q o< x-—}~q
skad

m—g<mx<<m—q-+1,

co dowodzi wobec catkowitoéci liczby m—gq, ze E(mx)=m—q.
Z drugiej strony, okreélenie liczby g daje

E(Hi):o dla k<gq,

E(.x +Ii)~ 1 dla k=q,q-}+1,..,m—1,

m—1

zatem ZE(x—}—%):w)l—q:E(mx), c. b. d. o
k=0

Dowod ten podat S. Fojasiewicz w 1945 .

W szczegdlnoéci, dla m=2 tozsamosé¢ (31) daje

E@+E[x 41| =FE@x) -

dla kazdej liczby rzeczywistej x.

[§ 8] Tozsamo$é Hermite’a dla funkeji E(x). 13

Wt

Piszac zamiast x kolejno .., otrzymujemy stad

ttt
27 478"
S A R R R

=gy Egg) 4 %Eb+9+E%l

~co wobec 11111]1(1),()—0 daje (dla t rzeczywistych) tozsamo§é:

Eif)=

\f

B3+

OczywiScie skiadniki szeregu po prawej stronie sg, poczyna-
jac od pewnego miejsca, stale réwne zeru.

L
|f

1

CWICZENIA 1. Dowie§é, ze dla k calkowitych i n naturalnych jest

B =10 fay e k.

2. Dowieéé, ze dla n naturalnych jest

E(}/ﬁ) —E(y’m): f1, gdy n ]E.‘St kwad_rat'em liczby naturaloej
|0 w przeciwnym razie.

3. Dowiesé, ze dla n naturalnych jest:

s 4«
E(l'/n(n+1) (11—)—2)) =n, E(} nint1) (n-+2) (71—}-3)) =n-+1,
4, Znalezé trzy kolejne liczby naturalne, znajac ich iloczyn.
Roz“mzanle Jezeli (n—i n{ n—[—i)—a, to (n—ip<a=nt—n<nd,

3
skad n—1<} ‘a<n, a zatem Va<n<) a-l—i co dowodzi, 26 n=E (}G)»{—L
3. Dowiesé, ze dla wszelkich rzeczywistych x i y jest

E@2x)+ERy) >E( +Elc+y+E@).






