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30 Liczba a nie jest podzielna przez p. W tym przypadku
mamy (a,p)==1 wobec zalozenia, ze p jest liczba p}er&y’szq. Mo-
zemy wiec (ob. Rozdzial II, § 2) wyznaczyé takie dwie liczby cal-
kowite €17, iz

atpn=1;
piszac x,=0b§, bedziemy mieli ax,= abé=b—Dbpy=>b(modp)
czyli
9) . ax,=b (mod p).

Kongruencja (9) ma wigc w tym przypadku co najmniej je-
den pierwiastek. Zalézmy, ze liczba x, jest x6wniez pierwiastkiem
kongruencji (9). Mieliby$my ax,=ax,(mod p), skad whnosiliby$my,
se réinica alx,—x,) jest podzielna przez p.

Lecz wobec (a, p)= musialoby x, —x, by¢ wtedy podzielne
przez p, czyli

x,=x, (mod p).
Liczby x, i x; przedstawiaja wiec ten sam pierwiastek kon-
_gruencji (9). Udowodnili$my zatem
Twierdzenie 2. Jezeli a jest liczba niepodzielna przez liczbe
pierrosza p, to kongruencja
ax=b(mod p)

ma jeden i tylko jeden pierrviastek.

Zauwazmy na zakonczenie, ze liczenie pierwiastkéw kongru-
encji f(x)=0(modm), jakie stosujemy w przypadku, gdy f(x)
jest wielomianem calkowitym o spélczynnikach calkowitych, nie
daje sie zastosowaé w innych przypadkach, np. do kongruencji
wylkladniczej 2%=1(mod?), gdyz np. liczba 10, choé przystaje
wedlug modulu 7 do pierwiastka 3 tej kongruencji, nie jest jej
pierwiastkiem (por. str. 43).

ROZDZIAL IV

TWIERDZENIA WILSONA, EULERA I FERMATA
TWIERDZENIA O ROZKELADACH NA SUME KWADRATOW

§ 1. Reszty i niereszty kwadratowe. Dowdd twierdzen Wil-
sona, Eulera i malego twierdzenia Fermata. Symbol Legendre’a.
Niech p oznacza liczbe pierwsza nieparzysta, D za$ liczbe catko-
wita niepodzielna przez p.

Bedziemy nazywaé liczbami odpomiednimi kazde dwie liczby
m in z ciagu

(1) 1,2, ..., p—1,
dla ktérych zachodzi kongruencja
) mn=D (mod p).

Z definicji tej wynika bezposrednio, ze jezeli n jest liczba
odpowiednia dla m, to i na odwrét, m jest liczba odpowiednig
dla n.

Udowodnimy, ze kazda z liczb ciagu (1) ma jedna i przy
tym tylko jedna liczbe odpowiednia.

Istotnie, niech m bedzie liczbg z ciagu (1). Na to, zeby liczba
x z ciagu (1) byla odpowiednig dla m, potrzeba i wystarcza, by
zachodzita kongruencja
(3) mx=D (mod p).

Jest to kongruencja 1-go stopnia o module pierwszym i spé6l-
czynnik m przy niewiadomej jest niepodziclny przez modul, gdyz
— jak zakladamy — m jest jednym z wyrazéw ciagu (1). Kon-
gruencja (3) ma zatem jeden i tylko jeden pierwiastek. W ciagu
wszystkich reszt wediug modulu p, tj. w ciagn
) 0,1,2 ..., p—1.

jest wiec jedna i tylko jedna liczba, spelniajaca kongruencje (3).
Liczba ta nie moze byé 0, gdyz prawa strona kongruencji (3),
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tj. liczba D, jest niepodzielna przez p. Wnosimy stad natychmiast,
7e w ciggu (1) istnieje jedna i tylko jedna liczba, spehiajaca
kongruencje (3), c. b. d. o. .
Moze sie zdarzyé, ze liczby odpowiednie m i n sa réwne.
Kongruencja (2) daje wéwczas
m2==D (mod p),

co jest mozliwe oczywiscie tylko wtedy, gdy istnieje kwadrat,
dajacy przy dzieleniu przez p te sama reszte co i liczba D.
W tym przypadku przyjeto méwié, ze D jest resztg (lub pozosta-
toécia) kradratorvg dla modulu p. W przeciwnym razie, tj. kiedy
zaden kwadrat nie daje wedlug modulu p tej samej reszty co
liczba D, powiadamy, ze D jest nieresztg (lub niepozostaloscia)
kmwadratowa dla p. Innymi slowy, liczbe D, niepodzielng przez
liczbe piermsza nieparzysta p, nazymamy reszta . albo niereszta
- kmwadratora dla p zaleznie od tego, czy kongruencja
x?=D (mod p)

jest rozmiazalna, czy nie.

Zajmiemy sie najpierw przypadkiem, kiedy D jest niereszta
kwadratowa dla p. Wéwczas kazda para liczb odpowiednich m
i n sklada si¢ z dwu réznych liczb. Wszystkie licaby ciagu (1)
bedziemy wiec mogli w tym przypadku podzielié na pary liczb

p—
2

odpowiednich; par tych bedzie oczywiscie 1, Dla kazdej pary

wypiszemy kongruencje (2); otrzymamy w ten sposéb ciag p—1t

2
kongruencji:
A ) myn,=D (mod p),
myny=D (mod p),
m,_n, ,=D(modp)

2 2

Mnozac te kongruencje stronami i zwazywszy, ze iloczyn
MMy M,
5

P

rézni sie co najwyzej porzadkiem czynnikéw od iloczynu wszyst-
kich wyrazéw ciagu (1), otrzymamy kongruencje
—1

) (p—1)! EDP2 (mod p).
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Zajmijmy sie teraz przypadkiem, gdy D jest 1:eszt34 kwadra-
towa dla p. Wéwezas kongruencja

(6) x?=D (mod p)

jest rozwiazalna. Zapytajmy, ile wyrazéw, ciagu (1) spelnia te
kongruencje. Skoro kongruencja (6) jest rozwiazalna, to w ciggu (4)
istnieje co najmniej jedna liczba, kiéra ja spelnia; niech to be-
dzie liczba k. Nie moze byé k=0, gdyz D nie jest podzielne
przez p. Jest wiec k jedna z lieczb ciagu (1) czyli liczba calko-
wita, spelniajaca nieréwno§é¢ 0<<k<<p, a wiec l=p—k jest
réwniez liczba spelniajaca te nier6wno$é. Przy tym jest l==k,
gdyz w razie I=k mielibySmy k=p—k, skad p=2k whrew
zalozeniu, ze p jest liczba nieparzysta. Z drugiej strony, mamy
oczywiscie
== (p—k)* = (— ky'=k* (mod p),

a ze — jak zalozyliSmy — k spelnia kongruencje (6), wiec tez I
ja spelnia czyli P=D (modp).

Jezeli wiec D jest reszta kwadratowa dla p, to w ciagu (1)
istnieja co najmniej dwie liczby spelniajace kongruencje (6).
Udowodnimy, ze tylko dwie liczby ciagu (1) spelniaja te kon-
gruencje.

Istotnie, niech liczba x z ciagu (1) spelnia kongruencje (6).
Wobec k?=D(modp), kongruencja (6) daje x*=D=k?(modp),
co dowodzi, ze réinica x*—k® jest podzielna przez p. Lecz
xt—k*=(x—k)(x-+k), a ze p jest liczbg pierwsza, wiec iloczyn
ten moze byé przez p podzielny tylko wtedy. jezeli przynajmniej
jeden z czynnikéw jest podzielny przez p.

Niech najpierw x—k bedzie podzielne przez p. Skoro liczby
x 1 k sa wyrazami ciggu (1), to mamy nieréwnoéci:

(7) 0<x<p, 0<k<p,

skad —p<<x—k<<p.

Lecz miedzy —p a p tylko liczba 0 jest podzielna przez p;
mamy wige tutaj x —k=0 czyli x=k.

Niech teraz x -}k bedzie podzielne przez p. Wobec nier6w-
noéci (7) mamy 0<<x-+k<<2p, a ze migdzy liczba 0 a 2p tylko
liczba p jest podzielna przez p, wigc x-+k=p czyli x=p—k=L

DowiedliSmy zatem, ze oprécz liczb k i | Zaden inny wyraz
ciggu (1) nie spelnia kongruencji (6). Mamy wiec
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Twierdzenie 1. Jezeli D jest reszta kmadratoros dla p, to
kongruencja (6) ma dokladnie dmwa piermiastki.

Usudmy teraz liczby k i I z ciagu (1). Pozostale p—3 wyrazy
tego ciggu bedziemy mogli znowu podzielié na pary liczb odpo-
wiednich. Par tych bedzie p_-z—_B i dla kazdej z nich znowu be-
dziemy mogli wypisaé kongruencje (2). Otrzymamy w ten sposéb

ciag P 5 Longluencyj

m, n, =D (mod p),
(8) myn,=D (mod p),
my_s np_J__D (mod p).
2 EN .

GdybySmy teraz kongruencje te pomnozyli stronami, to po
lewej stronie nie otrzymaliby$my iloczynu wszystkich liczb (1),
brakloby bowiem liczb k i L

Mozemy jednak do ciagu kongruencji (7) dopisaé jeszcze kon-
gruencje
9) kl=— D (mod p),
gdyz kl=k(p —k)=—k*= —D (mod p).

Mnozac teraz stronami iloczyn kongruencji (8) przez kongru-
encje (9), otrzymamy juz po lewej stronie, po ewentualnej zmia-
nie porzadku czynnikéw, iloczyn ( —1)‘ Stad kongruencja

(10) ) (p—l)'=~D (modp)

gdyz liczba mnozonych kongruencji wymnosi znowu '

9

Mamy wiec badz wzér (5), badz wzér (10) zaleznie od tego,
czy D nie jest, czy jest reszta kwadratowa dla p.

Oba te wzory mozemy polaczyé w jeden:

p—1

(11) p—1)!'=FD? (modp),
gdzie po stronie prawej nalezy wziaé znak gérny albo dolny za-
leznie od tego, czy D jest reszta, czy niereszia kwadratows dla p.

Przyjmijmy w szczegélnodci D=1. Jednobé jest oczywiscie
resztg kwadratows dla kazdego modulu p, musimy zatem wziaé
znak gérny, co daje

(12) (p —1)!=—1 (mod p).

2
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Kongruencje te wyprowadziliSmy wprawdzie w zaloZeniu, Ze
p jest liczba pierwsza nieparzysta, latwo jednak sprawdzié bez-
pofrednio, ze jest ona prawdziwa i dla p==2. Mamy bowiem

@—1)!=1l=1=—1 (mod?2).

Kongruencja (12) jest zatem prawdziwa dla kazdej liczby
pierwszej. Mamy wiec

Twierdzenie 2. Jezeli p jest liczbg plermszq, to liczba (p— 1)1+-1
jest podzielna przez p.

Jest to tzw. troierdzenie Wilsona (odkryte okolo 1770 r.).

Godne uwagi jest, ze twierdzenie to daje sie odwrécié. Mia-
nowicie, jezeli p>>1 1 liczba (p—1)!-41 jest podzielna przez p,
to p jest liczba pierwsza. Istotnle jezeli p>1 nie jest liczba
pierwsza, to p ma dzielnik ¢, spelniajacy mnieréwnoéci {<<g<<Ip.
Liczba (p—1)!-1, jako podzielna przez p, musialaby tym baz-
dziej byé podzielna przez g. Lecz ¢, jako liczba naturalna mniej-
sza od p, jest jednym z czynnikéw iloczynu

1-234...-(p—1)=(p—1)!

Liczba (p—1)!-( daje zatem przy dzieleniu przez ¢ reszte 1.

A wiee na to, zeby lczba p=>1 byla liczba pierwsza, po-
trzeba i wystarcza, by liczba (p— ()!4-1 byla podzielna przez p.
Mamy tu pewna charakferysiyczn@ wlasnoéé liczb pierwszych.

Np. 4!-+1==25 jest podzielne przez 5; 6!-1=721 jest po-
dzielne przez 7, lecz 5!+1=121 nie jest podzielne przez 6.

W zwiazku z twierdzeniem Wilsona zauwazymy, ze zacho-
dzi nastepujace

Twierdzenie Leibniz’a '). Na to, by liczba p>1 byla pierro-
sza, potrzeba i mystarcza, zeby bylo

(p—2)! =1 (mod p).

Pozostawiamy czytelnikowi latwe wyprowadzenie tego twier-
dzenia z twierdzenia Wilsona. ,

Latwo tez wyprowadzié nastepujace uogdlnienic tych twier-
dzen 2):

1} G, W. Leibniz, Manuscrifs inédits conservés & la Bibliothéque de Han-
nover et publiés dans le Formulaire de Mathématiques f. 2, N.3 (1899) par
M. Vacca, t. 3, B. 11, fol. 10.

%) Ob. X. Smitgoud, Intermédiaire des Recherches Mathématiques 1 (1945),
p. 104, 0320.



a
58 ROZDZIAEL IV. Twierdzenia Wilsona, Eulera i Fermata.

Na to, by liczba calkowita p=>1 byla piermwsza, potrzeba i roy-
starcza, zeby dla kazdej liczby calkomitej n, takiej ze 0 <n<p—1,
zachodzila kongruencja

(p—1—n)Inl4-(—1)"=0(modp).
Zauwazmy jeszcze, ze jezeli liczba p jest zloZona i p+4, to
(*) (p—1)!=0(mod p).

Istotnie, jezeli liczba p jest zlozona, to istnieja takie liczby
naturalne ¢ i r, iz p=gqr, 1<g<<p i I<r<p.

W przypadku, gdy g=r, liczby g i r sa réznymi czynnikami
iloczynu 1-2-...-(p—1), ktéry zatem jest podzielny przez qr=p,
stad wzér (*).

W przypadku za§, gdy g=r, jest p=q¢?% a poniewaz p jest
liczba zlojona i p==4, wiec p>4 i przeto ¢>2. Wynika stad,
ze p=q°>2¢, a wiec ¢ i 2q sa réznymi czynnikami iloczynu
(p—1)!, ktéry zatem jest podzielny przez q-2¢, a tym bardziej
‘przez g*=p, co znowu daje wzér (). ’

Natomiast dla p=4 mamy

(p—1)!=3!=6=2(mod 4).

Podajemy tu bez dowodu nastgpujace uogélnienie twierdze-
nia Wilsona:

lloczyn roszystkich liczb naturalnych piermszych rzgledem m
i zarazem mniejszych od m jest przystajacy do —1 mwedlug mo-
dulu m tylko mtedy, gdy liczba m moze byé przedstamiona m jed-
nej z drou postaci: p*, 2p® gdzie p jest liczba piermsza, o zas
liczba naturalna; m pozostalych przypadkach poryzszy iloczyn
przystaje do 41 mwedlug modulu m?).

Jako éwiczenie pozostawiamy czytelnikowi bezposrednie
sprawdzenie tego twierdzenia dla wszystkich liczb naturalnych
od 1 do 10.

Sposréd liczb nl+1 dla n< 14 tylko liczby:
td=2  2li=5 3l41=7 i {1l4-1=739916801
sg pierwsze 2), Natomiast:

4l41=52, 511 =112, 611 =7.103,
71 =712 81+1=61-661, 9141 =19.71.269,
) C. F. Gauss, Disquisitiones Arithmeticae, Lipsk 1801, no 78,

) Dowdd, ze liczba 11!--1 jest pierwsza, znajduje sie w ksiazce A. Ferrier,
Les nombres premiers, Paryz 1947, str. 30.

y
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10!-F1=0(mod 11), 12!4-1=0(mod 13),
1314+ 1=0(mod 83), 14!4-1=0(mod 23).

Z twierdzenia Wilsona wynika, ze liczb naturalnych n, dla
ktérych n!--1 jest liczba zlozona, jest nieskoficzenie wiele: sa to
bowiem wszystkie liczby n=p—1, gdzie p jest liczba pierwsza,
wieksza od 3.

Latwo tez wysnué z twierdzenia Wilsona, ze nieskoficze-
nie wiele jest réwniez liczb naturalnych n, dla ktérych n!—1
jest liczba zlozona. Mianowicie, wobec p— 1=—1(mod p) kazda
liczba pierwsza p spelnia na mocy twierdzenia Wilsona kon-
gruencje (p—2)!=1(modp) i przeto dla kazdego p=>5 pierw-
szego liczba (p—2)!—1=>p jest zlozona.

- Ze wzoréw (11) i (12) otrzymujemy bezpoérednio

Twierdzenie 3. ]eieli‘ liczba calkomwita D jest niepodzielna
przez liczbe piermsza p, to

p—1
(13) D ? = 11 (modp),

przy czym po praroej stronie nalezy roziaé -+ lub — zaleznie od
tego, czy D jest, czy nie jest reszta kmadratora dla p.

Jest to t. zw. trierdzenie Eulera.

Podnoszac obie strony kongruencji (13) do kwadratu, otrzy-
mujemy

Twierdzenie 4. Jezeli liczba calkorwita D jest niepodzielna
przez liczbe piermsza p, to

(14) D' =1 (mod p).

Jest to t. zw. male ) twierdzenie Fermata. Zostalo ono po-
dane przez P. Fermata bez dowodu w 1670 r. Pierwszy dowéd
podal Euler w 1741 r.

Wz6r (14) wyprowadzilismy w zalozeniu, ze p jest liczba
pierwsza nieparzysta, ale prawdziwo§é jego dla p==2 jest wi-
doczna, gdyz skoro D jest niepodzielne przez p, a wiec niepa-
rzyste, to D=1 (mod 2). .

Zatem dla kazdej liczby calkowite] D, niepodzielnej przez
liczbe pierwsza p, liczba DP—1—1 jest podzielna przez p.

1) Dla odréznienia od dotad jeszcze nie dowiedzionego tzw. mielkiego
twierdzenia Fermata (p. Rozdzial XIX).
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Np. 21*—1=1023 jest podzielne przez {1, 3*—1=80 jest po-
dzielne przez 5, 102—1=99 jest podzielne przez 3 itp.

Male twierdzenie Fermata daje sie¢ — jak fatwo widzieé —
odwrécié, jak nastepuje:

Jezeli dla kazdej liczby calkomitej a, niepodzielnej przez liczbe
p=>1, jest a»~'=1 (mod p), to p jest liczba pierrosza.

Istotnie, gdyby liczba p>1 nie byla pierwsza, mieliby$my
p=mn gdzie m i n sa liczbami naturalnymi wiekszymi od 1.
Liczba m nie jest oczywiScie podzielna przez p, a jednak nie moze
byé mr—i=1(modp), gdyz wtedy byloby tez mr—!=1(modm),
co niemozliwe, poniewaz m?=1=0 (mod m).

Dla poszezegéluych liczb a moze jednak hyé a?—!=1(mod p),
mimo ze p jest liczba zlozong. Np. 3'%={{mod 121), mimo ze
121=11% a takze 3'=1(mod 671), mimo ze 671=11-61, jak to
latwo czytelnik sprawdzi. Wiecej nawet:

Istnieja takie liczby zlozone n, iz dla kaidej liczby calkomwi-
tej a, pierroszej rzgledem n, mamy

(15) a"—!=1(mod n).

Istotnie, taka jest np. liczba n==561=3-11-17. Jezeli bowiem
(a,501)=1, to tym bardziej (a,3)=/(a, 11)=(a,17)=1; wymka stad
w my$§l malego twierdzenia Fermata, ze:

?=1 (mod 3), a'==1(mod 11), a®*=1 (mod 17),
co daje przez podnoszenie do potegi odpowiednio o wykladni-
kach 40, 8 i 5 kongruencje a*=1{(mod3,11,17). Z uwagi na to,

ze liczby 3, 11 i 17 sa pierwsze oraz ze ich iloczyn wynosi 561,
otrzymujemy

a*={ (mod 561).

A zatem liczba n=>561 spelia kongruencje (15). Te sama
wlasno$é ma tez liczba n=>5-13-17 = 1105.

W tym wiec sensie mafe twierdzenie Fermata nie daje sie
odwrécié 1)

Sispanov nazywa liczbe naturalng m pseudo- piermsza, gdy
a"'=1(modm) dla (a,m)=1, oraz dowodzi, Ze na to, aby
liczba naturalna m byla pseudo-pierrosza, potrzeba i wystar-

) Por. P. Bachmann, Archiv der Mathematik und Physik (3), tom 21
(1913), str. 185-187.
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cza, zeby byla postaci m=p,p,..pr, gdzie k>3 i gdzie p:
(dla i=1, 2,...,k) sa réznymi liczbami pierwszymi nieparzystymi,
takimi iz (pi—l)l(m—l) ).

7 malego twierdzenia Fermata wynika

Whniosek 1. Jezeli n jest liczbg piermwsza, to

(16) 2" =2 (mod n).

Istnieja jednak liczby zlozone n, spelniajace warunek (16), np.
liczba 341=11-31. Istotnie, w my$l malego twierdzenia Fer-
mata mamy D=1 (mod11), skad 0841==0340.9 =2 (mod 11); da-
lej 2%=1(mod31), skad 2%'=23%11.21"=01=2(mod31), gdyz
o1 =2048 =66-31-}2. Liczba 2%'—2 jest zatem podzxelna przez
liczby pierwsze 11 i 31, a wige i przez 341, ¢. b. d.

Jak udowodnil Banachiewicz, 341 jest najmniejszq liczba
ztozona n o wiasnoéci (16).

Nastepna jest liczba 561==3-11-17, po niej 645=3.5-43,
dalej 1105=5-13-17, 1387 =19-73, 1(99——1 13191 1905 =3-5-127.
bposrod liczb zlozonych n <2000 tylko tych 7 liczb spelnia kon-
gruencje (16). Mozna Jecnak dowiesé, ze takich liczb zlozonych
jest nieskorficzenie wiele (ob. str. 66, éwiczenie 15). Istnienie ta-
kich liczb obala przypuszczenie matematykéw chifiskich, ze
liczba (2"—2)/n nie moze byé calkowita dla n zlozonych ®).

Nie wiemy jednak, czy istnieja liczby zlozone parzyste n,
spelniajace warunek (16). Innymi sfowy: nie wiadomo, czy istnieja
liczby naturalne m=>1, spelniajace kongruencje

22m—1=1 {mod m).

Latwo widzieé, ze kongruencja (16) zachodzi tez dla wszyst-
kich liczb n postaci n=92_1 1. Istotnie, z samej postaci liczby
n widzimy, ze 22 — _ 1 (modn); podnoszac obie strony tej kon-
gruencji do potegi parzystej (n—1)-2—F =2~k otrzymujemy
on—1={ (modn), skad (16), ¢. b. d. o.

Wiec np. kongruencja (16) zachodzi dla liczby zloZonej
n=22-1 (podzielnej przez 641).

1) S. Sispanov, Bolletino di Matematica 14 (1941), sir. 99-106.
%) T. Banachiewicz, Sprawozdania Towarzystwa Naukowego Warszaw-
skiego, tom 2 (1901) str. 9, gdzie podano tylko 5 liczb n <2000 o wlasnosei (16).
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D. H Lehmer podal wszystkie 526 liczb zlozonych n<< 108,
spelniajacych kongruencje (16), ktérych wszystkie dzielniki pierw-
sze sa wicksze od liczby 313. Wyprowadzit on stad prakiyczny
sposéb rozpoznawania, czy dana liczba naturalna n<<108 jest
pierwsza 1).

Wniosek 2. Jezeli liczba p jest pierrosza, to dla kazdej liczby
calkomitej x zachodzi kongruencja

P =x (mod p).

Z twierdzenia Fermata wynika dalej natychmiast, ze kasda
z liczb ciagu (1) spetnia kongruencje dwumienna o module pierw-
szym.

xP~1=1 (mod p),
a poniewaz liczba 0 oczywiécie tej kongruencji nie spelnia, wiec
kongruencja ta ma p—1 pierwiastkéw czyli dokladnie tyle, ile
Jest jednofci w jej stopnin. Z uwagi tej skorzystamy w Roz-
dziale VIIL '

Zauwazymy tu jeszcze, ze na podstawie twierdzenia Fer-
mata mozemy z latwoscia (przynajmniej teoretycznie) wyznaczyé
pierwiastek kongruencji pierwszego stopnia (o module pierwszym)

ax==b(mod p).

Kongruencja ta ma — jak wiemy z twierdzenia 2 — jeden
pierwiastek, jezeli a jest niepodzielne przez p. Jest nirm miano-
wicie x==aF—2p,

Istotnie, wobec zalozenia, ze a jest niepodzielne przez p,
i w my$] twierdzenia Fermata mamy

ax=aP~'b==b (mod p).

Powréémy jeszeze do wzoru (13). Zakladajac, ze D jest liczba,
niepodzielng przez liczbe pierwsza nieparzysta p, oznaczmy tak
zwanym symbolem Legendre’a

7

liczbg 1 lub —1 zaleznie od tego, czy D jest, czy nie jest reszia

kwadratowa dla p. Wzér (13) bedziemy teraz mogli napisaé

w postaci:
- D p—1

(17) (E)ED 2 (mod p).

) D.H. Lehmer, American Mathematical Monthly, tom 43 (1936), str. 347-353
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Otrzymany wynik wyrazimy jeszcze inaczej w § 2.

§ 2. Reszty bezwzglednie najmniejsze. Symbol Legendre’a
(2) jako reszta bezwzglednie najmniejsza liczby Dp;z*l wedlug
modulu p. Udowodnimy nastepujace '

Twierdzenie 5. Dla kazdej liczby calkomitej a i naturalnej
m istnieje jedna i tylko jedna liczba calkomita o, spelniajaca mwa-
runki:

: . m
(18) o=a(mod m) i —%<@<§
Dowéd. Niech r quzi.e reszta liczby a wedlug modutu m:

(19) r=a(modm) i oLr<<m.

LR
=

Jezeli r< =, to liczba p=r spelnia oczywiScie warunki (18).
Jezeli za§ r> %, to liczba: g=r-—m spelnia warunki (18),

. m i

gdyz w my$l (19) jest pg=r=a(modm) i 5 —m<g<m—m

czyli ——%1<g<0.

Aby udowodnié, ze istnieje tylko jedna liczba g, spelniajaca ‘

warunki (18), przypu$émy, ze spelniaja je dwie rézne liczby ¢
i ¢. Wtedy o— ¢  byloby podzielne przez m i .—m<g—g'<.m,
co jest niemozliwe, gdyz miedzy —m a m tylko liczba 0 jest
podzielna przez m.

Whaiosek 1. Jezeli m jest liczba nieparzysta, to dla Razdego cgl—
komwitego a istnieje jedna i tylko jedna liczba calkorita g, spelnia-
jaca mwarunki:

(20) o=a(mod m), lol<<
Dla kazdej innej liczby r przystajacej do a wedlug modutu
m bedzie wiec \r§>n—1, a zatem |r|>]g|. Z tej racji nazywamy

liczbe o reszta bezmzglednie .najmniejsza liczby a wedlug mo-

dulu m,
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Poniewaz wartoScia symbolu Legendre’a (g) jest zawsze

1 lub —1, wicc skoro p jest liczba pierwsza nieparzysta (za-
tem p>>3), mamy nieréwnosé:

(%)F

Wobec (17) mozemy wigec wypowiedzieé

—

. . D) .
Twierdzenie 6. (E) Jest reszta bezrvzglednie najmniejszq liczby

p—1
D™ medlug modulu piermszego nieparzystego p.
p—1

Niech np. p=19 i D=2; mamy D @ =02%=512; reszta bez-
wzglednie najmniejsza liczby 512 wedlug modutu 19 jest wiec

. [2 . . .
—1 eczyli (E):_l’ a wigc 2 jest mniereszta kwadratowa dla

modulu 19.

. —1 ‘
Niech teraz p=11 i D=3; mamy DPT=35=243; reszta

bezwzglednie najmniejsza liczby 243 (mod 11) jest tu -F1 cayli-

3 . .
(H)=+l, a wige 3 jest reszta kwadratowa dla liczby 11.

Zajmi(fmy si¢ teraz jeszcze péwnym ogélniejszym przykla-
dem, z kiérego skorzystamy w Rozdziale XIV. Niech mianowicie

D=——E..Reszta‘ bezwzglednie najmniejsza liczby (—~1)pT--1 jest
oczywiscie sama ta liczba; zatem :

Poniewaz p jest liczba nieparzysta, wiec jest formy 4k-1
Tub 4k+3. W przypadku pierwszym E;.l Jjest oczywiScie liczba

parzysta, w drugim — nieparzysta. Wuosimy stad, ze
—1
5=+t

dla liczb pierwszych p formy 4k--1, natomiast

)=

dla liczb pierwszych p formy 4k-+3.

[§ 2 Reszty bezwzglednie najmniejsze. 65

Dla liczb pierwszych formy 4k-1 jest tedy —1 reszta kwa-
dratows; dla liczb tych mozna wige wyznaczyé takie calkowite
x, by liczba x*+1 byla podzielna przez p. Natomiast dla liczb
pierwszych formy 4k-}3 liczba -——1 nie jest reszta kwadratows.

CWICZENIA. 1. Dowiesé, ze 10-a potega kazdej liczby calkowitej jest po-
staci 11k lub 11k 1 (gdzie k jest calkowite).

Dow6d. Jezeli a jest liczbg calkowilta niepodzielng przez 11, to w my$l
malego twierdzenia Fermata jest 11](a®®—1), a zatem a*=1ik--1.

2. Dowiesé, ze 12-a potega kazdej liczby calkowitej jest postaci 13k lub
13k 41.

3. Dowiesé, ze 20-a potega kazdej liczby calkowitej jest postaci 25k lub
25k 1.

Dowéd. Jezeli 5|a, to 25]a? i tym bardziej 25]a®. Jezeli za§ (a,3)=1, to
w my$l matego twierdzenia Fermata jest a'=1 (mod5); stad a¢n=1 (mod 5)
dla n=1,2,34 i 14a*tatt a2+ a%=0(mod5); a poniewaz

a® —1 = (at—1) (a®fa*+atFat 1),

wiec 52| (n¥®—1).

4, Dowiesé, ze setna potega kazdej liczby calkowitej jest postaci 123k
lub 125k 1.

Dowéd. Jezeli 5|a, to 5'|a? i tym bardziej 5¢a'®. Jezeli za§ (a,5)=1,
to (w my$l éwiczenia 3) jest 52|a®—1 i a20n=1(mod?25) dla n=1,23,4:
stad 25| (a® - a® %04 a%1-1), a poniewaz al®0—1 = (a20—1) (a8} a® 42104
L a®f1), wiec 125[a10 —1,

5, Dowieéé, ze 9-a potega kaidej liczby catkowitej jest postaci 19k Iub
19k + 1. '

Dowéd. Jezeli 19]a, to a=19k. Jezeli (a,19) =1, to a®*==1(mod 19);
zatem 19](a®—1) (a®-+1) i przeto jezeli nie jest 19]a®—1, to musi byé 19[a®-1
czyli a®=19k—1. :

6. Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej x jest x8==0, 1 lub —1 (mod 17).

7. Dowieéé, ze dla wszelkich x calkowitych jest 42|(x"—x). )

Dowéd. Dla x calkowitych mamy oczywiScie 2|{x"—x; w my§l za$§
wniosku 2 z malego twierdzenia Fermata jest x3==x (mod3), skad xT=x%=
=xd=x (mod3), a zatem 3|x"—x; dale] x"=ux (mod?), zalem 7|x"—x, a po-
niewaz (2,3,7) =1, wiec 42}x"—ux, c. b. d. o. .

8. Dowiesé, ze kwadrat liczby calkowitej jest zawsze postaci 5k lub 5k + 1.

9. Dowies$é, ze jezeli (k,6}j=1. to 6]{k?--5). ’

10. Dowiesé, ze dla x calkowitych liczba %"‘ng"*‘ Sx—o jest catkowita.
11, Dowieéé, ze jezeli p jest liczba pierwsza, to p|{5p —2.3P-1).
Dowéd. Dla p=2,3i5 z latwo$cia sprawdzamy to bezposrednio. Dla p>>5

jest (5,p)=1, zatem w my$l wniosku z malego twierdzenia Fermata jest

5p=5 (mod p); podobmie 3P=3(modp), zatem 5P—2.37+1=5—2-3}1=
=0 (modp), c. b. d. o. :

W. Sierpiiiski, Teoria Liczb 5
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12, Dowiesé, ze 33*-344=58'1 59! (mod 109).

13. Dowiesé, ze jezeli liczby p>51i 2p-+1 sa picrwsze, to hczba dp-+1
jest zlozona.

Dowéd. Jezeli liczby p>>3 i 2p-1 sa pierwsze, to nie moze byé
5{(2p4-1); a zatem mnie moze byé p=1(mod3). Lecz réwniez nie moze byé
p=0(mod3), skoro p>>3 jest liczby pierwsza. Jest zatem p=2(mod3), a wiec
4p-+1=0(mod 3) ezyli 3|(4p-F1), co dowodzi, Ze liczba 4p--1 jest zlozona.

14, Dowiesé, e jezeli p jest liczbg pierwsza i n=27—1, to 2"=2 (mod n).

Dowéd, Dla p=2 jest to oczywiste. Jezeli za§ p jest liczba pierwsza nie-
parzysta, to na mocy twierdzenia 4 jest 2P =1 (modp), skad 277'—1=kp,
a zatem 2"t =22(2p" =92 — (97)2%;  Jecz poniewaz n=2"—1, wiec
2P =1 (mod n), a zatem 2" ! = (27 ®*=1 (mod n), skad 2"==2 (mod n), c¢. b. d. o.

15. Dowie$é, ze istnieje nieskoficzenie wiele liczb zlozonych n, speiniaja-
cych kongruencje (16) 2" —2==0(mod n).

Dowéd. Jak wiemy (p. sir. 61), istnieja takie liczby n zlozone niepa-
rzyste; jest nia np. liczba 341. Wystarczy wiec okazaé, ze dla kaidej takiej
liczby zlozonej nieparzystej n istnieje liczba zlozona nieparzysta m od niej
wieksza i spelniajaca kongruencje (16).

Ot6z jezeli liczba zloZzona nieparzysta n spelnia kongruencje (16), to

1 (mod n). Wtedy m == 2" —1 jest liczba zlozona wigksza od n i OCLYWIS-
cie nieparzysta. Jezeli bowiem n=rs, gdzie r>>1 i s>1, to zachodza nier6w-
nofei 1<<r<<m i 1<C2"—1<C2"—1; przy tym 2 —1 jest dzielnikiem liczby
m=2"—1,

Poniewaz 2" !=1 (mod n), wiec 2" '—1=rkn, skad 2™
- 22kn

2r|.—1

_ 22(21L~—~l_1) -
=(2")2*, Lecz wobec tego, 26 m=2"—1, mamy 2%:==1{{modm): zatem
takze (2" P*=1 (mod m) czyli 2" !==1 (mod m), skad kongruencja (16), c. b. d. o.
16. Dowiesé, ze dla wszelkich naturalnych n>1 jest 25" =76 (mod 100).
17. Dowiesé, ze dla wszelkich naturalnych n jest
=24 (mod 100) i 24" ==76 {mod 100).
18. Dowiesé, ze dla wszelkich calkowitych x jest
X7 — x5 — x3 4 x==0(mod 15).
Dowod W my$l malego twierdzenia Fermata mamy dla wszelkich x
calkowitych x%=x (mod5), skad x7==x%(mod 5), a zatem
) xT— x5 —x? 40 =0 {mod 5});
podobnie x*=x (mod 3), skad x"=x%(mod3), a zatem
27— x5 —x3} x =0 (mod 3).
Kongruencje a=0(mod5) i a=0(mod3) daja a=0(mod 15).
19. Dowiesé, e kazda liczba pierwsza p>>5 jest dzielnikiem liczby
np==111...1, napisanej w ukladzie dziesigtnym za pomoca p—1 jedynek.
Dowé6d. Niech p bedzie liczba pierwsza wigksza od 5. Jak latwo widzieé,
jest (10,p)=1 i 9np=10""1—1. Lecz w myél malego twierdzenia Fermata

oan—1

24
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jest 107 !==1(modp), a wice p|9np, a poniewaz (p,9)=1, bo p jest liczha
pierwsza wieksza od 5, wiec p|np, c. b. d. o.

20. Dowieéé, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba ni—n jest podzielna
przez 30.

Dowéd. Z malego twierdzenia Fermata wynika, ze przy kazdym na-
turalnym » jest ni=sn (mod2), (mod3) i (mod?7). Liczba n*~—n jest wiec po-

dzielna przez 2,3 i 5, a zatem réwniez przez 30.

21. Dowieé¢, ze dla naturalnych n>>2 ostatnia cyfra liczby 25" 1 jest 7.

22. Dowiesé, ze dla zadnego ukladu liczb calkowitych x i y nie moze byé
xi-1=3y%

Dowd6d wynika natychmiast z uwagi, ze —1 nie jest resztg kwadratowa
dla meduiu 3. .

25 Dowie$é, ze najwiekszym wspdlnym dzielnikiem wszystkich liczb
n¥{né—1}, gdzie n =1,2,3, ..., jest liczba 504,

24, Hloma sposoh'uni mozna liczbe naturalng n>>1, majaca rozklad na czyn-
niki pierwsze n—pf‘p ...Pi¥, rozbié¢ na iloczyn dwu czynnikéw wzglednie
pierwszych, jezeli nie uwazaé za rézne rozklady, réznigce sie tylko porzadkiem
czynnikow?

Odpowiedz: 2" sposobami.

25, Ile rozwiazafi w liczbach naturalnych x,y ma réwnanie xy= 10" przy
danym naturalnym n?

Odpowiedz: (n-+1)%

26. Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej nieparzystej n i hczb cal-
kowitych wzglednie pierwszych aib jest (a--b)*|a™ -+ b™ wiedy i tylko wiedy,
gdy (a-+D)in. (T. Boncler\.

Dowiesé, ze twierdzenie to nie zachedzi dla n parzystych.

Dowdd. Ze wzoru na dwumjan Newtona mamy

(m-Lk=nmk" A" (mod m?);
podstawiajac m=a+b i k=—17, otrzymujemy dla n nieparzystego
=nla+b) b" 1 —b" (mod (a + b)?),
a zatem
a" b =n (a4 b)b" (mod (a - b}¥).
Na to wiec, zeby bylo a" b"==0{mod (2 + b)%), potrzeba i wystarcza, by
nb"1=0(mod (a+b));
z uwagi, ze wobec (a, b)=1 jest (b, a-}- b)=1, daje to n==0 (mad (a-+ b)), c.b.d. 0.
Twierdzenie nie jest prawdziwe dla n parzystych, gdyz np. 3}6, lecz
20415540 (mod 9).
Jednakze réwniez dla n parzystych warunek twierdzenia jest konieczn'y.

2152+1

27. Dowie$é, ze liczba — jest zlozona.
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Dowéd. Jest
%) 2120 { = (201 — 201 ) (251 - 231 - 1),

Lecz 2*=—1 (mod 5), skad:

20=1 (mod 5), 2%=2{mod5), 2%=-—1 (mod35), 23=-2(mod>5),
zatem 201—2314 1 =0 (mod5). Z réwnoéci () wynika wiec, ze 292311

. o122 . . . .
jest dzielnikiem liczby ——;;2; liczba ta jest wiec zlozona, ¢. b. d. o.

Umwaga. Jak dowiédl Kraitchik, liczba 2614-231-1 tez jest zfozona (mia-
nowicie podzielna przez 3456749). Podat on tez rozktad liczby 21*--1 na czyn-
niki pierwsze 1),

28. Dowiesé, ze jezeli p jest liczba pierwsza nieparzysta, to

p—1

(3 [(p_l)!]2+(;1)2_50(m0dp) (Waring).

2

p~—i

. B
Dowéd. Dla nieparzystych p jest oczywidcie (p—1)!= Hk(p~k), skad
k=1

2 :
(p—1)l==(—1) 2 [(E_g_i) Y] {mod p).

Dla otrzymania kongruencji () wystarczy wiec zastosowaé twierdzenie
Wilsona.

29. Dowiesé, ze jezeli p jest liczba pierwsza i g=2P—1, to 27 l=
=1{mod g), oraz pokazaé na przykladach, ze dla liczb p zlozonych kongru-
encja ta moze zachodzié lub nie.

30. Dowiesé, ze 27 -+37=0 (mod 13). (Kraitchik).

51. Dowie$é, ze 3780=1 (mod 7381).

Wskazé6wka: 7381 =11. 61.

32. Da¢ przyklady liczb a naturaloych i p pierwszych, dla kitérych
aP~1=1 (mod pA.

OdpowiedZ: 102=1 (mod 3%, 3°==1 (mod (12).

§ 3. Reszty kwadratowe dla modulu pierwszego. Ich wy-
znaczanie i liezba. Zapytamy obecnie, ile dla modulu pierwszego
nieparzystego p mamy reszt oraz niereszt kwadratowyeh. Naj-
prostsza droga dla otrzymania wszystkich reszt kwadratowych
dla modulu p jest oczywiicie wypisanie reszt kolejnych kwa-
dratéw:

12, 2%, 3%, ..., (p—1)°

) M. Kraitchik, Théorie des nombres, tom I, Paryz 1929, str. 151-160.
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wedlug modulu p. Liczbe 0 pomijamy, gdyz w kongruencji
x*=D (mod p) zakladamy zawsze, ze D jest niepodzielne przez p.
Tak wiec np. dla modulu p==7 wypisujemy kwadraty:

1, 4, 9, 16, 25, 36

i wyznaczamy ich reszty wedlug modulu 7:
1,4, 2,2, 4, 1.
Modul p=7 ma zatem trzy reszty kwadratowe, mianowicie
1, 21 4.
Pozostale liczby naturalne mmniejsze od 7, czyli liezby 3, 5
i 6, sa nieresztami kwadratowymi dla modulu 7. Modul ten ma
zatem takze trzy niereszty kwadratowe.
Réwnie fatwo czytelnik obliczy, ze np. liczba 11 ma 5 reszt
kwadratowych, mianowicie -
1,3, 4,519,
oraz tylez niereszt, ktérymi sa liczby 2, 6, 7, 8 i 10.

Twierdzenie 7. Kazdy modul piermszy nieparzysty p ma

p—1
2
reszt kroadratoroych i tylez niereszt. Wszystkie reszty kmadratore

otrzymamy, obliczajac reszty mwedlug modulu p liczb

1) 12,2252, ., (p"g_l)“.
Dowdd. Oznaczmy przez |
(22) T1s oy Ty ey Tp—t

reszty (mod p) liczb ciagu (21).

Udowodnimy przede wszystkim, ze kazda reszta kwadratowa
liczby p jest zawarta w ciagu (22).

Jezeli liczba D (jak zakladamy, niepodzielna przez p) jest
resztg kwadratowa liczby p, to istnieje liczba calkowila x ré6wniez
niepodzielna przez p i spelniajaca kongruencje

x?=D (mod p).

Niech ¢ bedzie reszta wedlug modutu p liczby x. Jest to
liczba naturalna mniejsza od p i oczywicie

o

0*=D (mod p), (p— 0)*=D (mod p).
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Jedna z liczb ¢ i p— ¢ na pewno jest naturalna i nie wieksza od

g lub — co na jedno wychodzi wobec nieparzystosci liezby p —

&

nie wieksza od P22, Kwadrat jej, przystajacy wediug modulu p

do liczby D, Jest w1¢c na pewno zawarty w ciagu (21), a zatem
przystaje wedtug modulu p do jednej z liczb ciagn (22). Bedzie
wiec tez do jednej z tych liczb przystawata liczba D.

Ze — na odwrdt — wszystkie wyrazy ciggu (22) sa resztami
kwadratowymi dla p, wynika ze ‘sposobu ich otrzymania.

Pozostaje wiec tylko do okazania, Ze sa one réznymi resz-
tami kwadratowymi dla p, innymi slowy, ze wszystkie wyrazy
ciagu (22) sa rézne.

Przypuéémy przeciwnie, ze dwa wyrazy ciagu (22}, r: i 7
o réznych wskasnikach sg réwne. Oznaczajac przez x” wyraz
ciagn (21) dajacy reszte 1, a przez x”? wyraz tegoz ciagu da-
jacy reszte r;, mielibySmy

x"?=x""?(mod p),
co dowodziloby podziclnoSci przez p réznicy
22— x == (27 (6 — %)

Jeden przynajmniej z czynnikéw po prawej stronie musiatby
wiec byé podzielny przez p. Lecz dla liczb x" i x” mamy nie-
réwnoSci:

1 , .p—I1
O\J»'\fp() s 0<<x” < I—Q",

z ktérych wynika, ze
_p—i . » _p—1

0<<x’ —I—.?C"/ —1 ) LX —X \—2‘*
2
Pierwsza z tych nieréwno§ci dowodzi, ze '« nie jest
podzielne przez p, druga za§ — ze x’'—a” jest podzielne przez p

jedynie, gdy x’=x". Lecz wiedy mielibyémy x*=x"% a wigc
tez ri=r;, wbrew zalozeniu.
1
Ciag (22) zawicra zatem wszystkie rézne reszty kwadratowe
p—

“dla p, kiérych tedy jest dokladnie *— L Poniewaz za§ wszyst-

kich liczb naturalnych mniejszych od p jest p—1, wiec niereszt
) — 1

czyli réwniez I—T;-w,

kwadratowych dla p mamy p——i-—p—

c. b. d. o.

1§ 4] Rozklad liczb pierwszych formy 4k--1. . 71

§ 4. Dowéd twierdzenia Fermata o rozkladzie liezb pierw-
szych formy 4k-1 na sume dwu kwadratéw. Udowodnimy
przede wszystkim

Lemat 1. Jezeli p jest liczba pierrosza i isinieja dmwie liczby
calkorvite niepodzielne przez p, ktdrych suma kradratémw jest po-
dzielna przez p, to p jest sumg drou kradratoro.

Dowéd. Poniewaz suma kwadratéw liczb calkowitych jest
zawsze nieujemna, a zerem moze byé tylko wiedy, gdy te liczby
sa zerami, wiec suma kwadratéw dwu liczb niepodzielnych przez
p jest zawsze liczba naturalng. W my$l zalozenia lematu, istnieje
zatem liczba naturalna podzielna przez p i rozkladajaca si¢ na
sume dwu kwadratéw niepodzielnych przez p. Takich liczb na-
turalnych moze byé wiecej. Niech n bedzie majmniejsza
z nich. Jest wiec przy pewnym naturalnym m:

(23) n=mp,

(24) n=a>-}+b%

gdzie a i b sa dwiema liczbami catkowitymi niepodzielnymi
przez p.

Jak wiemy z § 2, mozemy wyznaczyé liczby « i 8, spelnia-
jace warunki:

a==a(mod p), f=">0 (mod p),
25 . .
& e <2, BI<B
Stad:
a? - f==a —[- b?(mod p),
(20)

wtpl 4By
Wobec niepodzielno$ci liczb a i b przez p, kongruencje (25)
dowodza, ze « 1 sg tez niepodzielne przez p, a kongruencja (20)
dowodzi, ze suma kwadratow o*-pg* jest podzielna przez p.
Réwniez wiec liczba o+ §° jest naturalna, podzielna przez p
i rozklada sie na sume kwadratéw dwu liczb niepodzielnych
przez p. Skoro jednak n jest najmmiejsza z takich liczb natural-

nych, to
n< a2
a zatem w my$§l (23) 1 nieréwnosci (26)

mp<<p?,
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skad
(27) m<p.
Jezeli udowodnimy, ze m=1, to lemat bedzie dowiedziony,
gdyz w myél wzoréw (23) i (24) bedziemy mieli wtedy
p=a*+ b
Przypuéémy, ze m== 1. Poniewaz m jest liczba naturalng spet-
niajaca nieréwnosé (27), wiec

(28) l<m<p.
Wryznaczmy liczby a, i b, spelniajace warunki:
(29) a,=a(mod m), b,=b (mod m),
m
(50) la,| <> JARSAS

Warunki te-daja:
(31) a2-+b?2=a’1b*(modm),

N , .m*  m_ m )
(52) a1~—l-bl~~<—4——}——_i—=—~2—-<m.

Kongruencja (31) wskazuje wobec wzoréw (20) i (19), ze liczba
a2+ b2 jest podzielna przez m; nieréwno§é zaé (32) dowodzi, ze
liczba ta jest mniejsza niz m? Mozemy wiec przyjaé
(33 a,>+b2=Im,
gdzie I jest liczba calkowita mniejsza niz m.

Liczba I nie moze by¢ zerem, gdyz wtedy byloby a,=b, =0,
wskutek czego liczby a, i b;,, a wiec na mocy kongruencji (29)
réwniez liczby a i b, bylyby podzielne przez m; piszac woéwczas
a=tm i b=um, micliby§my w my$§l (24), n=(4u*)m? skad
w my$l (23) p=(-+u?)m i liczba pierwsza p posiadataby dziel-
nik m spelniajacy nieré6wnoSci (28), co niemozliwe.

Liezba I jest wige naturalna i zachodzi nieréwnosé

(34) 0<<l<<m.
Wezmy teraz pod uwage tozsamo$é
(55) (@®+b°) (a,°+b,°) =(aa,+bb,)*+(ab, — ba,)

Lewa strona tej tozsamofci przedstawia w myél (24), (23)
i (33) liczbe

(36) mp-lm=Ipm?.

[§ 4] Rozklad liczb pierwszych formy 4k--1. 75

Obliczmy jej strone prawa. Mnozac pierwsza z kongruencji
(29) przez a, a druga przez b, otrzymujemy po dodaniu stronami
aa;+bb,=a>-|-b*(mod m), skad aa,+bb,=0(@modm) czyli
(37) ‘ aa,-+bb,=cm,
gdzie ¢ jest liczbg catkowita. »

Mnozac za$ pierwsza z kongruencji (29) przez b i odejmujac od
drugiej, pomnozonej przez a, otrzymujemy ab,—ba,=0(modm),
co dowodzi, ze ]

(38) ab,—ba,=dm,

gdzie d jest liczba calkowits.
Tozsamos$é (32) daje wiec na mocy (36), (37) i (38)

Ipm*=c?m?--d*m?,

skad po podzieleniu obu stron przez liczbe dodatnia m? otrzy-
mujemy

(39) Ip=c2-Lde

Wzér ten wskazuje, ze liczby ¢ i d sa albo obie podzielne
przez p, albo obie niepodzielne przez p. Gdyby obie liczby ci d
byly podzielne przez p, to przynajmniej jedna z nich bylaby co
do bezwzglednej wartoéci nie mniejsza od p, gdyz obie zerem
byé¢ nie moga, skoro >0, Lecz wtedy kwadrat jej bylby nie
mniejszy od p% a zatem ¢*+4d?>>p? skad 1> p wbrew nieréw-
no$ciom (34) i (27).

Wzbér (39) przedstawia wigc rozklad liczby Ip na sume kwa-
dratéw dwu liczb calkowitych niepodzielnych przez p. Skoro
jednak Ip jest wielokrotno$cia naturalng liczby p, wiec w mysél
definicji liczby n musialoby byé n<{lp czyli na mocy (23)
mp<lp. skad m <!l whrew nieréwnoéci (34).

Tym sposobem przypuszczenie, 26 m=1, doprowadza do
sprzecznosdci i lemat zostal udowodniony.

Twierdzenie 8 (Fermata). Kazda liczba piermsza formy 4k--1
rozklada sie i to m jeden tylko sposéb na sume drou kradratdr.

Dowéd. Niech p bedzie liczba pierwsza formy 4k--1. Jak
dowiedliSmy w § 2, istnieje dla liczby pierwszej p formy 4k--1
taka liczba catkowita x, ze x*4-1 jest podzielne przez p. Wiemy
tez, ze jezeli suma kwadratéw dwu liczb calkowitych jest po-
dzielna przez liczbe pierwsza p, to albo obie te liczby sa po-
dzielne przez p, albo zadna z nich nie jest podzielna przez p.

RTS8
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Wobec niepodzielnosci liczby 1 przez p wnosimy stad, ze p jest
dzielnikiem sumy kwadratéw dwu liczb niepodzielnych przez p,
mianowicie: x*-+121. W my$§l udowodnionego lematu liczba p
sama jest wiec suma dwu kwadratéw: .

p=a*}-b%

Pozostaje do udowodnienia, ze istnieje tylko jeden taki roz-
kiad, jezeli nie zwracaé uwagi na porzadek oraz na znakl liczb
aib. ’

Przypuéémy, ze p ma. dwa rozklady na sume dwu kwadra-
tow:

(40) p=a?}"b? p=a,>+b

7adna z liczb a i b nie moze byé zerem, gdyz liczba pierwsza
p nie jest kwadratem zadnej liczby catkowitej. Poniewaz za$ nie
zwracamy uwagi na znaki liczb a i b, wiec mozemy zalozyé, ze
obie sa dodatmie. Sa one przy tym wzglednie pierwsze, gdyz
kazdy ich wspélny dzielnik jest zarazem dzielnikiem liczby
p=a2--b2. Takie same uwagi mozemy zrobi¢ co do liczb a,ib,.

Wezmy teraz pod uwage tozsamosci:

P (a1 (2 4 bit)= (@, + b -(ab, —ba)=
’ =(ab1—{—bal)‘~’—i—(aa1-—bb1)‘3,

41
. (aa,+bb) (ab+Dba)= (8*+b%a, b, +(a2+brab=
=pla,b,+ab)
lloczyn
(42) (aa,+bb))(ab;+bay)

jest wiec podzielny przez liczbe pierwsza p, skad wnosimy, ze
przynajmniej jeden z jego czynnikéw jest podzielny przez p.

Jezeli pierwszy: czynnik iloczynu (42) jest podzielny przez p,
to poniewaz jest on liczba naturalna, wige aa, +bb,>»p i przeto
(aa,~+bb)? > p?, wobec czego pierwszy z rozkladéw (41) liczby p*
na sume dwu kwadratow daje )

ab,—ba,=0 czyli ab,=ba,.

1y Mozna dowiesé, opierajac sie na twierdzeniu Wilsona, ze liczba

(1-2-3-...-17:1)* -1 jest podzielna przez p (gdy p jest liczba pierwsza formy

4k +1). Por. § 3, éwiczenie 26.

[§ 4] Rozklad liczb piefwszych formy 4k-1. 75

Poniewaz (a, b))=1, wiec a jest podzielne przez a,, a ponie-
waz (a, b)=1, wiec a, jest podzielne przez a. Jest zatem a=a,,
wobec czego réwnoéé ab,=ba, daje b,=>b. Rozklady (40) sa
zatem w tym przypadku identyczne.

Jezeli za$§ pierwszy czynnik iloczynu (32) nie jest podzielny
przez p, to w takim razie drugi czynnik musi byé podzielny

przez p, a zatem ab,4ba,>p. Jak wyzej, wnosimy z drugiego-

z rozkladéw (41), ze wiedy aa,—bb,=0 czyli aa,=bb,. Ponie-
waz (a, b)=1, wiec a, jest podzielne przez b, a poniewaz (a,, b;)=1,
wiec b jest podzielne przez a,. Jest zatem a,=b, wobec czego
rébwno§é aa,=bb, daje b,=a. W tym przypadku rozklady réz-
nilyby sie tylko porzadkiem skiadnikéw.

Tym samym dowéd twierdzenia 2 zostal zakohczony.

Uwaga. Jezeli uwazaé za rézne takie rozklady x*>—-+y?, ktére
sie réznig badZz porzadkiem, badZz znakami liczb x i y, to — jak
tatwo widzieé — kazda liczba pierwsza p formy 4k-1 bedzie
miala dokladnie 8 rozkladéw na sume dwu kwadratéw, a mia-
nowicie:
I e R e e
b a2, (— by a? b*-(—ap, (— b2+ (—a)

Ze wszystkie te rozklady sa rézne, wynika stad, ze a i b sa
réznymi liczbami naturalnymi.

Oto rozklady na sume dwu kwadratéw dla wszystkich liczb pierwszych
formy 4k -1, zawartych w pierwszej seice:

517427 13=20 45 Hr=ti44 29 =224 52,
57=12+406% 41 =42+-52, 53 = 22}-72, 61 = 5262,
75 =382, 89 = 152487, 97 =42 -0z,

Majae dwa r6zne rozklady liczby nieparzystej n na sume dwu kwadratéw:
n=a*--b*=c*4d>
gdzie a>»b>0, a>>c¢ i ¢>>d>0, potrafimy rozlozyé n na dwa ezynniki natu-
ralne wieksze od 1. Niech bowiem
§={a—c,d—D), a—c=rd i d—Db=3s6.

Woéwezas (r,s) =1, a poniewaz a®—c*=d*—1D? wiec r{a-c)=s{d+b)
wnosimy stad, ze a-+c=sf, gdzie ¢ jest liczba naturalna. Latwo sprawdzié, ze

_rts ()
4

n

i ze kazdy z obu czynnikéw licznika przewyzsza 4. Stad ofrzymuje sie od razu

. wspomniany rozklad liczby n.
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Czytelnik zechce zastosowaé te metode np. do rozkladéw: .
8212 =72 42, 9202 =724 62, 1792422 = 1782+ 192,

§ 5. Ilo§¢ liczb pierwszych formy 4k-+1, 443, 3k-{-2
i 8k+1. Nasuwa si¢ pytanie: ile jest liczb pierwszych formy
4k-1? Gdyby sie okazalo, ze jest ich skoficzenie wiele, to udo-
wodnione twierdzenie Fermata straciloby na swej wartoéei.
Zanim sie zajmiemy tym zagadnieniem, udowodnimy

Lemat 2. Zadna liczba formy 4k-3 (pierwsza lub zlozona)
nie rozklada sie na sume drou kmwadratdm.

Dowéd. OczywiScie wystarczy udowodnié, ze zadna suma
a®--b* nie daje przy dzieleniu przez 4 reszty 3.

" Jezeli obie liczby a i b sa parzyste, albo obie nieparzyste,
to — jak latwo widzieé — suma ich kwadratéw jest liczba pa-
rzysta i nie daje przy dzieleniu przez 4 reszty 3.

Jezeli za§ jedna z liczb a i b jest parzysta, a druga niepa-
rzysta, np. a=2f i b=2u-1, gdzie £i u sa liczbami catkowi-
tymi, to

a4 b*=(21)* 4 Qu-+ 1P =4 +4u4ut1,
a wigc a*-+b* daje przy dzieleniu przez 4 reszte 1. Reszty 3
przy dzieleniu przez 4 nie otrzymujemy wicc dla zadnej sumy
dwu kwadratéw. c.b. d. d.

Twierdzenie 9. Istnieje nieskoriczenie miele liczb pierroszych
formy 4k--1.

Dowéd. Przypuéémy, ze wszystkich liczb pierwszych formy
4k-1 jest skoniezenie wiele: niech to beda liczby

(43) ' D1s Dgseres Pie

Niech

N=@2p;pe-..pa)* 1.

Jest to oczywiscie liczba naturalna formy 4k--1. Liczba N
jako wigksza od jednosci i nieparzysta, ma co najmniej jeden
czynnik pierwszy p, oczywiécie nieparzysty.

Liczba p jest wiee formy 4k--1 lub 4k+43, gdyz kazda
liczba nieparzysta jest jednej z tych dwu form. Ale p nie moze
by¢ formy 4k--1, gdyz — jak latwo widzie¢ — N dajc reszte {
przy dzieleniu przez kazda liczbe pierwsza formy 4k--1, tj. przez
kazda z liczb (43). A wigc p jest formy 4k--3, zatem réine od

2 i od kazdej z licab (43). Liczba N, podzielna przez liczbe

(s 5] lo$¢ liczb pierwszych réznych form. 77
pierwsza p, jest wiec suma kwadratéw dwu liczb niepodzielnych

przez p. W my$l lematu 1 wnosimy stad, ze p samo jest suma

dwu kwadratéw, a przeto nie jest liczba formy 4k-+3. Do-

szlis$my wiec do sprzecznoci.

Wniosek. Forma x*+y® przy naturalnych x i y zamiera nie-
skoriczenie mwiele liczb pierroszych (oczywifcie nie same tylko
liczby pierwsze).

Udowodnimy teraz, ze forma 4k-3 tez zawiera nieskon-
czenie wiele liczb pierwszych,

Lemat 3. Kasda liczba naturalna formy 4k-+3 ma przynaj-
mniej jeden dzielnik piermszy tej samej formy.

Dowéd. Niech n=4k--53. Liczba ta ma oczywidcie dzielniki
naturalne formy 4£-4-3, gdyz sama jest jednym z nich. Oznaczmy
przez p najmniejszy z takich dzielnikéw. Pokazemy, ze p jest
liczba pierwsza, W przeciwnym bowiem razie byloby p=ds.
gdzie d i & sa liczbami naturalnymi mniejszymi od p i niepa-
rzystymi, skoro p jest nieparzyste. Obie one nie moga byé formy
4t+1, gdyz wéwczas — jak latwo widzieé — iloczyn ich bylby
liczba formy 4t--1. Zatem co najmniej jedna z liczb d i & jest
formy 4¢+3. Poniewaz dzielniki liczby p sa zarazem dzielni-
kami liczby n, wigc n mialoby dzielnik naturalny formy 4¢3
mniejszy od p, wbrew okreSleniu liczby p.

Twierdzenie 10. Istnicje nieskoriczenie miele liczb pierroszych
formy 4k-}3.

Dowéd. Przypu$émy, ze jest ich skoficzenie wiele. Niech
to beda liczby p,,ps,...,px i niech

N=4p,p,... pa—1.

Jest to oczywiécie liczba naturalna formy 4k-3. W mysl
lematu 3 liczba ta musi mieé co najmniej jeden dzielnik pierwszy
formy 4k+3. Atoli z definicji liczby N wynika natychmiast, ze
liczba ta nie jest podzielna przez zadna z liczb PisPosees Prs
czyli przez zadng liczbe pierwsza formy 4k—--3. Stad sprzecznosé.

Twierdzenia 9 i 10 mozna wypowiedzieé w postaci: m kaz-
dym z postepdro arytmetycznych

1, 5, 9, 13, 17, 21, 25, 29, 33, 37, ...
3, 7, 11, 15, 19, 23, 27, 31, 35, 39, ...

Jjest nieskoriczenie miele liczb piermszych.
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Twierdzenie 11. Istnieje nieskoriczenie roiele liczb piermszych
formy 8k--1.

Dowéd: Przypusémy, ze jest ich skohczenie wiele. Niech
to beda liczby py,pas .. pPa i niech

N =2pips. Pu

Oznaczmy przez ¢ jakikolwiek dziclnik liczby N“‘—{—-L l%t(’)ry
jest liczba, pierwsza. Oczywiscie (N,g)=1. L.ICZl)El q jest niepa-
rzysta, a wiec musialaby byé jednej z postaci:

8k-+1, 8k-F3,  8k-+5, 8k+7.

Nie moze ona jednak byé postaci 8k--1, gdyz v-vtecly bytaby
jedna z liczb piPa....Pn, przez ktére oczywiscie liczba ]_V"—|—1
nie jest podzielna. Liczba ¢ nie moze tez byé postaci 8k—+3
ani 8k-+7, gdyz bylaby wtedy zarazem postaci 413, skad

Ni==—1(nodq), a wigc N'E+=—1(modq)

czyli N2i-ii=—1(mod g), whrew malemu twierdzeniu Fermata
(p. § 1, str. 59). Wreszcie, liczba ¢ nie moze byé postaci 8k--5,

odyz wtedy byloby N#E+li=—1(modq) czyli at='=—1(modq),;

znowu whrew malemu twierdzeniu Fermata.
Mamy wiec sprzeczno§é, a tym samym twierdzenie 5 jest
dowiedzione. ’

Podobnie dowodzi sie, ze liczb pierroszych postaci 16k—1 i,
ogélnie, postaci 2k-+1 (przy kazdym naturalnym n) jest nie-
skotriczenie miele.

Udowodnimy jeszcze analogiczne twierdzenie dla formy 6k~ 1.

Lemat 4. Kazda liczba naturalna n formy 6k-5 ma przynaj-
mniej jeden dzielnik pierroszy tej formy.

Dowéd. Wystarczy zauwazyé, ze liczba n=0k--5, jako
nieparzysta i niepodzielna przez 3, moze mieé tylko dzielniki
formy 6k-1 i 6k+5. Gdyby w rozkladzie liczby n (oczywidcie
wigkszej od jednoSci) na czynniki pierwsze figurowaly same tylko
czynniki formy 6k--1, to n — jak latwo widzieé — samo byloby
formy 6k--1, wbrew zalozeniu. Wéréd czynnikéw picrwszych
liczby n (nie wylaczajac przypadku, kiedy n samo jest liczba
pierwsza) znajdzie sie wice co najmniej jeden czynnik formy

6k—+5, c¢.b. d o.

[§ 5] Tlo§é liczb pierwszych r6znych form. 79

Twierdzenie 12. Istnieje nieskoriczenie riele liczb pierwszych
formy 6k-5. '

Dowéd. Przypu$émy, ze jest ich skonczenie wiele. Niech to
beda liczby py,ps,..., pu 1 niech

N=06p,ps..pn—1.

N byloby wiec. liczba naturalna formy 6k-+5, niepodzielna
przez zadng liczbe pierwsza tej formy, whrew lematowi 4.
W postepie arytmetycznym

5, 11, 17, 23, 29, 35, 41, 47, ...
istnieje wiec nieskoniczenie wiele liczb pierwszych. Tym bardziej
tez istnieje nieskoficzenie wiele liczb pierwszych w postepie
arytmetycznym
2, 5,8, 11, 14, 17, 20, 23, ...,
w ktérym figuruja przeciez wszystkie wyrazy postepu 6k-5.
Mamy wiec :
Whniosek. Istnieje nieskoriczenie mwiele liczb piermszych
formy 3k-2. i
Twierdzenia 9-12 sa szczegblaymi przypadkami t. zw. froier-
dzenia Lejeune-Dirichleta o postepie. arytmetycznym:
W kaizdym postepie arytmetycznym ak-+b, tj. w kazdym
ciggu nieskoficzonym postaci

a, a+b, a-2b,
gdzie (a,b)=1, jest nieskorniczeriie miele liczb pierrszych.

Dowéd tego twierdzenia, podany po raz pierwszy przez
Lejeune-Dirichleta w 1837 r., jest jednym z trudniejszych do-
wodéw teoril liczb i Srodkami elementarnymi uzyskaé sie nie
daje. Pewne jednak przypadki szczegélne mozna udowodnié ele-
mentarnie. Précz tych, ktére -stanowia treéé ostatnich czterech
twierdzef, udowodnimy jeszcze w Rozdziale XIV, § 7, kilka innych
przypadkéw tego ogdlnego twierdzenia.

CWICZENIE. Dowie$é, opierajac sie na twierdzeniu o postepie arytmetycz-
nym, ze istnieja liczby pierwsze, dowolnie daleko izolomane z obu stron, tj. ze

dla kazdej liczby naturalnej n istnieje taka liczba pierwsza p>n, ze kazda
z liczb p + i, gdzie i=1,2, .., n, jest zlozona.

Dowéd. Istnieje liczba pierwsza g >>n--1. Niech

q—2
a=[]lg*—2).

=1
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Poniewaz liczba (q—2)! jest pierwsza wzgledem liczby (pierwszej) ¢, wiee
— jak latwo widzie¢ — liczby a i ¢ sa rowniez wzglednie pierwsze. W mysél
twierdzenia o postepie arytmetycznym istnieje liczba pierwsza p>>¢ postaci
ak+q, skad
pti=ak-qti dla i=1,2,..,n.
Wobee g>n--1 jest (dla tych i) ¢g—1>i czyli g +i>1. Zarazem ¢ = i,
jako dzielnik liczby a, jest dzielnikiem liczby p +i, réznym' od niej wobec
p>gq. Liczba p + i jest wiec ztozona.

§ 2. Warunki rozkiadalnosci na sume dwu kwadratéw. Po-
wréémy do rozkladéw na sume dwu kwadratéw. Zapytajmy, ja-
kie sa warunki konieczne i dostateczne na to, aby liczba natu-
ralna n rozkladala si¢ na sume kwadratéw dwu liczh catkowitych.

Odpowiedz na io pytanie daje nastepujace

Twierdzenie 13. Na to, zeby liczba naturalna n byla sumy
kmwadratém drou liczb calkomitych, potrzeba i mystarcza, by n nie
zamieralo 1o swym rozmwinieciu na czynniki pierrosze zadnej liczby
piermszej formy 4k--3 w potedze o wykladniku nieparzystym.

Dowéd. Zaléimy, ze liczba n rozklada si¢ na sume kwa.
dratéw dwu liczb catkowitych

(44) n==a?--p?
i niech
(45) n==py™ Py, pr®r

bedzie rozwinieciem liczby n na czynniki pierwsze.

. Udowodnimy, ze wszystkie czynniki pierwsze formy 4k--3,
o ile w ogéle wchodza do rozwinigcia liczby n, sa w mnim w po-
tegach o wykladnikach parzystych.

Niech. p bedzie czynnikiem pierwszym formy 4k--3, figuru-

jacym w rozwinieciu liczby n, i niech
d=(a,b), a=da,, b=db,;

liczby a, i b, sa wzglednie pierwsze. Wobec (35) liczba n musi
byé podzielna przez d?; niech n=d’n,. Gdyby liczba n, nie za-
wierala w swym rozwinieciu na czynniki pierwsze liczby p, to
rozwinigeie liczby n zawieraloby oczywifcie p w potedze o wy-
ktadniku parzystym.

Przypu$émy wiec, ze n, jest jeszcze podzielne przez p.
Wzér (44) daje

(46) ny=a’+b?

[§ 71 Warunki rozkladalnosci na sume dwu kwadratéw. 81

zatem wobec pin,
8,2+ b,2=0(modp).

Mamy (a,,b,)=1; jedna wiec przynajmniej z liczb a, i b,
jest niepodzielna przez p, a wiec wobec p|n, i (46) — réwniez
i druga. W my$! lematu 1 liczba p bytaby wiec suma dwu kwa-
dratéw wbrew lematowi 2.

Nie moze wige n, byé podzielne przez p; zatem p wchodzi
do rozwinigcia liczby n w potedze o wykladniku parzystym. Tym
samym udowodniliSmy ze warunek jest konieczny.

Na odwrét, zalézmy teraz, ze w rozwinieciu (45) liczby n
na czynniki pierwsze wszystkie ¢zynniki pierwsze formy 4k-3
— o ile w nim figuruja — wchodza w potegach o wykladni-
kach parzystych.

Oznaczmy przez B, fs....fn odpowiednie reszty liczb
G5 Gy ..oy an wWedlug modutu 2. Kazda z liczb § jest wiec albo
zerem, albo jednoScia; oznaczajac przez ki ks.....,k; liczby cal-
kowite, bedziemy mogli przyjaé

47)  a,=2k,+p, ay=2k, 4B, ..., a=2k-+5.
W myél (45) i (47)

(48) - n=(pp,>...pF)pFip . p
Niech

pfp. .. plr=m

(nie wylaczamy tu przypadku m==1). Opuszczajac w iloczynie
pfiplfe.. .pfr czynniki, dla ktérych f=0 (jako réwne jednoéci),
otrzymamy wobec (48)

o

(49) n=m2p'p”...p¥,

gdzie p’,p”....,p" sa oczywiScie tymi czynnikami pierwszymi
rozwiniecia (45), ktére wehodza do niego w potegach o wykla- .
dnikach nieparzystych (moze byé tez s=0).

Wsréd czynnikdéw p',p”....,p" moze sie wiec znajdowaé tylko.
liczba 2 oraz liczby pierwsze formy 4k--1.

Udowodnimy, ze kazdy z s+1 czynnikéw prawej strony
wzoru (49) rozklada si¢ na sume kwadratéw dwu liczb catko-
witych. Istotnie, mamy )

. m?=m?-+0%

a co do czynnikéw p’,p”,....p", to wystarczy zauwazyé, ze za-
réwno 2=12-12 jak i liczby pierwsze formy 4k--1 rozkladaja
sig (w my$l twierdzenia Fermata) na sume dwu kwadratéw.
W. Sierpinski. Teoria Liczb ) 6
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Liczba n daje sie wiec przedstawié jako iloczyn liczb, z kié-
rych kazda rozklada si¢ na sume dwu kwadratéw. Latwo jednak
widzieé, ze iloczyn taki sam rozklada sie na sume dwu kwa-
dratéw. Dla dwu czynnikéw wynika to z tozsamosci

(50) (a®+ 0% (a’ b)) =(aa, +bb)* 4 (ab, — ba,)?;

uogélnienie na wigksza liczbe czynnikéw jest natychmiastowe.

Dowiedlismy wiec, ze warunek jest dostateczny. .

PRZYKLADY. Niech n=19557. Rozwijajac na czynniki pierwsze, dostajemy
n=73%41 " 53,

Warunek twierdzenia 7 jest wiec spetniony. Dla liczb 41 i 53 wypisujemy
z latwoscig rozklady:
41=42-45%  55=0tf 7

tosujac tozsamoéé (50) do a=4, b=35, a=2 i b,=7, otrzymujemy
z Tatwosciy
41,53 =(4.2-5. 74 (4.7—5.2)2 = 45 |- 182,
Jest zatem 3%.41-53=(3-43)2-}-(3- 18} czyli
19557 = 12024-542,
Inny rozklad otrzymaliby$my, piszac rozklady dla 41 i 53 w postaci
, =514 S5—prir '
i stosujac tozsamo$é (50), co daje 4155 = (5-2+-4-7)*--(5-7 — 4-2)* = 382} 272,
zatem 3% 41-53 =(3.38)24-(5-27)* czyli
19557 = 1142812,
Niech teraz n=105. Rozwijajac na czynniki pierwsze, dostajemy
105 =13-5-7,

Warunek twierdzenia 7 nie jest wiec spelniony, a zatem liczba 105 nie
rozklada sie na sume dwu kwadratéw.

) CWIQZEMA. 1. Dowie$¢, ze jezeli liczba naturalna nie jest suma kwadra-
téw dwu liczb calkowitych, to nie jest tez suma kwadratéw dwu liczh wy-
miernych. '

.Dow() d. Jezeli liczba naturalna n nie jest suma kwadratéw dwu liczb cal-
ko’wnych, to w my§l twierdzenia 7 istnieje liczba pierwsza g postaci 4k -3,
kt6ra w rozwinieciu liczby n na czynniki pierwsze wystepuje z wykladnikiem

. AR AN
nieparzystym. Gdyby bylo =(~) (—1) ieliby$

yby bylo n={—- -+ m) to mieliby$my
(mmy)2n = (Im,)2+ (I, m)?
w_b¥evxt twierdzeniu 7, gdyz g wystepuje w rozwinieciu liczby (mm;)*n na czyn-
niki pierwsze z wykladnikiem nieparzystym.

2. Dowiesé, ze liczba Y/, nie jest suma kwadratéw dwu liczb wymiernych.

[§ 8] Rozklady na sume dwu kwadratéw. S3

5. Znajac rozklad liczby n na sume dwu kwadratéw, znalezé rozklad
liczby 2n na sume dwu kwadratéw,

Rozwiazanie. Jezeli n=a*{-0?% to 2n=(a-+b)*+(a—Db)* )

4. Dowieéé, ze na to, by ulamek nieprzywiedlny I/m o naturalnym liczniku
i mianowniku byt suma kwadratéw dwu liczb wymiernych, potrzeba i wystar-
cza, aby kazda z liczb 1 i m byla suma kwadratéw dwu liczb catkowitych.

§ 8. Wyznaczanie rozkladéw na sume dwu kwadratow

i érednia ich ilo§é. Zapytajmy obecnie, w jaki sposéb — przy-
najmniej teoretycznic — mozna by wyznaczyé¢ wszystkie rozklady
danej liczby na sume dwu kwadratéw. .

Jezeli liczba n rozklada sie na sume dwu kwadratéw liczb

calkowitych ’
(1) n=x"1y’,
to musi byé n>> % jako tez nl>y?; zatem |x!<{}n i |y/<Vn.

Wrystarczy wiec podstawiaé do wzoru (51) na x wartosci
catkowite, nie wieksze co do wartoéci bezwzglednej od yn. Jezeli
liczba n—x2 nie bedzie kwadratem, to dia danej wartoSci x nie
otrzymamy rozkladu; w przeciwnym razie, biorac y= + Vn—x2,
otrzymamy uklad liczb calkowitych x,y, spelniajacy réwnanie (51).

Zauwazmy, ze przy badaniu wyrazenia n-—x® wystarczy
uwzgledniaé tylko nieujemne wartoSci x, gdyz zmiana znaku
przed x nie wplywa na warto§é liczby n—x%

Przydaé sie moze tez uwaga, ze liczby

n, n—12, n—23 n—73%
r6éznia sie kolejno o

1, 3, 5, 7, s
t. j. o kolejne liczby nieparzyste.

PRZYKEAD. Niech n = 10. Tworzymy ciag liczb 10, 9, 6, 1.

7 tych tylko druga i ostatnia sa kwadratami. Mozemy wiec przyjaé
x=+1, y=+3 albo x==15 y=+1. W ten sposéb dla liczby 10 otrzy-
mujemy 8 rozkladéw:

10= (1) (F 3 = (F 1) F (=3 = (= 1) (5 = (— 1P+ (5P =

= (R 3 1) = (3 (1) 3 (— 102 = (=3 (— 1)

Niech teraz n = 25. Tworzymy ciag liczb 25, 24, 21, 16, 9, 0.

Kwadratami sa tu liczby 25, 16, 9 1 0. Mamy wiec dla x i y wartodci:

x =0, y=1=%5, x= 13 y=t4
x=14 y=1=3 x==x35 y=0

&
Stad z latwoécia znajdujemy 12 rozkladéw liczby 25 na sume dwn kwa-
dratow.
(3*
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Oznaczmy ogdélnie symbolem ¢(n) liczbe rozkladéw liczby n
na sume kwadratéw dwu liczb calkowitych. Obliczajac jak wy-
zej, znajdujemy z latwoscia:

)=4, <=4  5)=0, td)=4  1(5)=8,
w6)=0, (D=0, ®)=4, O)=4, <(10)=8,

przy czym, naturalnie, przypadek z(n)=0 przewidzie¢ mozna
z géry, na podstawie twierdzenia 7.

Wartoéci funkcji liczbowej t(n) — jak to widaé juz z po-
wyzszej tabliczki — zmieniajg sie nieprawidtowo: trudno dostrzec
jakie§ prawo, ktéremu podlegaja. Np. dla (nieskofczenie wielu)
liczb pierwszych formy 4k--1 bedziemy mieli stale na podsta-
wie twierdzenia Fermata z(n)=8, dla wszystkich za§ liczb
formy 4k-+3 — stale z(n)=0.

Ciekawe jest jednak, ze jezeli zamiast oddzielnych wartogci
funkcji z(n) rozpatrywaé ich érednia arytmetyczna:

(52) 1(1)+T(2)+1(3)—{-...~{——r(n)]

n

to przy wzrastaniu liczby n wyrazenie to zachowuje sig juz
znacznie prawidlowiej, tak jak gdyby nieprawidlowosci przebiegu
funkeji ©(n) znosily sie wzajemnie. Okazemy mianowicie, ze
$rednia arytmetyczna (52) zmierza przy nieograniczonym wzrasta-
niu liczby n do pewnej granicy. Sprawdzimy to najpierw prak-
tycznie, a péZniej podamy uzasadnienie teoretyczne tego zjawiska.

Dla pierwszych dziesigcin wartoéci funkeji z(n) znajdujemy
bezpoérednio z wyzej wypisanej tabliczki sume 36; rednia aryt-
metyczna jest wige 3,6. Dla wigkszyeh wartosci n bezposrednie
obliczanie skladnikéw sumy

(53) Tiny=z()+2(2)+z(3)...4+1(n)

staje sie coraz uciazliwsze. Wobec tego postaramy sie znalezé
inng droge dla wyznaczania tej sumy. Rozumowanie, jakie przy
tym przeprowadzimy, da si¢ z pewnymi zmianami zastosowaé
w wielu innych podobnych przypadkach.

Liczba (k) jest liczba rozwiazan w liczbach catkowitych
x i y réwnania ‘

) B tyt=k;
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suma t(0)-Fv(1)+7(2)-F...Fz(n) jest zatem liczba rozwiazan
w liczbach calkowitych x i y nieréwnosci

(54) 0 < x* -y <n.

Wszystkie uklady liczb calkowitych «, y, spelniajace nierdw-
noéci (54), podzielimy na klasy, zaliczajac do jednej i tej samej
klasy te uklady, dla ktérych warto§é x jest jednakowa. Policzmy,
ile bedzie ukladéw w kazdej klasie.

Jezeli x ma oznaczona warto§é x==k, to y na mocy nieréw-
noéci (54) moze przyjmowaé tylko takie wartoSei, dla kitérych

0—k<y<n—k%

Lewa cze$é tej nieréwnoéci jest spelniona dla kazdégoe y,
prawa za§ daje ly\\{]/n——k2 czyli

(55) —Vn—k<y<Vn—k
i wskazuje na to, ze musi byé n>k? qzyli 7
(56) —Vn<k<V¥n.

Poniewaz y musi byé liczba calkowita, wigc nieréwnoéci (55)

mozna zastapié przez nierdwnosci
—Ef =K <y<E{ln—F).

Zmienna y moze zatem przy danym x=k (nie wiekszym co

do wartoéci bezwzglednej od ¥'n) przyjmowaé wartosci:
0, +1, + 2, e, iE(]/7z—k2),

ktérych jest doktadnie 2]3(1/111——_1@)—%1.

Oznaczmy ogélnie przez Li liczbe wszystkich uktadéw x,y,
spetniajacych nieréwiosci (541, w kiérych x ma wartoéé k; be-
dzie wigc:

(57) Ly=2E{yn—F)+1,
samo zaé k moze — jak widzieliémy — przyjmowaé wartoSci
calkowite, spelniajace nieréwnodci (56), czyli wartosei:

0, +1, +2, e + E{yn).

Mamy wiec oczywiscie
. () +()+2@+...Frn)=
=Lo+Li4Lo+... +Leym -+ L+ Lot .o Lgym)-
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Ze wzoru (537) wnosimy, ze
Loy=1Iy;
mozemy wiec napisaé
t0)Fr(1)F@)+ ... Fe(n)=L,+2L,+ ... 2LEy7).
Wstawmy tu zamiast L ich wartoéci ze wzoru (57) i po-
taczmy razem wszystkie skladniki -1 (ktérych jest dokladnie
2E(1Vn)4-1). Otrzymamy w ten sposéb
1O+ z(t)+(2)+ . . . S =2E( n)+14+-2E(/n)+
F4E( n— )+ 4EG n =2+ . . . +4EYn—[E{ ),
a stad, zwazywszy. ze r(0)=1, gdyz 0 daje jedyny rozklad na
sume dwu.kwadratéw 0=0°-40%, otrzymujemy wedlug (53):
T(n)=4E(yn)+4E( n—13) +4E(/n—22) +4E(n—37) L . .
gdzie skladniki szeregu po prawej stronie nalezy wypisywaé do-
péty, dopéki pod pierwiastkiem otrzymujemy wartosé dodatnia.
Piszemy to w zwiezlej postaci:
E(/w) o
(58) T(n)=4 Y E(y n—F).

k=0

v

Obliczmy na podstawie tego wzoru T(100). Dostaniemy:
T(100)=4[E(y 100)4-E(399)+E(1/96) +Ef3 91) 4 E(y/89)+
+E(/75)4-El1'64)4-E('51)+ E( 36) + E('19) =
=4(10+949494-94-8 8+ 7+ 6+ 4) == 4.79 =516,

Stad jako $rednia liczbe rozkladéw na sume dwu kwadra-
t6w dla pierwszych 100 liczb otrzymujemy 3,16.

Obliczmy jeszcze T(400). W mysl wzorn (58) dostajemy:

/2 T400) = E(}/ 400) 4-E(y 599)+ E(396) -+ E (1 591) 4 Ey 383) +
+E()/575)4-E() 364+ E(y 351) - E()/ 356) 4 E(} 319) + £} '500) -
+E()279)--E(256) ++E() 251) + £y 204) +- E (y T75) -+ E() T4d) 4

: FE( 111+ E(1'76) +E (3 39) =
=204 1941941941919 4194 18+ (8 (T L 17+
F 164104154 1441512 (0 8- 6 =514,
Stad 7(400)=4-314=1256 czyli T(400)/400=73,14.
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Uderza nas ‘tu, ze przy mzrastaniu liczby n érednia wartosé
funkcji =(n) zmierza do liczby =.

Uzasadnimy to obecnie na drodze geometrycznej. Popro-
wadzmy na plaszezyznie dwie proste wzgledem siebie prostopadfe,
ap. proste Ox i Oy. Proste te nazywaé bedziemy osiami (fig. 1).
Po obu stronach kazdej z nich po-
prowadzmy szereg réwnoleglych, 4
kolejno odleglych o jednostke diu-
gosci. Rownolegle te ponumeruje-

4
my w nastepujacy sposéb: réw- 3 i)

nolegle do osi Ox opatrzymy ko- 2 g

lejnymi numerami 1, 2, 3, ... idac ! | s
ku gérze, numerami za§ —1, —2, 5o43-2-10 4

—3. ... idac ku dolowi; podobnie 22

réwnolegle do osi Oy opatrzymy 1 5

po prawej stronie kolejno nume- -4

rami 1, 2, 3, ..., po lewej za§ —nu- >

merami —1, —2, —3, ... Same !

osie opatrzymy numerem O. Fig. 1.

Odmzoromaniem (albo obrazem) rozkladu x*-- y* bedziemy
nazywall ten punkt M plaszezyzny, ki6ry lezy na przecieciu sie
prostopadiej x do osi Ox z prostopadia y do osi Oy.

Tak np. odwzorowaniem rozkladu 32--2% bedzie punkt M,
oznaczony na fig. 1; odwzorowaniem rozkladu (—4)°4-(—3)? jest
punkt P, a odwzorowaniem rozkladu 02-4-0* — punkt O. Punkty
lezace na przecieciu dwu ktérychkolwiek prostych (nie wylacza-
jac osi), czyli punkty o wspélrzednych calkowitych, nazywamy
punktami sieciomymi. Jasne jest, ze kazdemu rozkladowi x?-y?
odpowiada pewien punkt sieciowyina
odwrét, kazdy punkti sieciowy jest ¥
obrazem jakiego$§ rozkladu -y )

Wezmy pod uwage punkt sieciowy M
M. ktéry jest obrazem rozkladu x*4-y2
Na podstawie twierdzenia Pytago- 7
rasa odleglo§¢ OM réwna jJest
12y dig. 2). Wnosimy stad dalej, o
ze rozkladom x,y. spelniajacym mnie-
rowno§é  x*-+y*<n, odpowiadajg Fig, 2.
punkty sieciowe, lezace wewnatrz lub _
na obwodzie kola zatoczonego promieniem }'n dokola punktu O.

x
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Tak np. dla n=400 wobec znalezionego T(400)==1256,
wewnatrz i na kole zatoczonym promieniem R==20 dokola pun-
ktu O, znajduje sie¢ dokladnie 1257 punkiéw sieciowych.

Przyporzadkujmy kazdemu punktowi sieciowemu kwadrat
o jednostce pola, majacy 6w punkt za frodek, a boki réw-
nolegle do osi (fig. 3). Pole P, zajete przez kwadraty odpowia-
dajace punktom sieciowym, nie wychodzacym poza obwéd
kofa K, jest wiec dokladnie réwne liczbie takich punktéw
czyli sumie {-T(n). Z latwoscia jednak spostrzegamy, ze pole P
jest réwne w przyblizenin polu kola K, i mozemy nawet bli-
zej okreflié stopieni tego przyblizenia.

Jezeli mianowicie zakres-

gy limy z punktu O kolo o pro-
RN S mieniu ]/ﬁ—}-i/ia—, to zwazyw-
® o o & ¢ e o e & © R 1 . - . .
e o006 0 o .él. o s2y, ze ﬁ Jest najwieksza od-
O legloscia punktéw kwadratu
DODEC DENSE * o jednostce pola od jego érod-
DU R ka, wnosimy, ze wszystkie
S . kwadraty tworzace pole P be-
B T da lezaly wewnatrz takiego
cecc o p e kola, co* najwyzej dotykajac
jego obwodu. Pole zajete przez
Fig. 5. nie bedzic wiec mniejsze od
. pola kota: '
59) <a(ynt)
( P\n(pn+_'/§ .

Z drugiej strony, gdybyémy z punktu O zakveslili koto pro-
.. = 1 . ‘
mieniem ]/n—ﬁ, to wywnioskowalibyémy podobnie, ze pole
tego kola jest mmiejsze od pola zajetego przez kwadraty:

(60) P> (/‘—_1:)3.
, wlyn '|/2
Nieréwnosci (59) i (60) daja wobec réwnosci P={(~4Tn):

(61) n(l/z—ln/%)z—1 <T)< n(;/ﬁ+]/i§)2— 1.

{5 8) Rozklady na sume dwu kwadratéw. 89

Zwazywszy, z¢ ) 2<<5 i ze przy naturalnym n mamy
- —
O<%——1<1 <Vn,
2
mozemy napisaé¢ nieréwmnosei:

7 (]/E—J—-]Jl—a)u—— {=an+t 7:]/6 . ],“‘,I_z—f—g— t<<an-61n,

— 2 — —
n(]/n— 13) —1i= nn—n}"2~]/n+§*1> an—6y/n,
V2 ;

na mocy ktérych (61) daje mn—6yn<<T(n)<zn--6}n, czyli
[T(n)—=n|<<6}'n przy wszelkim naturalnym n, skad natychmiast:

. [T(n) 6
(62) ‘mn ﬂ\1<]/;

Niech & bedzie dowolng liczba dodatnia. Dla dostatecznie
) 36 6
wielkich n, mianowicie dla wszystkich n}% bedzie =< e

¥n
zatem lewa strona wzoru (62) jest mniejsza od e Mozemy wiec
powiedzieé, ze dla dostatecznie wielkich n $rednia arytmetyczna

T _ e +1@4=0)+ .. . )
n n
rézni sie od liczby = dowolnie mato. Wyrazamy to, méwiac, ze
ta §rednia arytmetyczna zmierza do granicy =, gdy n wzrasta
nieograniczenie, i piszemy:
fim T AT@ A - +zn)
n=oco n
Jezeli dla danej funkecji liczhowej Srednia arytmetyczna z jej
n kolejnych warto§ei zmierza do granicy (skoficzonej) a, gdy n
wzrasta nieograniczenie, to méwimy, ze a jest martoécig Srednig
tej funkcji liczbowej. Mozemy wiec powiedzieé, ze wartoScia
érednia funkcji z(n) jest liczba = albo ze liczby naturalne daja
érednio = rozkladdro na sume drou kmadratér.
Do rozkladéw na sume dwu kwadratéw powrécimy jeszcze
w Rozdziale XVI?1). Obecnie przejdziemy do rozkladéw na sume
trzech i wiecej kwadratdw.

1} W zwiazku z rozkladem liczb naluralnych na sume dwu kwadratéw za-
uwazymy, ze badano tez rozklady wielomianéw catkowitych o spélczynnikach
calkowitych na sume kwadratéw dwu takich wielomianéw; ob. np. Th. Sko-
lem, Norsk Matematisk Tidsskrift, tom 21 (1939), str. 154 -159.
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§ 9. Rozklady liezb naturalnych na sume trzech kwadratéw.

Twierdzenie 14. Na to, aby liczba naturalna n rozkladala sie
na sume kroadratéro trzech liczb calkomwitych, potrzeba, aby nie
byla ona postaci 4/8k--7) dla zadnych k il calkomitych nie-
ujemnych,

.Df)wéd. Okazemy najpierw, ze zadna liczba calkowita
postaci 8k~}-7 nie rozklada si¢ na sume trzech kwadratéw.

Przypu$émy przeciwnie, ze przy pewnym catkowitym k oraz
pewnych catkowityeh x, y, z jest

8k+7=x>Fy>+ 22

Po lewej stronie mamy liczbe nieparzysts; wnosimy stad na-
tychmiast, ze albo wszystkie trzy liczby x, Y.z sa nieparzyste
albo dwie z nich sa parzyste, a jedna nieparzysta. ,

Niech m bedzie liczba nieparzysta, a wige m=2¢t-41, gdzie
t jest liczba catkowita. Zatem

mi=4t(t4-1)+1.

) jezgli t jest parzyste, to 4¢ jest podzielne przez 8; Jezeli zag
t jest nieparzyste, to t~-1 jest parzyste i 4(t+-1) jest podzielne
przez 8. W kazdym wiec razie iloczyn 4t(t4-1) jest podzielny
przez 8. Oznaczajac go przez 8u, gdzie u Jest calkowite, otrzy-
mujemy
mi=8u-}-1.

Dowiedlismy zatem, ze kwadrat liczby nieparzystej zawsze
Qrzystaje do 1 wedlug modutu 8. Co si¢ za$ tyczy kwadratu
liczby parzystej, to, jako podzielny przez 4, przystaje on zawsze
do 0 lub 4 wedtug modutu 8. Biorac to pod uwage, wnosimy
z latwoscia, ze suma kwadratéw trzech liczb nieparzystych
zawsze przystaje do 5(mod8), suma zaékwadratéw trzech liczh
z ktérych dwie sa parzyste, a jedna nieparzysta, przystaje all)(;
do‘ {(mod8), albo do 5(mod 8); pierwszy przypadek zachodzi gdy
obie .liczby parzyste sa podzielne lub obie mniepodzielne prz,ez 4
drugi za$§ — gdy jedna z liczb parzystych jest podzielna, a druga:
niepodzielna przez 4. : , -

V\.’ ?ad.nym atoli z tych przypadkéw nie otrzymujemy liczby
pr'zystajacej do 7 (mod8), czyli liczby postaci 8k--7. Dowiedliémy
wigc, ze Zzadna liczba tej postaci nie rozklada si¢ na sume trzech
kwadratéow. )
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Przypuéémy teraz, ze dla liczby catkowitej k istnieje przy-
najmniej jedna taka liczba naturalna I, Zze liczba 4/(8k-7) roz-
klada sie na sume trzech kwadratéw. Niech [, bedzie najmniej-
szg z takich wlaénie liczb naturalnych L Jest wiec:

{63) 4Bk 7)=x*ty* 2%

Lewa strona tej réwnofci musi byé podzielna przez 4, skoro
I,> 1. Stad latwy wniosek, ze liczby x,y,z albo sa wszystkie trzy
parzyste, albo jedna z nich parzysta, a dwie nieparzyste. Lecz
w ostatnim przypadku suma x®-}-y2-}-z* bylaby — jak latwo wi-
dzieé — postaci 842 albo postaci 8406 (zaleznie od tego, czy
owa liczba parzysta jest podzielna, czy niepodzielna przez 4),
a wiec w kazdym razie liczba niepodzielng przez 4, co niemozliwe.
Musza wigc wszystkie trzy liczby x,y,z byé parzyste, a zatem:

x=2¢, y=217, z=2(,

gdzie £,7.0 sa calkowite. Wstawiajac te wartoSci do wzoru (63),
otrzymaliby§my skracajac przez 4:

418k A7) =& P

Rozklad ten nie moze zachodzié¢ dla I,=1, gdyz dowiedlismy
wyzej, ze zadna liczba postaci 8k--7 nie rozklada si¢ na sume
trzech kwadratéw. Jezeli jednak I,>1, to I,—1 jest liczba natu-
ralna, co przeczy zalozeniu, ze I, jest najmniejsza liczba na-
turalng I, dla ktérej 4/(8k--7) rozklada si¢ na sume trzech
kwadratow.

Twierdzenie 14 jest wiec dowiedzione.

Godne uwagi jest, ze twierdzenie 14 daje sig¢ odwrécié: mozna
mianowicie dowiesé, ze kazda liczba naturalna, nie majaca postaci
418k --7) dla zadnych calkomwitych k i I, rozkiada si¢ na sume
kmwadratém trzech liczb calkoritych.

Dowéd tego twierdzenia jest diugi. Podal go Gauss, a na-
stepnie uproécili Lejeune-Dirichlet i Landau?). Przytocze-
nie tego dowodu przekraczaloby jednak ramy niniejszego dziela.

1) Ob. E. Landau, Forlesungen iiber Zahlentheorie I, Lipsk 1927, str.
114-125,
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W szczegblnoici, z twierdzenia tego wynika, ze dla kazdego
naturalnego n istnieja takie liczby caltkowite x,y,z, iz

8n+3=ux+y*+} 2%

jak fatwo widzieé, liczby te musza byé wszystkie nieparzyste,
zatem:
x=2a-41, = y=2b41, z=2c-1,

skad 8n+4-3=(2a--1)*4(2b-+1)*+(2c-1)?, co daje od razu
pm o) B | clet )

Liczby postaci , gdzie ¢ jest liczba naturalna, nosza

tt41)
2

nazwe trdjkainych.

Z twierdzenia udowodnionego przez Gaussa wynika wiec
twierdzenie (wypowiedziane przez Fermata), ze kazda liczba na-
turalna jest suma co najroyzej trzech liczb tréjkatnych. .

Latwo jest dowiesé, ze kazda liczba calkowita daje sie przed-
stawi¢ w postaci x*-+y*—z2 gdzie x, y i z sa liczbami natural-
nymi. Dowéd wynika natychmiast z tozsamoSei:

2k —1 =22} (k—2)2 — (k—3) =42} (k —8)*— (k— O},
k=14 —(k—1)2 =23} (k —4)2 —(k—5)2
CWICZENIE. Dowiesé twierdzenia La grange'a, ze dla kazdej liczby

calkowitej m istnieje nieskoficzenie wiele r6znych rozwiazad réwnania
m=x*+4-y>—z* w liczbach catkowitych.

Dowsd. Dlaa rs=m(mod2) lieczba m—x? jest nieparzysta i wystarczy
przyjaé y=m:§—ﬂ, z=£—:—§:—‘. W ten sposéb dla ¢ catkowitych otrzy-
mujemy tozsamosei:

2k — 1= (20 (k— 2622 — (k — 262 —1)2,
2k = (2t 1)* (& — 28— )2 — (o — 242 —2f—1)2,

Oznaczmy teraz przez z(n) liczbe rozkladdw liczby n na
sume kwadratéw trzech liczb catkowitych. Pierwszymi warto§cia-
mi funkeji ¢(n) sa:

7(1)263 7(2):125 7(3):8, ‘[(4)=(), 1(5):245
T(0)=34,  ()=0, (=12, (9)=30, <(10)=24.

Twierdzenie 14 poucza nas, ze dla nieskoficzenie wielu liczb
naturalnych jest z(n)=0.
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Co sie za§ tyczy liczby T(n)=z(1)+z@2)+ . . . Fz(n), to
podobnie jak dla rozkladéw na sume dwu kwadratéw (ob. §7)
mogliby$my 2z latwoScia wyprowadzié na drodze geometrycznej
pewna nieréwno$é, rozwazajac kule i szeSciany zamiast koja
i kwadratéw, mianowicie nierownos$é:

. (/': 2 . “:’: 3
4/57;(]/11——12—3) —1<<T(n)<<?ym (]/71—}—12—)) —1,

z ktérej z latwoécia wynika, ze przy wszelkim naturalnym n jest

| T(n)—*/,wn)/n|< 10n.

Mozna stad wywnioskowaé, ze

T(n)

— =1

n=co 4/377:71]/;!, o

CWICZENIA. 1. Dowiesé, ze liczba 7 nie jest suma kwadratéw irzech liczb
wymiernych.

Dowéd. Gdyby liczba 7 byla suma kwadratéw trzech liczb wymiernych,
to sprowadzajac je do wspdlnego mianownika 2!—1(2s— 1), mieliby$my przy
calkowitych I, s, x, y i z 16wnoéé 41—17(2s—1)2=x%-}-y*-+z% co jest niemo-
zliwe, gdyz (2s—1)?==1(mod 8), a liczba 7(25—1)? jest postaci 8k 7.

Umaga. Mozna dowiesé, ze kazda liczba naturalna, kiéra nie jest sumag
kwadratéw irzech liczb calkowitych, nie jest tez suma kwadratéw trzech liczb
wymiernych.

2. Dowiesé, ze 1/7 nie jest suma kwadratéw trzech liczb wymiernych.

Dowéd sprowadza sig do éwiczenia 1 wobec réwnosci 1/7=7/49.

5. Dowiesé przez podanie przgkladu, ze iloczyn dwu liczb, z kitérych
kazda jest suma kwadratéw trzech liczb naturalnych, moze nie byé suma kwa-
dratéw trzech liczb catkowitych.

Dowéd: 63=3-21={12-412-}1%) (124 2!} 4%; przy tym 63, jako liczba
postaci 8k -7, nie jest suma trzech kwadratéw.

§ 10. Rozklady liczb naturalnych na sume czterech kwa-
dratéw. Twierdzenie Lagrange’a. Zajmiemy si¢ teraz rozkla-
dami na sume czterech kwadratéw. Udowodnimy nastepujace
twierdzenie, znane pod nazwa trierdzenia Lagrange’a?).

Twierdzenie 15. Kazda liczba calkomita nieujemna rozklada
sie na sume kmadratém czterech liczb calkomitych.

1) Twierdzenie to wypowiedzial bez dowodu Bachet w 1621 roku; do-
wody podali Fermat i (w 1770 r) Lagrange.

|4
@
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Udowodnimy wpierw

Lemat I. Liczba piermsza nieparzysta p, bedaca dzielnikiem
sumy kmwadratoro czterech liczb calkomwitych, z ktérych jedna
przynajmniej nie jest podzielna przez p,' jest sama suma czterech
kmwadratém,

Dowdd. Zalézmy, ze p spelnia zalozenia lematu. Istnieja
wiec liczby naturalne, podzielne przez p, rozkladajace sie mna
sume kwadratéw czterech liczb calkowitych, z ktérych jedna
przynajmniej nie jest podzielna przez p. Niech n bedzie najmniej-
sza z takich wlaénie liczb naturalnych. Jest wigc
(64) n=mp,
gdzie m jest liczba naturalna, oraz

(63) n=a2- bl et d

gdzie a,b,c,d sa liczbami catkowitymi, z ktérych jedna przy-
najmniej, np. liczba 4, nie jest podzielna przez p.

Ozpaczmy pizez a,f, 7,6 odpowiednio najmniejsze co do war-
toéci bezwzglednej reszty liczb a,b, ¢, d wedlug modutu p. Zatem:

a=a (mod p), B="b(mod p), y==c (mod p), . d=d(modp),
(66) lal<BIa<f I<E i<k
Z kongruencji tych wynika, ze a jest niepodzielne przez p

oraz
a2+ﬁ2—|~y2+595a2+172‘}“02+d220(mOdP)-
Wobec definicji liczby n, wnosimy stad natychmaiast, ze
n<a by o

Biorac pod uwage, ze prawa strona tej nieréwnoéci jest wo-

bec (06) mniejsza od 4%, otrzymujemy
n<<p?

a zatem wobec (64) jest mp<<p2, skad
67) m<<p.

Pozostaje dowiedé, ze m=1, poniewaz wiedy wobec (64) 1 (65)
mielibysmy jui rozklad liczby p na sume czterech kwadratéw
i lemat bylby udowodniony.

[§ 10] Twierdzenie Langrange’a. 95

Przypu$émy wiec, Zze m==1. Poniewaz m jest liczba natu-
ralna, wiec wobec (67) jest

(68) 1<<m<p.
Oznacamy przez a,, b, c;,d,; liczby, spelniajace warunki:
a;=a(modm), b,=b(modm), c¢;=c(modm), d,=d(modm),

m

. | m m m
(69) 1311<\-»~"2‘= 1b1[\<§9 le[< 5 [d11<72:-

5
Z kongruencji tych wynika, ze

al-+bz2tc4d2=a’} b+ -+ d* (mod m),

a ze prawa strona jest*w my$l (64) i (65) podzielna przez m,
wiec mozemy przyjaé, ze

(70) a’+b>2+c2+di=Im,

gdzie [ jest liczba calkowita, oczywiscie nieujemna. Gdyby bylo
1=0, to mielibysmy a,=b,=¢;=d;=0 i w my$él kongruencji
dla liczb a,, by, ¢, d, wszystkie cztery liczby a,b.c,d bylyby po-
dzielne przez m. Wynikaloby stad, ze suma kwadratéw tych
liczb, czyli liczba n, jest podzielna przez m2, a zatem wobec (.64),
ze liczba p jest podzielna przez m, co niemozliwe, gdyz p jest
liczba pierwsza, m za$ spelnia nieréwnoSci (68). Liczba [ musi
wiec byé naturalna.
Przypuéémy, ze
( \ m
(71) la; :[bllzlclf:’dJ:EQ
jest to mozliwe oczywiScie tylko dla m parzystego; niech wiec
bedzie
(72) m=2q
czyli m/2=¢g. Kongruencja a,=a(modm) daje a=a,+mt, gdze
t jest liczba calkowita; zatem w my$l (71) i (72) jest
a=t+q+2tg=(Rt+1)q
czyli ‘
a==k,q,

gdzie k, jest licz'bq nieparzysta. Podobnie znalezlibyémy

b=k,q, c=k,q, d=k,q,
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gdzie ki, k; i k, sa liczbami nieparzystymi. Stad w my$l (64), 65)
i (72) jest n=2qp= (k2 k2 k> k), a zatem

. 2p= qlk+ky* ks> + k).

Kwadrat liczby nieparzystej daje — jak wiemy — przy dzie—.
leniu przez 4 reszte 1; zatem prawa strona otrzymam{ réwnosci
jest podzielna przez 4, gdy tymczasem lewa strona nie jest po-
dzielna przez 4, gdyz p jest liczba pierwsza nieparzysta. .

Réwnoéei (71) zachodzié wiec nie moga. Znaczy to, ze w J’ed-
nej przynajmniej z nieréwnosci (69) jest wylaczony znak r6w-
noéci. Pociaga to za sobg — jak fatwo widzie¢ — nieréwnosé

2
a2 4-betettd <4,
czyli wobec (70) nierdwnodé Im-<<m?, sfca‘d
(73) I<m.
Wezmy teraz pod uwage tozsamoéé Eulera:
(@b (a2t b 2+d) =
(74) - =(aa,+bb,tcc,~-dd)?*+(ab,—ba,+cd,—de,*+
—[—(acl—cal—[—db]—bdl)2+(ad1~d81—|—bcr«cb])'ﬂ’.

Lewa strona tej tozsamoéci réwna jest w mysl (63), (64) i (70)
liczbie m?lp. »

Z kongruencji dla a, b;,c;, d, wynika, ze mozemy przyjac:
a;=a-+ma,, ey=c+me,,
by=b-+mb,, d,=d-4}-md,,

gdzie a,, by, ¢y, 1 dy sa liczbami calkowitymi.

Wzory (75) daja w jednej chwili

aa,+bb,+tce,+dd,=
— a2 b d - m{aay - bbytoc-ddy) =
=m(p-+-aa,-bbytccytdda)=mt,
ab,—ba,t+cd,—dec, =m(ab;—ba,-+-cdy, —dc,)=mt,,
ac,—ca; +bd,—db,=m(ac,—ca,+bd,—db,)=mt,,
ad,—da,+bc,—cb, =m(ady—da,-+bc,—ca,) =mt,,
gdzie liczby #,1,.t, 1 t, sa calkowite,

Wstawiajac te wartoSci do prawej strony wzoru (74}, otrzy-

mujemy m3lp=m?(t24t,2+1,2 412, skad

(76) Ip=t2 -+t + 1212

(75)
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Poniewaz lewa strona tej réwnoéci jest liczba naturalna, wiec
przynajmniej jedna z liczb ¢ nie jest zerem. Gdyby wszystkie
cztery liczby ¢ Dbyly podzielne przez p, to jedna przynajmniej
z nich — ta mianowicie, ktéra nie jest zerem — bylaby co do
bezwzglednej warto§ci niemnicjsza od p, zatem jej kwadrat — od
p* Byloby wiee Ip>p? skad [>p, whbrew (73) i (67). Przynaj-
mniej jedna z liczb ¢ nie jest zatem podzielna przez p.

Wazér (76) przedstawia wiec rozklad liczby naturalnej podziel-
nej przez p na sume kwadratéw czierech liczb catkowitych,
z ktérych jedna przynajmniej nie jest podzielna przez p. W myél
definicji liczby n musi wige byé n<{Ip, czyli wobec (64} mp <Ip,
skad m<(l, wbrew (73). Nie moze wiec byé m==1. .

Jest zatem m=1, skad wobec (74) i (75) dostajemy réwnosé
p=a*+-b*~+c*d2 c. b. d d.

Umwaga. Zastepujac w tozsamoSci Eulera (74) odpowiednio
b,C,d, blsclsdl przez b]‘/;: C“'/‘g, d]’@: bl]';‘, Cﬂ"’Z], dl}/;y—>
otrzymujemy ogélniejsza fozsamodé Lagrange’a:

@+ bx "y +dxy)(al +blx—+c,’y +difxy) =
=(aa,+bbx+ce;y+dd,xy) (@b —ba,+cdiy—deyPx+
~+(ac,—ca;+dbx—bd x)*y-+(ad,—da,-Fbe,—cb,) xy.

M. Brioschi?) podal tozsamo$é, wyrazajaca iloczyn dwu
sum 8 kwadratéw przez sume 8 kwadratéw, mianowicie

O R e
alt+bl+cP+dl e+ g2 +h)=
=(aa,;+bb,+ce,+dd,+ee,+ffi-+g8+hh)+
+(ab,—ba,—cd,~-dc,—ef, +fe, — gh,+hg,) "+
+(ac, +-bd, —ca, —db;+eg,— fh,— ge, +hf)* +
+(adi—be,-cb, —da,—eh,—fg,+gf, -+he,)* -+
+(ae,+bfi—cg+dh,—ca—fb,-+ge;—hd )+
+(af, —be,+ch,+dg,+eb,—fa,—gd, —he,)*+
-+(ag+bh+ce,—df, —ec,+fd, —ga, —hb)*

+(ah,—bg —cf, —de;+ed,+fe, +gb —ha)

) Ob. ksiazke: V.-A. Le Besgue, Iniroduction a la théorie des nom-
bres, Paris 1862; ob. tez ksiazke: G. Peano, Formulaire de Mathématiques,
Turyn 1901, str. 67, gdzie wzor ten jest przypisany Degenowi (1822),

W. Sierpifiski, Teoria Liczb 7
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Istnieje analogiczna tozsamoS$é, wyrazajaca iloczyn dwu sum
om kwadratéw jako sume 2" kwadratéw .

Badano tez, dla jakich ukladéw liczb naturalnych a, b,e.d
-kazda liczba naturalna n daje si¢ przedstawi¢ w postaci

ax?-+by?+cz+4duv
przy x, 4.z i u catkowitych. Matematyk hinduski Ram anu ja{n %)
dowi6dl, ze istnieja tylko B4 takie uklady. Jednym z nich jest
np. uklad postaci x2oyr-42° 4 14U
Lemat II. Kazda liczba piermsza rozklada sie na sume kra-
dratém czterech liczb calkomitych.
Dowéd. Dla liczby 2 prawdziwosé lematu jest oczywista,
gdyz .
20— {2k 124 02 0%

Zalézmy wiec p=>2. A zatem p jest liczba pierwsza niepa-
rzysta. W my$l lematu 1 wystarczy okazaé, ze p jest dziclni’kicm
pewnej sumy kwadratéw czterech liczb catkowitych, z ktérych
jedna przynajmniej nie jest podzielna przez p.

Wyznaczamy reszty wedlug modulu p liczb

o —1\°

7) J T I LR S R 1+(B—2~~).
Wszystkie te reszty sa rbinme, gdyz w przeciwnym razie

istnialyby dwie rézne liczby calkowite u i », spelniajace nie-

réwnoscei:

— —1
(79) ocu<PE,  o<o<hy

oraz kongruencje
1 4ul= (-0 (mod p).

7 kongruencji tej wynika, ze u*—0*={u-0) (u—n) jest po-
dzielne przez liczbe pierwsza p, tymczasem nieréwnoéei (78) daja:
—1 —
0Luto<p—1, —-B~T-\<u—u<.l)~—r.

<

1} A. Genoecchi, Anpali di Matematica, Seria 1, tom 3 (1860), str. 202-200.
%) 8. Ramanujan, Proceedings of the Cambridge Philosophical Society,
tom 19, I (1916), str. 11-21,
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Aby u-o bylo podzielne przez p, potrzeba wiec, izby bylo -
u-+p=0, co wobec u>0 i p>0 daje u=b=0; aby za§ u—vo
bylo podzielne przez p, potrzeba, izby bylo u—p=0 czyli znown
u=p. W kazdym wiec razie byloby u==p, whrew zalozeniu.

— | :

Liczby w ciagu (77) daja zatem 1—!—p—3~1~=2%'_—1— réinych
reszt przy dzieleniu przez p.

Wyznaczamy dalej reszty wedlug modulu p liczb

(79) o —1n —2 ., —(27YN

Zupelnie tak samo jak dla ciagu (77) udowodniliby$my, ze

liczby (79) daja tez p—i—i réznych reszt przy dzieleniu przez p.

Reszty liczb ciagu (77) wedlug moduln p nie moga byé
wszystkie rézne od kazdej z reszt liczb ciagu (79) wedlug tegoz

modutu, gdyz wiedy mieliby$my Bg‘—l 4+ P;:_l =p-41 roéznych

reszt wedlug moduln p, gdy tymeczasem réznych reszt wedlug
modutu p jest tylko p. Znajdzie si¢ wiec w ciagu (77) przynaj-
mniej jeden wyraz, np 1-|+x% ktéry da wedlng modulu p taka
sama reszte, jaka daje pewien wyraz ciagu (79), np. — y* Mamy
wicc przy pewnych catkowitych x i y

1+x*=—y* (mod p).

czyli liczba 12-Fx?-}-y* jest podzielna przez p. Lecz liczba ta,
napisana w formie 1-x*+y2-0% jJest oczywifcie suma kwa-
draiéw czterech liczb calkowitych, z ktérych przynajmniej jedna
(mianowicie pierwsza) nie jest podzielna przez p, c. b. d. o.

Mozemy teraz juz przejéé do dowodu samego twierdzenia 15.

W myél tozsamoéci (74), iloczyn dwu liczb, z ktérych kazda
rozklada sie na sume czterech kwadratéw, sam jest suma czte-
rech kwadratéw. Twierdzenie to uogélniamy natychmiast na do-
wolna liczbe czynnikéw. Poniewaz za$§ kazda liczba naturalna
wieksza od 1 albo sama jest pierwsza, albo rozwija si¢ na ilo-
czyn samych czynnikéw pierwszych, wiec w my$l lematu II
kazda liczba naturalna wieksza od 1 rozklada sie na sume czte-
rech kwadratéw. Liczby 0 i 1 réwniez rozkladaja sie na sume
czterech kwadratéw:

0=0202-0202, 1=12--024-0%-}02
. 7*
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Twierdzenie 15 jest zatem dowiedzione.

Poniewaz zmiana znaku liczby x nie wplywa na warto§é
liczby %2, wiec z udowodnionego twierdzenia wynika naste¢pujacy

Whniosek. Kazda liczba naturalna jest sumg kmwadrator czte-
rech liczb calkoritych nieujemnych.

Mozna dowie$é (choé nie jest to rzeczg latwa), ze kazda
liczba nieparzysta jest suma czterech kwadratéw lezb catkowi-
tych, z ktérych co najmnicj dwie sa réwne (czytelnik zec]mc.to
sprawdzié dla liczb nieparzystych mniejszych od 30, wypisujac
odpowiednie rozkiady). Turski dowiddl, ze kazda liczba natu-
ralna jest suma dziesigciu lub mniej kwadratéow liczb nieparzy-
stych?). Pozostawiamy czytelnikowi do udowodnienia, ze liczba
66 mnie jest suma mniej niz dziesieciu kwadratéw liczb niepa-
rzystych.

Znane sg dowody twierdzenia Lagrange’a, przy pomocy
kwaternionéw2).

Badano tez rozklady liczb naturalnych na sumy a®-b%-|-¢4,
gdzie a i ¢ sg liczbami calkowitymi, a b — liczba naturalna #).

CWICZENIA. 1. Dowie$é, ze liczby 9, 11, 14 i 17 nie sa sumami czterech
kwadratéw liczb naturalnych. .

2. Dowie§é, ze kazda liczba naturalna mniejsza od 112 jest suma kwadra-
tow czterech liczb calkowitych, z ktérych co najmniej jedna jest réwna 0 lub 1,
-oraz ze liczba 112 nie ma juz tej wlasno$eci.

3. Dowie§é, ze kazda liczba wymierna nieujemna jest sumg kwadratéw
czterech liczb wymiernych.

Dow6d wynika z twierdzenia Lagrange’a i z tego, ze —i-:%%

4, Dowiesé, ze kaida liczba naturalna mniejsza od 448 jest suma kwadra-
t6w czterech liczb calkowitych, z ktérych co najmniej jedna ma wartosé hez-
wzgledna niewieksza od 2, oraz ze liczba 448 juz nie ma tej wlasnosei.

5. Dowiesé, ze w kaz‘dym rozkladzie liczby 4™-7 na sume kwadratéow
czterech liczb calkowitych kazdy ze skladnikéw ma warto$é bezwzgledna nie-

mniejsza od 2™

1) S. Turski, Bulletin de la Société Royale des Sciences de Litge 1933,
or 3. Por. tez éwiczenie 7, str. 101.

2 Ob. np. D. Barbilian, Mathematica 22 (1946), str. 159-169,

) Ob. K. F. Roth, Proof that almost all positive integers are sums of
sguare, a positive cube and a fourth power, Journal of London Mathematical
Society, tom 24 (1949), str. 4-13.
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Dowéd wynika stad, ze dla k<Cm—2 jest
47— [ et— O = A [ F 7 —(But 1] = 4F 5 - 7)

i ze zadna liczba postaci 4"'(8x+ 7} nie jest suma trzech kwadratéw liczb cal-
kowitych. B

~ 6. Dowie$¢ za pomocs twierdzenia Lagrange’a, ze kazda liczba naturalna
podzielna przez 8 jest suma osmiu kwadratéw liczb nieparzystych.

Dowéd. Jezeli n jest liczba naturalng, to w my$l twierdzenia Lagran-

ge'a istnieja takie liczby calkowite a,b,c,d, ze n—1= a*+bi4-c2--d?, skad

8n = (a—1)*+2b—1)°+(2c— 1J2 - 2d— 1)2 -
+Ra-+1)24- 20412+ (2c41)°F(2dF1)%

7. Wyprowadzi¢ twierdzenie Turskiego?} z twierdzenia Gaussa, orze-

kajqcego", ze kazda liczba naturalna, nie bedaca postaci 45t (81-+7), jest suma
trzech kwadratéw.

Dowéd. W myél twierdzenia Gaussa kazda liczba maturalna postaci
8k-3 jest suma trzech kwadratéw x2-Ly*--2*; latwo widzieé, ze liczby x,y iz
musza byé nieparzyste. Z drugiej strony, kazda liczba naturalna wieksza od 3
jest postaci 8k4-3+4-r, gdzie r=0,1,2,...,7, a wiec r jest suma co najwyzej
7 kwadratéw z jednoSci.

8. Z twierdzenia Gaussa o rozkladalnosci liczb postaci 8k—-5 na sume

trzech kwadratéw wyprowadzi¢ nastepujace twierdzenie K. Zarankiewicza
i M. Schiffera?:

Kazda liczba naturalna n>>1 jest suma kmwadratéw czterech liczb calko-
witych, z kidrych co najmniej dmie s rézne od zera.

Dowéd. Wobec twierdzenia 15 wystarczy ograniczyé sie do liczb natu-
ralnych n>>1, bedacych kwadratami.

Jezeli n jest kwadratem liczby parzystej, n=(2m)?, to oczywiScie
n=m?*+-m?*-+-m*~+m?, gdzie m jest liczba naturalna.

Jezeli zas n jest kwadratem liczby nieparzysiej, n=(2m--1)%, gdzie wo-
bec n>1 liczba m jest naturalna, to n3>7%? i liczba n—4=2m--1)*—2* jest
naturalna postaci 8k-5, a zatem w my$l twierdzenia Gaussa jest suma kwa-
dratéw trzech liczb calkowitych nieujemnych, z kiérych co najmniej dwie sa
dodatnie (gdyz liczba postaci 8k--5 nie moze byé kwadratem). Liczba n jest
wiee wiedy sumg czterech kwadratéw liczb calkowitych, z kiérych co najmniej
trzy sa dodatnie.

9. Dowie$é, ze zadna liczba postaci 22FT1, gdzie k=0,1,2,..., nie jest
suma kwadratéw czterech liczb naturalnych.

Dowéd Przypusémy, ze istnieja liczby tej postaci, bedace sumami
kwadratéw czterech liczb naturalnych. Niech 2°%*! bedzie najmniejsza

1) p. str. 100.

*) W rozdziale XVI, § 6, podamy inny dowéd tego twierdzenia, nie oparty
na twierdzeniu Gaussa. '
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z nich.. Musi tu byé k>0, . a zalem 92k =0 (mod 8). Mamy wiec
okt _pet p2dbopzton? gdze liczby ny.nwngns sa naturalne. Gdyby nie
wszystkie one byly parzyste, mielibySmy nt-ng? -+ ny? -+ nl=4 lub ==2 (mod 8),
co niemozliwe. Jest wiec ni=2L dla i=1,2,3,4, gdzie liczby Ii sa naturalne,
skad 25— L2412+ L2 12, whrew okreleniu liczby, 2271

10. Dowie$é, ze zadna liczba naturalna postaci 22k+1 nie jest suma kwa-
dratéw trzech liczb naturalnych.

Dowéd jest analogiczny do dowodu z éwiczenia 9,

11. Dowiedé, ze liczba naturalna 89 nie jest postaci 11x*4p* dla x iy
calkowitych, lecz jest tej postaci dla x i y wymiernych.

Wskazéwka: 89= 11(;)24- (g)zz 11 (‘;)24_ (?;)2.

12. Dowie$é, ze kazda potega naturalna sumy trzech kwadratéw jest suma
irzech kwadratéw.

Dowéd. Twierdzenie jest oczywiste dla poteg pierwszej i drugie':j. Jezeli

za§ n>3, lo n=2k lub n=2k—3, gdzie k jest liczba calkowits nieujemna. -

Wobec tozsamoéci Catalana
(o 2= (37 et — 2 — vt — g 22— e sy
mamy wiec )
ey = by (Bt ) =
= {2 T g 2l (e 2 ol
zarazem .

(b yrb = eyt 0o

§ 11. Twierdzenie Waringa. E. Waring w 1782 r. wypowie-
dzial bez dowodu nastepujgce twierdzenie *):

Do kazdego mwykladnika naturalnego s mozna dobraé taka
liczbe naturalna k, Ze kazda liczba naturalna n jest sumg k sklad-
nikémw, z ktérych kaidy jest s-tg potega liczby calkomitej nie-
ujemnej.

Dla s=1 twierdzenie to jest oczywiécie prawdziwe, ale nic
ciekawego nie daje. Dla s=2 mozemy przyja¢ k=4 w my$l
twierdzenia Lagrange’a (str. 93), udowodnionego w § 10.

Dla s=3 Waring twierdzil, ze mozna przyjaé¢ k=9, ij. ze
kazda liczba naturalna jest sumsg dziewieciu (lub mniej) szescia-
néw liczb naturalnych. Twierdzenie to udowodnil dopiero A. Wie-
ferich w 1909 r.

Dla s=4 Waring twierdzil, ze mozna przyjaé k=19 tj. ze
kazda liczba naturalna jest suma dziewigtnastu (lub mniej) bi-

1) Twierdzenie to udowodnil D. Hilbert (w 1909 r).
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kwadratéw. Twierdzenia tego dotad jednak nie udowodniono ani
nie obalono. G.H. Hardy i J.E. Littlewood dowiedli, ze jest ono
prawdziwe dla wszystkich liczb naturalnych niewigkszych od 1010%,
Wiadomo tez, ze kazda dostatecznie wielka liczba naturalna
jest suma 17 czwartych poteg liczb calkowitych. Dowiedli tego
jednoczeénie Estermann?) oraz Davenport i Heilbronn?).
Zajmiemy si¢ tutaj przypadkiem s=4; mozna wowczas przy-
ja¢ k=>53. Udowodnimy mianowicie
~ Twierdzenie 16. Kazda liczba naturalna jest suma 53 czmwar-
tych poteg liczb calkomitych nieujemnych.
Dowéd oparty jest na nastepujacej ciekawej tozsamoSci
E. Lucasa, podanej w 1876 r.:

6(x 2 xS =
= ("1 )t (g = )t (o0 - ) (oo — a4
A (o )t (e — ) - {20y 203)t (g — 205)' +
A (a2t - (e — ) (s ) (oo — )t
Niech n bedzie liczba naturalna, ktéra przy dzielenin przez
6 daje reszte r:

(80)

(81) : n=6m-~r,
gdzie m jest liczba catkowits nieujemna, r za§ — jedna z liczb
(82) 0,1, 2,3, 4, 5.

W myél twierdzenia Lagrange’a istnieja takie cztery liczby

catkowite nieujemne a, b,c,d, ze
m=a’-} b2 c2+d>

Wobec (81) mozemy napisaé:
(83) n=6a*>}6b*46c*46d>--6r. _

W my$l iegoz twierdzenia Lagrange’a istniefa takie cztery
liczby calkowite xy, x5, Xy, %y, 2€

a=x.>Fx2-Fx® 4 x,2

‘Wobec tozsamoéci (80) mozemy napisaé:
(84) _ Qa2=a1‘+a,‘—]—a34—-{—...v|~a1.24,

) T. Esterm ann, Proceedings of the London Mathematical Society, seria I,

tom 41 (1936), str. 126-142.
2 H Davenport i H. Heilbronn, tamze, str. 143-150.
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gdzie a;, 0s...,a;5 sa liczbami calkowitymi nicujemnymi (miano-
wicie a;=|x;+ x5, ay=|w,— x5!, ..., ayo=|x;—x,]). Podobuie,
istnieja liczby catkowite nieujemne f:, i, & (gdaic i=1, 2,...,12)
takie, ze:

6b2:ﬁ14+ﬂ24+-~--+5124>
(85) 0=y 4yt oyt
6d*=02446, + ... d,%
Dla kazdej za$ liczby r z ciagu (82) istnieje pieé takich liczb
calkowitych nieujemnych & (i=1,2,..., 5), ze
(86) r==g'-bat 4ot ot oot
Istotnie:
' 0=014-0t 044 0*-}- 04,
1= 04 4- 040 04,
2= (4 1101 0408,

5=t 1 g
Wobec (83)-(86) mozemy zatem napisaé:

n=a14+az"+~~~+a124+514+ﬁa4+---+ﬂ124+7’14+7’24+“-+7124+
+514+524+---+5124+£14+824+“'+554'

Liczba n jest wiec sumg 4-12-+-5=5% czwartych poteg liczb
calkowitych nieujemnych, c.b. d.o.

Pierwszy dowéd tego twierdzenia podat J. Liouville w po-
dowie ubieglego stulecia.

Twierdzenie 17. Kazda liczba calkomita Jest sumg algebraiczna
12 czmartych poteg liczb calkomitych?).

Dowéd. Kazda liczbe catkowita x mozemy przedstawié
W postaci x==24t--r, gdzie ¢ jest liczba catkowita, r za$ jest
jedna zliezb 0,1,...,23. Wnosimy stad, ze x=24t 4124 (r—12),
gdzie « r—(2=—19,—11, vo—1,—0,1, 2,...,11. Wobec tozsa-
mosci ’

(87) 24k-f—12=(k—{—2)4——3(k+1)“—}—3k4—(k—1)4

) E. L. Dickson, Modern Elementary Theory of Numbers, The University
of Chicago Press (1939), str. 262.

[§ 11] Twierdzenie Waringa. 105

dla dowodu twierdzenia wystarczy wiec okazaé, ze kazda z liczh
1,2,....12 przystaje wedlug modutu 24 do sumy algebraicznej

“czterech bikwadratéw. Wéwczas bowiem bedzie

r-— 12=24u :l: 314:!: 324 j: ﬁs4 i 3443
gdzie u,a;asa; 1 a; sa liczbami calkowitymi, skad otrzymamy
x=24(4u)+ 12+ a8 +a,* + a,* + a4

a poniewaz wobec (87) jest

12
24 (t+u)-}- 12 :_g;‘ +as,

gdzie ay, a,,...,a;, sa liczbami calkowitymi, wiec bedzie

12
x=i:2,1:|: at.

Pozostaje wiec jedynie sprawdzié, ze istotnie:
5=24— 24 i g {1, 6=D4—24— {111, Tom24— DI 14
8=024—21, 9==04— 24} {4, 10=24— 241414,

1=24—20 b 41814t 12— 304 30 pfaf g4 144,

Hunter?) dowiédl, ze kazda liczba calkowita daje sie na
nieskonczenie wiele sposobéw przedstawié jako suma algebraiczna
dziesigciu czwartych poteg liczb catkowitych.

CWICZENIE. Stosujac metode dowodu twierdzenia 17, przedstawié liczby
79 i 100 jako sumy algebraiczne 12 bikwadratéw.

Odpowieds: 79=44~3.3145.24—1416.0% 100="5"—5-44-15.5¢-15.0t.
Ale mamy tez inne rozklady:
° 79 =51— 14— 114-9.04, = 100=3 -2+ 3.14}-7.0%
Twierdzenie Waringa orzeka, ze dla kazdej liczby natural-
nej s istnieje taka liczba naturalna k, ze dla wszelkiej liczby na-
turalnej n réwnanie nieoznaczone

(88) n=x7 -+t a4....Fx*
jest rozwiazalne w liczbach calkowitych nieujemnych x;.

Jezeli przy ustalonym s liczba naturalna k spelnia ten wa-
runek, to oczywiScie kazda liczba naturalna wigksza od k spetnia

Y) H. Hunter, Journal of the London Mathematical Society, tom 16 (1941),
str. 171-179; por. tez H. Davenport, tamze, str. 5-4.
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go tym bardziej, gdyz z rozwiazalno§ci (w liczbach calkowitych

nieujemnych) réwnania (88) wynika tym bardziej rozwiazalno§é

(w takich liczbach) réwnania

n=x+x 4. 2 xprs’ Ao Ak

Mianowicie wystarczy wyznaczyé liczby x,x,....%% z row-
nania (88) i przyjaé xppi=xrpa=..=xp41=0.

Wobec tego dla kazdego wykladnika naturalnego s istnieje
nieskoficzenie wiele odpowiednich liczb naturalnych k; oznaczmy
przez ks najmmniejszg z nich.

Tak wiec liczba naturalna k, jest wyznaczona przeéz nastepu-
jace dwie wlasnoéei:

1° Kazda liczba naturalna n rozklada sie na sume k. sklad-
nikéw, z ktérych kazdy jest s-ta potega liczby calkowitej nie-
ujemnej.

2 Istnieje przynajmniej jedna liczba naturalna, nie rozklada-
jaca sie na sume k,—1 skladnikéw, ktére sg s-tymi potegami liczb
catkowitych nienjemnych.

Obliczmy np. k,. Poniewaz kazda liczba naturalna jest suma,
czterech kwadratéw oraz istnieja liczby naturalne, ktére nie sa
sumami trzech kwadratéw, wnosimy, ze k,==4. Dla s>2 znamy
dotychezas jedna tylko wartodé k,, miamowicie k,=9 (Wiefe-
rich, p. str. 102). Dla niektérych s>>3 znamy jedynie granice,
w ktérych liczby ks sa zawarte.

Tak np. na podstawie dowiedzionego twierdzenia 17 mozemy
twierdzié, ze k,<(53.

Jest to gérna granica dla liczby k,. Pokazemy teraz w jaki
sposob obliczaé mozna dolne granice dla liczb k.

Wezmy pod uwage liczbe o

) n—oF (%) 1.

Na mocy definicji symbolu E(x) (str. 49) jest zawsze E(x)
wzbr (89) daje wiec w jednej chwili
(90) n<<3;

n jest oczywiscie liczba naturalng. Na mocy okreslenia liczby k,
mozemy powiedzieé, ze istniejy takie liczby catkowite nieujemne
x (i=1,2,..., k), iz

1 =24 x,° ... o
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7 nieréwno$ci (90) wynika, ze kazda z liczb x; jest mniejsza

- od 3; liczby te moga wiec byé réwne tylko 0, 1 lub 2. Zalézmy,

ze wérod ks, sktadnikéw prawej strony wzoru (91) mamy [ row-
nych 25, m réwnych 1, oraz g réwnych 0; liczby [, mig sa oczy-
wiscie calkowite nieujemne. Bedziemy mogli napisaé:

(92) ks=I+m-qg>1-+m,

(93) n=2:+m.
5,
skad n>>2°] czyli Zé%, a ze w myS§l (89) Jest 71&”‘13(23)

wiee l<E(§) czyli

©4) I\<E(%) —

Wobec (93) mamy m=n—2°l, a zatem
(95) I4+m=I+n—22)=n—2°—1)1.

Poniewaz s jest liczba naturalna, wiec 2°—1 jest liczba do-
datnia. Mnozac przez te liczbe nieré6wnosé (94), dostajemy

e—i<e—n[E(Z)—1].
skad na mocy (95)
I+m>n—(_2 —1)[ (:—)——1]
Prawa strona tej nieréwnoéci réwna jest na mocy (89)
(3] i [o(Z) 5[
Wobec (92) mozemy wiec ostatecznie napisaé '

96) | k>E(3]4+e—2

Prawa strona tej nieréwnoSci jest wlasnie dolna granica dla

liczb k..
Dla s=2 nieréwnoé¢ (96) daje k> ( )+2~— =2-1+4—2

czyli k>4 (wyzej dowiedliémy nawet, ze ky=4).
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Dla s=73 nieréwnoéé (96) daje k> ( ) 23— ¥3+8~2 :

czyli k;>>9. Istnieja zatem liczby naturalne — np. liczba 23 —
ktére nie rozktadaja sic na sume oémiu szeScianéw liczb calko-
witych nieujemnych, a jak wspomnieliSmy (na str. 102), Wiefe-
rich dowiédl nawet, ze k,=9.

Dla s=4 nieréwnosé (96) daje k> ( )+21 —2=5-4-16—2

czyli k,>>19. Istnieja wige w my$él wzoru (89) liczby naturalne
— np. liczba 79 — ktére sie nie rozkladaja na sume 18 bikwa~
dratéw. Waring twierdzil, ze k,=19.

Dla s=5 nieréwno$é (96) daje, jak latwo obliczyé, k; = 37,
a wzor (89) wskazuje, ze liczba 223 nie rozklada si¢ na sume 36
skladnikéw, z ktérych kazdy jest 5-ta potega liczby calkowitef
nieujemnej. Dotad nie rozstrzygnieto,. czy k;=37, czy k,>37.

Dla s=6 nieréwnoéé (96) daje ky>>73

W zwiazku z twierdzeniem, ze k,=9, zauwazymy, ze — jak
taiwo dowies§é — kazda liczba calkmmia jest sumg pzqctu sze-
$ciandro liczb calkoroitych?).

Istotnie, kazda liczba calkowita f, podzielna przez 6, jest
suma czterech szeScianéw liczh calkowitych (a wiec tez i pieciu,
gdyz mozemy dodaé 0®), poniewaz — jak tatwo sprawdzié —

6 = (k=1 (k — 17 (— k)1 + (— k).
Dla innych za$ liczb calkowitych mamy
Ok-H1=06k415, 6k42=06(k—1)423 6k+3=06(k—4)+3°,
6k—|—4=6(k+2)—]—(~2)3, 6k—+5=06(k—+ 1) (—1)3.

Bang?®) przypuszeza, ze kazda liczba calkowita jest suma
czterech sze§cianéw liczb calkowitych.

Chao Ko ulozyl tablice rozkladéw wszystkich liczb natu-
ralnych niewiekszych od 100 na sume czterech sze§cianéw liczb
calkowitych, W szezegélnosci

76=(— 1P +-10°4-73+43,  100=5% (—3)° 413} {5,

»

Y} S. Lubelski, Zadania i twierdzenia z ogdlnej teorii liczb, Warszawa
1952, str. 10 i 52-53,
) A. S. Bang, Mathematisk Tidsskrift (1940), str. 25-42.
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Mozna dowie§é z latwobcia, ze kazda liczba calkowita, ktéra
rozklada sie na sume sze§cianéw dwu liczb catkowitych, ma skoni-
czona liczbe takich rozkladéw (ob. éwiczenie 1, str. 111), nato-
miast nie kazda liczba naturalna, rozkladajaca sie na sume trzech
szeScianéw liczb calkowitych, ma skoficzong liczbe takich rozkla-
déw; np. liczba 1 ma nieskoniczenie wiele rozkladéw

=134nP4-(—n)? dla n=1,2,
albo jezeli nie chcemy, zeby dwa sze§ciany sie znosily,
1=+ 1—9n*P+Gn—9n%® dla n=1,2,...

Liczba 0 nie rozklada sie na sume trzech szeScianéw liczb
catkowitych réinych od zera; dowéd tego nie jest bynajmnief
fatwy (podamy go w Rozdziale XVII, § 9). Natomiast 0 ma nie-
skonczenie wiele rozkladéw na sume czterech szeS§cianéw liczb
calkowitych réinych od zera, np. .

0=0CnP-+EdnP-+06GnP+(—06npF dla n=12,...

H. W. Richmond dowiédl na drodze elementarnej (w 1923 r.),
ze kazda liczba wymierna dodatnia jest suma trzech szeSciandw
liczb wymiernych?). Z wielkiego twierdzenia Fermata dla trze-
cich poteg (Rozdzial XVII, § 9) wynika natychmiast, ze liczba 1
nie jest suma dwu szeécianéw liczb wymiernych.

Twierdzenie 18. Kazda liczba roymierna jest suma trzech szes-
cianéro liczb roymiernych.

Dowéd. W tozsamoéei

(a—bP+(b—cpP+c=3b° (a——c)—l—[a —3b{a*— %]

podstawmy
a=12t(t--1), b=(f-1P, c=12¢—1).
Otrzymamy

REtE-H1)¥=(a—DbP+b—c) ¢ -

W przypadku, gdy f+-—1, wnosimy, ze liczba ro=72¢ jest
suma trzech szeScianéw liczb, wyrazajacych sie wymiernie przez f.
Kazda wigc liczba wymierna m == —72 jest suma trzech szescia-
néw liczb wymiernych.

W przypadku, gdy t=—1, mamy — 72 =(—4)* 4 (—2)*-- 0%

1 Ob. I. Arnold, Ticoria czisiel, Moskwa 1939, str. 136.




110 ROZDZIAL TV. Twierdzenia Wilsona, Eulera i Fermata.
Twierdzenie 19. Kazda liczba calkomita jest suma dziesieciu
piatych poteg liczb calkoroitych?).
Dowéd. Wobec tozsamoéci

720k-360=(k;}—3)5—2(k+2)5—Hc5+(k— 1y —2(k —3)5 -+ (k —4)°

wystarczy dowiesé, ze kazda liczba calkomita k przystaje wedlug
modulu 720 do sumy dmwu piatych poteg liczb calkomitych.
Okazemy przede wszystkim, Ze

x=x%(mod 720) dla (x,720)=1.

Rzeczywibcie, dla (x,720) =1 mamy w my$l malego twierdze-
nia Fermata x*=x@mod 5), skad x¥=ux(mod 5). W myél za$
twierdzenia Eulera ?) jest x®=1(mod 9), skad x*==1(mod 9)
oraz x®¥=x(mod9). Podobnie, w my§l twierdzenia Eulera jest
x*=1(mod 16), skad x*=1(mod 16) oraz x*®=x(mod 16). Mamy
wiee x==x%(mod 5,9,16), skad x=x*(mod 720), gdyz 720="5-9-16
i (3,9)=(5,16)=(9,16)=1.

Niech teraz k bedzie dowolna liczba catkowita. Mozemy ja
przedstawié w postaci k=ab, gdzie a=2"%5, a (b,720)==1.

Jezeli a=0, =01 y=>0, to a=1-c¢, gdzie (c,720)=1; za-
tem a==1-+c®(mod 720), a ze wobec (b,720)=1 mamy b=
=b% (mod 720), wiec k=ab=>b%4(c*b% (mod 720).

Jezeli za$ jedna z liczb a, B, y jest réwna zeru, np. a>>0, 8>>0
iy=0, to a=5"-¢, gdzie — jak latwo widzieé — jest (¢,720)=1;
zatem c¢=c¢**(mod720), skad znowu wnosimy, ze k przystaje we-
dtug modutu 720 do sumy .dwu piatych poteg.

Jezeli dwie z liczb a, 8, y sa réwne zerw, np. >0, =0
i y=0, to a=(35)0°+c gdzie (,7200=1 i dalej rozamujemy
jak poprzednio.

Jezeli wreszcie a=g=y=0, to a=1 1 k=b, gdzie (b,720)=1;
zatem k= (b%?—40%(mod 720).

Tym samym twierdzenie 19 zostalo udowodnione.

Dickson oglosit®) dla naturalnych n<<300000 tablice naj-
mniejszych liczb k (zaleznych od n) takich, ze n rozklada sie

Y} E. L. Dickson, Modern Elementary Theory of Numbers, The University
of Chicago Press (1939), str. 263.

) Ob. dalej Rozdziat VIII, § 1.

5 E. L. Dickson, Minimum decompositions into fifth powers, Mathema-
tical Tables, tom 3, Londyn 1933

[§ 11] ’ Twierdzenie Waringa. 111

na sume k piatych poteg. Z tablic tych widaé, e kazda liczba
mniejsza od 3-10° jest suma co najwyzej 37 piatych poteg. Me-
toda przez niego podana mozna dowiesé, ze jest tak dla n<T10%

Dickson dowiédl réwniez, ze kazda liczba naturalna jest
suma 4223 dwunastych poteg liczb calkowitych natomiast liczba

3\12
2”E(§)—1 nie jest suma mniej niz 4223 dwunastych poteg liczb
catkowitych.

- CWICZENIA. 1. Dowiesé, ze liczba rozkladéw liczby naturalnej na sume
szefcianéw dwu liczb calkowitych nie prze“'ryzsza podwéjnej liczby jej dziel-
nikéw naturalnych,

Dowéd. ]gieli n=x3y% to n=(x+y)(x*—xy-+y?), zatem x+y=1* d,

gdzie djn, A wiecy=td—x i ¥*—xy+y*= i—z skad 322 F3dx-+d*F %:O.

Aby réwnanie to posiadalo pierwiastki 1zeczywiste, potrzeba, Zzeby bylo
9d*—12(d* ?%)}0 czyli + 1an~3(12;::0, co jest mozliwe tylko przy znaku

gérmym. Otrzymamy w ten sposéb (dla danego din) co najwyzej dwie wartoSei
na x, a wartoéci na y beda wyznaczone przez wzér y=d—ux. Kazdemu dziel-
nikowi naturalnemu d liczby n odpowiadaja wiec co majwyzej dwa rézne roz-
klady liczby n na sume dwu sze$cianéw liczb catkowitych.

o. Dowieéé, ze zadna liczba formy 7k--3 ani 7k-4 (gdze k jest calko-
wite) nie jest suma szeScianéw dwu liczb calkowitych.

Wskaz6éwka: szeécian kazdej liczby calkowitej jest formy 7¢ lub 7f4 1.

5. Dowiesé, ze zadna liczba formy 9k---4 ani 9k-+5 nie jest suma szes-
cianéw trzech liezb caltkowitych. '

Dowéd. Z rozwiniecia (5t % 1)* wynika, ze szeScian liczby calkowitej jest
formy 9¢ lub 9¢+1, suma zaé trzech liezb tych form nie moze byé liezba for-
my 9k-+4 ani 9k--5. ’

4. Przedstawié liczbe 1729 dwoma réznymi sposobami jako sume szeScia-
néw dwu liczb naturalnych.

OdpowiedZ: 1729 =10349%= 12313 (Ramanujan)

Umwaga. Mozna dowiesé, ze jest to najmniejsza liczba naturalna, roz-
kladajaca si¢ dwoma réznymi sposobami na sume szeécianéw dwu liczb natu-
ralnych (jezeli rozkladéw roznigcych sig tylko porzadkicm skladnikéw nie
uwazaé za rbzne). )






