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. vDowé d. Niech p bedzie liczba pierwsza; wykladnikami,
z jakimi p wchodzi do rozwinigcia liczb a,,a,,...,am, niech beda
odpowiednio liczby a;, ay, ..., am. Do rozwiniecia [a,, ay, .., an] liczba
P .wchodzi‘oczywiécie z wykladnikiem max (a;, ay, ..., ¢m), do roz-
winiecia (ay, a, ..., am) — 2z wykladnikiem min (a;, ay, 5.., an), do roz-

o (A8 8 88,..8, a18y...8

winiecia (,_g“_ &8yl Ayl 8n Fadnilio
a a » . z wykladnikiem

min (60— ay, 6 — ay, ..., o—am). gdzie o=a,ay+...-Fan; wreszcie

&8yl 818y 80 a8y, an

do rozwiniecia [*wwm— L, e -“~w~] liczba p wcho-

. ay ’ éy [
dzi z wykhdmkmm max (6 —ay, 6—dy, ...,0—ay) 1 do rozwiniccia
8,ay...an — z wykltadnikiem o. Lecz jak latwo widzieé:
max (ay, da, .., O}~ Min (6—a;, 6 — ay, ..., 6 —am) =0,
min (ay, ag, ..., @) MaX (06— @y, 6 — ay, .., 6 — am) =0,
skad prawdziwo$é wzoréw (21).
. Inny d?wod. .Nu;:ch N=Ja, a4 ...,a,] 1 P=a, a,...a,. Naj-
wickszy wspélny dzielnik liczb
NP NP NP
a,’ a,’ e am
Jes't oczywiscie réwny N-krotnemu najwickszemu wspélnemu
dzielnikowi liczh

P P P
5:, a—‘z, e ;m,
jakotez P-krotnemu najwickszemu wspélnemu dzielnikowi liczb
N N N
a:, ;2, PR ET,—,’ .

lecz t;en ostatni _jlgst rowny 1, gdyby bowiem byt réwny d> 1,
to :—-Jak. latwo widzie¢ — liczba N:d bylaby wspélna wielokrot-
noécia lx_czb &y, ayy vy . Whrew  okrefleniu liezby N, ktéra jest
P pP P)

s eew =P c.b.d o

wicksza niz N:d. Jest wige N-( - -
ay ay am

ROZDZIAY, I1I

ZASADNICZE WEASNOSCI KONGRUENC]I
KONGRUENCJE 1-go STOPNIA O MODULE PIERWSZYM

§ 1. Kongruencje i ich wazniejsze wlasnosci. O dwu danych
liczbach catkowitych a i b méwimy, Ze przystaja do siebie rwe-
dlug modulu m; jezeli réznica tych liczb jest podzielna przez m.
Wyrazamy to na piSmie w ten sposéb:

a=b (mod m)
i wzér ten nazywamy kongruencja ).

Jasne jest, ze dwie liczby przystajace do siebie wedlug da-
nego modulu naturalnego m daja przy dzieleniu przez ten modul
jednakowe reszty i na odwrét.

Kongruencje maja wiele wlasnosci przypominajacych analo-
giczne wlasnoSci rémnosci (co tez usprawicdliwia uzywanie sym-
bolu = przypominajacego znak réwnoéci). Wazniejszymi z nich sa:

I. Pramo tozsamofci, ktére polega na tym, ze kazda liczba
przystaje sama do siebie wedlug kazdego modutu:

a=a (mod m)
przy wszelkim calkowitym a i naturalnym m. Dla dowodu wy-
starczy zauwazyé, ze liczba a—a=0 jest podzielna przez kazde
naturalne m.
II. Pramo symetrii, polegajace na tym, ze kongruencja
a=b (modm)
réwnowazna jest zawsze kongruencji
b=a (mod m).

Dla dowodu wystarczy zauwazyé, ze liczby a—b i b—a sa
zawsze jednocze$nie podzielne lub jednoczesnie niepodzielne
przez m.

1) Znakowanie to wprowadzit Karol Fryderyk Gauss.
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III. Pramwo przechodnioéci, wedlug ktérego z kongruencji
a=b(modm) i b=c(modm)
wynika zawsze kongruencja
. a=c (mod m).

Dla dowodu wystarczy oprzeé si¢ na tozsamo$ci

a—c=(a—b)+(b—c).

Réfvnic latwo dowiedziemy kilku innych wlasnoSei kon-
gruencji.

Okazemy, ze kongruencje o tym samym module mozna doda-
mwaé i odejmoraé stronami.

Niech

a=b(mod m) i c=d (modm).
Aby dowie$é, ze
a-+c=b-}+d(mod m) i a—c=b—d(modm),
wystarczy oprzeé sie na tozsamoSciach
(a--c)—(b+d)=(a—Db)+4-(c~—d),
. (a—c)—(b—d)=(a—b)—(c—d).
Podobnie, opierajac si¢ na tozsamoéci
ac—bd=(a—>b)c+(c—d)b,
dowodzimy kongruencji
ac=bd (mod m).

Zatem kongruencje o tym samym module mozna mnozyé
stronami.

Twierdzenia te o dodawaniu i mnozeniu dwu kongruencji
uogdlniamy natychmiast na dowolna skohczona liczbe kongruencji.

Z twierdzenia o dodawaniu kongruencji wynika natychmiast
(podobnie jak dla réwnaf), ze mozna przenosié myrazy z jednej
strony kongruencji na druga, zmieniajac ich znaki.

Jest to bowiem réwnowazne odejmowaniu przenoszonego wy-
razu od obu stron kongruencji.

Z twierdzenia o mnozeniu kongruencji wynika w szczegol-
noSci, ze obie strony kongruencji mozna mnozyé przez jedng i te
sama liczbe calkomwity orvaz e obie strony kongruencji mozna pod-
nosié¢. do jednej i tej samej potegi (o naturalnym wykiadniku).

Nic mamy jednak na ogél prawa dzicli¢é kongruencji stro-
nami; np. zkongruencji 48==18(mod 10) 1 12=2(mod 10), nie wy-
nika kongruencja 4==9(mod 10).

s 1] Kongruencje i ich wazniejsze wlasnoSci. 43

7 twierdzenia, ze dzielnik dzielnika danej liczby jest zmowu
dzielnikiem tejze liczby, wnosimy natychmiast, ze jezeli dim, to
z kongruencji a=b (mod m) wynika kongruencja a==b(mod d).

7 prawa przechodniofci w polaczeniu z twierdzeniami o do-
dawaniu i mnozeniu kongruencji wynika, ze w kongruencji mamy
zamsze pramo zastapié dany skladnik i czynnik przez inny, przy-
stajacy do niego medlug modulu kongruencji.

Reguly tej jednak nie mamy prawa stosowac wzgledem wy-
ktadnikéw; np. kongruencji 2°==4(mod 5) nie mamy prawa zasta-
pié_przez kongruencje 2'=4(mod5), pomimo ze 6==1(mod 5).

CWICZENIA. 1. Obliczyé ostatnia cyfre liczby 2100,

Rozwiazanie. Jest 62=6(mod 10), wiec przez latwa indukeje dowo-
dzimy, ze (k=6 (mod 10) dla paturalnych k; nadto 2t==6(mod 10), a wiec
21000 = 230 == 6 (mod 10). Ostatnig cyfra liczby 219 jest zatem 6.

2. Obliczyé veszie z dzielenia liczby 2' przez 3.

Rozwiazanie. 22=1 (mod?3), skad 2= 15 (mod 3) czyli 210 =1 (mod 3).

Reszta z dzielenia liczby 2! przez 3 jest wiee 1.

3. Obliczyé dwie ostatnie cyfry liczby 290

Rozwigzanie. Jest 2!"==24(mod 100), skad 2% =24*== 76 (mod 100). Lecz
762="6 (mod 100), skad (przez indukcje) 76k =76 (mod 100) dla naturalnych k.
Zatem 21000== 2250 =769 =76 (mod 100). Ostatnimi dwiema cyframi liczby 2!

- sg wiee 7 i 6.

Umaga. Przy pomocy logarytméw mozna tez z latwoscia obliczyé pierw-
sza cyire liczby 219, Istoinie mamy
21000 = 101000.152 = 1030105 == 10301. 100,05,

Lecz 1< 10005 < 101/4<2, zatem 1 10501 < 210007 2-10%01, skad wnosimy,
ze pierwszg cyfra liczby 2199 jest 1. Czytelnik zechce sig zastamowic nad tym,
jakby mozna obliczyé druga cyfre liczby 2!

4. Znalezé najmniejszy dzielnik pierwszy Hezby 25241

Rozwiazanie. 2 nie jest dzielnikiem tej liczby, gdyz jest ona niepar zy-
ta. Sprawdzamy, czy nie jest nim liczba 5. W tym celu badamy, do jakije
liezby przystaje dana liczba modulo 3. Jest 22=1 (mod 3), zatem 2%2=1 (mod 3).
skad 224 1=2 (mod 3). Dana liczba -nie jest wige podzielna przez 3. Badamy
dalej, do jakiej liczby przystaje dana liczba modulo 5. Jest 22=—1 (mod 5),
zatem 28 z=(—1)" (mod5), czyli - 2%=—1(mod5), skad 284 1==0 (mod 5),
czyli 5/2%4-1, Najmniejszym dzielnikiem pierwszym liczby 28241 jest wige
liczba 5.

5. Jaki jest najmniejszy dzielnik pierwszy liczby 29—1?

Odpowiedi: 7.

6. Jaki jest najmniejszy dzielnik pierwszy liczby 27641 ?

Odpowiedz: 17.

e
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7. Obliczyé dwie ostatnie eyfry liczby 9",

Rozwiazanie. Z latwoécig stwierdzamy, ze modulo 100:

9?=81, 9'=81%=61, 9¥=012==21, 99==21-9=89, 9'0=89.9=1.

Jest wige 9°==9 (mod 10), zatem 99== 10k 9, skad wobec 9°==1 (mod 100)
znajdujemy 9% =910k -9 =910k.99==99=89 (mod 100). Ostatnimi dwiema cyf-
rami liczby 9° sq wiec 8 i 9.

Umwagi. Jak latwo obliczyé, jest 99>>10%, skad 997> 9108 = g10- 107, 1 g+ 107,
co dowodzi, ze Iiczl;a 9 ma miliony cyfr (dokladniej: wiccej niz 369 milio-
néw cylr). Obliczono tez 30 pierwszych cylr tej liczby %). Pierwsze pieé sa na-
stepujace: 4, 2, 8, 1 i 2,

8. Obliczyé dwie ostatnie cyfry liczby 9¢ Qg.

Rozwiazanie. Jak obliczyliémy w éwiczeniu 7, jest 99'=9 (mod 10), za-
tem 9" =10k -9, skad 9999= 910k +9==99==89 (mod 100). Ostatnimi dwiema
cyframi danej liczby sa wiec 8 i 9. :

Umwaga. Jak podaje Lietzmann?), Iiézba cyfr tej liczby ma wiecej niz
éwieré miliarda cyfr. Ponoé Gauss nazwat ig liczbe ,,mierzalna nieskonczonoécia™.

9. Znalezé wszystkie rozwigzania réwnania 2m —73n =1 w liczbach natural-
- ]
nych m i n,

OdpowiedZ Réwnanie to ma tylko jedno rozwiazanie w liczbach natu-
raloych: m=2, n=1. Istotnie, 3®==1(mod8), skad dla k naturalnych

32k -1 ==2 (mod 8) i 32%k—1-41=4 (mod8); dowodzi to, ze przy naturalnym n -

liczba 371 nie jest podzielna przez 8, tym bardziej wiec przez 2m dla natu-
ralnych m2-3. Jezeli zatem przy naturalnych m i n jest 3n--1=2m, {o musi
byé m<2, a wiec albo 37-41=2 albo 3n-1= 22 Pierwsza z tych réwnosci
daje 3n=1, co przy naturalnym n jest niemozliwe, a druga daje 3n=3, skad
n=1, Mamy wigc m=21in=1, c. b. d. o. :

10. Dowiedé, ze kazde dwie rézne liczby ciagu 22" +-1" (n=0, 1, 2,...) sa
wzglednie pierwsze.

Dowéd. Jezeli p jest dzielnikiem pierwszym liczby 2*% -1 (gdzie k jest
lic;ba calkowita nieujemna), to p musi byé liczba nieparzysta i mamy
QEkEl-—l (mod p), skad wynika, ze o2kt e g (mod p) dla naturalnyeh I, zatem
ae! tlit=2(modp) i Liezba 2**'4t nie jest podzielna przez liczbe
(nieparzysta) p. Stad talwy wniosek, ze zadne dwa v6zne wyrazy danego ciagu
nie maja wspélnego dzielnika pierwszego, sa zatem wzglednie pierwsze, ¢. b, d. o.

Uwaga. Oznaczmy przez qn najmniejszy dzielnik pierwszy liczby 22 1.
Liczby gy, g1, s gn—1 sg wiee wszystkie pierwsze i nie wieksze od 2%~ -1 < 2%,

) W. Lietzmann, Riesen und Zmerge iw Zahlenreich, Mathematische
Bibliothek von W. Lietzmann und A. Witting Nr. 25, Lipsk-Berlin 1916, str. 35.

®) W. Lietzmann, Lustiges und merkmiirdiges von Zahlen und Formen,
wyd. 4-e, Wroclaw 1930, str. 118.
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Istnieje wige co najmniej n liczb pierwszych mniejszych od 2" (Pélya
i Szegb), a przeto pn<2¥" dla n=4(2,.. (gdzie pn jest n-ta z kolei liczba
pierwsza). .
11. Dowieéé, ze przy wszelkim naturalnym n liczba 322— tfon+1 jest
podzielna przez 7. (Wolstenholme).
Dowdd. Jest 3=—2?(mod 7), skad
32n—1-{-9n+ IE._24n~2+2n+122n+1(..23(n—1)+ 1)=0 (mod 7),
gdyz 23(n—1 = gn—l={ (mod. 7).
12. Dowiesé, ze 210 -370=0 (mod 13). (Kraitchik).
13, Dowiesé, ze 10%0--1=0 (mod 7019801). (Kraitchik).
14. Dowiest, ze @+ D|@®41) i 97]@=+1D.
15, Zbadaé, czy liczba 101 jest pierwsza.
Odpowied%: Nie, gdyz jest podzielna przez 17. Mamy bowiem 10=—7
(mod 17), skad 10?=49=—2 (mod 17), 10*=4 (mod 17), 10°=16 (mod 17), zatem
108 +1==0(mod 17) czyli 17](108-+1). )
16. Dowieéé, ze dla naturalnych n>>3 jest przy wszelkim naturalnym &
(%) 2k — 1)2" %=1 (mod 27).
Dowéd. Wzér (=) jest prawdziwy dla n==3, gdyz kwadrat liczby nie-
parzystej przy dzieleniu przez 8 daje zawsze reszte 1. Niech wiec n bedzie

liczba naturalng wieksza od 3. Zalézmy, ze wzér (¥) zachodzi dla liczby n—1,
mianowicie, ze (dla wszelkich naturalnych k)
2k —1)2" 3 ==1 (mod 2n—1).

Jest wiee 277 1j@k—12""3—1. Leez oczywiscie 2|@k— 17" +1,
a zalem .
on = on—12[[2k — 1)2" 3 — 1] [Rk— )" 7 1] = (2k — 1) 21,
skad wynika od razu wzér (#). Wzér ten zostal wiec dla naturalnych n>>3
udowodniony przez indukeje.

Tak np.:
@k —1)?==1 (mod 8), 2k — 1)*=1 {mod 16),

Dla n=2 i k=2 wzbr () jest falszywy.

17. Dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej n>>3 istnieje taka liczba na-
turalna k, iz

2k — 1)8=1 (mod 32).

n—2
2k—1)2 —1is51 (mod2n),
Dowéd wynika z uwagi, ze dla n>>3 liczba o»—2_1 jest nieparzysta
n—2 .
ize (2n—1)2 —i=—1 (mod2n).
18 Dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej n>>3 istnieje taka liczba na-

turalna k, iz -
(2k —1)2" =5 1 (mod 27).

Dowéd wynika z uwagi, ze 3551 (mod8) i 523 =9n—1-1 (mod 2n)
dla n3>>4, czego z latwoscia dowodzi si¢ przez indukecje.
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19, Dowiedé, ze

523 =on—1| 1 (mod 2n) dla n»3,
natomiast

72" 3=1(mod 27) dla n>>4.
20 Dowieéé, ze réwnanie x*—2y?=3 nie posiada rozwiazah w liczbach
calkowitych x, y.
Dowéd, Dla y=2k byloby x?=8k*+3, a dla y=2k+41 byloby
-x?==5(mod 8), gdy tymczasem x jest nieparzyste i przeto x*==1(mod8).
21. Dowieéé, ze réwnanie x?—2y?=8z-+3 nie posiada rozwiazan w licz-
bach catkowitych x,y, z.

22. Dowieéé, ze réwnanic x*--3y?=3z--2 nie posiada rozwiazan w licz-
bach calkowitych x,y, z.

Dowéd. Jezeli x*=3y%--53z--2, to liczba x nie moze byé podzielna przez
3. Jest wige x=3k*1, skad x?=1(mod3), gdy tymczasem
3y?+3z-+2=2 (mod 3).

23. Dowie$é, ze z réwnad x*—2y =3 i x?—3y =2 pierwsze jest, a drugie
nie jest rozwiazalne w liczbach calkowitych x, y. '

§ 2. Zastosowanie' kongruencji do otrzymahia cech podziel-
noéci przez 9, 11, 7, 13, 27 i 37. Niech i

(1) Ayxr— A xn = Ay x4 Ay x4,
bedzie wielomianem catkowitym n-tego stopnia o spélczynnikach
calkowitych; wielomian ten oznaczymy dla krétkoSci przez f(x).
Niech dalej m bedzie danym modulem, a a i b liczbami cal-
kowitymi przystajacymi wedlug modutu m. W myél twierdzed
o potggowaniu i mnozeniu kongruencji, mozemy wypisaé ciag
kongruencji:
A, an= Ayb* (mod m),
A,an—1 EAlb'f_l (mod m),
An—a= Ay b(xmod m),
; An= A, (mod m).
Dodajac te kongruencje stronami, otrzymujemy
Ajar+dar - Adua+Ay=
=4 b4, Aa b A, (mod m),
czyli w przyjetym znakowaniu

f(a) ==f(b) (mod m).

[§ 2] Cechy podzielnosci przez 9, 11, 7, 13, 27 i 37. 47

Mamy zatem nastepujace

Twierdzenie 1. Jezeli f(x) jest mielomianem calkomwitym
wzgledem x o spolezynnikach calkomitych, to kongruencja

. a=b (modm)
pociaga za soba kongruencje .
~ f(a)=f(b) (mod m).

Podamy teraz zastosowania twierdzenia 1.

Niech N bedzie liczba naturalna,” a ¢y, Cs Gy, Cn jej kolej-
nymi cyframi w ukladzie dziesigtnym. Oczywiscie

N=¢, 10" 1 1024 ... Cn—y 10 Cn.

Niech
(2) flo)=c,x" ' cox" 2 ... Ca—y X FCne

Jest to wiec wielomian calkowity o spélezynnikach calkowi-
tych i
(3 f(10)=N.

W mysl twierdzenia 1 i wobec kongruencji 10=1(mod 9)
jest
4) : f(10)={(1) (mod 9).

Lecz na mocy (2) mamy

f(1)=c1+CQ+""+CH‘-1+CTL5

zatem wobec (3) i (4) '

N=c¢,+ ¢, ¢+ Cn 7 Ca(mod 9),

co dowodzi, ze kazda liczba naturalna przystaje wedlug modutu

9 do sumy swoich cyfr. :
Wynika stad natychmiast, ze dla podzielnosci liczby N przez 9
potrzeba i rystarcza, by suma jej cyfr byla podzielna przez 9.
Oznaczajac ogblnie przez s, sume cyfr liczby n (w ukladzie
dziesietnym), bedziemy mieli dla liczb calkowitych n i n":

n= s, (mod9), n’=sw (mod9),

skad nn’=susw(mod9), a ze nn'=sar(mod9), wiec ostatecznie

Snnr==8n8n (m0d 9).

Na tym zwigzku miedzy sumami cyfr czynnikéw i iloczynu
opiera si¢ znana préba mnozenia za pomocg liczby 9.
Wobec wzoru (2) oraz kongruencji 10=—1 (mod 11), mamy

F(10)=7 (— 1) (mod 11)

i
i
|-
4
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czyli
N=c,—cy+c;—c;+c;—... (mod 11);

wynika stad znana cecha podzielnodci przez 11.

Wyprowadzimy jeszcze cechy podzielnoSci przez 7 i przez 13.

Bedziemy oznaczali symbolem

(€1 Cn)ig

liczbe naturalng, ktérej kolejnymi cyframi w ukladzie dziesietnyin
88 €y, Cs, Cy, ..., Cn; znakowanie takie wprowadzamy dla odréznienia
od iloczynu ¢, ¢y¢... Cn

Kazda liczbe naturalna N=(c, ¢y... ¢n);, mozemy oczywiScie
przedstawié¢ w postaci
N=(Cn—gCn1 )10~ (Crs Crq Crs)10* L0007 (Ca—g Cn—s Cag)yo- 10002 ...

Wobec kongruencji 1000=-—1(mod 7) i (mod 13) mamy stad

N={(Cn—3Cn— Cn)1o—(Cn—s5Cn—y Cres) 1y {(Crs Cn—y Cn—g) 1y — ... (m0d 7)

i taka sama kongruencje wedlug modufu 13,

Z kongruencji tych wynikaja od razu cechy podzielnoéci przez
7 i przez 13. Wiec np.

N=8589879056=56—879-589 — 8 (mod7) i (mod {3),

a ze prawa strona tycll kongruencji, wynoszaca —242, ni¢ jest
podzielna ani przez 7, ani przez 13, wiec i liczba N nie jest po-
dzielna ani przez 7, ani przez 13.

Opierajac sie na kongruencjach

' 1000=1(mod27) i (mod37),
wyprowadza sig¢ w podobny sposéb cechy podzielnosci przez 27
i przez 37. Wiec np.: . '
n=24540509=509+540-+24 (mod?27) i (mod537).

Prawa strona tej kongruencji wynosi 1073. Mozemy jednak

znowu napisaé
1073=73-1 (mod2?7) i (mod37),

a ze 74 jest podzielne przez 37, lecz nie podzielne przez 27, wicc
tak samo jest z liczby n.

1§ 3] Pierwiastki kongruencji. Reszty wedlug danego modulu. 49

§ 3. Pierwiastki kongruencji. Reszty wedlug danego moduiu,
Niech f(x) bedzie wielomianem (1) calkowitym n-tego stopnia
o spélczynnikach calkowitych, a m — danym modutem. Kazda
liczbe x=a, dla ktérej

f(a)=0 (mod m),
nazywamy piermwiastkiem kongruencji
() f(x)=0(mod m).

Z twierdzenia 1 wynika, ze jezeli a jest pierwiastkiem kon-
gruencji (3), to kazda liczba przystajaca do a wedlug modutu
m réwniez jest pierwiastkiem tej kongruencji. Cala taka klase
liczb przystajacych wedlug modulu m i spehiajacych dana kon-
gruencje bedziemy uwazali za jeden jej pierwiastek. Pierwia-
stek ten moze byé reprezentowany przez dowolna liczbe tej klasy.

Kazda liczba catkowita przystaje wedlug modulu m do jed-
nej i tylko jednej z liczb ciagu

(6) 0,1, 2 3, .., m—1.

RzeczywiScie, miech a bedzie liczba catkowita. Oznaczmy
(wedlug Legendre’a) symbolem E(x) najwieksza liczbe catko-
wita nie wiegksza od x; jest to tak zwana z francuska funkcja
liczbowa Entier z x. Niech
(7) r=a~mE(E).

m
Jest to oczywiécie pewna liczba catkowita. Z definicji sym-
: ika. iz 2) 8 S a a

bolu E(x) wynika, iz E(m)<1n’ lecz juz E(m)+1 > Jest
zatem

3—1<E(i><£’

m m!/ S m
skad wobec (7)

or<<m

Liczba r jest wiec jednym z wyrazéw ciagu (0). Z drugiej

strony, ze wzoru (7) wnosimy, Ze zachodzi kongruencja

r=a(modm).

Kazda liczba calkowita a przystaje wige wedlug modutu m
co najmniej do jednej z liczb (6). Poniewaz z drugiej strony,
zadne "dwa wyrazy ciagu (0), jako dajace przy dzieleniu przes
m rézne reszty, nie przystaja do siebie, wiec wnosimy, ze kazda
liczba" catkowita a przystaje ‘tylko do jednej z liczb (0).
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Liczbe te nazywamy reszta liczby a modulom.
Wszystkie liczby catkowite, majace te samg resztg r wedlug
modulu m, sa oczywiscie postaci
mk—r,

‘ gdzie k jest liczba caltkowits (k=0,+ 1, £2,+3,..). Dla. rozwia-
zania danej kongruencji (5) n-tego stopnia wystarczy wiec oczy-
wiscie badaé tylko liczby ciagu (0).

PRZYKLAD. Rozwiazemy kongruencje
(8) . 2 —3x2+2=0 (mod?7).

Mamy tu wiec zbadaé tylko liczby 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. .

Przez bezpoérednie podstawienie sprawdzamy, ze 0 mnie jest,
natomiast { jest pierwiastkiem kongruencji (8). Z latwoscig spraw-
dzamy tez, Ze 2 nie spelnia tej kongruencji Badanie liczby 3
mozemy sobie ulatwié w ten sposéb: 3?*=2{mod7); podnoszac
obie strony do kwadratu, dostajemy 34=4(mod 7), mnozac za$
przez 3 ostatnia kongruencje, znajdujemy 33=12=5(mod 7). Jest
wiec

35 —3.32 L 2=5—06-2=1(mod 7).

Dla liczby 4 jest 4=—73(mod?); stad 4 =(—3=— 5(mod 7).

i przeto
45 —3.4212=—5—06-42=5(mod 7).
Dla liczby 5 mamy 5=—2(mod 7), skad 5°=(—2)*=3(mod 7)
i przeto
55 —3.52 L 2=3—5-42=0(mod 7).
Liczba 5 jest wiec pierwiastkiem kongruencji (8).
Dla liczby 6 mamy 6=-—1(mod7), skad wnosimy z latwo-
§cia, ze 6 nie spetnia kongruencji (8).
Kongruencja (8) ma wigc dwa pierwiastki: 1 i 5. Kazda liczba
catkowita, spelniajaca te kongruencje, musi byé zatem jednej

z dwu postaci:
7k+1, Tk-5.

§ 4. Zwiazek miedzy kongruencjami a pewna klasy réw-
nan nieoznaczonych. Kongruencje tozsamoéciowe i kongruencje
sprzeczne. Istnieje Scisty zwiazek miedzy kongruencjami a pew-
nymi réwnaniami nieoznaczonymi, mianowicie tymi, w ktérych
jedna ze zmiennych wystepuje liniowo. Na to bowiem, by liczba
x spelniala kongruencje (5), potrzeba i wiystarcza, zeby bylo

I§ 5] Kongruencje 1-go stopnia o module pierwszym. ' 51

flx)=my, gdzie y jest liczba calkowits. Kongruencja (5) jest wiec

.rébwnowazna réwnaniu nieoznaczonemu

flx)—my=0.

Tak np. kongruencja (8) jest réwnowazna réwnaniu nieozna-

czonemu
x—5x242—7y=0. .

Kongruencje, ktéra spelnia kazda liczba calkowita, nazywaﬁly
tozsamosciora. .

Np. kongruencja

2?4 =0 (mod 2)
jest tonamoécioWa. Wynika to stad, ze liczhby x i x® sa zawsze
albo obie parzyste, albo obie nieparzyste, tak ze suma ich jest
zawsze parzysta.

) Przyjt(.)czogy przyklad dowodzi zarazem., ze w kongruencji
tozsamoSciowej niekoniecznie wszystkie spélezynniki musza byé
podzielne przez modul.

. Kongruencje nazywamy sprzeczna, jezeli nie ma ona zadnego
pierwiastka. )

Np. kongruencja

x3=2(mod 4)
jest sprzeczna, gdyz w razie x nieparzystego a® jest réwniez nie-
parzys.te (a wiec przystajace do 1 lub do 3 wedlug modulu 4),
W razie zas x parzystego x° jest oczywiScie podzielne przez 8,
a wiec przystajace do 0(mod 4).

§ 5. K.ongruencje 1-go stopnia o module pierwszym. Kazda
kongruencje 1-go stopnia mozemy oczywiscie sprowadzié do
postaci

ax=>Db (modm).

) Zalézmy wige, ze m=p, gdzie p jest liczba pierwsza, i zba-
dajmy kongruencje
(9) ax=>b(modp).

Rozréznimy trzy przypadki:

1° Liczby a i b sa obie podzielne przez p. Jasne jest, ze w tym
przypadku kongruencja (9) jest tozsamo$ciowa.

2% Liczba a jest podzielna przez p, a b nie jest podzielna
przez p. W tym przypadku mamy oczywiécie przy wszelkim ax
catkowitym, ax=0(mod p) i kongruencja (9) jest sprzeczna.

4*
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30 Liczba a nie jest podzielna przez p. W tym przypadku
mamy (a,p)==1 wobec zalozenia, ze p jest liczba p}er&y’szq. Mo-
zemy wiec (ob. Rozdzial II, § 2) wyznaczyé takie dwie liczby cal-
kowite €17, iz

atpn=1;
piszac x,=0b§, bedziemy mieli ax,= abé=b—Dbpy=>b(modp)
czyli
9) . ax,=b (mod p).

Kongruencja (9) ma wigc w tym przypadku co najmniej je-
den pierwiastek. Zalézmy, ze liczba x, jest x6wniez pierwiastkiem
kongruencji (9). Mieliby$my ax,=ax,(mod p), skad whnosiliby$my,
se réinica alx,—x,) jest podzielna przez p.

Lecz wobec (a, p)= musialoby x, —x, by¢ wtedy podzielne
przez p, czyli

x,=x, (mod p).
Liczby x, i x; przedstawiaja wiec ten sam pierwiastek kon-
_gruencji (9). Udowodnili$my zatem
Twierdzenie 2. Jezeli a jest liczba niepodzielna przez liczbe
pierrosza p, to kongruencja
ax=b(mod p)

ma jeden i tylko jeden pierrviastek.

Zauwazmy na zakonczenie, ze liczenie pierwiastkéw kongru-
encji f(x)=0(modm), jakie stosujemy w przypadku, gdy f(x)
jest wielomianem calkowitym o spélczynnikach calkowitych, nie
daje sie zastosowaé w innych przypadkach, np. do kongruencji
wylkladniczej 2%=1(mod?), gdyz np. liczba 10, choé przystaje
wedlug modulu 7 do pierwiastka 3 tej kongruencji, nie jest jej
pierwiastkiem (por. str. 43).

ROZDZIAL IV

TWIERDZENIA WILSONA, EULERA I FERMATA
TWIERDZENIA O ROZKELADACH NA SUME KWADRATOW

§ 1. Reszty i niereszty kwadratowe. Dowdd twierdzen Wil-
sona, Eulera i malego twierdzenia Fermata. Symbol Legendre’a.
Niech p oznacza liczbe pierwsza nieparzysta, D za$ liczbe catko-
wita niepodzielna przez p.

Bedziemy nazywaé liczbami odpomiednimi kazde dwie liczby
m in z ciagu

(1) 1,2, ..., p—1,
dla ktérych zachodzi kongruencja
) mn=D (mod p).

Z definicji tej wynika bezposrednio, ze jezeli n jest liczba
odpowiednia dla m, to i na odwrét, m jest liczba odpowiednig
dla n.

Udowodnimy, ze kazda z liczb ciagu (1) ma jedna i przy
tym tylko jedna liczbe odpowiednia.

Istotnie, niech m bedzie liczbg z ciagu (1). Na to, zeby liczba
x z ciagu (1) byla odpowiednig dla m, potrzeba i wystarcza, by
zachodzita kongruencja
(3) mx=D (mod p).

Jest to kongruencja 1-go stopnia o module pierwszym i spé6l-
czynnik m przy niewiadomej jest niepodziclny przez modul, gdyz
— jak zakladamy — m jest jednym z wyrazéw ciagu (1). Kon-
gruencja (3) ma zatem jeden i tylko jeden pierwiastek. W ciagu
wszystkich reszt wediug modulu p, tj. w ciagn
) 0,1,2 ..., p—1.

jest wiec jedna i tylko jedna liczba, spelniajaca kongruencje (3).
Liczba ta nie moze byé 0, gdyz prawa strona kongruencji (3),





