2 . ROZDZIAYL 1. Podzielnosé liczb.

14. Dowieéé, ze na to, by liczba nieparzysta n>>9 byla pierwsza, potrzeba
i wystarcza, zeby zadna z liczb ‘ -
B p— 2
n, n41%,  n4-2%, ..., n—f—[E(EG—g)] 1)
nie byla kwadratem. .

n—9

Dowdd, Jezeli dla 0k mamy n--k?=1 to n=1—k){I-k),

przy czym l—k>1, gdyz wrazie [—k=1 i)yloby l=k+1in=Il+4+k=2k-}1,
whrew temu, ze n— 9> 6k. Warunek jest wigc konieczny.

Z drugicj strony, jezeli n=ab, gdzie a>b>1, to z uwagi na niepa-
rzystosé liczby n mamy b >3, zalem a= %<% i 2 ; b <—é (% ) =2 _9

Zarazem n - (i———lz

3 )—_—(‘Z—-’)tll). Warunek jest wiec dostateczny.

15. Zastosowaé wynik éwiczenia 12 do dowodu, ze liczba 9991 jest ztozona.

Dowéd. Znajdujemy 9991--32==100%, skad 9991==97.103. Badanie tej
liczby zwykla metoda byloby znacznie dtuzsze.

. 16. Dowieéé, ze dla naturalnych n jest f-i-l@«<—§—, oraz znalei¢ wszystkie
liczby naturalne n, dla ktérych ”Sl) = —i—

OdpowiedZ Jest jedna tylko taka liczba: n=35.

17. Dowiesé, ze wéréd dwunastu kolejnych liczb naturalnych wiekszych od
liczby 3 jest zawsze co najmniej 8 zlozonych.

18. Znalezé wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych jest il(ln—) > é,‘

Odpowiedz Takie sa przede wszystkim liczby naturalne n dla 2 << n <8,
a dla n>9 liczbami ciagu 1,2,.., n, kiére nie sa pierwsze, sa w kazdym razie
liczby parzyste wigksze od 2 oraz liczby 1 i 9, co razem daje wiccej niz

5 liczb, Warunkowi zadania czynia wiec zado§é jedynie liczby 2,3, ..., 8.

) Ob. definicje symbolu E(x) na str. 49.

ROZDZIAL 11
ROWNANIA NIEOZNACZONE PIERWSZEGO STOPNIA

§ 1. Forma liniowa dla najwigkszego wspolnego dzielnika.
Twierdzenie 1. Dla kazdych dmu liczb calkemwitych a i b,
7z ktérych przynajmniej jedna jest réina od 0, istniefg takie liczby
calkomwite & .1 n, iz
1) ' (a, b)= a&-+bx.

Dowéd. Wezmy pod uwage pewien zbiér liczb natural-
nych D, kiéry okreslimy w nastepujacy sposéb: liczbe naturalng n
zaliczamy do zbioru D wtedy i tylko wtedy, gdy isinieja takie
liczby catkowite x i y, ze

n==ax--by.

Wyrazamy to krécej, méwiac, ze zbidr D jest zbiorem wszyst-
kich liczb naturalnych postaci (lub formy) ax—-by.

7biér D w kazdym razie nie jest pusty (to znaczy, Ze za-
wiera co najmniej jedna liczbe), gdyz jezeli np. a0, to jedna
z liczb

a=a-1-+b-0, —a=a - (—1)4b-0
(ta mianowicie, ktéra jest dodatnia) musi nalezeé do D w mys$l
okreslenia tego zbioru. Oznaczmy przez d najmhiejsza liczbe
naturalna, nalezaca do zbioru D. Bedziemy wige mieli przy
pewnych catkowitych & i n réwnosé

) d=aé-} by,

a przy tym dla kazdej liczby naturalnej n, ktéra jest postaci

ax-by, zachodzié¢ bedzie nieré6wno$é .
n>d.

Okazemy, ze wyrazenie ax--by przy wszelkich calkowitych
x i y jest podziclne bez reszty przez d.
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Przypuéémy, ze tak nie jest, a wiec Ze przy pewnych calko-
witych x=x, i y=1y, liczba k==ax,—~ by, nic dzieli si¢ bez reszty
przez d. Oznaczajac przez q iloraz, a przez r reszte, bedziemy mieli
B . k=qd+r,
przy czym oczywiscie r musi byé jedna z liczb 1,2, 3, 4,...,d—1.
Ze wzordéw (2) i (3) wnosimy, ze r jest liczba naturalna, mniejsza
od d i taka, iz
' r=k—qd=ax,+by,—q(aé+bn)
czyli

r=ax-+by,

gdzie x=xy—q& i y=y,—qn sa liczbami calkowitymi. Bylaby
wiec liczba r liczba zbioru D mnicjsza od d, co przeczy zaloze~
niu, ze d jest wlanie najmniejsza liczba zbioru D. Wyrazenie
ax—{—bg jest zatem przy wszelkich catkowitych x i y podzielne
przez d.

Stad wnosimy w szczegélnosci, ze liczby
a=a-1-+b.0 i b=a-04b-1

sa podzielne przez d, czyli ze dla i d|b. Liczba d jest wicc
wsp6lnym dzielnikiem dla a i b. '
' _Oke_liemy, ze d jest najwiekszym wspélnym dzielnikiem
h.c:zb.a i b. Rzeczywilcie, zalézmy, ze § oznacza wspoélny dziel-
nik liczb a i b, Skoro zachodza, jak zakladamy, wzory

sla 1 §b,

to mozna wyznaczyé takie liczby catkowite ¢ i u, iz a=t¢
i b=ud, skad :

d=af4-byp=(at}+bu)s, czyli d|d

Dzielnik d jest wige podziclny (bez reszty) przez kazdy inny
wspblny dzielnik liczb a 1 b. Stad (i z uwagi, ze d>0) juz latwy
wnfviosek, 7¢ liczby a i b nie maja wspdlnego dziclnika, ktdéry
bytby wickszy od d. Jest wice d=={(a,b). Wstawiajac t¢ warloéé
zamiast d do réwnoSci (2), otrzymujemy (1), ¢. b. d. d. ‘

Zauwazmy, ze dowiedliSmy zarazem, 12z najwickszy wspélny
- dzielnik dwu liczb jest podzielny bez reszty przez kazdy inny
wspélny dzielnik tych liczb, czego juz na innej drodze dowie-
dliSmy w Rozdziale I (twierdzenie 3, § 5, str. 4).

1§ 3 - Algorytm Euklidesa. - 29

§ 2. Warunek na to, by dwie liczby byly wzglednie
pierwsze. Zalézmy, ze liczby a i-b sa wzglednie pierwsze.
W my$l twierdzenia 1 istnieja takie liczby catkowite €1 %, Ze

aé4+-bn=1.

Zalozmy teraz, ze dla danych liczb catkowitych a i b istnicja
takie liczby calkowite x iy, kitére spelniaja réwnanie:

ax-+t+by=1.

Lewa strona tego réwnania jest oczywicie podzielna przez
kazdy wspélny dzielnik liczb a i b. Poniewaz za§ prawa strona
jest jednoScia, wiec widzimy natychmiast, ze (a,b)=1. Mamy
zatem ]

Twierdzenie 2. Na to, aby liczby calkomwite aib byly wzgled-
nie piermsze, potrzeba i rystarcza, zeby istnialy liczby calkomite
x iy, spelniajace roéronanie

ax+by=1.

Stad np. w szczegblnodci liczby n i n-+1 sa zawsze wzgled-
nie pierwsze, gdyz ‘

n4+1)-14+n (—1)=1.

§ 3. Wyznaczanie najwigkszego wspélnego dzielnika za
pomoca algorytmu Euklidesa. Dowiedlismy w § 1 (tw. 1), Ze je-
zeli jedna przynajmniej z liczb catkowitych a i b nie jest zerem,
to istnieja liczby calkowite & i spelniajace réwnanie (1).

Zapytamy obecnie, w jaki spos6b mozna przy danych a i b
rzeczywibcie wyznaczyé takie liczby catkowite & 1 9. Zauwazymy,
se chociaz wiemy o istnieniu liczb catkowitych & i #, spel-
niajacych to réwnanie, to stad nie wynika jeszcze, ze istnieje
sposéb pozwalajacy liczby te w kazdym poszczegdlnym przy-
padku wyznaczyé. Rzeczywicie, przegladajac dowdd z § 1,
widzimy, ze nie zawiera on zadnej wskazéwki co do tego, jak
mozna by liczby € i n otrzymaé. Uogélniajac te uwage, mozemy
stwierdzié, ze wiedzieé, iz jaka$ liczba istnieje, nie znaczy
jeszcze potrafié ja obliczyé Mozna wiedzieé (to znaczy
dowie§d), ze liczba spelniajaca jakies warunki istnieje, ale nie
mieé moznodci jej obliczenia. Takich przykladéw jest mndstwo
w Teorii liczb?). W danym razie mozna jednak podaé calkiem
ogélny sposéb wyznaczania szukanych liczb & i # za pomoca

1) Por. np. Rozdziat [, § 8, str. 19.



30 ROZDZIAL I, Réwnania nieoznaczone 1-go stopnia,

skonczonej liczby dzialah arytmetycznych. Podamy zarazem ~spb-
s6b wyznaczania najwigkszego wspélnego dzielnika dwu! liezb.

Niech a i b beda liczbami naturalnymi, ¢ ich ilorazem a r
reszty z dzielenia a przez b. Mamy wige:

a=gb-r.

. Z réwnoéci tej wynika natychmiast, ze kazdy wspélny dziel-
nik liczb a i b jest zarazem dzielnikiem liczby r, kazdy za$
W:Spo]ny dzielnik liczb b i r jest dzielnikiem liczby a. Mozemy
wige ll)o.wmdzieé, ze liczby a 1 b z jednej strony, a liczby b i r
z drugiej maja te same wspoélne dzielniki. Wynika stad od razu, ze

(a,b)=(b,r).
Przyjmijmy dla ujednostajnienia oznaczen:
a=ny, b=n, r=n,
Bedziemy mogli napisaé:
(g, 1) == (ny 12y),
Gdyby bylo n,=0, to mielibySmy oczywiScie (ng,n)=n,,

gdyz wtedy liczba n, bylaby podzielna przez n,. Jezeli za§ n, =0,
to mozemy dzieli¢ n, przez n,.

Oznaczmy przez ny resztg z tego dzielenia. Bedziemy mogli
znowu napisaé:
) (ng, ng) = (ny, my).
Rozumujac dalej w ten sposdb, otrzymamy ciag réwnoéei:
(ng, 1) = (ny, my),
(11, ng) = (ng, g,
(ng, 1) = (ny, my),

(P2, et} == (21—, T8,
(reg—1, 1) = (rtg, M)
Poniewaz niy1 oznacza tu ogélnic reszte z dzielenia liczby
Nio1 przez mg, wiee nip<<ni. Zatem
ny >Ny >Ny >0,
Lec..z ciag liczb calkowitych ny;, stale malejacych i nieujem-
nych, nie moze ‘byé nieskoficzony (gdyz réznych liczb calkowi-
tych nieujemnych mniejszych od .n, jest tylko n,). W ciagu

[§ 3] Algorytm Euklidesa. 31
réwnoéci (3) bedzie zatem istniala ostatnia; mniech to bedzie
réwnosé k-ta :
(na—1, ng) == (A, Net1).
Gdyby bylo niti1=0, to moglibysmy w dalszym ciagu dzie-
lié ny przez mipa i wypisaé nastepnie (k—-1)-a réwnosé
(ks Tet1) == (M1, Tiact2),
co przeczy zalozeniu, ze mamy tylko k réwnosci w ciagu (3).
Jest wiec nep1=0 czyli (nx—1,ni) =nr. Réwnodei (1) daja
kolejno:

(o 1y) = (12, 1) = (115, ng)= ... == (Nx—1, ) = ng,

_ skad

(ngs ) = .

Otrzymali$my nastepujaca regule wyznaczania najwickszego
wspélnego dzielnika liczb naturalnych:

Aby znalesé najmiekszy rospdlny dzielnik liczb n, i ny, dzie-
limy n, przez n, i mwyznaczamy reszig tego dzielenia n,. Nastep-
nie dzielimy n, przez n, i royznaczamy norg reszte ny. Dalej dzie-
limy n, przez n, it. d., postepujac 1o ten sposcb, az dojdziemy do
reszty 0. Przedostatnia reszta jest najmickszym rospélnym  dziel-
nikiem liczb n, i n,.

Prawidlo to znane jest pod nazwa metody kolejnych dzielert
albo algorytmu Euklidesa, lub wreszcie algorytmu ulamka ciaglego.
Te ostatnia nazwe usprawiedliwimy w § 4 (str. 34). :

S. Lubelski poswiecil algorytmowi Euklidesa diuzsza monografie Al-
gorytm FEuklidesa (Wiadomogei Matematyczne 42 (1936), str. 5-67). We wstepie
do niej czytamy:

.Z pojeciem a. E. (algorytmu Euklidesa) spotyka sig uczen szkoly éred-
piej juz w arytmetyce. Nastepnie zapoznaje si¢ on z tym pojeciem przy teorii
wielomianéw orvaz w szerszym zakresie przy geometrii. Nalezy jednak watpic,
czy na og6t uczed, student, a nawet nauczyciel, dostatecznie zdaja sobie sprawe
2 doniostoécei a. E. Dzieki a. E. zetkneli sie starozyini z pojeciem odcinkéw nie-
wspélmiernych i tym samym z liczbami niewymiernymi, wobec kt6rych nau-
kowy $wiat starozyiny stanal bezradny. A. E. przyczynil sie w duzym stopniu
do badah arytmetycznych nad liczbami zespolonymi, dajac mozno§é glebszego
wejrzenia w zagadnienie, tyczace si¢ liczb algebraicznych. W a. E. tkwi geneza
ulamkéw laficuchowych i teorii aproksymacji”.

Najwigkszy wspélny dzielnik trzech lub wiegcej liczb mozna
tez wyznaczyé za pomocs kolejnych dzielen, jak nastepuje *).

1) Ob. J. Fitz-Patrick, Exercices d’ Arithmétique, Wyti. 3-e, Paryz 1914,
str. 49, éwiczenie 328, : .
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Niech np. ¢ bedzie najmniejsza z trzech liczb a, b, ¢. Dzie-
limy aib przez c; odpowiednimi resztami niech beda r i o
7 liczbami ¢, v i ¢ postepujemy jak z liczbami a, bic it d,
az jedna z reszt bedzie zerem. Wéwezas najwigkszy wspélny
dzielnik liczb a, b1i ¢ jest réwny najwiekszemu wspélnemu dziel-
nikowi dwu pozostatych reszt.

Twierdzenie 3. Najwickszy rspdiny dzielnik drou liczb natu-
ralnych n, i n, mozna mwyznaczyé za pomoca algorytmu LEukli-
desa, przy czym liczba potrzebnych dzielert kolejnych jest mniej-
sza od 5-krotnej liczby cyfr, jakie ma ro ukladzie dziesigtnym
mwicksza z liczb n, i n,.

Dowéd. Niech ny>n, i niech

ny= ¢ N1y
Ny = Gy Ny 1y,

T —5 == Ql—2 T2~ T,
N —p = (k—1 nk—1+ Ny
Mg — 1 == Q%

bedzie ciagiem wszystkich k kolejnych dzielef, dokonanych przy
wyznaczaniu najwigkszego wspélnego dzielnika rny liczb natural-
nych ng i n,.

Okazemy przede wszystkim, ze dla i=0,1,2,..,k zachodzi
nier6wnosé

© > (ﬁgf)
Zauwazymy w tym celu, Ze nierdwno$é ta zachodzi dla i=0
o .. [1VBY ,
oraz i==1, gdyz m>»>1=—5—"|, a takze ng—i>mn, skad
Ng—1 2+ ,/2>—l——~|:)1{~5

Niech dalej j oznacza liczbe naturalng mniejsza od k. Za-
16zmy, ze nieréwnoéé () zachodzi dla i==j—1 oraz i=j; udo-
wodnimy, ze wéwezas (0) zachodzi dla i=j--1.

Mamy g —j— 1= qr—jNk—j+ Mk—j+1; lecz qe—j>1, jest wige

D Tk— it 22 = P 1

8 4] Rozwijanie liczby na ulamek taﬁcuch‘owyA 3%

7 zalozenia wynika, ze

j ji—1
nk_,-,>/(1—l;]r5)’ . nk_j+1>(1_‘t_\/§>z

) /3\i—1 B+
skad ne—j+nme—jr1> (1 +21 5)1 (1 '-E\/g—}— 1) = (1 _21/5) 1, gdyz
%Vj F1= (L—}_—B]_/5)2 Wobec (7) mamy wiec

B\ +1
77-k—j—-1>(1—+_21 5) .

czyli nieréwnosé (6) jest prawdziwa dla i=j--1. Stad przez in-
dukcje wnosimy, ze nieréwnosé (6) zachodzi dla i=0,1,2,...,k.
Dla i=k otrzymujemy z (6)

Bk
no>(1tl )) ,

/5
skad logmno}/k-logm(;—_l;ol'—a). Lecz — jak latwo sprawdzié —

Iz
logm1 +1/5 >1 skad log,en,=>k/5 czyli k<5logyn,.

2 5°
Jezeli liczba n, napisana w ukladzie dziesigtnym, ma z, cyfr.
to — jak wiadomo — zawsze log,n<Cz, Otrzymana na k nie-

réwnosé daje zatem k<<C5z,, c. b. d. o.

Tak np. przy wyznaczaniu za pomoca kolejnych dzieleh naj-
wiekszego wspélnego dzielnika dwu liczb szeéciocyfrowych liczba
potrzebnych dzieleh bedzie zawsze mmiejsza od 30.

§ 4. Rozwijanie liczby na ulamek laicuchowy. Wyznaczy-
my teraz niewiadome w réwnaniu (a, b)=axby. Oznaczmy

przez i, ¢, - Kkolejne ilorazy w dzieleniach n, przez ny, n,
przez n, it. d. Bedziemy mogli napisaé cigg réwnosei (5) albo tez:
ny 1
Mo g,
n, nt n,
n,
n 1
L=gy—,

W. Sierpifiski, Teoria Liczb . 3
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- 1
Bk'—g—"—’(lk—l—l—‘ f

k-1 =1
ny
Ng—1__ p
e
skad znajdujemy natychmiast:
n 1
n Tt
! 4o+ 1
s+ -
[P
: 1
i
Qe+ —

Algorytm Euklidesa jest wigc réwniez metoda rozwijania
liczb wymiernych na ulamki ciagle.

PRZYKLAD. Rozwiniemy na ule{mek ciagly liczbe 314159/100000.. Kolejne
dzielenia daja :

314159 = 3 - 100000 -} 14159
100000 = 7 - 14159 - 887
14159 = 15. 887 - 854
878 = 1- 8544 33
854 = 25 - 33 -+ 29
33 = 1. 29 + 4
29 = 7. 44+
4 = 4-1.
Jest wiec
314159 =5+ L
i
7+ 1
15 4 -
R S—
25 - ]
14 n
74—

Powréémy teraz do réwnobci (4). Przedostatnia z nich daje:

Mg = Mooy = (1 Tt

Rugujac stad ni-1 na mocy réwnosci mk—s= qr—z Nr—2 + Ne—1,

otrzymamy :

= Nk—g— Qi1 (N3 — (fr—2 Ni—z) = — G—1 Nz + (1 + Gi—1 Q—2) NE—2.

.
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Rugujac stad znowu ni—, na podstawie réwnoSci dla nr—s
i postepujac w ten sposéb weciaz dalej, dojdziemy wreszcie —
jak latwo widzie¢ — do réwnoéci

np=nq,é+n,7,
gdzie é i 7 sa pewnymi liczbami calkowitymi.

Algorytm Euklidesa pozwala wiee nie tylko wyznaczaé (a, b),

ale tez rozwiazaé w liczbach calkowitych & i # réwnanie
(a, by=at+bn.

Zakladalismy dotychczas, ze a i b sa liczbami naturalnymi.
Nie uszczupla to ogélnosci naszych rozwazan, gdyz zmiana znaku
nie wplywa na podzielno$é danej liczby catkowitej przez inna,
a wiec tez nie zmienia najwiekszego wspélnego dzieinika dwu

"liczb. Co sie za$§ tyczy rozwiazania réwnania (1), to zmieniajac

znak przy jednej lub obu liczbach a i b, wystarczyloby zarazem
zmienié znak przy jednej lub obu liczbach & i 4. Gdyby jedna
z liczb a i b, np. a, byla zerem, to — jak latwo widzie¢ — (a, b)
réwnaloby sig bezwzglednej warto§ci liczby b, réwnanie za§ mia-
foby wtedy jedna tylko niewiadoma (i znalezliby$my #=41).
Gdyby wreszcie obie liczby a i b byly zerami, to kazda liczba
calkowita bylaby ich wspélnym dzielnikiem i przeto wéréd wspol-
nych dzielnikéw liczb a i b nie byloby najwiekszego.

r . . - . . .
§ 5. Réwnania nieoznaczone 1-go stopnia o 2 niewiado-

mych. Otrzymane wyniki zastosujemy obecnie do teorii réwna-
nia nieoznaczonego 1-go stopnia.

Niech beda dane liczby calkowite a, b i m, rézne od zera.
Réwnanie
8) ax+by=m
nazywamy rdéronaniem nieoznaczonym 1-go stopnia wzgledem (nie-
wiadomych) x i y. Zapytamy, kiedy réwnanie (3) jest rozwiazalne
w liczbach calkowitych i jak znalezé ewentualnie wszvstkie jego
rozwiazania. Niech '

(a, b)=d.

Zalézmy, ze istnieja liczby catkowite x i y, spelniajace réw-

nanie (8). Liczba ax+ by musi — jak wiemy z Rozdzialu I, § 2
— byé podzelna przez d; bedzie wiec tez d|m, w my$l (8).
A wiec: warunkiem koniecznym dla rozwigzalnoSci réwna-
nia (8) w liczbach. calkowitych jest, aby liczba m byla podzielna
przez najwiekszy wspélny dzielnik liczb a i b.

. 3%
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Zalézmy teraz, ze warunek ten jest spelniony. Niech
Cl] a=a'd, b=bd i m=md.

Liczby &’ i b’ sa wzglednie pierwsze. Mozna wigc wyzna-
czyé¢ (np. za pomoca algorytmu Euklidesa) takie liczby calkowite
&1, iz
(10) a’E+by=1.

Niech:
(t1) : xp=m'§, Yo=m1.

Wobec (9), (10) i (11) bedziemy mieli:

ax,+by,=adm'é+b'dm'n= @&+ bnm=m

czyli
(12) ax, +by,=m.

A zatem warunek '

(2. B)|m,

jest zarazem wystarczajacy dla rozwigzalno§ci réwnania (8)
w liczbach catkowitych.

Zalézmy teraz, ze liczby calkowite x i y spelniaja réwna-
nie (8). Wobec (12) bedziemy mogli napisaé:

ax+ by = axy+ by,
skad a(x—x,)=b(y,—y) oraz wobec (9)
*(13) &' (x—x) =b"(y,—y)

Wobee (&,b)=1 i b'la’'(x—=x,) 1 w my$l twierdzenia 5
z Rozdzialu I (§ 7, str. 6) znajdujemy b'|x—x, czyli x—x,=b"f,
gdzie t jest liczba calkowita. Wzér (13) daje wobec tego

a'b't=>b"(y,—y)s
skad (z uwagi, ze b’ =0, gdyz b'd=00) dostajemy a't=y,—y.
Réwnoéei x—x,=b"t i y,—y=a’t daja:
(14) x=ux,+b't, y=y,—a't.

Jezeli- wige x,y Jest ro:/,wizlzunicm réwnania (5) w liczbach
calkowitych, to przy pewnym calkowitym ¢ musza zachodzié
wzory (14). i

Zalézmy teraz, ze we wzorach (14) przyjeliSmy jakakolwick
warto$é calkowita na ¢ i wyznaczyliSmy liczby x i y. Bedziemy
mieli wobec (14) z uwagi, ze w myél (6) jest ab =a’b,

ax—by =a(x, bt = bly,— &'t = ax, +by,
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zatem wobec (12)
ax—+by=m.

A wiec:

Na to, zeby liczby calkomwite x,y spelnialy réronanie (3), po-
trzeba i mystarcza, izby zachodzily rozory (14) przy peronym cal-
komitym ft.

Wzory (14) przy t=0, +1, +2,.. przedstawiaja zatem naj-

. ogdlniejsze rozwiazanie (w liczbach catkowitych) réwnania nie-

=

oznaczonego (5). O ile wiec réwnanie to jest rozwigzalne w licz-
bach calkowitych, to ma nieskoficzenie wiele rozwigzan.

CWICZENIA, 1. Przedstawié najwiekszy wspélny dzielnik liezb a=314
i b=100 w postaci ax- by, gdzie x i y sa liczbami calkowitymi.

Rozwiazanie. Za pomoea kolejnych dzielen otrzymujemy
314="3-100--14, 100=7-1442, 14=7-2;

jest wiee (314, 100) = 2.

Druga z ostatnich réwnoéci’ daje 2=100—7-14, a Ze na mocy pierwszej
jest 14=314—75-100, wiec 2=100—7-(314—3-100)=22-100 —7-314. Zatem
(314, 100) = 22-100 — 7-514.

2. Rozwiazaé réwnanie 314x--100y =18 w liczbach calkowitych x i'y.

Rozwiazanie. Jest (314,100)=2 (p. éwiczenie 1) i 7-314-22-100=2;
wobec 18:2==9, dane réwnanie jest wigc rozwigzalne. Biorac x;=—7-9=—63,
Yo=100-9 =900, bedziemy mieli 514x,-}-100y, = 18. Rozwiazaniem ogélnym
bedzie wiec .

x = x,-501, y=y, — 157t

§ 6. R6wnania nieoznaczone 1-go stopnia o n niewiadomych.
Niech teraz bedzie danych n liczb catkowitych

15) - ay, gy ey

z ktérych jedna przynajmniej nie jest zerem.
Oznaczmy przez d najmniejszg liczbe naturalng postaci

(16) a,x,+ay x4 ...+ an20n,

gdzie x;, Xy, ..., Xn 58 liczbami calkowitymi. Zupelie tak samo jak
w § 1 udowodnimy, ze taka liczba d istnicje i ze jest dzielnikiem
kazdej liczby postaci (16). Stad w szczegSlnosei wynika, ze d jest
dzielnikiem kazdej z liczb (15). Z drugiej strony, skoro d daje
sie¢ przedstawié w formie (16), to musi byé podzielne przez kazdy
wsp6lny dzielnik liczb (15). Dochodzimy wiee do wniosku, ze d
jest najwiekszym wspélnym dzielnikiem liczb (15).

5
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DowiedliSmy wiec, Ze najwigkszy wspéolny dzielnik liczb (15)
daje si¢ przedstawié w postaci (16) (przy pewnych catkowitych
warto§ciach zmiennych xy, xy, ..., x,).

Stad w szczegblnoSct wynika (podobnie jak w § 2), ze na to,
aby liczby (15) nie mialy wspélnego dzielnika wiekszego od jed-
no§ci, potrzeba i wystarcza, by réwnanie

a,x,Fasx,+...Fapx,=1
byto rozwiazalne w liczbach catkowitych xy, X5, ..., 0.
Opierajac si¢ na otrzymanych wnioskach, mozna udowodnié
z tatwoécia (podobnie jak w § 5), ze na to, aby réwnanie nie-
oznaczone

(17) ax;Fayx, ... Fax,=m
bylo rozwiazalne w liczbach calkowitych xy, x,. ..., X, potrzeba
i wystarcza, by liczba m byla podzielna przez najwickszy wspélny
dzielnik liczb ay, a5, ..., an

Pokazemy teraz, w jaki sposéb mozna wyznaczyé jedno roz-
wiazanie calkowite réwnania (17) w razie jego rozwiazalnoéci.
Sprowadzimy mianowicie wyznaczanie rozwiazania réwnania
o n>2 niewiadomych do wyznaczania rozwiazania réwnania
o muiejszej liczbie niewiadomych, jak nastepuje.

Niech (ay, as, ..., @8n—1)=20 i niech &, &, ..., é&u—; beda, liczbami
catkowitymi, spelniajacymi réwnanie o n—1 niewiadomych
(18) aé +ad, .. Fan_1éu1=90;
liczby takie — jak wiemy — istnieja. Niech dalej ui » beda licz-
bami catkowitymi, spelniajacymi réwnanie o dwu niewiadomych
(19) du-tap=m

Réwnanie to jest rozwiazalne, Istotnie, (6,8, jako wspélny
dzielnik liczb 6 i a, jest zarazem wspélnym dzielnikiem- liczb
8y, Ay, vy 8n; zatem (4, an)|(a), Ay, ), a poniewaz (ay, ay, ... aa)|m
(skoro, jak zakladamy. réwnanic (17) jest rozwiazalne), wige mamy

stad (8, az)|m, co dowodzi rozwigzalnoéci réwnania (19) w hczlmch
u i o catkowitych.

Przyjmujac zatem:
x, =& u, xy=E&, 1, e Xn—1=6p11, Xp =D,

wnosimy, wobec (18) i (19), ze licaby calkowite xy, xy,..., 2, spet-
niaja réwnanie (17).

~bec (20)
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§ 7. Wyznaczanie najwigkszego wspélnego dzielnika i naj-
mniejszej wspolnej wielokrotnosei n liezb. Pokazemy obecnie,
w jaki sposéb myznaczanie najmickszego mspdilnego dzielnika
n liczb moina spromadzié do kolejnego royznaczania najroiekszego
rospélnego dzielnika drou liczb.

Oznaczmy ogélnie dla k=2,3,...,n (gdzie n>2) przez di naj-
wiekszy wspélny dzielnik liczb a,, a,, ..., & i niech
(20) d==(dn_1, an).

Wyznaczona w ten sposéb liczba d jest oczywiscie dzielnikiem
liczby dn—1, tym bardziej zatem dzielnikiem kazdej z liczb
a1, 8 o Bn—1, §AYZ dn—1=(8y, &o. 300 Bn—-1)-

Poniewaz za$ wobec (20) d jest tez dzielnikiem liczby an, wigc
d jest wspélnym dzielnikiem liczb a, as, ..., 8n—1, @n, skad d<d.
(gdyz du jest najwiekszym wspélnym dzielnikiem tych liczb).

7 drugiej strony, liczba dn jako wspélny dzielnik liezb
8y 8py ooy Bn—2, 8n—1» jest (wmyél twierdzenia 3 z Rozdzialu I, § 5)
dzielnikiem ich najwickszego wspélnego dzielnika d.—., a Ze oczy-
wibcie dn|an, wiec dn jest wspélnym dzielnikiem liczb dn—11 an;
zatem w my$l (20) da<<d.

Otrzymane nieréwnosci d << dn i dn < d daja d dn czyli wo-

dn={(dn—1, &n).

Dla wyznaczenia liczby d. wystarcza wiec wyznaczyé kolejno:
dy=(ay,a;), dy=(dypay), di=(dsa), .. . dn={(dn—1, n).

Catkiem podobnie moglibySmy wyznaczanie najmniejszej
wspblnej wielokrotnoéci n liczb a,, a;,.... 8. sprowadzi¢ do kolej-
nego wyznaczania najmniejszej wspélnej wielokrotnoéci dwu liczb
(a wiec, w rezultacie, do wyznaczania najwiekszego wspélnego
dzielnika dwu liczb w mys$l twierdzenia 4 z Rozdziatu 1, § 6), jak
to czytelnik sam zechce blizej zbadaé.

Miedzy najmniejsza wspélna wielokrotnodcia a najwiekszym
wspélnym dzielnikiem n liczb nie zachodzi jednak zaleinosé tak
prosta jak dla dwu liczb. Mamy np.

a, 8,8y =8y, 8y, 8] (@28s, 81 84, 81 82) = (8;, 8y, @) -[22 85, 818y, 8, 8]

Udowodnimy ogélnie, ze

8,85...8m 8,8,...8 a,8y...4
[ats aza-“’am].(g“ 2 m= L2 m7 reey L = :al-“am-
a, ay am
vlm 888, a,8y...4
(aua»,...,am){a‘a2 mo L, R R l=aan
? a, ay am

P
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. vDowé d. Niech p bedzie liczba pierwsza; wykladnikami,
z jakimi p wchodzi do rozwinigcia liczb a,,a,,...,am, niech beda
odpowiednio liczby a;, ay, ..., am. Do rozwiniecia [a,, ay, .., an] liczba
P .wchodzi‘oczywiécie z wykladnikiem max (a;, ay, ..., ¢m), do roz-
winiecia (ay, a, ..., am) — 2z wykladnikiem min (a;, ay, 5.., an), do roz-

o (A8 8 88,..8, a18y...8

winiecia (,_g“_ &8yl Ayl 8n Fadnilio
a a » . z wykladnikiem

min (60— ay, 6 — ay, ..., o—am). gdzie o=a,ay+...-Fan; wreszcie

&8yl 818y 80 a8y, an

do rozwiniecia [*wwm— L, e -“~w~] liczba p wcho-

. ay ’ éy [
dzi z wykhdmkmm max (6 —ay, 6—dy, ...,0—ay) 1 do rozwiniccia
8,ay...an — z wykltadnikiem o. Lecz jak latwo widzieé:
max (ay, da, .., O}~ Min (6—a;, 6 — ay, ..., 6 —am) =0,
min (ay, ag, ..., @) MaX (06— @y, 6 — ay, .., 6 — am) =0,
skad prawdziwo$é wzoréw (21).
. Inny d?wod. .Nu;:ch N=Ja, a4 ...,a,] 1 P=a, a,...a,. Naj-
wickszy wspélny dzielnik liczb
NP NP NP
a,’ a,’ e am
Jes't oczywiscie réwny N-krotnemu najwickszemu wspélnemu
dzielnikowi liczh

P P P
5:, a—‘z, e ;m,
jakotez P-krotnemu najwickszemu wspélnemu dzielnikowi liczb
N N N
a:, ;2, PR ET,—,’ .

lecz t;en ostatni _jlgst rowny 1, gdyby bowiem byt réwny d> 1,
to :—-Jak. latwo widzie¢ — liczba N:d bylaby wspélna wielokrot-
noécia lx_czb &y, ayy vy . Whrew  okrefleniu liezby N, ktéra jest
P pP P)

s eew =P c.b.d o

wicksza niz N:d. Jest wige N-( - -
ay ay am

ROZDZIAY, I1I

ZASADNICZE WEASNOSCI KONGRUENC]I
KONGRUENCJE 1-go STOPNIA O MODULE PIERWSZYM

§ 1. Kongruencje i ich wazniejsze wlasnosci. O dwu danych
liczbach catkowitych a i b méwimy, Ze przystaja do siebie rwe-
dlug modulu m; jezeli réznica tych liczb jest podzielna przez m.
Wyrazamy to na piSmie w ten sposéb:

a=b (mod m)
i wzér ten nazywamy kongruencja ).

Jasne jest, ze dwie liczby przystajace do siebie wedlug da-
nego modulu naturalnego m daja przy dzieleniu przez ten modul
jednakowe reszty i na odwrét.

Kongruencje maja wiele wlasnosci przypominajacych analo-
giczne wlasnoSci rémnosci (co tez usprawicdliwia uzywanie sym-
bolu = przypominajacego znak réwnoéci). Wazniejszymi z nich sa:

I. Pramo tozsamofci, ktére polega na tym, ze kazda liczba
przystaje sama do siebie wedlug kazdego modutu:

a=a (mod m)
przy wszelkim calkowitym a i naturalnym m. Dla dowodu wy-
starczy zauwazyé, ze liczba a—a=0 jest podzielna przez kazde
naturalne m.
II. Pramo symetrii, polegajace na tym, ze kongruencja
a=b (modm)
réwnowazna jest zawsze kongruencji
b=a (mod m).

Dla dowodu wystarczy zauwazyé, ze liczby a—b i b—a sa
zawsze jednocze$nie podzielne lub jednoczesnie niepodzielne
przez m.

1) Znakowanie to wprowadzit Karol Fryderyk Gauss.
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