ROZDZIAL 1

PODZIELNOSC LICZB
I ROZKEAD NA CZYNNIKI PIERWSZE

§ 1. Podzielnoéé jednej liczby przez drugg. Teoria liczb
zajmuje si¢ badaniem wlasnosci liczb calkowitych. Dopdki nie
uogélnimy pojecia liczby calkowitej, bedziemy przez liczby cal-
komwite rozumieli liczby .

0,+1,—1,+2,—2,.. ’

W szczegbdinoscei, liczby calkowite dodainie, t. . liczby ciagu

1, 2, 3, 4, 5, 6, ..
nazywaé bedziemy liczbami naturalnymi.

O dwu liczbach catkowitych a i b moéwimy, ze a jest po-
dzielne (bez reszty) przez b — albo ze a jest mielokrotnoicia liczby
b, albo ze b jest dzielnikiem liczby a — jezeli istnieje taka liczba
catkowita k, iz

) a=kb.

Wyrazamy to na piSmie symbolem

bla
(czytaj: b jest dzielnikiem a).
. Twierdzenie 1. Wzory
alb i blc
pociagajg za soby zarvsze rzor
) ale.
Dowéd. W myél zalozen twierdzenia oraz w myS$l definicji
symbolu x'y, istnieja takie liczby calkowite ki I, iz
b=ka i e¢=I1b,
skad
-=lka,
_a poniewaz iloczyn Ik jest znowu liczba calkowita, wiec ostatnia
réwnoéé dowodzi, z¢ ale, c¢. b. d. o.
W. Sierpisiski, Teoria Liczb 1
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Dowiedzione twierdzenie mozemy tez wypowiedzie¢ w postaci:

Dzielnik dzielnika danej liczby jest znorou dzielnikiem tej
liczby. : _

Moglibyémy tez powiedzied, ze stosunek x|y jest przechodni.

Whoiosek. Jezeli alb, to przy mwszelkim calkomwitym k mamy
alkb. .

Z definicji dzielnika wynika bowiem, ze przy wszelkich cal-
kowitych b i k mamy blkb, skad wobec a|b oraz w my#l twier-
dzenia 1 znajdujemy alkd, c. b. d. o.

§ 2. Wspélne dzielniki dwu liczb. Jezeli a, b i d sa liczbami
calkowitymi, takimi iz

da 1 db,
to d nazywamy mspdinym dzielnikiem liczb a i b.

Podobnie okreflamy wspolny dzielnik wiecej niz dwu liczb
catkowitych. Latwo widzieé, ze mspdlny dzielnik drou liczb jest
dzielnikiem ich sumy, jako tez ich réznicy (szczegdlowy dowdd
pozostawiany czytelnikowi). Stad oraz z wniosku z twierdzenia 1
wynika natychmiast, ze jezeli

da 1 d|b,
to przy mszelkich calkoritych x i y mamy
di(ax+by).

Latwo tez widzieé, ze wspblny dzielnik dwu 1 wigcej liczb
jest dzielnikiem ich sumy algebraicznej.

§ 3. Najwiekszy wspélny dzielnik. Liczby wzglednie pier~
wsze. Najwickszy ze wspélnych dzielnikéw liczb a, b, ..., I nazy-
wamy najrickszym rospdlnym dzielnikiem tych liczb i oznaczamy
przez (a,b,..,0). Jasne jest, ze jezeli jedna przynajuniej z da-
nych liezb a,b,..,[ nie jest zerem, to symbol (a,b,..,1) ma ozna-
czong wartodé, przy czym

(a,b,...0) =1, '
gdyz liczba 1 jest w kazdym razie jednym ze wspdlnych dziel-
nikéw liczb a,b,..,L

Dwie liczby a,b, dla ktérych (a,b)==1, nazywamy mzglednie
plermszymi.

Fatwo widzieé, ze jezeli liczby a i b podzielimy przez ich
najroickszy rospdlny dzielnik d, to ofrzymamy liczby rzglednie
pierrosze.

[§ 41 Najmniejsza wspélna “vielokrotnosé. 3

Istotnie, niech a=da, 1 b=db,; liczby a, i b, sa wiec cal-
kowite. Gdyby liczby a, i b; nie byly wzglednie pierwsze, to ich
najwiekszy wspélny dzielnik & bylby wiekszy od 1 i mielibySmy
a,=da, 1 b,=8b, przy a,i b, calkowitych, skad a=dda,
i b=ddb,; to dowodzi, ze liczba dé, kiéra wobec 6>1 jest
wigksza od d, jest wsp6lnym dzielnikiem liczb a i b, co niemozliwe,
skoro d jest najwiekszym wspélnym dzielnikiem tych liczb.

Latwo dalej widzieé, ze jezeli (a,b)=1 i dla, to (5, b)==1.
Istotnie, gdyby bylo (8, b)=d > 1, to mielibySmy d|é, skad wobec
dla i twierdzenia 1 byloby dla, a z drugiej strony djb. Liczba
d>1 bylaby wiec wspélnym dzielnikiem liczb a i b wbrew
zalozeniu, ze (a, b)=1. ‘

Mozna dowieéé, ze dla liczb naturalnych ki m: jezeli k<17,
to w ciggu m, m-+1, m+2, ..., m+k—1 isinieje co najmniej jedna
liczba, kt6ra jest pierwsza wzgledem kazdej z pozostalych liczb
tego ciagu. Nie jest to jednak prawda dla k=17, m=2184, ani
dla zadnej liczby k> 17 (przy odpowiednich m).

Fatwo jest sprawdzié, ze jezeli a i b sy dwiema réznymi liczbami z ciagu
17 kolejnych liczb 2184, 2185, ..., 2200, to 2<(a, b)<{13. Po odrzuceniu bowiem
liczb podzielnych przez 2, 3, 5 i 7 pozostana 2 liczby podzielne przez 11 (mia-
nowicie 2189 i 2200) oraz 2 liczby podzielne przez 13 (mianowicie 2184 i 2197).

Trudniej znacznie byloby dowie§é tego twierdzenia dla k<16 (por. § 7,
éwiczenia 2 i 4), jako tez twierdzenia, ze dla kazdej liczby naturalnej k>>17
istnieja liczby naturalne m, dla ktérych zadna z liezb ciagu m, m--1,..,m+k—1
nie jest pierwsza wzgledem kazdej z pozostalych ),

§ 4. Najmniejsza wspélna wielokrotnosé. Liczbe calkowita
W, kiéra jest podzielna przez kazds z liczb naturalnych a,b,...,I,
nazywamy mspdlna mwielokrotnodcig tych liczb. Najmniejsza liczbe
naturalng N, ktdra jest wspélna wielokrotnoscia liczb natural-
nych a,b,..,I, nazywamy najmniejsza mspdlng mielokrotnoécia
tych liczb i oznaczamy przez |a,b,..,1l]. Liczba taka istnieje za-
wsze, gdyz istnieja liczby naturalne, podzielne przez kazda zliczb
a,b,....l (np. ich iloczyn), w kazdym za§ zbiorze (réinych) liczb
naturalnych istnieje jedna najmmiejsza.

Twierdzenie 2. Kazda rmspdlna rielokrotnoéé liczb natural-
nych a,b,..,1 jest podzielna przez najmniejsza mwspdlna mwielokrot-
noéé tych liczb.

1) Ob. S. 8. Pillai, Proceedings of the Indian Academy of Sciences,

Section A, 11 (1940), str. 6-12, oraz L. Brauer, Bulletin of the American
Mathematical Seciety 47 (1941), str. 328-331,
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Dowéd. Przypuéémy, wbrew iwierdzeniu, ze wspdlna wie~
lokrotno§é W liczb naturalnych a,b,...,I nie jest podzielna przez
najmniejsza wspélng wielokrotno§é N tych liczb. Oznaczajac
przez ¢ iloraz calkowity z dziclenia W przez N, a przez r reszig
z tego dzielenia, bedziemy wige micli

W=qN-+r,

gdzie r jest liczba naturalng mnicjsza od N. Stad r==W—¢N, co
dowodzi (ob. §2), ze liczba r jest podzielna przez kazda, z liczb
a,b,..,1 (gdyz liczby W i N sa przez te liczby podzielne). Liczba
naturalna r bylaby wice wspélng wiclokrotnoScig liczb a,b, ...,
mniejsza od N, whrew okresleniu liczby N.

Tym samym twicrdzenic 2 jest dowiedzione.

§ 5. Wlasnoéé mnajwiekszego wspélnego dzielnika. Udo-

wodnimy .
Twierdzenie 3. Najiwickszy rwspdlny dzielnik liczb calkorvi-

tych jest podzielny przez kazdy inny rospdlny dzielnik tych liczb.

Dowé6d ). Niech a,b,...,I beda danymi liczbami calkowitymi,
d,d’'d”,..—ich wspélnymi dziclnikami i d—najwickszym z nich.
Oznaczmy przez n najmniejsza wspdlng wielokrotno§é dzielnikéw
d,d,d”,.. W my§l twierdzenia 2 kazda 2z liczb a,b,..,I, jako
wspélna wielokrotno$§é liczb d,d’,d”,..., jest podzielna przez n.
Wynika stad, ze n jest wspélnym dzielnikiem liczb a,b,..,1, za-
tem n<d, gdyz d jest najwigkszym wspélnym dzielnikiem
tych liezb. Leez z drugiej strony musi byé n2=d, gdyz n jest
wielokrotno$cia liczb d,d’,.. Zatem n==d; dowodzi to, ze d jest
podzielne przez kazda z liczb d,d’,d”, ..., c.b. d.o.

§ 6. Zalezno$¢ miedzy najwiekszym wspdlnym dzielnikiem
a najmniejszy wspélng wielokrotnoscig dww liezb. Zachodzi
nast¢pujace

Twierdzenie 4. [lloczyn dwu liczb naturalnych jest rérony
iloczynowi ich najiwickszego rwspolnego  dzielnika przez ich naj-
mniejszg rospdlng wielokrotnodé.

Dowéd. Niech N oznacza najmniejsza wspélna wielokrot-
n04¢ liczb naturalnyel a i b. Poniewaz iloczyn ab jest oczywideie
wspolng wiclokrotnoScia liczb a i b, wice w myél iwierdzenia 2

) wedlug Sticlijesa. -

[§ 71 Zasadnicze twierdzenie- arytmetyki. » 5

ab jest podzielne przez N i przeto mozemy napisaé

1) .ab=dN,

gdzie d jest liczba naturalna, Z drugiej strony, skoro N jest wie-
lokrotnoscia liczb a i b, to mamy

(@) N=ka i N=1b,
gdzie k i 1 sa liczbami naturalnymi. Wobec (1) i (2) znajdujemy
ab=dka i ab=dlb,
zatem
b=dk i a=dl, .

co dowodzi, ze d jest wspélnym dzielnikiem liczb a i b.
Niech teraz & oznacza jakikolwick wspblny dzielnik liczb
a i b. Mamy wigc

(3) a=da; i b=¢6by,
gdzie a;, i b, sa liczbami naturalnymi. Wobec (3) znajdujemy
da,by=ab, i da;by=ab,

co dowodzi, ze liczba da, b, jest wspdlna wielokrotno$cia liczb
ai b, a przeto w my$l twierdzenia 2 musi byé podzielna przez N:
) sa,b,=Nt,
gdzie f jest liczba calkowita. Lecz na mocy (1) i (3) jest

: . dN=ab=§a,b,,
skad wobec (4) jest dN=6Nt, a stad d=261, czyli §{d.

Liczba d jest wigc wspolnym dzielnikiem liczb a i b, po-
dzielnym przez kazdy inny wspélny dzielnik & tych liczb, co do-
wodzi, ze d jest najwickszym wspélnym dziclnikiem liczb a i b.
Ze wzoru (1) wynika wiec prawdziwo§é twierdzenia.

W szezegbélnobei, jezeli (a,b)=1, to d={(a,b)=1 i wzbr (1)
daje ab=N. Mamy wiec

Wniosek. Najmniejsza rospélna wielokrotnoscia drou liczb na-
turalnych mwzglednie piermszych jest ich iloczyn.

§ 7. Zasadnicze twierdzenie arytmetyki. Niech teraz a i b
beda, dwiema liczbami naturalnymi wzglednie pierwszymi, a ¢ taka
liczba naturalna, iz b|ac. Liczba ac jest wige podzielna przez a
i przez b, zatem tez, w my$§l twierdzenia 2, przez najmmiejsza,
wspblna wielokrotnoéé tych liczb, kiéra wobec (a,b)=1 oraz
w my$l wniosku z twierdzenia 4, jest ich iloczynem ab. Mamy
wiee ac=tab, gdzie t jest liczba calkowita, skad ¢ =1b czyli blec.

Udowodniliémy w ten sposéb
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Twierdzenie 5. Liczba dzielaca iloczyn dwu liczh i pierrosza
wzgledem jednego z czynnikér jest dzielnikiem drugiego czynnika.

Twicrdzenie to, zwane nickiedy zasadniczym trierdzeniem
arytmetyki, udowodniliémy dla liczb naturalnych, latwo jednak
widzieé, ze jest ono prawdziwe dla wszelkich liczb catkowitych,
gdyz zmiana znaku nie wplywa na podziclnoéé jednej liczby
przez druga.

CWICZENIE. Dowieéé nastepujacego uogblnienia twierdzenia 5:

Jezeli (dla liczh calkowityeh a, b i ¢) mamy ¢|ab, to c|bla,e) .

Twierdzenie 6. Jezeli liczby a, b i ¢ sa calkomwite oraz
“(a, c)=1 i (b, c)=1,

(a Z?, (:):1,

to mamy tez

Dowéd. Niech (ab,c)=d; wobec dlci (a,¢)=1 bedziemy
mieli (ob. § 3) (d, a)=1, skad wobec d|ab oraz w my$l twicrdzc-
nia 5 znajdujemy djb, a stad wobec d|c i (b, ¢)=1 otrzymujemy
d=1 czyli (ab, ¢)==1, ¢. b. d. o.

Twierdzehie 6 nogélnia si¢ z fatwoécia na dowolna, liczbe czyn-
nikéw. Jezeli np. mamy liczby calkowite ay, ay, 4y, 4, i ¢, takie iz
(ay, ¢)=1, (ag, ) =1, (ay, ¢) =1, (a4, 0) =1,

o mozemy, wobec dwu pierwszych réwnosct i w mys§l dowie-
dzionego tivierdzenia 6, napisaé (a,a, ¢)=1, co wobec (ag, ¢)=1
daje, znéw w my$l twierdzenia 6, (a,a58,¢)=1, skad znowu
wobec (a;,¢) = 1 znajdujemy w tenze sposdh

(aagaya,c)=1, )

Zatem liczba, piermsza mzgledem kazdego z czynnikdro, jest
piermszg mzgledem ich iloczynu.

Twierdzenie 2. Jeseli liczba naturalna jest m-tq potegg liczby
roymiernej, to jest tez m-ta polega liczby naturalnej (dla natural-
nych m).

Dowé d. Zatozmy, Ze liczba naturalna n jest m-ta potega
liczby wymierncj p/q. Mozemy tu oczywibcic zalozyé, 7e ¢ jest
liczbg naturalng i ze liczby p i ¢ sa wzglednie pierwsze. Skoro
n==(p/q)", to ng"=pm, skad ¢|p™; wobec twicrdzenia 5 i uwagi,
ze (p, q)==1, jest to mozliwe tylko w razie g==1, skad n==pm,
¢ b d o

) B. A, Niewgglowski, Wiadomosci Matematyezne 6 (1906), str. 252,

157 Zasadnicze twierdzenie arytmetyki. 7

7 twierdzenia 7 wynika natychmiast

Waiosek. Piermiastek m-tego stopnia z liczby na.furaln.ej, ktora
nie jest m-tg potega liczby naturalnej, jest liczba nieroymierna.
W szczegdlnosci wynika stad, ze liczby:

5 5 _

Vo VA VS Ve VT OVE VI VR V5 V4
sa niewymierne. .
Od stuleci nie jest rozstrzygniete pytanie, czy poza para
liczb 819 istnieja dwie kolejne liczby 11atura_lne, bedace ?otqga’nl.l
innych liczb naturalnych o wykladnikach wiekszych od jednoSci.

CWICZENIA. 1. Dowieéé, ze jezeli liczby x iy sa calkowite i z=x-ty,
to kazda z liczb x,y i z jest dzielnikiem liczby 28— ax8—yt

2. Dowiesé, ze jezeli m jest liczba naturalng, to wéréd liczb
m, m-+t, m+2 m+3

istnieje co najmniej jedna, ktéra jest pierwsza wzgledem kazdej z irzech po-
zostalych. ) ) .
Dowéd Laiwo widzieé, ze jezeli liczba m jest nieparzysta, to

(m+2 mm+1m43)=1,
jezeli za§ liczha m jest parzysta, to
(m+1, m@m+2)(m+4-3))=1.

3. Kiedy spoéréd trzech kolejnych liczb naturalnych kazde dwie sa
wzglednie pierwsze?

Odpowiedz Gdy najmniejsza z nich jest nieparzysta.

4. Dowiesé, ze wéréd dziesieciu jakichkolwiek kolejnych liczb naturalnych
(%) m, m-4+1, ..., m+9
istnieje co najmniej jedna taka, ktéra jest pierwsza wzgledem wszystkich po-
zostalych. ;

Dowod. Wérsd dziesieciu kolejnych liczb naturalnych mamy 5 niepa-
rzystych, wéréd pieciu za§ kolejnych liczb nieparzystych mamy — jak latwo wi-
dzieé — co najmniej trzy niepodzielne przez 3. Lecz wiréd me.pal:zystych, gdue
résnica miedzy najwiegksza a najmniejsza jest mniejsza 'od 10, istnieje co nnjyvy—
zej jedna podzielna przez 5 i co najwyzej jedna pod.'/,le].m% przez _7. W‘nqsmly
stad, ze wérdd dziesieciu kolejnych liczb naturalnych istnieje co najmniej jedna
taka, ktéra jest niepodzielna przez 2, 3, 5 i 7. Taka hc%ha a jest — qak l&ftw.o
widzie¢ — pierwsza wzgledem kazdej innej b spoéréd.hczb (%) , gdyz. w razie
(a, b)==1 liczby a i b posiadalyby wspélny dzielnik pierwszy p. MUS}HIO]JY tu
byé p>7, zatem p > 11, gdyz liczba a jest niepodzielna przez 2,3,5 17 _Lecz
dwie rézne z liczb ciagu (¥) nie moga byé jednoczesnie podzielne przez zadna
liczbe wicksza lub réwna 10. Jest wiee (a,D)=1, ¢, b. d o.
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5, Dowie$é, ze' (przy catkowitych x iy) jesli liezba 11x--2y jest podzielna
przez 19, to i liezba 18x+5y jest podzielna przez 19. - (J. Fitz-Patrick).
Dowéd wynika natychmiast z tozsamofei

7 (1x 4 2) - U8x +5y) = 19 G ).

6. Dowieéé, ze kazda liczba catkowita rézna od 0 moze byé przedstawiona
w postaci (3x—1) Qu—1), gdzie x iy sa liczbami calkowitymi, i podobnie
w postaci (3x 1) Qy--1).

7. Dowieéé, ze dla naturalnego n iloczyn n(n--1) (n-2) jest wiedy i tylko
wtedy podzielny przez 4, gdy n nie jest postaci 4k --1, gdzie k=0,1,2, ..

8, Dowiesé, ze dla naturalnych n liezba n(n--1)(n-2)(n-3) jest po-
dzielna przez 8, lecz nie zawsze jest podzielna przez 16.

9, Dowiesé, ze dla naturalnych n iloczyn n kolejnych liczb naturalnych
k (k1) (k- n—1) jest podzielny przez n! .

Dowdéd wynika ze wzoru

k0. ktn—1) (k +a— ‘)
n! n '

§ 8. Liczby pierwsze i ich wazniejsze wlasnoSci. Liczby
2tozone i ich rozklad ma ezynnmiki pierwsze. Liczbe catkowits p,
wieksza od jednoéci, nazywamy liczbg piermszg, jezeli p posiada
tylko dwa dzielniki naturalne (mianowicie 1 i p).

Twierdzenie 8. Kazda liczba calkomwita micksza od jednodci
posiada przynajmniej jeden dzielnik, bedacy liczba pierrosza.

Dowéd. Niech dana bedzie liczba calkowita n> 1. Liczba n
posiada dzielniki wicksze od jednofci, gdyz samo n jest jedmym
z nich. Oznaczmy przez d najmniejszy ze wszystkich wickszych
od jednosci dzielnikéw liczby n. Udowodnimy, ze d jest liczba
pierwsza. Przypuéémy bowiem, Zze d nie jest liczba pierwsza;
w my$l definicji liczb pierwszych, istnialaby liczba 6 wicksza od
jednosci, lecz mniejsza od d, bedaca dzielnikiem dla d, a tym
bardziej dla n, co znéw przeczy zalozeniu, Ze d oznacza naj-
mniejszy ze wszystkich wigkszych od jednodci dzielnikow liczby
n. Twicrdzenie zostalo tym samym udowodnione.

‘Whniosek. Kazda liczba calkowita n> 1, kidra nie jest liczby
piermwsza, * daje si¢ przedstarié jako iloczyn samych tylko czyn-
nikdro pierroszych i to tylko ro jeden sposdb.

Dowé6d. Niech n bedzie liczba catkowita, wickszy od jed-
noéci i nie bedaca liczha picrwsza. Liczba n ma wige w my#l
twierdzenia 8 dzielnik pierwszy p. !

[§ 81 Liezby pierwsze. 9

Dzielnik ten spelnia nieréwno$é 1 <p<n, tak iz mozna napisaé
n=pn/,
gdzie n’ jest liczba calkowita. Poniewaz n’ =n/p, znajdziemy wo-
bec nieréwnoéci dla p:
i<n' <n,

Jezeli ' jest liczba pierwsza, to wzér n=pn’ przedstawia
juz rozklad liczby n na iloczyn samych czynnikéw pierwszych;
w przeciwnym razie mozemy dla liczby n’ powtdrzyé rozumowa-
nie, ktéreémy zastosowali do liczby n, wyznaczajac dzielnik
pierwszy p’ liczby n' 1 piszac

n=p'n”.
gdzie 1 <n” <n'.

Jezeli n” nie jest liczba pierwsza, to powyZsze rozumowanie
mozemy znéw powtdrzyé i t. d.

Ciag réwnosci:

n==pn/, n'=p'n”, n’=p”’n”, .
nie moze byé nieskoficzony, gdyz liezby n', n”, 0, ... (jako wy-
razy ciagu malejacego) sa rdznymi liczbami naturalnymi, zawar-
tymi miedzy 1 a n. W ciagu tych réwnosci istnieje zatem ostatnia.
Niech nia bedzie réwnos$é r-ta: .
RO = pir—0 ),

Gdyby liczba n® nie byla pierwsza, to powtarzajac dla n®
powyzsze rozumowanie, moglibySmy napisaé jeszcze rOWnosc
(r + 1)-sza, co przeczyloby zalozeniu, ze r-ta jest ostainia. Liczba
n® jest wice liczba pierwsza; oznaczmy ja przez p®. Otrzyma-
lismy ciag réwnosci:

n=p w, n =p’71”, n” = p// n”, .., ni—1 = p(r—i)p(r)’
skad natychmiast
(5) . n=pp'p”...ptpw,
gdzie strona prawa jest iloczynem samych tylko czynnikéw pier-
wszych. Wniosek zostal wiec udowodniony.

Poniewaz te liczby calkowite, ktére nie sa same pierwszymi,
rozwijaja sie na iloczyn liczb pierwszych, nazywamy je zlozonymi.

Liczby 1 nie zaliczamy ani do liczb pierwszych, ani do liczb
zlozonych.
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Zbierajac we wzorze (3) réwne czynniki, mozemy ten “wzor
przedstawié jeszcze w postaci

(()) \ n == 111“1172"”-.. Pkak,

gdzie py,ps,..., P 58 to same rézne liczby pierwsze, kazdy za$
z wykladnikéw ay,0y,..,06 jest liczba naturalng. Tym samym
udowodniliémy pierwsza czesé twierdzenia 8 (istnienie rozkladu
na czynniki picrwsze).

Umaga. Liczby pierwsze moga byé tez objele wzorem (0),
mianowicie dla k=1 i a;=1. Wzér (6), przy odpowiednim natu-
ralnym k oraz naturalnych @, moze wige przedstawiaé kazdy
liczbe catkowita n > 1.

Wazér (6) nazywamy rozminieciem liczby n na czynniki pierrosze.

Udowodnimy obecniec drugg cze$é twierdzenia, mianowicie,
ze kazda liczba calkorwita n> 1 daje jeden tylko rozklad na czyn-
niki piersze (jezeli nie zwracaé uwagi na porzadek czynnikéw).

Dowéd oprzemy na nastepujacym lemacie:

Lemat. Jezeli a jest liczbg calkorvits, p zaé liczba pierrsza,
to albo a jest podzielne przez p, albo a.i p sg rozglednie pierrsze.

Istotnie, jezeli p =& jest liczba pierwsza, to posiada tylko
dwa dzielniki naturalne: 1 i p, moze wige byé tylko (a,p)=1
lub (a,p)=p. W pierwszym wypadku liczby a i p sa wzglednie
pierwsze, w drugim mamy oczywidcie pla.

Jako natychmiastowy wniosek z lematu dostajemy:

Jezeli p i g sa liczbami pierroszymi, to albo (p, q)=1, .albo
P=gq .

Zalézmy teraz, ze

nE=pEpaps. 1 n=qgfiqgP.. gl
przedstawiaja dwa rozwiniecia liczby n na czynniki pierwsze.

Gdyby zadna z liczb pierwszyeh gy, ¢y, ., @ nic byla réwna
liézbie py, to kazda z tych liczh bylaby picewsza wzgledem p,.
Liczba n bylaby wiec iloczynem samych liczb picrwszyeh wzgle-
dem p;, a wiee na mocy itwierdzenia 6 sama bylaby liczbg
pierwszg wzgledem py, co przeczy pierwszemu z wypisanych dla
n rozwinigé. Wérdd liczb ¢ znajduje sie wiec liczba p,. To samo
mozemy oczywiScie powiedzieé o kazdej z pozostatych liczb
Dgs Py» s P Zupelnie tak samo mozemy dowiesé, ze kazda z liczb
Q1> Qs q jest réwna jednej z liezb py, pa, .o, Pr-

[§ 8l Rozklad na ezynniki. 11

Mamy wiec dwa zbiory samych réznych liczb:

Pi» Pos «+os Pk 1 (s Qos «ovs Q@
takie, ze kazda liczba pierwszego zbioru znajduje sie w drugim
zbiorze i na odwrét. Jasnym jest, ze zbiory takie moga si¢ réznié
co najwyzej porzadkiem swych elementéw. Zakladajac, ze zbiory
zostaly jednakowo uporzadkowane (np. wedlug wielkosci swych
elementéw), bedziemy mieli:

P1=d1, P2== (3, RERE Pr=q,
przy czym oczywiscic k=1
Wreszcie udowodnimy, ze
a'=ﬂ1 a2=/32, ey Clk=ﬂ1.

Przypubémy np., zé a; < fy: bedzie wiet B, =a,+ 8, gdzie §;
jest liczba naturalna. Z réwnoéci

P14y Pk = pifipaf. ik,
po podzieleniu obu stron przez p,*, otrzymujemy:
Po%epg% ... PRk = p,_ﬁl p2ﬂs pkfgk.

Prawa strona, jako zawierajaca czynmik p,%, musi byé po-
dzielna przez liczbe pierwsza p;, gdy tymczasem lewa strona jest
iloczynem samych liczb pierwszych réznych od p;, a wigc liczba
pierwsza wzgledem p,. Ta sprzeczno$é dowodzi, ze nie moZe
byé a;<pB;,. Zupemie tak samo dowiedlibySmy, Ze nie moze
byé f; < a;. Musi wige byé a;=f,. Podobnie a;=48; i t. d.

Dowiedliémy zatem, ze kazda liczba calkowita wigksza od
jednoéci, daje jeden i tylko jeden rozklad na czynniki pierwsze
(jezeli nie uwazamy za rdéine rozwinieé, ktére si¢ réznia jedynie
porzadkiem czynnikéw).

Gdy mamy rozwiniecia liczh a i b na czynniki pierwsze:

a=p;“pe ... Dk, b=qf1q.2...q,

to najwickszy ich wspélny dzielnik, jak réwniez najmniejsza ich
wspélna wielokrotno$é, moga byé — jak fatwo widzieé — znale-
zione w nastepujacy sposob.

Aby otrzymaé (a, b), wypisujemy wszystkie te czynniki pierw-
sze, ktére wystepuja w obu rozwinieciach, kazdy w najnizszej
potedze, w jakiej wystepuje.
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Aby oirzyn_mé la, b], wypisujemy wszystkie czynniki picrw-
sze 0!)11 rozwinieé, kazdy w najwyzszej potedze w jakiej wy-
stepuje '). Podobnie postepujemy dla wiecej niz dwu liczb.

CWICZENIA. 1. Dowiesé, ze dla wszelkich catkowitych a1, az, ..., an mamy

(aragwan £1,a)=1

(las, a2y @) £ 1,0) =1 | dla i=1,2,. n.

Dla kazdego ciggu skoniczonego liczb calkowitych potrafimy wige za po-
moca elementarnych dzialafi arytmetycznych znaleié liezbe pierwsza wzgledem
kazdego z wyrazéw tego ciggu. '

2, Dowieé¢, ze dla ‘wszelkich liczb naturalnych a, b, ¢ mamy

[(a, b), c] = ([a, ¢], [, ]) i ([a, B, ) ={(a, ©), (b, ).
) }Wz.or‘y t.e dox/vod'{,a‘, ze wyznaczanie najwickszego wspélnego dzielnika
i najmnlejszeg wspblnej wielokrotnodei sa dwoma dzialaniami na liczbach natu-
ralnych, z ktérych kazde jest rozdzielne wzgledem drugiego.
] 3 Dowiesé, ze jezeli liczby a i b sa nieparzyste i wzglednie pierwsze, a m
jest liczba naturalna, to

((a+bym, (a— bym) == 2m, (am - bm, gm — pm) = 2,
4. Dowieéé, ze w kazdym ciagu skoficzonym. kolejnych liczb naturalnych
(%) n, n-1, ..., n+t+k

istnieje liczba, kiéra jest podzielna przez pewna take potege liczby 2, pruez
ktéra nie jest podzielna zadna inna liczba tego ciagu. s

. Dowé'd. Niech 2¢ oznacza najwyzsza, potege liczby 2, kidra jest dzielni-
kiem co najmniej jednej z liczh (#), np. liczby n--q. Musi wice byé n-+q =
=2¢ (2{—1), gdzie ¢ jest calkowite. Gdyby istniala jeszcze liczba n--r ciagu (%)
podzielna przez 2e, to musialoby byé n--r= 2« (2s—1) i w razie, gdyby bylo
np. n-+g <n--r, mieliby§my 2{—1<<2s—1, skqd 2f-—1<2f<2s—1, oraz
n—!—q <2etit<n--r. Liczba 2¢+1¢ nalezalaby wice do ciagu (%) i bylaby [)01
fimelna przez 2¢+1, whrew okredleniu liczby «. W ciagu (#) istnieje wige tylko
jedna liczba podzielna przez 2e,

1’5. Opiiequc siec na éwiczeniu 4, dowiedé, ze¢ dla naturalnyeh n i k liczba
1 TS .
S= n%n *FL—F'7'+m nie moze byé catkowita,

e s ])OWt:b(l .wynikz} stad, ze jezeli n--q jest liezba ciggu (%) podziclng przez
2% i daka, ze Zadna inna liczba tego ciagu nice jest. podziclna przez 2e, to po
ST zenin g y T iei 5 i i |
sp%owad/,c.mu sumy § do najmniejszego wspélnego minnownika, licznik nic he-
dzie podzielny przez 2e, L
6. D.owxcsc,‘ ze kazda potege liezby naturalnej o wykladniku naturalnym
n>1 mozna w jeden i tylko jeden sposéh przedstawié jako sume tylu kolej-
nych liezb nieparzystych, ile wynosi podstawa tej potegi. ’
1 et o s . .
A ) [‘w1elf1/,une, ze (a,b)[a, bl=2ab, wynika wéwezas z latwodciq 2z uwagi,
ze dla wszelkich callowitych @ i # mamy min(a, §)-max (e, f) = «-Ff.

[§ 8 Rozklad na czynniki. 13

Dowéd. Niech beda dane liczby‘ naturalne a i n> 1. Cheemy, aby bylo
an = (2x 1)+ (2x-+3)+ ...+ (2x4-2a—1). Poniewaz 1 +34-54... 4 (2a—1)=a?%

n—1—
Q—j. Skoro n>> 1, wiec-an—1! jest parzyste

. R a
wiec an=2ax-a? co daje x=

lub nieparzyste jednoczeénie z a, zatem x jest liczba, ‘catkowita i, jak Iatwo wi-
dzieé, x>0. Stad latwy waiosek, ze istnieje zadany rozklad i to tylko jeden.
7. Dowiesé, ze kazda liczba naturalna n daje sie¢ w jeden i tylko jeden
sposéb przedstawié w postaci Dk, gdzie bik sa liczbami naturalnymi, przy czym
b nie jest potega zadnej liczby naturalnej o wykladnika wiekszym od 1.
Umaga. Mozna okazaé, ze k jest najwigksza liczba naturalna, dla ktérej

k
liczba V7 jest naturalna. Jezeli n = pieips®..p&s jest rozkltadem liczby n na
czynniki pierwsze, to k= (a1, 02, .. as).

Na to wiec zeby liczba naturalna n>> 1 nie byla potega zadnej liczby na-
turalnej o wykladniku wigkszym od 1, poirzeba i wystarcza, by (ay, és,..., as) = 1.
Niech Z bedzié zbiorem wszystkich takich wlasnie liczb naturalnych. Jak latwo
widzieé — jezeli dla kazdej liczby zbioru Z wypiszemy kolejno wszystkie jej
potegi naturalne, to otrzymamy wszystkie liczby naturalne wieksze od 1, kazda
raz tylko. Daje nam to podwéjny ciag nieskoficzony:

2, 2, 23, 24 ..,

3, 5 3, 3 L.
5, 5%, %, 5% ... .
6, 6% 6% 6 ...
7, 7, T, 7, L.

-

0, 102, 10% 10% ...

W kazdym z otrzymanych w ten sposéb wierszy wystepuje jedna tylko
liczba ze zbioru Z, mianowicie pierwsza w wierszu. Na kazda liczbe zbioru Z

- przypada zatem nieskoficzenie wiele liczb nie nalezacych do Z. Zdawaloby sie

wiee, ze liczby zbioru Z 'sa wsréd liczb naturalnych rzadkie. Okazemy jednak,
se jest wrecz przeciwnie 1), ze rzadkimi sa liczby naturalne nie nalezace do Z:
Zbiér ich oznaczymy przez T.

O zbiorze X liczb naturalnych méwimy, ze jest w zbiorze wszystkich liezb
naturalnych rzadki, jezeli oznaczajac dla kazdej liczby naturalnej n przez X,
n

liczbe wszystkich niewigkszych od n liczb zbioru X, mamy lim "1—-= 0.
n==oo
Jezeli jest bk<n, gdzie b i k ¢a liczbami naturalnymi wickszymi od 1, to
b<]/; oraz k<lgn/lg2. Liczb takich jest wigc nie wiecej niz l—/m;ggﬁ, aze —

. Ign . .
jak wiadomo z Analizy — jest lim ]—fﬁ=0’ wiec latwy stad wniosek, ze
n==oc

1) Paradoks ten podal E. Borel.

e s g i
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T - Vnlgn .. o
lim —==0, gdyz 1), <14"- 5 - Ibidr T jest wiec rzadki w zbiorze wszyst-
oo M

kich liczb naturalnych, c. b. d. o.
8. Dowieéé, ze jezeli a i b sa véinymi liczbami naturalnymi, nie bedacymi

potegami innych liczb naturalnych o wylladniku wiekszym od 1, to przy zad-
nych naturalnych k i I nie moze byé ak= bl

9. Dowie$é, ze kwadrat kazdej liczby pierwszej p>3 jest postaci 24k -1,
gdzie k jest liczba naturalna.

§ 9. Dowéd, ze liczb pierwszych jest nieskoficzenie wiele.
Zapytamy obecnie, ile jest liczh pierwszych. Juz Euklides do-
wibdl, ze liczb pierwszych jest nieskofczenie wiele. Udowodnimy
nastepujace

Twierdzenie 9. Jezeli n jest liczba naturalng i n>2, to mie-
dzy n a n! znajduje si¢ co najmniej jedna liczba piermsza 1),

Dowéd. Poniewaz n> 2, wiec liczba catkowita

N=nl—1

Jest oczywiscie wigksza od 1, musi wice posiadaé dzielnik pierw-
szy p. Nie moze .byé p<n, gdys przez zadna liczbe naturalna,
wigksza od jednoSci i nie wicksza od n, liczba N oczywiécie nie
jest podzielna. Jest wiec p>n, a z drugiej strony oczywibcie
p<N, gdyz p jest dzielnikiem liczby N. Liczba pierwsza p spel-
nia wiec nieréwnosé

n<p<n!

Mozna udowodnié, ze dla n>3 juz miedzy n a 2n—2 za-
wiera sig co najmniej jedna liczba pierwsza. Jest to t. zw. postu-
Jdat Bertranda, udowodniony przez Czebyszewa w roku 1850.
Dowéd tego twierdzenia jest juz jednak bardzo trudny, chociaz
nie nalezy jeszcze do najtrudniejszych w Teorii liczb.

Breusch udowodnit nastepujace dwa nogélnicnia postulatu
Bertranda ?:

1) Jezeli x>=48, to migdzy x a Y lezy co najmmiej jedna
liczba pierwsza,

2) Jezeli x> 7, to migdzy x a 2x lezy co najmniej jedna liczba
pierwsza kazdej z postaci 3k -1, 3k +2, dk 1, 4k -3,

) n! oznacza ilocayn 1-2-3-....n.

Y R. Breusch, Mathematische Zeitschrilt 34 (1932), str. 505-526.

[§ 8 Dowéd, ze liczb pierwszych jest nieskoficzenie wiele. 15

Nie wiadomo natomiast, czy dla kazdej liczby naturalnej n
istnieje taka liczba pierwsza p, dla ktorej n*<p<(n+1).

Dowiedlismy wyzej (tw. 8)," ze jezeli n jest ]iczb:il z.loion.a‘, to
najmniejszy dzielnik tej liczby wigkszy od jednoéfn J'est' hczl?zz‘
pierwsza. Okazemy obecnie, ze ten dzielnik p spelnia nier6wnosé

p<Vn

Istotnie, niech n=pm, gdzie oczywiscie 1 <m <n.

Gdyby bylo p>¥n, to wobec m=§' mieliby$my m<§éﬁ
czyli m<yn<p, skad m<p, wbrew zaloieniu,. ze p jest naj-
mniejszym z wiekszych od jednofci dzielnikéw liczby n:

Jako natychmiastowy wniosek stad otrzymujemy

Twierdzenie 10. Jezeli liczba calkowita n>1 nie jest po-
dzielna przez zadna z liczb pierrszych nie mwiekszych od Vn, to
sama jest liczbg pierrvsza.

Wiee np., zeby sig przekonaé, ze 641 jest liczba pierwsza,
wystarczy sprawdzié, ze licaba 641 nie jest podzielna przez zadna
z liczb pierwszych p< /64, t.j. przez zadng z liezb:

. 2,3, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23.

7 twierdzenia 10 wynika mnatychmiast, ze dla otrzymania
wszystkich liczb pierwszych ciagu 2,3,..,n wystarczy .usu.na‘c'
z tego ciagu wszystkie wielokrotnoéci liczb pierwszych niewigk-
szych od 1/n. ‘ N

Latwy sposéb otrzymywania kolejnych liczb p1erwsz.yc]1 p.odfﬁ
matematyk grecki Eratosthenes. Bardzo przystepnie opisuje
ten sposob Ruziewicz?): :

+Wypisujemy kolejne liczby naturalne, poczawszy od liczby 2.
Zaliczajac 2 do zbioru liczb pierwszych, wykreSlamy z po'zosta—
lego zbioru (a wige rozpoczynajac liczenie od 3) co druga“ liczbe,
a wiec kazda liczbe wicksza od 2 i podzielna przez 2. Pierwsza
liczba, kiéra nie zostala wykre§lona, a wige w tym wypadku 3,
nic jest podziclna przez 2, nie jest zatem podz-ielna’ przez i.adnag
liczbe pierwsza muicjsza od miej, a ze musi byé przez ]a]qu
liczbg pierwsza podzielna, wige sama jest pierwsza. Dolaczajac

1) S. Ruziewicz, Z zagadnieri matematyki, III. Co wiemy, a czego nie
wiemy o liczbach calkonitych? Kosmos B 53 (1928), str. 234-235.

T
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znéw 3 do zbioru liczb pierwszych, wykre§lamy dalej, rozpoczy-
najac od 4, co trzecia liczbe, a wiec wszystkie liczby podzielne
przez 3, z wyjatkiem samej liczby 3 (przy liczeniu liczby wy-
kre§lone w poprzednim stadium liczymy tak, jakby nie byly wy-
kreSlone, a wigc np. rozpoczynamy liczenie co trzeciej liczby

od 4, chociaz 4 zostalo juz poprzednio wykreélone). Pierwsza -

liczba, ktéra pozostata niewykre§lona ani w pierwszym, ani w dru-
gim stadium (jest nig liczba 5), musi byé liczba pierwsza. Jak-
kolwiek twierdzenie, ze 5 jest liczba, pierwsza, wynika z tabliczki
mnozenia i najprostszych twierdzei o liczbach calkowitych, prze-
prowadzamy tu rozumowanie, jakie przeprowadza si¢ przy po-
stgpowaniu Eratosthenesa, gdyz w tym stadium zrozumiemy
juz, dlaczego postepowanie to doprowadza nas do samych liczb
pierwszych. Otéz obecnie nie ma juz w naszej tablicy zadnej
liczby podzielnej przez 2, ani zadnej liczby podzielnej przez 3,
z wyjatkicm liczh pierwszych 2 i 3. Jakaz wlasno§¢é musi mieé
pierwsza z kolei po 3 niewykreSlona liczba? Nie jest ona po-
dzielna przez zadna liczbe pierwsza od niej mniejszg (a wige ani
przez 2, ani przez 3), poniewaz wszystkie liczby zlozone, po-
dzielne przez jedna z takich liczb, wykresliliSmy z tablicy. Po-
niewaz za$ musi liczba ta, jako wigksza od 1, byé przez jakad

liczbe pierwsza podzielna, wice musi sama byé liczbg picrwsza.

5 jest zatem liczba pierwsza. Poczawszy teraz od 06, wykreSlamy
co piata liczbe (nie uwzgledniajae przy tym liczeniu, ze niekiére
liczby zostaly wykre§lone w poprzednich stadiach), a wige wy-
kreslamy wszystkie liczby podzielne przez 5. Teraz wige zadna
liczba nie wykre§lona w jednym z dotychczasowych stadiow,
opréez 2, 3, 5, nie jest podzielna ani przez 2, ani przez 3, ani
przez 5. Pierwsza z kolei napotkana nie wykreSlona liczba, . 7,
musi wige byé (o czym przekonywamy sie, rozumujac jak o licz-
bie 5) liczba pierwsza. Dalej rozpoczynajac liczenie od 8, wykre-
§lamy co si6dma liczbe z kolei i tak postepujemy dalej.

Otrzymujemy w ten sposéb {ablice, w kidrej pozostaly, jako
nie wykreélone, same liczby pierwsze.

Tablica otrzymana sposobem Eratosthencsa nosi nazwe
sita Eratosthenesa. OczywiScie metoda otrzymywania liczb pierw-
szych przy pomocy sita Eratosthenesa nic daje nam dowodu
na to, ze liczb tych jest nieskoficzenie wicle, nie wiemy howiem
a priori, czy po jakim$§ stadium wykreSlania nie okaze si¢, Ze
wszystkie liczby, poczawszy od jakiejs, zostaly juz wykreSlone

5 8 Wyznaczanie liczb' pierwszych. 17

Widzimy, jak niezmierie prosty, a nawet mechaniczny, jest
sposéb uzyskiwania kolejnych liczb pierwszych przy pomocy
sita. Wydawaloby sie zatem, ze rozklad liczb, jakie otrzymu-
jemy po’ ,przesianiu”, czyli rozklad liczb pierwszych, jest nie-
zmiernie prosty, ze np. latwo przewidzieé, ile wynosi tysieczna
2 kolei liczba pierwsza, i Ze istnicja jakie§ proste wzory, pozwa-
lajace mam to obliczyé. Okazuje sig jednak, Ze tak nie jest. Roz-
ktad liczb pierwszych jest bardzo skomplikowany, liczby te sa
rozrzucone bardzo nieregularnie. Wzoru, pozwalajacego nam obl‘i~
czyé liczbe pierwsza, znajdujaca si¢ na oznaczonym z kolei miej-
scu (np. tysieczna, milionowa it. p.), nie posiadamy”.

Dla otrzymania wszystkich liczb pierwszych nieparzystych
nie wiekszych od n® (gdzie n jest dana liczba naturalna wieksza
od jedno&ci) mozna tez postepowaé jak mnastepuje. Tworzymy
ciagi:

9, 15, 21, 27, 33, 39,
25, 35, 45, 55, 65, 75,
49, 63, 77, 91, 105, 119,

¢ @+2¢ ¢Hda ¢+6e  ¢£+8q ¢+10g

i wypisujemy je dopéty, dopéki otrzymujemy liczby mnicjsze
niz n. Liczby nieparzyste, nie zawarte w tych ciagach, sa szu-
kanymi liczbami pierwszymi. .
Dowéd opiera sig na tym, ze wszystkie liczby postz.lci
gt +2kg=q(g+2k), gdzie ¢>3 i k>0, sa Zio.Z?ne, oraz ze je-
zeli m jest liczba zlozona nieparzysta, a ¢ JeJ najmniejszym
dziclnikiem pierwszym (oczywibcie nieparzystym), .to m=qr,
przy czym r, jako liczba nieparzysta niemniejsza od g, Jest. postam
g-+2k, gdzie k jest liczba calkowita nieujemna. .
Sito to nie rézni sie istotnie od erastothenesowego, lecz ma
postaé nieco krétsza, gdyz nie potrzebujemy wypisywaé liczb
parzystych?). . )
Cazytelnik zechce zastosowaé te metode dla n=10 i porow-
naé ja z sitem Eratosthenesa.
) J. Fitz-Patrick, Ewxercices d'Arithmétique, Wyd. 3-e, Paryz 1914,
str. 50 i 338, zadanie 332.

9
W. Sierpifski, Teoria Liczb. 2
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Oinaczmy n-ta, z kolei liczbe pierwsza przez pn, priez = (x)
za§ — liczbe liczb pierwszych niewigkszych od x. Mamy wige:
pi=2 p=3, py=5 p=0 py=11 p;p=29,

7(20)=7, a(50)=10, (100)=25.
Mozna dalej obliczyé, Ze np. )
#(1000)=168, = (t0000)=1229, @ (10%)="5761455.
Udowodnimy w Rozdziale VI, § 2, ze stosunek =(n):n zmie-
rza do 0, stosunek za$ pnin wzrasta nieograniczenie wraz z n.

Jak latwo widzieé, mamy z(p)=n dla n=1,2,3,... Z postu-
latu Bertranda wynika, ze puy1<<2pn.

Zeitz?) dowiﬁi, ze jezeli pn jest n-ta z kolei liczba pierwsza,
t0 Put1<< VPiPz - Dns jezeli za§ n>r(27--1) przy naturalnym r, to
Pn+'1<VIP1 P2 —P—n

Ciekawa zalezno$é miedzy funkcjami p, a #(n) zmiennej na-
turalnej n znalazl wspélczesny matematyk norweski Viggo Brun,
ktéry udowodnil, ze jezeli przy danym. naturalnym. n bedziemy
wyznaczali kolejne liczby
n—a)=n,, n—ah-fn)=n, . n—ant+n+n)=n, it.d.,.
to przy pewnym naturalnym k bedziemy mieli

n—an+n+nt..n)=0
i wéwczas bedzie '
pi=n—4n—+n, ... 3.

Wiec np. dla n=06 znajdujemy kolejno:
6—a(0)=3,  6—n(6+3)=2  6—=a(6+3+2)=1,
6—a6+3+241)=1, - 04+nO+3-F24141)=0,

o py=63d2 i1 =15,

Czytelnik znajdzie podobnie

: Py=5-2— {14141 =11.

1) H. Zeitz, Sitzungsberichte der Berliner Mathematischen Gesellschaft

31 (1952); str; 4-8. 7 :
%) Dla dowodu ob. méj Wstep do Teorji liczb, Ksiaznica-Atlas 193317st1'. 19,

skad

[§ 8] ‘Wyznaczanie liczb pierwszych. 19

Majac dana liczbe naturalng n, mozemy wiec zawsze za po-
moca skofczonej (zaleznej od n) liczby - dzielef przekonaé sie,
czy liczba 7 jest, czy nie jest pierwsza. Teoretycznie, zagadnie-
nie, czy dana liczba naturalna n jest, czy nie jest pierwsza, jest
wiec zawsze rozstrzygalne. Inaczej jest w praktyce dla wiel-
kich n, gdyz liczba potrzebnych. dzielei moze byé zbyt duza,
aby je mozna bylo wykonaé. Np. do dzi§ nie wiemy, czy Jiczba
owl_{ (ktéra ma 31 cyfr) jest, czy nie jest pierwsza. Nie potra-
fimy dotad wypisaé w ukladzie dziesietnym zadnej liczby pierw-
szej o 40 lub wigcej cyfrach, chociaz potrafimy dla kaidego da-
nego naturalnego n okreslié ‘efektywnie liczbe pierwsza wieksza
od n (op. jako najmniejszy wiekszy od jednoéci dzielnik liczby
n!-1).

Lehmer oglosit tablice liczb pierwszych az do 10 milionéw 1).
W tablicy tej wskazany jest najmniejszy dzielnik pierwszy kazdej
liczby niewickszej od 10170000 niepodzielnej przez 2, 3,5 lub 7.

Poletti podaje 9, ze J. P. Kulik oblicayl tablice liczb
pierwszych do stu milionéw i rekopis jego znajduje sig w Aka-
demii Wiedenskiej.

Gdy Euler dowiédl, ze liczba 2%'—1 jest pierwsza; byla to
najwicksza ze znanych wéwezas liczb pierwszych. Dopiero w dru-
giej polowie XIX-go wieku rekord ten zostal pobity przez innych
matematykéw., :

Najwieksza ze znanych obecnie liczb pierwszych jest — jak
podat E. Fauquembergue w 1917 rokn — liczba ‘

0127 __ § = 170141 183460469251 731 687 303 715884105727,

ktéra ma 39 cyfr. :

. Oczywiécie, potrafimy jednoznacznie okreslié liczbe pierw-
sz, wieksza od powyzszej, np. jako najmniejszg liczbe pierwsza p
spoéréd liczb wigkszych od 21" —1, ale tej liezby p nie potra-
fimy wypisaé za pomoca cyfr ukladu dziesiginego (potrafimy-
atoli na mocy postulatu Bertranda wywnioskowaé, ze ta
liczba p bedzie réwniez miala 39 cyfr, gdyz- bedzie mniejsza niz
2(2127—1)).

) D. N. Lehmer, Factor table for the first ten millions, Washington .

" Carnegie Institution 1909.

). L. Poletti, Tavole di numeri primi etc., Manuali Hoepli, Milano 1920,

" str. XIL Ob. tez A. Ferrier, Les nombres premiers, Paryz, 1947, str, 19.

o%
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Zauwazymy jeszcze, ze o liczbie 227—1, majacej 78 cylr,
ktéra potrafimy wypisaé, wiadomo, iz jest zlozona, natomiast
nie znaleziono dotad dla niej zadnego dzielnika pierwszego ).
Nie znamy tez rozkladu na ezynniki pierwsze liczby 221, cho-
ciaz wiemy, ze jest zfozona ). ‘

FLatwo jest daé przyklad liczby naturalnej, ktéra potrafimy
wypisaé¢ w ukladzie dziesigtnym i o kiérej potrafimy z latwoscia
dowie§é, ze jest zlozona, ale nie potrafimy, przy dzisiejszym sta-
nie nauki, wypisaé w ukladzie dziesictnym zadnego jej dziclnika
pierwszego. Taka jest np. liczba (2'*—1)%, majaca 61 cyfr.

Rozkladem wielkich liczb na czynniki pierwsze zajmowal
sie w osobnej ksigzce Kraitchik ). W niej jest poéwigcony caty

23

g jest pierwsza. Krai-

rozdzial 1) dowodowi, ze liczba 10

tchik oglosil tez ) liste 94 liczb pierwszych wigkszych od 10,
Tablice rozkladu. na czynniki pierwsze wszystkich liczb nie-
wiekszych niz 256000 oglosit Kavan €.

Nie znamy wzoru, kiéry by dawal nieskoficzenie wiele liczb
pierwszych. :

Termat sadzil, ze wzorem takim jest 22"4-17), co jednak oka-
zalo si¢ bledne, gdyz — jak wykazal Euler w1732 roku — jest
641[22° 41, F. Landry zaé§ w 1880 roku podal, ze 274177 P
O liczbie 2¢'°+1 nie wiemy, czy jest pierwsza, czy nie; natomiast
wiemy, ze 319489]22"'-1 i 114689|22¥ 1. Dowiedziono, ze
liczba 2241 (majaca kilkadziesiat miliardéw cyfr) jest podzielna
przez 2.3-+1 i ze liczby 2241 sg zlozone dla n=6, 7, 8, 9,
11, 12, 18, 23, 36, 38 i 73. )

1) Por. I, Arnold, Tieoria czisiel (po rosyjsku), Moskwa 1939, str. 93,

%) Ob. M, Kraitchik, Recherches! sur la Théorie des nombres, Tom I,
Paryz 1922, sir. 133, .

% M. Kraitehik, Recherches sur la Théorie des Nombres, Tom Il (Fac-
forisation), Paryz 1929.

H M. Kraitehik, tamze, str. 38-53.

% M. Kraitchik, Mathematica 7 (1933), str. 93.

% G. Kavdan, Factor tables giving the complete decomposition info prime
factors of all numbers up to 256000, Londyn 1937 (513 stronic).

%) W liscie do Pascala z 29, VIIL 1654 pisal P. Fermat o tym swoim
przypuszezeniu: ,,C'est une vérité de laquelle je vous réponds. La démonstra-
tion en est trés malaisée, et je vous avoue que je n’ai pu encore la trouver
pleinement; je ne vous la proposerais pas pour la chercher, si j'en étais venu
a bout™.

[§ 8] Wyznaczanie liczb pierwszych. 21

Nie wiadomo dotad, czy istnieje choé¢ jedna liczba pierwsza
postaci 271 dla naturalnych n>16. Nie wiadomo réwniez, czy
liczby A

o1, 2241, 2241, 2 -,

sa wszystkie pierwsze, ani czy liczba

02 g
jest pierwsza, a mnawet czy istnieje nieskoficzenie wiele liczb
pierwszych postaci n*-}-1 lub 2°—1.

Istnicja natomiast wzory, dajace duzo liczb pierwszych.
Np. wzér Eulera x*+x--41 daje same liczby pierwsze dla
x=0,1,2,..,39, jako tez dla x=—1,—2—3,..,—40. Wzor
9x2429 daje same liczby pierwsze dla x=0,1,...,28.

Mozna jednak dowiesé, ze zaden wielomian f(x) o wspblezyn-
pikach cafkowitych nie moze dawaé samych tylko liczb pierw-
szych dla wartosci naturalnych zmiennej x. Gdyby bowiem bylo
f(n)=p, gdzie p jest liczba pierwsza, to — jak tatwo widzieé —
musiatoby byé plf(n-+kp) dla k=1.2,.., a ze dla dostatecznie
wielkich k mamy f(n-kp) > p, wiec liczba f(n+-pk) jest zlozona.

Tstnicje tylko jedna para kolejnych liczb naturalnych, ktére
obie sa pierwsze: sa to mianowicie liczby 2 i 3. Istnieje natomiast
wiecej par liczb pierwszych, stanowiacych dwie kolejne liczby
nieparzyste, np.: o
517, 111 153, 17 1 19, 29 i 31, 41 1 43, 591 61,
2081 i 2083, 2087 i 2089, 30011 i 30013, 30137 1 30139,

10°47 i 1099

Liczby takie nazywaja sig blizniaczymi.

Nie wiadomo dotad, czy istnieje nieskonczenie wiele par liczb
bligniaczych. Brun dowiédl, ze jezeli kolejnych par liczb bliz-
niaczych (ay, by), gdzie k=1,2,.., jest nieskonczenie, wiele, to sze-
reg nieskoficzony

TR TS ST U S O

wt e T h T Ty
czyli
£, 1, 1,4 4 4, t &t 4 4,1
stststststetatstnto et

jest zbiezny.
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Dowéd tego twierdzenia, choé wzglednie elementarny (bez
uzycia Rachunku calkowego i Teorii funkcji zmiennej zespolonej),
jest dosyé skomplikowany ?).

W zestawieniu z twierdzeniem o rozbiezno$ci szeregu > 1/p,
rozciagnigtego na wszystkie liczby pierwsze ?), twierdzenic Bruna
dowodzi, ze pary liczb bliZniaczych wystepuja wéréd liczb pierw-
szych rzadko. ; .

Nie ma trzech kolejnych liczb pierwszych nieparzystych. Ist-
nieja natomiast czwérki liczb pierwszych w jednej i tej samej
dziesigtce, np.

11, 15, 17, 19,
101, 103, 107, 109.
Najwieksza znana taka czwdrka jest

10013950+, gdzie x=1,3,7,9.

7 drugiej strony latwo dowie$é — co pozostawiamy czytelni-
kowi — ze wéréd kazdych dziesigeiu kolejnych liczb naturalnych
wiekszych od 2 jest co najmniej sze§é zlozonych. L. Aubry
dowiédl, ze wéréd kazdych trzydziestu kolejnych liczb mieparzy-
stych jest co najmniej pietnacie liczb zloZzonych.

Latwo tez wskazaé 100 kolejnych liczb naturalnych, z ki6-
rych zadna nie jest pierwsza, np. liczby

10114k, gdzie k=2,3, .., 101.

Mozna atoli obliczyé, . ze juz miedzy liczbami 1671800
a 1671900 nie ma zadnej liczby pierwszej.

Nie wiemy, czy dla kazdej liczby parzystej istnieje choéby
jedna para liczb pierwszych, ktérych réznica bylaby ta liczba.

Nie wiemy tez, czy istnieje liczba parzysta, ktéra daje sie
przedstawié na nieskofczenie wiele sposobéw jako réznica dwu
liczb -pierwszych.

Inne nie’rozstrzygni¢te dotad zagadnienie, tyczace si¢ liczb
pierwszych, stanowi t. zw. hipoteza Goldbacha (z 1742 roku): mia-
nowicie, ze kazda liczba parzysta wicksza od 2 jest suma dwu
liczb pierwszych,

1) Dowéd ten podaje E. Landau w swej ksiazce Vorlesungen iiber Zahlen--

theorie, tom I (dus der elementaren und additiven Zahlentheorie), Lipsk 1927,
str, 71-78.
2) Ob. Rozdzial VII, § 1, str. 159.

[s 8l Dowéd, ze liczb pierwszych jest nieskoficzenie wiele. 23

Gdyby przypuszczenie to bylo prawdziwe, to wynikaloby
stad natychmiast, ze kaida liczba naturalna wieksza od 5 jest
suma trzech liczb pierwszych. Tego dotad nie dowiedziono, na-
tomjast L. Schnirelman udowodnil (w 1930 roku), ze istnieje
taka stala liczba naturalna s, ze kazda liczba maturalna jest
suma co najwyzej s liczb pierwszych, a Heilbronn, Landau
i Scherk dowiedli, ze kazda dostatecznie wielka liczba natu-
ralna jest suma 71 lub mniej liczb pierwszych *). Wreszcie I. Wi-
nogradow dowiédl w 1937 roku, ze kaida dostatecznie wielka
liczba parzysta jest suma czterech lub mmiej liczb pierwszych.
Tchudakoff? nazywa tmierdzeniem Goldbacha-Winogradora
twierdzenie, w my$l ktérego istnieje taka liczba ng, ze kazda liczba
nieparzysta n> n, jest suma trzech nieparzystych liczb pierwszych.
Co zaé do przypuszczenia Goldbacha, to zostalo ono spraw-
dzone dla wszystkich liczb parzystych mmiejszych od 60000 #).

Zauwasymy jeszcze, ze — jak sprawdzil Euler — kazda
liczba naturalna n, gdzie 1<<n<<2500, jest postaci n= p-2om?,
gdzie p jest liczbg pierwsza, a m — calkowita,. ale okazalo sig,
Ze nie jest to prawda dla n=5777 i n=>5993").

CWICZENIA. 1. Dowieéé, ze kazdy z siedmiu wyrazéw postepu 150k —+7
dla k=0,1, ..., 6 jest liczba pierwsza.

2. Dowiedé. 2e wielomian x*+4 daje dla calkowitych x tylko jedna liczbe
pierwsza (liczbe 5). E

Dowéd wynika # tozsamoSci x4+ 4 = (x®+2x —2) (x2 —2x+2).

5. Dowie$é, ze przy kazdym naturaloym n liczba 94n+2-4-1 ‘jest zlozona.

Dowéd wynika z tozsamo$ci

o4n 42141 = (@201} 2n-H1 | 1) (@2n 4 L —2n-F1-1).

4. Wskazaé n lkolejnych liczb waturalnych, z kiérych Zadna nie jest
pierwsza. ‘

Odpowiedz: liczby postaci (n--1)!+k dla k=23, .., n-4-1.

5, Znalezé najmniejsza liczbe zlozona postaci 32, gdzie n jest liczba
naturalna. :

Odpowiedz: 3*--2=245.

1y H. Heibronn, E. Landau i P. Scherk, Casopis pro péstovéni Ma-
tematiky a Fysiky 65 (1940), str. 117-140. .

%) N, Tchudakoff, Annals of Mathematics 48 (1947), str. 545,

% Ob. A. A. Fraenkel, Scripta Mathematica 9 (1943), str. 81, odnoénik .

%) Ob. tamze, sir. 81-82. ; R
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6. Dowieéé, ze iloczyn kazdych czterech kolejnych liczb naturalnych, zwick-
szony o 1, jest kwadratem liczby naturalnej.

Dowéd: (n—1Dnn+41) (n+2) 1= (n2-Fn—1%

7. Dowie§é przy pomocy postulatu Bertiranda, ze 5 jest jedyna Ticzba,
naturalna, kiéra jest suma wszystkich liczb pierwszych od niej mniejszych ?).

Dowdd. Przypu$émy, ze istnieja liczby naturalne wicksze od 5, bedace
sumami wszystkich liczb pierwszych od nich mniejszych; niech m bedzie naj-
mniejsza z nich. Niech p; <p: <...<pn beda wszystkimi liczbami pierwszymi
mpiejszymi od m. Jest wiec pi-tpe-f..-fFprn=m 1 m<{pat+1, a zalem
pitpe+.tpn<pnt1.- Z postulatu Bertranda wynika, ze pnt1<2pn.
Jest wiee p14-pa-f .o 4 pn<2pn, skad p1-+pe+... 4 pr—1 < pn. Liczba pn, kidra
jest mniejsza od m, jest wiec suma wszystkich liczb pierwszych od niej mniej-
szych. Wobec okreslenia liczby m dowodzi to, ze nie moze byé pn>5. Jest
wiee pn<C5, skad wynika, ie m=pi+pst..--pn jest jedna z liczb 2, 2473
124345, Lecz m>5, zatem m= 2345 =10, co niemozliwe, gdyz liczba 10
jest mniejsza niz suma wszystkich liczb pierwszych od niej mniejszych. Niema
wiee liczb naturalnych n>5 bedacych sumg wszystkich liczb pierwszych od
nich mniejszych. Z liczb za§ maturalnych n<C5 — jak latwo sprawdzié — tylko
liczha 5 ma te wlasno§é.

) 8. Dowiesé przy pomocy posiulatu Bertranda, ze dla zadnej liczby na-
turalnej n>1 liczba n! nie jest potega liczby naturalnej o wykladniku wick-
szym od jednoSei.

Dowdd. Niech n bedzie liczba naturalng wicksza od 1. Poniewaz 21, 3!,
4!'i 5! nie sq polggami liczb naturalnych o wykladnikach wiekszych od 1, wice
mozemy dalej zalozyé, ze n>5. Niech a oznacza najwigksza liczbe calkowita
nie przekraczajgca -'2~l+1. Wobec n>>5, mamy n3>6 i a>4; w my$l postulatu

Bertranda istnieje wiec taka liczba pierwsza p, ze a<p<(2a—2; a stad wo-
n n s R ;
E<a<-2— +1 znajdujemy p<C2 (%+ 1 ) —2=n i 2p>2a>n. Liczba
n! jest wiec podzielna przez p, lecz nie jest podzielna przez p% a przeto nic
moze byé potega liczby ‘naturdlnej o wykladnika wiekszym niz 1.

bec

9. Znalezé wszystkie liczby naturalne n, dla kiSrych wszystkie wspélezyn-

s ) e (n) (n ny o
niki newtonowskic (1), (2)’ " (n) sa, nieparzyste %),

OdpowiedZ: n=2s—1, gdzie s jest liczby naturalna. .

Istotnie, praypuéémy, ze n jest taka liczbg naturalng, dla ktérej liczby (Z)
(dla k=1,2,..,n) sa wszystkie nieparzyste. PonicWaz (’:\) = n, wige liczba n jest

) Por. . Arnold, Tieoria czisiel (po rosyjsku), Moskwa 1939, sir. 259
éwiczenie 111.

. ) Por. . M. Winogradow, Osnony tieorii czisiel (po rosyjsku), Moskwa -
Leningrad 1940, sir. 22, zadanie 9.

[§ 8] Dowéd, ze liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele. 25

nieparzysta, zatem liczba n--1 parzysta, a przeto istniefa takie liczby naturalne
si g, 7e n=25(2g—1)—1. W razie, gdyby bylo ¢>1, byloby 2s<n, zatem

(n)=( n )n—zs—!—l:( n )2((1—1) i, wobec calkowitosei liczby ( n 1\),

28 os—1/ o5 25—1 25—

liczba (212) bylaby parzysta whrew zalozeniu. Jest wige g =1, zatem n=2¢—1.
7 drugiej strony, jezeli n=2s—1 i k=2r—1 @g—1<Kn, top ——‘1 < s
oraz n—k-+1=2—2p—1(2g—1)=2r—1 [2s—p+1—(2g —1)], co dow.odzl, ze
liczby n—k--1 i k sa podzielne przez t¢ sama potege liczby 2. Wynika stad,
n
ze (n)=n n_]‘—tl jest liczba nieparzysta dla k=1,2,..,n.
k o] j
10. Dowiesé, ze w granicach tablic liczb pierwszych, t. §. d_la n <107, liczby
paturalne n nie moga mieé wigcej niz 8 réznych dzielnikéw pierwszych.
Dowéd. Jezeli liczba n ma k réinych dzielnikéw pierwszych, to jej roz-
winiecie na czynniki pierwsze jest n=q{qy...qik, przy czym

: q1>2, qg>5, “ens qp 2> Dis

gdzie py jest k-ta z kolei liczba pierwsza. Jest wigc n>>p - Py« Pps €O dla k=9
daje n3>2-3-5-7-11-13-17-19.23 = 223092870. Jezeli wige n<<2-10% to k<8

Umwaga. Najmniejsza liczba naturalna majaca 8 v6znych dzielnikéw pierw-
szych jest, jak latwo widzieé, liczba

2.3.5.7.11-13-17-19 = 9699690.

1. Czy liczba 100041 jest pierwsza? .

Odpowiedz: nie, gdyz jest podzielna przez 10041,

19. Dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje taka liczba pierwsza
p>n, ze liczba p-}-2 jest zlozona.

Dowéd, Niech n bedzie dana liczba naturalna. Istnieje liczba pierwsza
q>3, taka ze n<gq. Niech

[ g Jezeli liczba g-2 jest ztozona,
p= 1q+2, jezeli liczba ta jest pierwsza.

W pierwszym przypadku liczba p+-2 jest wiec zlozona na mocy okre.éle—
nia, a w drugim — jako podzielna przez 3, poniewai z trzech kolejnych liczb
nieparzystych zawsze, jak wiadomo, jedna jest podzielna przez 3, a liczby ¢
i g 42, jako pierwsze i wieksze od 3, nie sa przez 3 podzielne.

13. Dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje taka liczba pierwsza
p>n, ze liczba p—2 jest zlozona. .

Dowéd. Istnieje liczba pierwsza ¢ >n 6. Jezeli liczba ¢—2 Jjest zlozomna,
wystarczy przyjaé p=gq, w przeciwnym za$ razie wystarczy przyja¢ p== q.~—2,
gdyz wéwezas liczba p —2 jest zlozona jako podzielna przez 3, a wigksza niz 3.

Umaga. Tnacznie trudniej jest dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej n
istnieje taka liczba pierwsza p>>n, iz zar6wno liczba p—2 jak i liczba p--2
jest zlozona. Takimi sa — jak latwo widzie¢ — wszystkie liczby picrws?e po-
stepu arytmetycznego 15k—48 (k=0.1,2,..), ale dowéd, ze w tym postepie jest
nieskonczenie wiele liczb pierwszych, jest nietatwy.
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14. Dowieéé, ze na to, by liczba nieparzysta n>>9 byla pierwsza, potrzeba
i wystarcza, zeby zadna z liczb ‘ -
B p— 2
n, n41%,  n4-2%, ..., n—f—[E(EG—g)] 1)
nie byla kwadratem. .

n—9

Dowdd, Jezeli dla 0k mamy n--k?=1 to n=1—k){I-k),

przy czym l—k>1, gdyz wrazie [—k=1 i)yloby l=k+1in=Il+4+k=2k-}1,
whrew temu, ze n— 9> 6k. Warunek jest wigc konieczny.

Z drugicj strony, jezeli n=ab, gdzie a>b>1, to z uwagi na niepa-
rzystosé liczby n mamy b >3, zalem a= %<% i 2 ; b <—é (% ) =2 _9

Zarazem n - (i———lz

3 )—_—(‘Z—-’)tll). Warunek jest wiec dostateczny.

15. Zastosowaé wynik éwiczenia 12 do dowodu, ze liczba 9991 jest ztozona.

Dowéd. Znajdujemy 9991--32==100%, skad 9991==97.103. Badanie tej
liczby zwykla metoda byloby znacznie dtuzsze.

. 16. Dowieéé, ze dla naturalnych n jest f-i-l@«<—§—, oraz znalei¢ wszystkie
liczby naturalne n, dla ktérych ”Sl) = —i—

OdpowiedZ Jest jedna tylko taka liczba: n=35.

17. Dowiesé, ze wéréd dwunastu kolejnych liczb naturalnych wiekszych od
liczby 3 jest zawsze co najmniej 8 zlozonych.

18. Znalezé wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych jest il(ln—) > é,‘

Odpowiedz Takie sa przede wszystkim liczby naturalne n dla 2 << n <8,
a dla n>9 liczbami ciagu 1,2,.., n, kiére nie sa pierwsze, sa w kazdym razie
liczby parzyste wigksze od 2 oraz liczby 1 i 9, co razem daje wiccej niz

5 liczb, Warunkowi zadania czynia wiec zado§é jedynie liczby 2,3, ..., 8.

) Ob. definicje symbolu E(x) na str. 49.

ROZDZIAL 11
ROWNANIA NIEOZNACZONE PIERWSZEGO STOPNIA

§ 1. Forma liniowa dla najwigkszego wspolnego dzielnika.
Twierdzenie 1. Dla kazdych dmu liczb calkemwitych a i b,
7z ktérych przynajmniej jedna jest réina od 0, istniefg takie liczby
calkomwite & .1 n, iz
1) ' (a, b)= a&-+bx.

Dowéd. Wezmy pod uwage pewien zbiér liczb natural-
nych D, kiéry okreslimy w nastepujacy sposéb: liczbe naturalng n
zaliczamy do zbioru D wtedy i tylko wtedy, gdy isinieja takie
liczby catkowite x i y, ze

n==ax--by.

Wyrazamy to krécej, méwiac, ze zbidr D jest zbiorem wszyst-
kich liczb naturalnych postaci (lub formy) ax—-by.

7biér D w kazdym razie nie jest pusty (to znaczy, Ze za-
wiera co najmniej jedna liczbe), gdyz jezeli np. a0, to jedna
z liczb

a=a-1-+b-0, —a=a - (—1)4b-0
(ta mianowicie, ktéra jest dodatnia) musi nalezeé do D w mys$l
okreslenia tego zbioru. Oznaczmy przez d najmhiejsza liczbe
naturalna, nalezaca do zbioru D. Bedziemy wige mieli przy
pewnych catkowitych & i n réwnosé

) d=aé-} by,

a przy tym dla kazdej liczby naturalnej n, ktéra jest postaci

ax-by, zachodzié¢ bedzie nieré6wno$é .
n>d.

Okazemy, ze wyrazenie ax--by przy wszelkich calkowitych
x i y jest podziclne bez reszty przez d.





