CZESC TRZECIA

ROZDZIAL IX
SFORMALIZOWANE TEORIE MATEMATYCZNE

§ 1. Og6lny opis teorii sformalizowanych. W Rozdzialach
IV-VII badali$my, czy pojecia matematyczne daja sie zdefiniowaé
za pomoca pojeé logicznych. Obecnie pozostawimy to zagadnie-
nie na uboczu i bedziemy sig¢ zajmowaé teoriami, ktére badaja
pojecia matematyczne same dla siebie, nie.troszczac sig o to,
czy mozna je sprowadzié do pojeé logicznych. '

Opiszemy przede wszystkim strukture wyrazen, wystepuja-
cych w takich teoriach; nastepmie rozpatrzymy, ktére z tych
wyrazeh uznawane sa za prawdziwe i w jaki sposéb uzasadnia
si¢ ich prawdziwo§é. ) : :

Nie popelniajac zadnej istotnej nieScistoSci, mozemy powie-
dzieé, ze kazda teoria matematyczna bada pewne przedmioty,
zbiory i relacje. Np. w geometrii elementarnej badamy zbiér
punkitéw, zbiér prostych oraz relacje zachodzace miedzy elemen-
tami tych zbioréw, a wyrazajace si¢ funkcjami zdaniowymi:
punkt x.lezy na prostej y, punkt x jest tak odlegly od y jak z od t
i niektérymi innymi. -

Podobnie w arytmetyce badawy liczby 0, 1, 2, it.d., zbiér
zlozony ze wszystkich tych liczb oraz pewne dzialania- (relacje
tréjczionowe), okre§lone i wykonalne w tym zbiorze. W topo-
logii badamy zbiér E pewnych przedmiotéw (nazywanych punk-
tami) i relacje typu ((¥),#) wyrazajaca sie funkcja zdaniowa:
zbiér X (zamwarty ro E) jest otoczeniem punktu p. Przykladéw
takich mozna by przytoczyé bardzo duzo (zob. dalej, § 3 i § 4).

Niektére spoéréd przedmiotéw, zbioréw i relacji, badanych
w danej teorii, moga byé definiowane za “pomoca poprzednio
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zdefiniowanych; jest jednak jasne, ze procesu definiowania
jednych pojeé przez drugie nie mozna kontynuowaé bez konca.
Pewne zatem pojecia musza byé pozostawione bez definicji.

Pojecia te nazywamy pojeciami plermotnymi teorii.

Zakladamy, Ze sa to przedmioty, zbiory i relacje pewnego
typu. Kazde wigc pojecie pierwotne ma zupelnie okreslony typ
logiczny.

Wynika stad, ze w wyrazeniach kazdej teorii matematycznej
wystepujg nazwy pojeé pierwotnych. A

Nazywamy je stalymi specyficznymi tej teoril.

-~ Dla skrétu méwié bedziemy nieraz o typie logicznym stalych
Specyficzny?h zamiast o typie logicznym pojeé, kiérych te stale
sq mazwami.

Pierwszym wigc krokiem przy budowaniu teorii matema-
tycznej jest wybér stalych specyficznych i wskazanie typu lo-
gicznego kazdej z nich.

Np. stalymi specyficznymi arytmetyki sa m. in. znaki <,
i .. Pierwszy z nich ma typ (%%, drugi i trzeci — typ (%% %),
Oczywiscie mamy tu na mysli arytmetyke pojmowang jako od-
rebna teoria matematyezna, a nie jako fragment logiki (por. Roz-
dzial VII, § 5). W arytmetyce pojmowanej jako fragment logiki
znaki <, 4~ i - nie sa stalymi specyficznymi, lecz sq nazwami
pewnych poje¢ czysto logicznych, ktérych typ jest rézny od
(%% 1 (%%, ®) 1),

Poza stalymi specyficznymi postugujemy sie w kazdej teorii
matematycznej wyrazeniami czysto logicznymi. W wyrazeniach
teorii wysigpuja wiec funktory zdaniotwérecze, kwantyfikatory
oraz zmienne réznych typéw.

‘ Na ogét zaséb pojeé logicznych, potrzebnych do ugruntowa-
nia teorii matematycznej, stanowi pewien fragment pelnego sy-
stemu prostej teorii typéw, znanego nam z Rozdzialu VIII (s 3).
Jest rzecza wskazang rozklasyfikowaé teorie matematyczne sto-
sownie do bogaciwa wystepujacych w nich pojeé logicznych 2)

‘ '} Wiekszosé przyjetych symbolik logicznych wprowadza rézne oznaczenia
dla analogicznych pojeé, nalezacych do réznyeh typéw logicznych. Tak np.
mozna pos'lugiwaé si¢ znakiem e ze wskaZnikami. Wiedy stale logiczne, wystepu-
Jjace w aksjomatyce teorii, od razu wyznaczaja typ logiczny stalych specyficznych.
‘ *) Por. A. Tarski, Pojecie pramwdy w jezykach nauk dedukcyjnych, Prace
Towarzystwa Naukowego Warszawskiego, Wydziat IIl, Nr 34 (1933), § 4, str. 66,
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Bedziemy méwili, ze teoria ma rzad co najwyzej n, jesli w jej
wyrazeniach wystepuja tylko zmienne rzedu co najwyzej n.

Teorie, w ktérych wyst¢puja zmienne dowolnie wysokich
rzedéw, nazywaja sie teoriami rzedu nieskoriczonego. -

Teorie rzedu 0 nazywamy elementarnymi.

Zaséb érodkéw logicznych, na jakich opiera si¢ teoria ele-
mentarna, pokrywa sie¢ w zasadzie z wezszym rachunkiem funk-
. cyjnym (por. Rozdzial VIII, § 3. str. 217). Jak - zobaczymy na przy-
Kadach w §3 i §4, teorie matemalyczne maja na ogél rzad
bardzo niski.

Matematyk budujacy teori¢ powinien z gory okreslié jej
rzad; przy tym nie jest on krepowany zadnymi ograniczeniami
przy wyborze takiego lub innego rzedu. Celowoséé lub osobiste
upodobania twérey feorii sa tutaj jedynymi kryteriami.

Funkcje zdaniowe, wystepujace w teorii rzedu n, sa zbudo-
wane za pomoca funktordw zdaniotwérczych i kwantyfikatoréw
z wyrazei postaci

(l‘x.('e..n,(‘k)( a g u'h)
k] E

x Y LZ e

gdzie symbol K moze bhyé zastapiony jakakolwiek zmienng
typu (cy,....cx) lub stala specyficzna tego typu, symbole za$
Y 2% .. u* — zmiennymi lub stalymi specyficznymi typow
Cir Cos e € Rzedy typow cpiconencr 1 (€, Cay n ) mie  przekra-
czaja przy tym n. Zamiast x(y¢) piszemy czgsto yex!o.

Ustaliwszy w ten sposéb zasoh wyrazen, przejdzmy do ‘opisu
zdan prawdziwych.

Przede wszystkim przyjmujemy w kazdej teorii za praw-
dziwe wszystkie tautologie logiczne, ktore daja si¢ napisaé przy
pomocy tych §rodkéw, jakimi w tej teorii rozporzadzamy.

Latwo mozna sie zorientowaé, ze procz- takich zdan musimy
jeszcze przyjaé za prawdziwe inne zdania. Wiemy bowiem, ze
tautologie logiczne sa prawdziwe bez wzgledu na znaczenie wy-
stepujacych w nich wyrazeh. Je§li wiec np. @(R) jest tautologia,
to podstawiajac za litere R nazwe jakiejkolwick relacji dwuczlo-
nowej, np. symbol << albo =, otrzymamy zdanie prawdziwe.
Tautologie logiczne nie pozwalaja wigc odréznié np. relacji mniej-
szoéci od relacji réwnoéci. Nie wystarcza uzyé jako stalej specy-
ficznej znaku <<, aby byé pewnym, ze teoria bada relacje mniej-
szoci; trzeba przyjaé za prawdziwe pewne zdania, ktoére zapew-
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pig nam to, ze relacja oznaczona znakiem <C jest rzeczywiscie
relacja mniejszoéci lub przynajmniej ma pewne cechy, odréznia-
jace ja od innych relacji dwucztonowych.

7 tych uwag wynika, ze w kazdej teorii matematycznej
uznane sa za prawdziwe pewne zdania, nie bedace tautologiami.
Podobnie jak nie wszystkie pojecia (pozalogiczne) moga byé
w niej zdefiniowane, tak nie wszystkie sposréd omawianych
zdan moga byé w niej dowiedzione. Kazda teoria przyjmuje za-
tem bez dowodu pewna ilo§é zdaf, nie bedacych tautologiami.

Zdania te nosza nazwe pemnikér lub aksjomatéro teorii.

Jest jasne, ze kazda stala specyficzna musi wystepowaé co
najmniej w jednym aksjomacie.

Bedziemy rozwazali tylko takie teorie, w ktorych wystepuje
pojecie réwnoSci miedzy indywiduami typu * To zalozenie jest
automatycznie spelnione w teoriach nieelementarnych, wtedy
bowiem relacja réwnoéci daje si¢ zdefiniowaé i z tej definicji
daja sie wyprowadzié prawa zwrotno§ci, symetrii, przechodniosci
oraz prawo ekstensjonalnoéci

(x=y)>[D(x,1, ..., 0)=0(y,u, ..., D)]

dla kazdej funkcji zdaniowej @ (por. Rozdzial V, § 1, str. 109-111).

Jesli teoria jest elementarna, to relacja réwnoéci niekoniecznie
daje si¢ zdefiniowaé przy pomocy innych pojeé. W takich razach
zaklfadamy, Ze wéréd stalych specyficznych teorii wystepuja
stale = i %= typu (¥,%), wéréd aksjomatéw za§ wystepuja zdania:

(1) ”x (x=x), nxy [(xzy)s(yzx)], nyz [(x=y)-(y=2) > (x= ).
(2) [T..o [ Ly {(x=1) > [®(, U p)=&(y,u,....0)}},
ny [(x =+ y=(x=y)].

Prawa (1) i (2), zwane aksjomatami roéronoci, nie sa W teo-
riach elementarnych tautologiami logicznymi. Dowody tych praw,
podane w Rozdziale V, § 1, str. 110-111, nie daja sie powtorzyé
w ramach teorii elementarnej, gdyz w takiej teorii nie roz-
porzadzamy zmiennymi typu (¥), z kiérych czynilimy uzytek
w Rozdziale V.

A. Mostowski, Logika matematyczna 15
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' Zauwazmy, ze wystarczyloby w zupelnosci, gdyby$my przy-
. jeli pewnik ekstensjonalnosci (2) tylko dla funkeji zdaniowych

postaci
M(x,u,:.., ),

gdzie M jest stala specyficzna. Wszystkie pozostale przypadki
prawa (2) daja sie wowczas udowodnié (p. dalej str. 228, éwi-
czenie 2).

Relacje réwnosei miedzy przedmiotami typéw réznych od =
bedziemy pojmowaé jako réwnos§é zakresowa (por. Rozdzial V,
§ 2, str. 112). WspomnieliSmy juz (p. str. 224), ze w teoriach rzedu n
przyjmujemy pewnik ekstensjonalnoéci (Rozdzial-V, § 2, str. 113
i Rozdzial VIII, § 3, str.215) dla wszystkich typéw rzedu mniej-
szego od n. Dla przedmiotéw tych typéw relacja réwnoéci zakre-
sowej pokrywa sie wiec z relacja identycznoéci zdefiniowang
przez zasade identitas indiscernibilium (Rozdzial V, § 1, str. 109).
Ta definicja ani pewnik ekstensjonalnoéci nie daja sie w teorii
rzedu n wypowiedzieé dla przedmiotéw, ktérych typy sa rzedu n.

Postaé aksjomatéw nie podlega zadnym ograniczeniom, jak
réwniez ich ilo§é. Zazwyczaj liczba aksjomatéw jest niewielka,
znamy jednak teorie, w ktérych liczha aksjomatéw jest nie-
skoficzona.

Nie zmniejszajac ogélnoSeci, mozemy przyjaé, ze w zadnym
z aksjomatéw nie wystepuje zadna zmienna wolna (p. dalej
str. 228, éwiczenie 1).

Z aksjomatéw i tautologii logicznych wyprowadza sie twier-
dzenia, poslugujac sie regulami wnioskowania, znanymi nam
z Rozdziatu III (§ 3, str.53-56). Regula podstawiania musi byé
przy tym uzupelniona w nastepujacy sposob:

Za zmienng molna, mystepujaca m funkcji zdaniomwej juz
uznanej za pramwdzima, wolno podstariaé nie tylko inne zmienne
tego samego typu (z zachowaniem warunkéw oméwionych w Roz-
dziale III, §3, str. 54), lecz takze kazda stala specyficzna tego
samego typu. :

Stosujac reguly wnioskowania do wyrazen, kiére powstaja
przez podstawienie z tautologii rachunku zdah lub aksjomatéw
definicyjnego i ekstensjonalnofci, mozemy otrzymaé wszelkie
tautologie logiczne (zgodnie z definicja tautologii, podana w Roz-
dziale II, § 3, str. 56). Wnosimy stad, ze definicje pojecia tmier-
dzenie teorii matematycznej mozna sformulowaé jak: nastepuje:
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Definicja. Wyrazenie T nazymamy tmierdzeniem teorii
matematycznej T, jesli istnieje skoriczony ciag funkcji zdanio-
mych tej teorii

(3) T Tyy ooy Ty
ktéry czyni zadoéé nastepujacym droém mwarunkom:

1° Ty jest identyczne z T;

2° Dla i<n myrazenie T; jest albo aksjomatem teorii T,
albo porvstaje z tautologii rachunku zdar, przez podstamwienie za
zmienne zdaniorwe funkcji zdanioroych teorii T, albo jest podsta-
mwieniem aksjomatu definicyjnego Iub aksjomatu ekstensjonalnodci,
albo rreszcie T: porostaje z jednej lub dmwu funkeji zdaniorwych
T;, Tx, poprzedzajacych T: ro ciagu (3), przez jedna z operacji:
podstamwianie, odrymwanie, opuszczanie kmwantyfikatora (duzego lub
malego), dolaczanie kmantyfikatora (duzego lub malego), uogdl-
nianie.

Ciag (3) nazywamy sformalizomanym dormwodem wyrazenia.T.

Pierwszy wyraz T, tego ciagu jest oczywiscie albo aksjo-
matem teorii 7T, albo podstawieniem tautologii rachunku zdan,
albo wreszcie podstawieniem aksjomatu definicyjnego lub aksjo-
matu ekstensjonalnoéci.

Modyfikujac nieco dotychczasowy sens symbolu b, bedziemy
pisa¢ T zamiast: T jest tmwierdzeniem. OczywiScie sens zda-
nia T jest zalezny od teorii 7, do ktérej odnosza sie rozwa-
zania; 5ciSlejszym bylby wiec symbol - T(7), w ktorym ta za-
leznoéé jest zaznaczona.

Opis teorii matematycznych zostal tym samym zakoficzony:
wiemy, jaki jest zasob wyrazed, ktérymi w teoriach matema-
tycznych wyslawiamy twierdzenia; wiemy, ktére z tych wyrazed
przyjete sa za prawdziwe bez dowodu, i wiemy wreszcie, w jaki
spos6b mozna ze zdafi juz uznanych za prawdmwe wyprowadzaé
twierdzenia.

Teorie matematyczne, zbudowane w opisany tu sposéb, nazy-
wamy teoriami sformalizomanymi.

Z pojeciem teorii naukowej 1 w szczegélno$ci teorii matema-
tycznej wiagzemy zazwyczaj doéé nieokreslone wyobrazenia pew-
nego zespolu rozumowaf, metod i wynikéw. Natomiast zadne
podobne wyobrazenie nie wiaze sie¢ z teoriami sformalizowanymi.

15*
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Teoria taka jest w zupelno§ci okre§lona przez dwa zbiory: zbi6r
wyrazen i zbir twierdzed. Pierwszy z nich’ jest wyznaczony
przez podanie rzedu teorii, wyszczegdlnienie statych specyficz-
nych i wskazanie typu kazdej statej. Drugi zbiér jest okreslony
przez podanie aksjomatéw i wyszczegblnienie regul wnioskowania.

Ograniczyliémy sie tutaj do opisu teorii sformalizowanych, opierajacych
sie na poznanym w Rozdziale VIII pelnym systemie prostej teorii typéw. Opi-
sane teorie stanowia pev?rne rozszerzenie systemu prostej teorii typéw lub
pewnego jego fragmentu — rozszerzenie, polegajace na przyjeciu stalych specy-
ficznych (ktére mogé‘ byé podstawiane za zmienne tego samego typu, lecz za
ktére nic podstawiaé nie wolno) oraz aksjomatéw, charakteryzujacych sens tych
stalych. '

Istnieja réwniez teorie sformalizowane, nie zwigzane tak silnie z pelnym
sysitemem prostej teorii typéw. W szczegdlnosci, wprowadza sie nieraz do ich
wyrazen symbole, stuzace do oznaczania wartoci funkeji. Symbole takie sa
bardzo dogodne i to nie tylko w teoriach sformalizowanych. Np. w trygonometrii
uzywamy stale symboli sinx, arcsinx i t.p.

Symbole te daja sie jednak zawsze wyeliminowaé. Jesli bowiem symbol f(x)
oznacza warto§¢ pewnej funkeji, a @ jest dowolna funkeja zdaniows, to wzér
&(f(x)) znaczy to samo, co wzdr

yRx - o(y),
gdzie R= (§,%)[y=f{x)]. Dzieki temu kazda myél napisana przy pomocy sym-

bolu f(x) mozna tez napisaé, nie uzywajac innych stalych specyficznych précz
nazw przedmiotéw, zbioréw i relacyj?). '

CWICZENIA. 1. Wykazaé, ze jedli zdanie IT; &(x) jest aksjomatem, to funk--

cja zdaniowa @(x) jest twierdzeniem; jesli za§ @(x) jest aksjomatem, to ITx &(x)
jest twierdzeniem.

Wsk.: Przy dowodzie pierwszego twierdzenia powolaé siqy na tautologie (1)
z Rozdzialu III, § 4 str. 58. W dowodzie drugiego twierdzenia zastosowaé re-
gule uogdlniania. :

2. Wykazaé, ze jesli (2) jest przyjete za aksjomat dla dwu funkeji zdanio-
wych @ i ¥, to zdanie, powstajace z (2) przez zastapienie @ ktérakolwiek
z funkeji zdaniowych: ) )

@, T+, -7, D7, =17, 17, &, Zua,

jest twierdzeniem.

') Podany opis teorii sformalizowanych wzoruje sie na pracy J. Herbrand,
Recherches‘ sur la théorie de la démonstration, Prace Towarzystwa Naukowego
Warszawskiego, Wydzial III, Nr 53 (1930), Rozdzial I, str. 54 i nastepne.
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§ 2. Porownanie teorii sformalizowanych i teorii ujetyeh
aksjomatycznie. Uwagi historyczne. Budowanie teorii matema-
tyeznych w postaci sformalizowanej jest bardzo niedawnym osiag-
nigciem w dziedzinie metodologii matematyki?). Poprzednio teorie
matematyczne badZz opierano wylacznie na intuicji, bads ujmo-
wano w postaci aksjomatycznej.

W pierwszym wypadku, tworzacy lub tez studiujacy teorie
wiazal z pojeciami matematycznymi, badanymi w tej teorii, pewne
wyobrazenia i przyjmowal pewne podstawowe fakty, dotyczace
tych pojeé, za oczywiste. W dalszym ciagu- teorii postugiwal sie
logika intuicyjnag i wynikami, osiagnietymi w innych teoriach.
Granica miedzy tym, co jeszcze jest oczywiste a co juz wymaga
dowodu, nie byla przy tym nakre§lona. Matematyka w tym sta-
dium rozwoju byla wigc wlaSciwie nauka na wpél empiryczna,
czgsciowo oparta nma wyobrazeniach, a czeSciowo na logice.

Tak np. we wczesnym stadium rozwoju geometrii punkty
wyobrazano sobie prawdopodobnie jako bardzo male obszary
przestrzeni, proste — jako bardzo cienkie i dlugie linie. Z tych
wyobrazeh czerpano podstawowe wiadomos$ci o prostych i punk-
tach i na tych dopiero wiadomo$ciach budowano dalsza wiedze
geometryczna.

Jest jasne, ze przez takie stadium poczatkowe przechodza
teorie matematyczne wéwczas, gdy sa one dopiero w trakcie zbie-
rania materialu: odkrycie nowego faktu znaczy wiecej niz sposéb,
w jaki zostal on uzasadniony, pytanie: jak jest? wyprzedza pyta-
nie: dlaczego tak jest?

Dla logikéw to stadium w rozwoju teorii nie jest interesujace

(moze by¢ natomiast ciekawym tematem badan dla psychologéw,

interesujacych sie¢ mechanizmem twoérczo$ci naukowej).

Wielki postep w stosunku do tego surowego jeszcze stadium
stanowig teorie zbudowane aksjomatycznie. W takich teoriach
dokonuje sie wyboru pojeé pierwotnych i aksjomatéw tak, jak
to opisaliSmy przy omawianiu teorii sformalizowanych. Teoria
zbudowana aksjomatyeznie nie ma wiec na celu badania konkret-
nych zbioréw i relacji w oparciu o dane, czerpane z intuicji.
Stawia ona sobie za zadanie studium takich przedmiotéw, zbio-

1} Jak wspominaliSmy w Rozdziale III (zob. § 3, sir. 57, odsylacz), mysl
zastapienia rozumowan rachunkiem powzigl pierwszy Leibniz. Pierwszy sy-
stem sformalizowany stworzyl Frege (zob. sir. 175, odsylacz).
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réw i relacji, ktére spelniaja aksjomaty; przy tym jest dla niej
obojetne, czym wlaSciwie sa te przedmioty, zbiory i relacje.

Tak np. w geometrii zbudowanej w sposéb aksjomatyczny
jest obojetne, czym sa punkty i proste, wazne za§ jest to, co
sie o nich zaklada, czyli Ze sa to przedmioty, spelniajace uklad
aksjomatdéw *).

Jest to zatem stanowisko znacznie 1)a1'clzlej abstrakcyjne, niz
w pierwotnym, na wpél empirycznym stadium. Dzieki tej abstrak-
cyjnoéci zyskujemy sprecyzowanie zalozefi: wlasnoéci poje¢ pier-
wotnych nie sa uzasadnione zludna nieraz oczywistoScia, lecz sa
wyraznie wymienione w aksjomatach. WlasnoSci nie figurujace
w aksjomatach musza byé udowodnione.

Réimica zaé miedzy stadium aksjomatycznym a stadium sfor-
malizowanym polega na tym, ze w pierwszym z nich nie precy-
zuje sie §rodkéw logiecznych, jakich wolno uzywaé w dowo-
dzeniu twierdzen. Teoria, ktdra jest tylko zaksjomatyzowana, jest
wiec czym$ o wiele mniej uchwytnym niz teoria sformalizowana.

Dlaczego nauka doszla w koncu XIX wieku do przekonania,
ze nie wystarcza stadium aksjomatyczne i ze trzeba teorie ma-
tematyczne formalizowaé? Nie trudno daé odpowiedZ na to pytanie.

Jest rzecza znamienna, ze badania podstaw matematyki roz-
wijajg sie w nastepstwie odkrycia pozornych sprzecznoéci lub
paradokséw. Badania te doprowadzaja w konsekwencji do pew-
nych postnlatéw metodologicznych, zmierzajacych do tégo, by
teorie matematyczne byly budowane w pewien okre§lony sposob,
usuwajacy mozliwosé pojawiania sie w nich tych paradokséw.

Teorie zaksjomatyzowane powstaly w Grecji w V lub IV
wieku przed Chrystusem pod wplywem odkrycia odcinkéw nie-
wsp&tmiernych. Fakt ten przeczy! naiwnym wyobrazeniom o dlu-
goSci odcinkéw i byl odezuwany przez geometréw greckich jako
paradoks. Tworzac zaksjomatyzowany system geometrii, matema-

1) Znakomity matematyk niemiecki D. Hilbert byl podobno zapytany
w czasie jednej z dyskusji na temat podstaw geometrii, czy role punktéw moga
gra¢ katamarze, a role prostych piéra. ,Owszem — odpowiedzial Hilbert —
o ile kalamarze i piéra spelniaja ukltad aksjomatéw geometrii”.

Matematycy doszli zreszia dopiero w XIX ‘wieku do wniosku, ze do takich
konsekwencji prowadzi aksjomatyczny sposéb budowania teorii. Czytajac defi-
nicje zawarte w I ksiedze Elementdmw, nie trudno przekonaé sie, ze tak ab-

strakeyjne stanowisko bylo w kazdym" razie obce Euklidesowi (por. odsy-
lacz na str. 231).
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tycy pragneli si¢ uchronié¢ od powstawania takich paradokséw Y).
.Wyszczeg6lnijmy zalozenia i dbajmy o to, aby byly one oczy-
wiste” — méwili sobie zapewne — ,a sprzeczno$¢ wowezas nie
powstanie”. Méwiac tak, zawierzali oezywiscie logice, byli prze-
konani, ze wnioskujac poprawnie z oczywistych zalozen, docho-
dzi¢é beda do poprawnych i oczywistych wnioskéw.

Na przelomie wieku XIX i XX wiara w poprawno$é i oczy-
wisto§¢ logiki intuicyjnej zostala zachwiana gléwnie wskutek
odkrycia antynomii. Nic wiec dziwnego, ze odbilo sig to na spo-
sobie, w jaki przedstawiamy teorie matematyczne. Nie wystar-
cza nam juz samo sformulowanie zalozed teorii. Musimy do-
kladnie okresli¢ logike, na ktérej opieramy sie w trakcie budowa-
nia teorii, i na tym w gruncie rzeczy polega proces formalizo-

. wania teoril.

- Widaé stad, ze formalizowanie teorii matematycznych nie jest
wywolane bezcelowym dazeniem do $Scislo$ci, pojetej jako cel
sam v sobie. Jest ono naturalnym wynikiem przewrotu, jaki do-
konal sie w logice w ciagu XIX wieku.

Powstanie sformalizowanych teorii matematyeznych dopro-
wadzito do sytuacji doéé niezwyklej, na kiéra od razu zwrécimy
uwage czytelnika.

Dewodzenie twierdzen matematycznych uchodzito z dawien
dawna za czynno§é¢ umystows, i to nawet za jedng z najtrudniej-
szych 1 najsubtelniejszych. W teoriach sformalizowanyeh zasta-
piliémy jednak te czynno§é umyslowa przez mechaniczne stoso-
wanie regul wnioskowania. Teoretycznie rzecz biorac, mozna by
w nauce sformalizowane] dowodzié twierdzei zupelnie bezmyS$l-
nie, prébujac tylko stosowaé (na wszelkie mozliwe sposoby) re-
guly wnioskowania do aksjomatéw, twierdzen juz udowodnionych,
tautologii rachunku zdaf oraz pewnikéw: ekstensjonalnosci i de-

!} Aksjomatyczny system geometrii greckiej, ktdry (czeSciowo znieksztal-
cony) dotrwal do naszych czaséw, jest dzietem wielkiego matematyka greckiego
Fukdidesa (IV wiek przed Chr.). Jego Elementy sa dzielem tak dojrzalym,
7e trudno przypuszczaé, by Euklides nie mial poprzednikéw. Euklides
nie byl wiec bez watpienia twérca metody aksjomatycznej, lecz jej znakomitym
jak na owe czasy realizatorem.

Kio powzial pierwszy mysl aksjomatycznego ujecia geometrii, nie wiemy.
Jordan twierdzi, ze pomyst ten przypisaé nalezy Platonowi Por. Z. Jor-
dan, Platon odkrymca metody aksjomafycznej, Przeglad Filozoficzny, tom 40
(1937), str. 57 i nastepne. -
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fiﬁicyjnego; inne tautologie logiczne wypadlyby nam w wyniku

stosowania regul wnioskowania. Inaczej méwiac, dla kazdej teorii

sformalizowanej mozna wyobrazi¢ sobie maszyne, ktéra kolejno
wypisuje twierdzenia tej téorii 1 to tak, ze po dluzszym lub krét-
szym funkcjonowaniu wypisze kazde z géry dane twierdzenie.

Droga ta praktycznie nie daje sie zrealizowaé, przynajmniej
w chwili obecnej, gdyz dowody sformalizowane sa tak dlugie,
ze nie starczyloby zycia ludzkiego, by dojsé w ten sposéb do
twierdzen ciekawych. Tym nie mniej sama mozliwo§é takiego
zmechanizowania dowodéw jest faktem doniostym. Okazuje sie,
ze rola intuicji w dowodach twierdzeh (w teoriach sformalizowa-
nych) nie jest bynajmniej istotna: sprowadza si¢ ona do tego,
zeby wéréd chaosu wszelkich mozliwych krokéw dowodowych

znalezé takie ich nastepstwo, ktére wzglednie szybko doprowa- .

dzi do celu.

Nasuwa si¢ tu natychmiast pytanie, czy cala intuicyjna wiedza
matematyczna daje si¢ zamknaé w ramach jednej sformalizowanej

teorii. Do tego doniostego problemu powrécimy w Rozdzialach’

XIII i XIV. :

Na zakonczenie dodamy, ze w praktyce rzadko kiedy podaje
si¢ teorie matematyczne w postaci sformalizowanej, gdyz — jak
to juz nadmieniliSmy w Rozdziale VII, §6, str. 194 —  znany
obecnie rachunek logiczny jest bardzo nieporeczny. Byé moze,
w przyszlo$ci rachowaé bedziemy wyrazeniami logicznymi z ré6wna
tatwoScia, z jaka dzi§ rachujemy liczbami. Na razie zadowolié sie
musimy prowadzeniem dowodéw mniezupelnie sformalizowanych,
dbajae jednak o takie ich formulowanie, by w kazdej chwili
bylo widoczne, ze sformalizowanie jest mozliwe.

§ 3. Przyklady sformalizowanych teorii elementarnych.
Podane tu i w § 4 przyklady czeSciowo maja stuzyé za ilu-
stracje abstrakcyjnego opisu teorii, wylozonego w § 1, czeSciowo
za§ dostarcza nam materialu ilustracyjnego do wywodéw Roz-
dziatu XI. ‘ ‘

Opisujac teorie sformalizowana, ograniczymy sie do w;mie-
nienia jej stalych specyficznych oraz aksjomatéw. W teoriach
elementarnych nie bedziemy jednak wymieniaé stalych specyficz-

nych =i = ani aksjomatéw réwnosci, gdyz zalozyli§my raz na .

zawsze, ze nie bedziemy sie¢ zajmowali teoriami, w ktérych nie
wystepuja te stale albo te aksjomaty. '
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I. Elementarna teoria nieréwnoéeci?). Stalymi specy-
ficznymi tej teorii sa L i <<. Stala L ma typ (), t.zn. jest nazwa

zbioru; siala << ma typ (%% czyli jest nazwa pewnej relacji
dwuczlonowej. '

L nazywamy zbiorem liczb rzeczymistych.

Wzér x<<y czytamy: liczba rzeczymista x jest mniejsza od
liczby rzeczymistej y.

Za aksjomaty przyjmujemy zdania:
. [l (x<<x), 12, [Ligzerlx<y)-y<z) - (@x<2),
15, [leyerlx=y)+(x<y)+ <]
14, [leor Syer (x<<y), 15, [leer 2yer(y <),
16. [Teyer {(x<<y)»>2rerllx<2)-(z<y)]}.

I1, 12, i I3 — sa to prawa przeciwzwrotnoéci, przechodnio§ci
i spojnosci dla relacji <<. 14 i 15 stwierdzaja, ze zbiér liczb

- rzeczywistych nie jest ograniczony z géry ani z dolu, 16 za$

orzeka, ze relacja << porzadkuje zbiér liczb w typ gesty, czyli
taki, ze miedzy kazdymi dwiema licgbami lezy jeszcze co naj-
muniej jedna liczba. '

Wlasnoéci wymienione w aksjomatach charakteryzuja zreszta
w bardzo nieznacznym stopniu zbiér L jako zbiér liczb rzeczy-
wistych, w kazdym jednak razie twierdzenia, wyprowadzone
z tych aksjomatéw, pouczaja nas o niektérych wlasno§ciach
tego zbioru.

Zauwazmy, ze aksjomaty 11-16 stwierdzaja, ze liczby rzeczy-
wiste s indymwiduami (przedmiotami najnizszego typu), nie prze-
sadzaja jednak, czy précz liczb rzeczywistych nie ma jeszcze
innych indywidudw. Czasem jest dogodnie rozstrzygnaé w tym lub
innym kierunku kwestie istnienia takich indywiduéw. Mozna to
uczynié, przyjmujac za dodatkowy aksjomat np. zdanie []. (xeL),
orzekajace, ze kazde indywiduum jest liczba rzeczywista.

Spoérdd licznych twierdzen, jakie mozna wyprowadzié z aksjo-
maiéw 11-16 wymienimy nastepujace:

) Por. A. Tarski, Grundziige des Systemenkalkiils 1, Fundamenta Mathe-
maticae, tom 26 (1936), str. 290 i nastepne.

?) Wyrazenie x,yel za kwantyfikatorem rozumieé nalezy (jak w Rozdzia-
fach VI i VII} jako Lkonmiunkcje funkeji zdaniowyeh xeL i yeL. Podobnie
w innych wzorach.


pem


I7.
I8.

I9.

110.

I11.
112,

Aby zilustrowaé réznice,

icm
ROZDZIAL IX. Sformalizowane leorie matematyczne.

nxJeL )E( )]
[IstL (x=y)=[x<y)+@y<2]},

nu,u,...,meLerL _x<u)-(x<v)- e '(.X'<IU)J,
[To, e Dser [ x)-(0 <) ... - (< x)],
ny,z,..., ek {erL (Z\ x) ‘ (t< -X') .

(x<u)(x<<D) .. (k)] = (y<<u)-(y<<D)-...-(y<<m)-

(z<u){2-<<D) ..o (z<m0)-...-(t<<u)-(f D) - .-(t<m)}.

zachodzaca miedzy teorig elemen-

tarng a teoriami wyzszych rzeddw, zwréémy uwage na nastepu-
jaca okolicznoéé. Zdanie:

Jesli xel, yeL i x<<y, to istnieje meskonczeme roiele

takich zeL, ze x<<z i z<<y

nie daje si¢ wyrazié¢ tymi §rodkami logicznymi, kt6rymi rozpo-
rzadzamy w elementarnej teorii nieréwnoSci. Zdanie to moina
naplsac wzorem

Hx,ysL {(x<y) -

[HZGL[ZEXE(x<Z)-(Z\ y)]|-> (Ne(X)eNcind)]},

skad jest widoczne, ze do wyslowienia go uzyé musimy zmien-
nych typu ((*), takie bowiem zmienne figurowaly w definicji
zbioru Neind (por. Rozdzial VII, § 5, str. 183). Zdanie (4) daje sie
zatem napisaé¢ dopiero w teorii rzedu 3 1),

II. Elementarna teoria grup.

Stalymi specyficznymi

tej teorii (poza znakami réwnoéci i réznosci) sa L i o.

Stala L ma typ (%), jest wiec nazwa zbioru, kiéry w tej
teorii nazywamy grupa.

Stala ¢ ma typ (%%%), t. zn. Jest nazwa relacji tréjézlonowej.

Wzér o(x,y,2) czytamy: x jest rynikiem zlozenia y i, z.

'} Opierajac sie na réwnowaznosei

Ne(X)eNeind =17z {0e ¥ ITyx[Ye X » ¥4 1(x) 6 X] > X X},

mozna by obnizyé o jednosé rzad zmiennych, xvystqpuj@cy_ch w zdaniu (4).
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Czytelnik nie znajacy teorii grup moze przyjaé, ze zmienne
x,Y, ... przebiegaja zbi6r liczb rzeczywistych, i czytaé wzér o(x,y,z)
jako: x jest suma y i z.

Za aksjomaty przyjmujemy zdania:
1. [Ix,y,z,téx,[o(x,z,t)~
112. ”y,zELExeL O'.(-X', Y, Z)a

o(y.z.1) > (x=y)],
115, [lazer 2yer olxy.z),
11 4. Hx,yeL..}jZeLU(xz.lf:ZL
5. [legntuver [o(z1,0)-a(x,6,2)- oy, £,0) > o(x,3, 0],
116.  Yeero'(x,x,x).

Aksjomaty 11 i 112 stwierdzaja, ze relacja o jest dzialaniem

-okre§lonym i wykonalnym w zbiorze L (por. Rozdzial Vk §9,

str. 156). Aksjomat II5 stwierdza lacznoéé tego dziatania (por.
Rozdzial VI, § 9, str. {57). Aksjomaty I3 i II4 mozna by nazwaé
prawami wykonalnosci dziatai odwrotnych do o (por. Rozdzial VI,
§9, str. 158), byloby to jednak o tyle nieciste, ze w samych aksjo-
matach nie jest zalozona jednoznaczno§é ¢ wzgledem drugiego
ani trzeciego argumentu, wskutek czego na razie nie wiadomo, czy .
relacje 03,13 1 02,51, odwrotne do o, sg dzialaniami. Mozna jednak
wykazaé, ze z aksjomatéw 111, 112 i IT5 wynika jednoznaczno$é
relacji 02,15 1 02,51 (por. dalej str.241, éwiczenie 2); wtedy aksjo-
maty II3 i Il4 rzeczywiScie stwierdzaja wykonalno$é dzialan
odwrotnych do. 6. Aksjomat 116 stwierdza istnienie w zbiorze L
przedmiotu, ktéry nie reprodukuje sie¢ przy zlozeniu sam ze soba.
Z aksjomatéw 11 1-115 wyprowatzié mozna istnienie dokladnie jed-
nego takiego przedmiotu x, zwanego modulem grupy, ze o{x,x,x);
aksjomat II6 orzeka wige, 2e w grupie istnieje przynajmniej
jeden przedmiot rézny od jej modutu.

Ostatecznie widzimy, Ze elementarna teoria grup bada dzia-
fanie o, okreflone i wykonalne w pewnym zbiorze L o co naj-
mniej dwu elementach, faczne w tym zbiorze i posiadajace oby-
dwa dzialania odwrotne.

Podamy kilka twierdzen z teorii grup, szkicujac tylko dowody.

II?. }"ZfﬁLHZELU(ZJt5Z)'
Dowéd. Z 115 Wynika_
o(z,u,p)-0

(x,1,2) 0(u,t,u) = o(x,u,v),
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a wiec tez
Fo(z,u,0)-0(x,t,2)-0(u, t,u) > o(z,u,v)- o(x, u,v).
Powolujac si¢ na II{, otrzymujemy stad
Fo(z,u,0) 0(x,t,2)- o(u, t,u) > (z=x),
a wige na mocy aksjomatéw réwnosei
b o(z,u,0) 0(x,1,2) - o(u,t,u) > o(z, t, 2).
Dolaczajac w poprzedniku kwantyfikatory Xuer i ez,
otrzymamy po uwzglednieniu 114 i 112 |k o(u,t,u)— o(zt 2),

a wige po dolaczeniu w nastgpniku kwantyfikatora [],.z i doko-
naniu prostych przeksztalcen logicznych:

F2rero(uwt,w) = Dier[Loer o(z,t,2). *

Poprzednik odrywamy na mocy II3 i otrzymujemy twier-
dzenie 117.

Twierdzenie 117 stwierdza istnienie tak zwanego modulu
leroostronnego czyli elementu t, ktéry zlozony z dowolnym
mnym elementem z daje z powrotem element z.

W podobny sposéb dowodzi sie istnienia modutu prawo-
stronnego:

1I8. }"ZueL zeL G’(Z,Z, u).

Udowodnimy, ze kazdy modul levostronny jest rémwny kaz-

demu moduior_m' pramwostronnemu.:
9. +[lerlo(z.t,2) 0(z, z, W~ (t=wu).
Dowéd. Wystarczy zauwazyé, se
1oz ]o(z t,2)- 0(z,z,u)] > o(u, t,u)-o(t,1,u)
i zastosowaé aksjomat II1. | -

Wynika stad bezposrednio, ze istnieje dokladnie jeden modut
lewostronny i dokladnie jeden modut prawostronny oraz Ze sg
one rowne; wzorami napisa¢ mozemy ten wniosek jak nastepuje:

10, }—Z'ueLﬂzeL[a(z,u,Z)-a(z,z,u)]‘,
1111, }——HH,DGL{HZ-L[U(Z,LI,Z)'U(Z,Z,U-)]‘

[lzer [0(z,0,2)-0(z,2,0)] > (u=o)} .
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IIIl. Elementarna teoria grup przemiennych upor
rzgdkowanych. Stalymi specyficznymi tej teorii sg stale L, <<
i ¢, znane nam z teorii [ i 11,

Za aksjomaty przyjmujemy aksjomaty 11-I6 teorii muiej-
szoci, aksjomaty I11-116 teorii grup oraz Jeszcze dwa aksjomaty
dodatkowe:

III 1- nx,y,’zeL [U(xayaZ)EG(x:Z,y)L
X III 2. I.Yx.y,z,u,nsL [O'(-X‘,ys Z) ° O‘(U, D, Z)' (y << U)_)(x< u)]

II1 — jest to prawo przemiennoéci dla dzialania o, 1112 —
prawo (lewostronnej) monotonicznoéci dzialania ¢ wzgledem re-
lacji << (por. Rozdzial VI, § 9, str. 156 i 159). Prawostronna mono-
toniczno§é dziatania o wzgledem relacji < daje sie dowiesé
jako twierdzenie.

Teoria opisana w tym przykladzie pozwala ugruntowaé prawa
dotyczace dodawania liczb rzeczywistych, np. prawo dodawania
nier6wnosci:

(e y,z,tel)-(x<y)-(z<<t)-o(u,x,2)-0(0,y, 1) - (u<v)
i wiele innych ).

IV. Elementarna teoria liczb rzeczywistych 2.
W tej teorii wystepuja oméwione poprzednio stale specyficzne L,
<, 0, ponadto stala a typu (¥,%%) oraz dwie stale 0 i 1 typu =
Zbi6ér L nazywamy — podobnie jak w teorii | — zbiorem liczb
rzeczywistych. Wzér =(x,y,z) czytamy: x jest iloczynem y i z.
Nazywaé tez bedziemy 0 liczbg zero, a 1 — liczba jeden.

Przyjmujemy wszystkie aksjomaty teorii I, IL i III, a nadto
aksjomaty:

IVt Jleyeter[nlx, Z,'?f)-- a(y,zt) > x=y],

V2. [lyser 2xera(x,y,2),

V3. [lezer[(z=0) > Dyeralx, y,2)],

V4. [leyerlly+0)> Docrn(x, y,2)],

IV5. [lLiyztuver [ (2, u, v)-7(x, t,2) -7 (y, f,u) = x(x, y, v)],

1) Por. A. Tarski, O logice matematycznej i metodzie dedukcyjnej, Biblio-
teczka matematyczna Nr 3, 4 i 5, Warszawa-Lwéw, 1937, Rozdzialy VII i VIIL
%) Por. A. Tarski, tamze, Rozdzial X.
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o 6. [layeerlnle,y,2) =a(x,2,y)],
W7 [Temunerl0<2) n(u,x.2) 20, y,2)- (e <y) > (w<0)]
V8. [leyatuvwerlo(x. y,2) -w(u,v,x) 2 (t,0,y) 7(ro,0,2) >
- o(u, t,m)],
IV9.  0OelL,
W12 [eerolx,0,x),

IV10. 1tel, VAL 0<d,
Vi3, Hrsl«ﬁ(xa 1, .‘X')

Znaczenic tych aksjomatéw jest nastepujace: zgodnie z IV 1
iIV2 relacja z jest dzialaniem okreSlonym i wykonalnym w zbio-
rze L. Aksjomaty IV3 i 1V4 stwierdzaja wykonalnoéé dzialah
odwrotnych do = w zbiorze liczb réznych od 0, przy czym takie
pojmowanie tych aksjomaiéw siaje si¢ uzasadnione dopiero po
wyprowadzeniu (z aksjomatéow IV 1, IV2 i IV7) wniosku, Ze re-
lacje odwrotne do z sa dzialaniami w zbiorze liczb réinych od 0
(por. uwagi na str. 235). IV5 i IV6 — sa to prawa lacznoéci i prze-
miennoéci mnozenia. IV7 jest prawem monotonii dla mnozenia:
orzeka ono, Ze obie strony nieréwno$ci mozna pomnozy¢. przez
liczbe dodatnia. IV 8 jest prawem rozdzielnoéci mnozenia wzgle-
dem dodawania (por. Rozdzial VI, §9, str. 158). Aksjomaty IV 9,
IV10 i IV 11 orzekaja, ze 0 i 1 sa liczbami oraz, ze 0 jest mniej-
sze od 1. Aksjomat IV 12 stwierdza, ze 0 jest modulem dodawa-
nia, a aksjomat IV 13 — ze { jest modulem mnozenia.

Z aksjomatéw teorii IV wyprowadzi¢é mozna szereg twier-
dzeh dotyczacych liczb rzecz: wistych; w szczegdlnoSci teorig
réwnah pierwszego stopnia z jedna niewiadoma i, ogdlniej, teorig
n réwnan linlowych z n niewiadomymi dla n=2,3,.., '

Nie mozna natomiast w teorii [V ugruntowaé teorii réwnan
kwadratowych i réwnah stopni wyzszych, nie mozna tez zde-
finiowaé w niej pojecia liczby naturalnej, wymiernej i niewymier-
nej, ani tez rozwinaé teorii funkeji wykladniczej i logarytmicznej.
Racjonalny sposéb ugruntowania tych dzialéw matematyki polega
-nie na dalszym wzmacnianiu ukiadu aksjomatéw teorii IV, lecz na
wyposazeniu jej w mocniejsze §rodki logiczne, t. j. na przejéciu
od elementarnej do nieélementarnej teorii liczb rzeczywistych
(por. § 4, teoria VII, str. 242).

- Konczac przyklady natury arytmetycznej, poréwnajmy jeszcze
dwa poznane dotad sposoby budowania arytmetyki. Wiemy
z Rozdzialu VII (§5, str. 183), ze arytmetyke mozna zbudowaé
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jako fragment logiki, obecnie za§ poznalismy arytmetyke, pojeta
jako swoista teorie matematyczna sformalizowana. Z Rozdziatu VI
(§6, str. 140) wiemy, ze pojecie liczby rzeczywistej daje sie zdefi-
niowaé w samej logice, podobnie jak dzialania mnozenia i doda-
wania oraz relacja mmniejszo$ci. Prawa I1-IV 13 daja sie wéwezas
udowodnié, staja si¢ tautologiami logicznymi. Cata ta konstrukeja
wymaga jednak bardzo mocnych $rodkéw logicznych, a miano-
wicie uzycia zmiennych wysokiego typu, pewnika nieskoficzo-
noéci i innych pewnikéw logiki. W ujeciu za$ aksjomatyczﬁym
bogactwo Srodkéw logicznych redukuje sie do minimum: logika,
na ktérej si¢ opieramy, pokrywa sie z mozliwie najwezszym dzia-
tem logiki, mianowicie z wezszym rachunkiem funkeyjnym (por.
Rozdzial V1II, § 3, str. 217). Jak wspomnieliémy na str. 238, te
§rodki logiczne sa za slabe do ugruntowania wielu waznych dzia-
16w matematyki i musza byé wzmocnione; w kazdym jednak razie
sa one nawet po takim wzmocnieniu bez poréwnania ubozsze
niz $rodki logiczne, niezbedne dla wyprowadzenia arytmetyki
z logiki.

Z drugiej strony, arytmetyka pojeta jako odrebna teoria ma-

- tematyezna, traci w znacznym stopniu swéj aprioryczny charak-

ter, a twierdzenia jej — charakter zdaf analitycznych; aksjomaty
robig wrazenie uméw dowolnie przyjetych; nie rozumiemy wlas-
ciwie, jakim cudem arytmetyka znajduje zastosowanie w praktyce.

Podamy jeszcze dwa przyklady teorii geometrycznych.

V. Elementarna teoria relacji lezenia miedzy.
Stalymi specyficznymi tej teorii sa P i M. Stala P ma typ (),
a M — typ (%%, )

Zbiér P nazywamy zbiorem punktd, wzér zas M(x,y,z) czy-
tamy: punkt y lezy mwerongtrz odcinka o koricach x i z.

Przyjmujemy nastepujace aksjomaty?):

Vi [eyzer|Mix,y, 20> M(z,y, x)],

\‘? 2, Hx‘yep[(x# y) "‘>Zzel’ M(J“,Z,y)]:
V3. [leger[(x==1) > Drer Mix,y, 2)],

V4 H:;‘,y,ZEP[Z”(.’C,y, z) > (x = y)-(x =+ 2)],

') Por. M, Zacharias, Elementargeometrie der Ebene und des Raumes,
Berlin-Lipsk 1950, str. 20.
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V5. [lyeer{lx=y)- y+2) (x+2)- |
= [M(x,y, z)+ M(y,z x) + M(z, x, y)]},
V 6 Hx,y,zsl’ [M(x, y, Z) - Ml(y’ X, Z) : M’(x’ Z, y)J’

V 7. ”x,y,z,teP {M(x, y5t)M(x z, t) ->
= [M(x,2,y)+ (z=y)+ M(y,z D]},

| V 8. nx,yrz,teP {M(xa Y, t) [M(x° Z, y) +M(y’ z, t)] - M(x’ 2, t)}’
V. [leyater (M(x,y,2)- M(x,y,t) > [M(y. 1, z)—i—(t:z)—{—vM(y, z,1)]}.

Z tych pewnikéw wyprowadzié mozna twierdzenia dotyczace -

polozenia punktéw na linii prostej.

VI. Fragment geometrii rzutowej W tej teorii wyste-
puja dwie stale specyficzne: L typu (%%%) i P typu (¥). '

Wzér L(x,y,z) czytamy: punkty x,y iz lezg na tej samej
prostej, przy czym slowem punkt oznaczamy zaréwno punkty
wladciwe jak niewlaciwe.

P jest zbiorem punktéw.

Aksjomatami tej teorii s zdania ?):

VIt Yeyer(x+y),

V12 [Leyaer|L(x,y.2) > L(x,2,y)- Ly, 2. x)],

VI3. [leyerL(x,x,y),

VI4. [leyater(x*=y)-(z+x)-Liz, x,y)- L(t, z,x) > L(t,x, y)],
VI5. [Lyerix=y— ez +x)-(z y)-L(z, x,y)]},

VIé. | [eyer[x+y —* Dizep L(z,%,1)],

VI7. [leyztuer{L/(x,y,2)-L(t,y,2)-(t+y)-(t += 2)-

icm

Lu,x,2) (u=+ x)-(u =|=z)—é2,,,_,p[L(D, x,1)- Lo,y w]}. .

"

!Y) Zob, A. N. Whitehead, Axioms of projective geometry, Cambridge
Traets in Mathematics and Mathematical Physics, Nr 4, 1913, str. 7.

-

. peronik ciaglosei V).
N
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Sens aksjomatéw VI{-VI6 nie powinien budzié watpliwosci.
Sens bardziej zlozonego aksjomatu
VI 7 wyjaénia rys. 10. _

Z aksjomatéw VI1-VI7 mozna
wyprowadzié szereg wlasnoéci punk-
tow i prostych, lezacych na plasz-
czyznie rzutowej. Aby otrzymaé petny
system geometrii rzutowej, nalezy do-
daé do teorii VI jeszcze jedno pojecie
pierwotne typu (%#%#) (relacje prze-
dzielania sie par punktéw), scharakte-
ryzowaé je odpowiednimi aksjoma-
tami, a nadto — opuszczajac juz teren
teorii elementarnej — przyjaé t.zw.

¥A

Rys, 10.

\\CWICZENIA. 1. Podaé sformalizowane dowody twierdzed 17-112.

2. Udowodnié nastepujace twierdzenia elementarnej teorii grup:
b eyasello(xy. 8- olx, 2.0 - [y =2,
b Hyatel [0(x,y, z)-ole,y, ) > (z=1)].

3. Wykazaé, ze aksjomaty 112, II3, i II4 mozna zaétqpié 2daniem :°

Heyer Xotuellolz, xy)elxfLy)-ola, g, u)l.

4. Wykazaé, ze w teorii grup przemiennych zdanie

HeyzuomeLo(x,y, B 0zt u)- oy, u,v)-olx, v, w) > (z=w)]
jest twierdzeniem.

5. Ze zdania podanego w éwiezeniu 4 i z aksjomatu I 4 wyprowadzié zdania
IT4, M2, 113, 115, 116 i 1L 1 2.

6. Przedstawi¢ algebre Boole’a (Rozdzial IV, § 5. str. 103) w postaci teorii
sformalizowanej na wzér przykladéw oméwionych w § 3.

Wsk.: Przyjaé za pojecia pierwotne 0,1, K i relacje

&9.2) [x=y+z], (XG2[x=y2 (&Jx=y]

llosé pojeé pierwotnych moze byé zreszta zmniejszona.

!} Whitehead, tamze, sir. 30. )
*) A. Tarski, Ein Beilrag zur Axiomatik der Abelschen Gruppen, Funda-
menta Mathematicae, tom 30 (1938), str. 253-256.

A. Mostowski, Logika matematyezna. 16
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" § 4: Przyklady teorii nie~elementarnych. Podamy obecnie
kilka waznych przykladéw teorii nie-eclementarnych.

VII. Pelna teoria liczb rzeczywistych. Jest to teoria
rzedu 1, t.zn. Ze w jej wyrazeniach wyst¢puja zmienne typéw:

w0 (#), (%), (sm%),

Pojeciami pierwotnymi tej teorii sa: zbiér L, relacje <<, o i =
oraz przedmioty 0 i 1, znane nam z § 3 (teoria 1V, str. 257).

Za aksjomaty przyjete sa wszystkic aksjomaty teorii [V,
a nadto jeszcze jeden aksjomat nie-elementarny, zwany pemni-
kiem ciaglosci:

VIt Txren (B=+0)- (Y= 0V [ eex Tyer (x<<y)—
- ZzeLnxeXI‘I!/ﬁYl(x \/ Z) : (Z /~ y)”'

W tcorii VII mozna rozwinaé w szerokim zakresie analize
matematyczng. Przede wszystkim mozna zdefiniowaé zbiér liczb
naturalnych jako najmniejszy zbidr, ktéry zawiera elementy 01 I
oraz ma t¢ wlasno$é, ze wraz z kazdymi dwoma elementami
y i z zawiera taki element x, ze o(x,y,2z). Moina tez zdefinio-
waé zbiér liczb wymiernych i wykazaé istnienie liczb niewymier-
nych. Definicje té mozna by zresztg sformutowaé, nie przyjmujac
pewnika ciagloéci VII 1, z pewnika tego korzystamy jednak juz
w dowodach najbardziej podstawowych wlasnoéci liczb natural-
nych i wymiernych (np. przy dowodzie t. zw. pewnika Archi-
‘medesa).

Aksjomat ciagloéci VII1 pozwala udowodnié istnienie loga-
rytmu dowolnej liczby dodatniej, dzigki czemu mozna rozwinaé
w tej teoril réwniez caly teorie funkcji wykladniczej i logaryt-
micznej. : :

Rozporzadzajac zmiennymi typu (%,%), mozemy dalej rozwinaé
teori¢ ciagéw, szeregbw, granic, a takze rachunek rézmiczkowy
i calkowy jednej i wielu zmiennych. Réwniez nie sprawiloby
trudno$ci zdefiniowanie liczb zespolonych i wyprowadzenie za-

sadniczych twierdzef z teorii funkeji analitycznych. Oczywiscie, .

dowéd nieprzeliczalnoéci zbioru liczb rzeczywistych daje sie takze
napisaé i przeprowadzié w tej teorii. ,
Teorie VII mozna by wiec nazwaé teoriag analizy kla-
sycznej. Jednak dla wyslowienia niektérych twierdzed wyz-
szyeh dzialéw analizy, w ktérych mowa o rodzinach funkeji (jak
np. w rachunku wariacyjnym) dogodnie byloby wyposazyé teorig

icm
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VII jeszcze w zmienne rzedu 2, mimo iz wiekszo§¢ problembw
klasycznych databy sie —w doéé co prawda sztuczny sposébh —
wyslowié przy wylacznym uzyeciu zmiennych rzedu 01 1.

Réwniez liczne dziaty teorii mnogo$ci daja sie sformalizowaé
w teorii VII, np. teoria funkcji Baire’owskich
wych (w przestrzeniach euklidesowych) i t. d. :

Uéwiadomienie sobie bogactwa pojeé, dajacych sie zdefinio-
wac w teorii V1, jest rzecza pouczajaca: widzimy, jak niezmiernie
ubogi jest system logiczny, wystarczajacy do ugruntowania nie- -
mal calej matematyki, i jak mala czastka nieskoriczonej
typow logicznych jest do tego celu potrzebna.

VII.I. Aksjomatyczna teoria liczb naturalnych.
Poclqlnue jak teoria VIL, jest io teoria rzedu 1. Pojeciami pierwot-
nymi sg: zbiér liczb L, liczba 0 i relacja dwucztonowa N. Symbol L
jest wiec stalg typu (%), symbol 0 — stala typu *, a symbol N —
stala typu (,%). )

Wzér N(x,y) czytamy: y jest nastepnikiem x. .

_ Alfsjomaty tej teorii s3 nam znane z Rozdzialu VII (§5, str. 183);
uzywajac symboli, mozemy je napisaé w nastepujacej postaci:

, zbloréw rzuio-

hierarchii

VIILL.  [[eer N(x,0),

VIIT2. 0¢L,

VI3, [leer Xyer Nix,y),

VT4 [Legrer [N, y)- Nix, 2) - (y=2)],

VLS. [Topmer [N, ) Niz,2) > (=2,

VIIG6.  [Txcsl0eX)-TTayerl(weX) Nix, 5) > (yeX) > [Teen (e X

Aksjomat VIII1 orzeka, ze 0 nie jest nastepnikiem zadnej
liczby, a aksjomat VIII 2, ze O jest liczba. Aksjomat VIII3 stwier-
dza, ze kazda liczba ma co najmniej jeden nastepnik, aksjomat za$
VIII4 — ze kazda liczba ma co najwyzej jeden nastepnik. Aksjo-
mat VIII5 orzeka, ze z réwnoéci nastepnikéw dwu liczb wynika
réwnoéé samych liczh. Wreszcie, VIII6 jest pewnikiem indukcji.

Pewna réznica zachodzaca miedzy ukladem aksjomatéw
VII1-VIII6 a ukladem podanym w Rozdziale VII (§5, str.183)
tlu.rylagzy 'sig innym doborem pojeé pierwotnych (relacja N zamiast
pojecia nastepnika). ‘ -

16*
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Fakt, ze teoria VIII nie jest elementarna, znajduje swdj wy-
raz w aksjomacie VIII6, w kiérym fguruje zmienna typu (%),
Réwniez w bardzo wielu twierdzeniach tej teorii 1ich dowodach
musza figurowaé zmienne rzedu 1, np. w wystowieniu i dowodzie
twierdzenia o istnieniu najmniejszej relacji tréjezionowej o, jedno-
znacznej wzgledem pierwszego argumentu i ponadto takiej, ze
dla dowolnych x,y,u,v,wel. jest:

a{y,y,0), N(x,y) o(u,v,x)- N, m) > o(m,n,y).

Relacja ¢ o tych wlasnoéciach odpowiada dzialaniu dodawa-
nia liezb. :

Podobnie, wprowadzenic pojeé iloczynu i potegi nie byloby
mozliwe bez uzycia zmiennych rzedu 1. Sposéb, w jaki te poje-
cia mozna zdefiniowaé, poznaliémy w Rozdziale V11, § 6.

Wyposazajac teori¢ VII[ w zmienne jeszcze wyzszych rze-
déw, mozna okreslié liczby calkowite, wymierne i rzeczywiste
jako klasy abstrakcji pewnych relacji réwnowaznoéci (por. Roz-
dzial VI, § 6, przyklady 1, 2 i 3, str. 138-140).

Jest to t. zw. metoda genetyczna wprowadzania liczb rzeczy-
wistych. ‘

Jak widzimy, metoda ta wymaga znacznie silniejszych $rod-
kéw logicznych, niz scharakieryzowanie pojecia liczby rzecay-
wistej bezpoérednio na drodze aksjomatycznej.

IX. Aksjomatyczna teoria mnogoéci. Teoria ta, kidra
powstala po odkryciu antynomii w intuicyjnej teorii mmogosci
i ktéra miata w my$l intencji swych twércow !) zastapié te intui-
cyjng teorig, zajmuje si¢ badaniem pewnych przedmiotéw, nazy-
wanych zbiorami, oraz pewnych relacji miedzy nimi.

Poniewaz jednak uzywaliSmy poprzednio stowa zbidr w in-
nym znaczeniu (mianowicie jako synonimu slowa mwlasnoéé), wiec
dla uniknigcia nieporozumienn uzywaé bedziemy nazwy mnogosé
dla przedmiotéw, badanych w aksjomatycznej teorii mnogosci.

Pojeciami pierwotnymi sa: zbiér (wlasnosé) P, zhiér (wlas-
no$é) M 1 relacja dwuczlonowa E.

Wzér xeP czytamy: x jest przedmiotem (ktéry w szczegélnym
wypadku moze tez byé mnogoécia). Wzér xeM albo M (x) ezytamy:

') Pierwszy system aksjomatéw teorii mnogosci podal matematyk niemiecki
E. Zermelo w pracy Unfersiuchungen iiber die Grundlagen der Mengenlehre, I,
Mathematische Annalen, tom 65 (1908), str. 261 -281.

(5 4] Przyklady teorii nie-elementarnych. 245

x jest mnogoscia, wzor za§ E(x,y) czytamy: x jesi elementem
mnogosci y.
Za aksjomaty przyjmujemy nastepujace zdania:

IX 1. [[:[M(x)-> xeP),
X2 [Lw[E@x,y) - My)-(xeP)],
IX3. [Lsyer (M) M(y)-[]oer|Elz,x) = E(z, y)] > (x =),
Xt [Teyer Zer (M@)o (Elt, )=t =)+t =p)])),
X5 [Leer Zyer (M) [Ter (E(zy) =10 [z, 8)-E(t 2]},
X6, [leerZyer(M@)-TTrer (B y) =] L1p [Elt,2) > E(t, 2]}
X7 S(M@)-[], M) [ [ Ezy) - E@y, =)

Nyaerl[TIE W D=t =y)] [Ely, #] > E(z, %))
IX8. [Tre (M) > 3, (M) T], 1Bz ) = B, 9)-(zeX]), -
X 9. Eﬁ((Rei-(ils)-[]x{M(x)-EuE(uax) —»_)jy[ny-E(y,x)]})-

Pewnik 1X 1 stwierdza, Zze kazda mnogoéé jest przedmiotem,
pewnik IX 2 — ze przeciwdziedzina relacji E utworzona jest
z, mnogosci (jeéli przedmiot ma jakikolwick element, to musi byé
mnogoscia), a dziedzina — z przedmiotéw. Aksjomat 1X 3 stwierdza,
ze dwie mnogofci o wszystkich elementach wspdlnych musza
byé identyczne (aksjomat okreslonosici). Aksjomat I1X 4 orzeka,
ze dla dowolnych dwu przedmiotéw x i y istnicje mnogoéé z,
ktérej elementami sa tylko przedmioty x i y (aksjomat troorze-
nia par). Tre§é aksjomatu IX5 jest nastepujgca: dla kazdego
przedmiotu x istnieje mnogo$é y, ktérej elementami sa te i tylko
te przedmioty z, ktére sa elementami mnogo$ci nalezacych do
przedmiotu x jako jego elementy (pewnik froorzenia sum). Aksjo-
mat 1X 6 stwierdza, ze dla kazdego przedmiotu x istnieje mmno-
g05¢ y, ktérej elementami sa wszystkie podmnogosci przed-
miotu x (przy czym z jest podmnogoicia przedmiotu x, Jesli
kazdy element przedmiotu z jest elementem przedmiotu x). Pew-
nik IX6 nazywamy pewnikiem froorzenia mnogodci potegomwej.
Aksjomat IX 7 nosi nazwe peronika nieskoriczonosci: istnieje mno-
go§é x, ktéra posiada jako element mnogo$é pusta (nie posiada-
jaca, elementéw) i ktéra ma przy tym t¢ wlasnosé, ze wraz z kaz-
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dym. swoim elementem y posiada tez jako element mnogosé z,
ktérej jedynym elementem jest y. ‘

Dwa pozostale pewniki nie sa juz elementarne: zawieraja one
zmienne rz¢du (. Pewnik myrézniania 1X 8 orzeka, ze jesli x Jest
mnogoscia, a X dowolng wlasnoécia, to istnieje mnogo$é y, ktérej
elementami sa te spoéréd. elementéw - mnogoci x, kidre maja
wlasnosé X. Mnogo$é y powstaje wice z mnogo$ci x przez my-

roznienie sposréd jej elementéw tych, ktére maja wlasnogé X

Ostatni pewnik 1X9 jest pewna mocna forma stynnego w ha-
daniach podstaw matematyki perwnika myboru. W przyjetym tu
sformulowaniu orzeka on, ze istnieje funkcja, ktéra kazdej mmo-
goSci, posiadajacej w ogéle eclementy, przyporzadkowuje jeden
z tych elemenidw, :

Podany tu uklad aksjomatéw odpowiada w przyblizeniu pier-
wotnemu ukfadowi, jaki podal Zermelo w pracy cytowanej na
str. 244. Uktad ten byl wielokrotnie uzupelniany i przeksztalcany;
przeksztalcenia te szty m. in. w kicrunku wyeliminowania zmien-
nych rzedu 1, t j. uczynienia aksjomatycznej teorii mnogo$ei
‘teorig elementarna Y).

Intuicyjue znaczenie pojeé: przedmiot i mnogo$é nie jest tak
jasne jak intuicyjne znaczenie pojeé pierwotnych w teoriach

I-VIIL. Nie mozemy tu wyjasniaé ich szezegGlowo, lecz ograni-

czymy si¢ tylko do nastepujacej uwagi.

Przedmioty, nie bedace mnogosciami, graja w aksjomatycznej
teorii mnogosci role podobna do tej, jaka w pelnym systemie
prostej teorii typéw graja indywidua czyli clementy zbioru I.
Sg to wiec najprostsze cegietki, z ktérych zbudowane §g mno-
gosci. Budujac mnogosei z innych mnogoéci i z przedmiotéw, nie
bedacych mnogo§eiami, nie musimy przy tym przestrzegaé zasady
czystoSci typéw. Elementami jednej i tej samej mnogosci moga
!)yé.zaréwuo przedmioty, ktére same nie sa mnogoéciami, jak
1 najrozmaitsze mnogo$ci.

Aksjomatyczna teoria mnogosci jest — podobnie jak pelny
system prostej teorii typéw (Rozdzial VIII, § 5) — jedna z proéb
uchronienia matematyki od antynomii.

') Mozna to osiagnaé, modyfikujac uklad pojeé pierwotnych. Por. P. Ber-
nays, 4 system of axiomatic set- theory, The Journal of Symbolic Logic, tom 2
(1937}, str. 65-77, tom 6 (1941), sir. 1-17, tom 7 (1942}, str. 65-89 i 133-145, tom 8
{1943), sir. 89-106. W pracy tej podana Jjest obszerna literatura. )

icm
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Na terenie aksjomatycznej teorii mnogoséci udowodnié mozna
wszystkie niemal twierdzenia intuicyjnej teorii mnogosci i to nieraz
w postaci bardziej zadowalajacej niz to byto mozliwe na terenie pel-
nego systemu prostej teorii typéw, gdyz w aksjomatycznej teorii
mnogo$ci nie wystepuje zjawisko syslematycznej wieloznaczno§ei.
Jednoczeénie aksjomatyczna teoria mnogosei wydaje sie wolna od
sprzecznoéci, gdyz zadne z rozumowan, ktére w intuicyjnej teorii
mnogo$ci prowadzito do antynomii, nie daje sie przenie§é na teren
teorii zaksjomatyzowanej. Np. aby méc powtérzyé w tej teorii
rozumowanie, prowadzace do antynomii Russell'a (por. Roz-
dziat VIII,"§ 2, str. 209) nalezaloby z aksjomatéw IX1-1IX9 wy-
prowadzié twierdzenie

(1) Exel’ {M(.x) '[IJIEP [E(y, x)=E(y,y)-My)l}

(istnieje mnogosé, kiirej elementami sg te i tylko te miuogosci,
kidre nie sq swoimi mwlasnymi elementami). Ot6z twierdzenia tego
nie umiemy wyprowadzié z aksjomatéw 1X1-1X9; potrafimy
tylko wyprowadzié z tych aksjomatéw negacje twicrdzenia (1?),
co oczywiScie przemawia za tym, ze antynomii.Russell’n nie
mozna zrekonstruowaé w rozwazanym tu systemie.
Zupelnie podobnic ma si¢ sprawa z innymi antynomiami, zna-
nymi nam z Rozdzialu VIII. o
X. Teoria przestrzeni topologicznych. Jest to teoria
rzedu 1. Pojeciami pierwotnymi sa: zbiér P typu (¥), zwany prze-
strzenia, i relacja dwuczlonowa D typu ((#), (¥))
Wzor D(X,Y) czytamy: Y jest zamknieciem zbioru X.
Aksjomaty sg nastepujace:

X1, [lxer 2rer DX, D),

X2 [lxrzer|DX.Y)-D(X,Z) > Y=17],

X3, [lirzer|D(X,Y)- DY, 2)» Y=12],

X4 [lxrzrer[DIX,Y)-D(Z,T)>DX+2, Y+T),
N5 [lxyer DX Y) > XYL

Xo6. D(0,0), '

X7. D(P,P).
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Aksjomaty X1 i X2 orzekaja, ze kazdy zbior XC P ‘ma do-
kiadnie jedno zamkniecie. Oznaczajac zamknigcie zbioru X przez X
(zgodnie ze znakowaniem przyjetym w literaturze matematycznej)
mozemy pewniki X3-X7 napisaé w postaci wzoréw:

X=X, X¥7Z=%+7Z XcX

0 jest tu zbiorem pustym.

E

0=0, P=P

W sformulowaniu aksjomatéw nie uzyliémy dogodnego Sym-

bolu X na oznaczenie zamkniecia zbioru X, gdyz — jak zazna-
czyliSmy na str. 228 — unikamy wprowadzania symboli, stuzgcych
do oznaczania wartoéci funkcji.

Na podstawie aksjomatéw X1-X7 mozna rozwinaé ogdlng
teori¢ przestrzeni topologicznych ),

CWICZENIA. 1.2) Udowodnié, ze uklad aksjomaiéw VIII1-VIII6 jest

réwnowazny ukladowi, skladajacemu sie ze zdan VIII2, VIII3, VIII4 oraz zdan
nastepujacych. :

(a) [ee[x=0~ 3, Ny, )],

b [Trrer{ZetweX) - [1,[ye¥=3, x Nix.p)] (X)),
2. Wykazaé, ze aksjomat (b) mozna zastapi¢ zdaniem

fe) xc{YeweX) = 3, ox [T erNw.x) > e X1} 9.

) Aksjomaty X 1-X7 (w nieco innym sformulowaniuj podal K. Kura-
towski w pracy Sur I'opération 4 d’Analysis Situs, Fundamenta Mathematicae,
tom 3 (1922), str. 182-199. Por. tez dzielo tegoz autora Topologie I, Monografic
Matematyczne, tom 3, Warszawa - Lwéw 1933, str. 15.

*) Cwiczenie to zakomunikowal mi prof. A. Bielecki.
’} Por. Shianghaw Wang, A system of completely independent axioms

for the sequence of natural numbers, The Journal of Symbolic Logic, tom 8
(1943), str. 41-44.
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ROZDZIAL X
DEFINICJE

§ 1. Regula definiowania. Matematyk, rozwijajacy jakakol-
wiek teori¢, wprowadza zazwyczaj krétkie i przejrzyste symbole
dla oznaczenia pojeé (dowolnego typu logicznego), ktére badz
powtarzaja si¢ czesto w rozumowaniach, badz sa specjalnie cie-
kawe i maja byé poddane dokladniejszemu zbadaniu.- Rozpa-
trzymy tutaj proces wprowadzania takich nowych symboli na
gruncie teorii sformalizowane;j. :

Zaréwno zdrowy rozsadek jak wzgledy formalue, o ktorych
wspomnimy dalej (p. str. 255-256), nakazuja pewna ostroznosé
przy wprowadzaniu nowych symboli do teorii. Przede wszystkim
Jest zrozumiale, ze wtedy tylko moina uzywaé symbolu, ozna-
czajacego jakikolwiek przedmiot (dowolnego typu logicznego),
gdy wiemy, ze przedmiot ten istnieje?). Ponadto nie nalezy nigdy
oznacza¢ tym samym symbolem dwu lub wigcej réznych przed-
miotéw. '

Zauwazmy dalej, ze wprowadzajac nowy symbol, wzboga-
camy list¢ statych specyficznych. Powickszajac jednak iloé
stalych specyficznych, musimy jednocze$nie zmieni¢ odpowiednio

') Powstaje tu od razu pytanie, kiedy mamy prawo twierdzié o jakims
tworze matematyeznym, ze istnicje. To zasadnicze zagadnienie filozofii mate-
matyki bylo przedmiotem wielu dyskusji, kiére doprowadzily do powstania
kilku odrebnych pogladéw filozoficznych na podstawy matematyki. Poglady te
zreferowane s np. w ksigzce: A. Fraenkel, Einleitung in die Mengenlehre,
wyd. 3-e, Berlin 1928.

Wybér tego czy innego stanowiska filozoficznego odbija sie na wyborze
aksjomatéw. i regul wnioskowania, czyli na sposobie formalizowania teorii.
Z chwilg jednak, gdy rozumuje si¢ w teorii juz sformalizowanej, filozoficzne
zagadnienie istnienia przestaje graé jakakolwiek role. W teorii sformalizowanej
istnienie przedmiotéw, spelniajacych funkcje zdaniowa &(x), znaczy tylko tyle,
ze zdanie Xy &(x) jest twierdzeniem tej feorii,


pem


250 ROZDZIAL, X. Delinicje.

aksjomatyke (up. zwiekszajac ilo§¢ aksjomatéw), gdyz w prze-
ciwnym razie nowa stala specyficzna nie bylaby niczym scha-
rakteryzowana (por. Rozdzial [X, § {, str. 224-225),

Wychodzac z tych przestanek, sformulujemy jak nastepuje
regule definiowania, umozliwiajaca wprowadzanic nowych sta-
tych specyficznych do teorii sformalizowanej:

Regula definiomania. Je$li @(x) jest funkcja zdaniowsg
o jednej zmiennej wolnej x (domwolnego typu c), takq ze

(1 b 2 @),
2) . Iy [o@)-oy) - (x=y)] "),

to mwolno przyja¢ za nomwsg stalg specyficzng typu ¢ symbol 2,
rézny od mwszystkich dotychczas uzyrwanych r teorii, przy czym
jednoczednie przyjmujemy zdanie

(3) o(2)
za norwy aksjomat.

To, ze stosujemy regule definiowania, zapisujemy krotko
wzorem

(4) A 1x) D) 2),

ktory czytamy: 2 jest na mocy definicji tym x, dla ktorego za-
chodzi ®(x).

Wzér (4) nazywamy rdronoécia, definicyjna.

Symbol 2, wystepujacy po lewej stronie réwnodci definicyj-
nej, nosi nazwe definiendum (czyli tego, co ma byé okreslone).
wyrazenie za§, stojace po prawej] stronie, nazywa si¢ definiens
(czyli okreslajace). .

Regufa definiowania pozwala nam przyjmowaé réwnosei de-
finicyjne tylko dla takich funkcji zdaniowych, dla ktérych za-
chodza wzory (1) i (2). Takie funkcje zdaniowe bedziemy krotko
nazywali jednostkoroymi.

!} Symbolem @{y} oznaczamy tu, oczywicie, funkcje zdaniowa, powsta-
jaca z @(x) przez podstawienie zmiennej y zamiast zmiennej x, przy czym
zakladamy. ze podstawienie to jest wykonalne w my$l reguly podsiawiania
{Rozdzial 111, §3, str. 53, regula 2). -

) Uzycie w tym sensie odwrdconej litery gréckiej ¢ (jufa) pochodzi od

Peano: Zob. G. Peano, Formulaire de Mathémaltiques, tom 3, Turyn 1901,
str. 31. : . ‘

icm
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=

Funkcja zdaniowa jest wiec jednostkowa, jesli aksjomaty
i reguly wnioskowania, przyjete w teorii, pozwalaja dowiesé,
ze istnieje dokladnie jeden przedmiot spelniajacy te funkeje
zdaniowa. \ '

Prace poSwigcone metodologii matematyki rzadko kiedy zaj-
mujg si¢ dokladnic regula definiowania, ograniczajac sie zazwy-
czaj do krétkiej wzmianki, ze — dla skrécenia wzoréw — dlugi
definiens zastepujemy krétkim definiendum i ze moina by tego
uniknaé, gdyby$my si¢ zdecydowali na pisanie diugich wzoréw.
Taki poglad na rolg definicji nie jest jednak uzasadniony,
zwlaszcza w odniesieniu do teorii sformalizowanych, w ktérych
nie powinno byé zadnych watpliwo$ci co do tego, jakimi wyra-
zeniami wolno w nich operowaé i na jakiej zasadzie uznaje sie
w nich pewne wyrazenia za twierdzenia. Regula definiowania nie
rézni si¢ zasadniczo od innych regul dowodzenia, kiére znamy.
z Rozdzialu 111 (§ 3): tak jak i tamte reguly pozwala ona uznawaé
pewne zdania za prawdziwe (i jest rownie jak one oczywista).

‘Nie ma wiec powodu, by traktowaé regule defliniowsnia inaczej.

niz pozostale reguty 1).

Udowodnimy teraz nastepujace

Twierdzenie. Jedli funkcja zdanioma ®(x) jest jednostkoma,
to w teorii, o ktérej przyjeta jest definicja

(5) _ L=z (1) D(xc),
romwnomaznodci
(6) [1:[0@) > PR]=¥@A) i

sa troterdzeniami dla kazdej funkcji zdaniorvej ¥{x), zamwierajacej
zmienng x jako zmienng rolnag 2).

P(2) =5 [D(x) V).

1) Jak w wielu innych dziatach logiki, tak i tu Frege pierwszy scharakte-
ryzowal nalezycie role, jaka graja definicje. Oto co pisze on w Grundlagen
der Arithmetik na str. 78: ,Definicja przedmiotu jako taka nie méwi o nim
wlasciwie nic, tylko ustala znaczenie znaku. Gdy jednak zostalo to juz doko-
nane, definicja zamienia si¢ w sad dotyczacy przedmiotu; nie okredla go juz
ona, lecz stoi w réwnym rzedzie z innymi o nim wypowiedziami®.

Potrzebe dokladnego sformutowania reguly definiowania podkreélal dobitnie
Lesniewski; podat on $ciste sformulowanie tej reguly w odniesieniu do
stworzonych przez siebie systeméw logiki (por. prace Leéniewskiego cyto-
‘wang na str. 214), ;

%) W(x) moze zawieraé i inne zmienne wolne, rézne od zmiennej x.
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Dowéd. Z tautologii logicznej - [[. [@(x) gl’(x)]-@(l)% Y(A)

olrzymujemy
o) > {[1:[0(x) - ¥)] > PO},

Poniewaz za$§ zgodnie z (5) i regula definiowania wyrazenie
®(%) jest twierdzeniem, wige stosujac operacje odrywania, otrzy-
mamy
) 11 [o(x) - ‘F'(x)'] = ¥(4).

Z tautologii + @(2)~>[¥(@)—> @(1)-¥(4)] otrzymujemy przez
oderwanie poprzednika '

W)~ &4) ¥(4), '
a stad na mocy tautologii logicznej F ®(3)- W(3) -2« [@(x) - P(x)|
- wynika
®) W) - 2 [0() V()]
Zauwazy na koniec, ze z zalozenia, iz funkcja zdaniowa
O(x) jest jednostkowa, wynika
Ho(x)-@(y) > (x=y),
skad
F 0(x)- 0(y)- ¥(y) > (x=y)- ¥(y).
Poniewaz za§ zgodnie z prawem ckstensjonalnosci
Fx=y) ¥(y) > P(x),
wige wnosimy, ze
b @(x)- D(y)- Py) > ¥(x). _
Przez proste przeksztalcenie logiczne otrzymujemy stad dalej
Fo(y) P(y) - [0(x) > ¥P(x)],
po czym dofaczamy kwantyfikator duzy w nastepniku, a maty
w poprzedniku. Zmieniajac jeszcze zmienna zwiazana y na
zmienng zwigzana x, otrzymujemy
o 20 (@) W] > []:[0(x) > W)
Réwnowaznosci (6) wynikaja od razu z (7), (8) i (9).
Udowodnione w ten sposéh twierdzenie stosowaé mozemy

w dwu kierunkach,

icm
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Po pierwsze, mozemy dzicki temu twierdzeniu skracaé wZzZory
logiczne, wprowadzajac odpowiednie definicje. Wyrazenie ¥(2)
jest zwykle krétsze, niz kazde z wyrazen

[Ie[o(x) > ¥@],  Xe[o@)- 2o,

a wszystkie trzy wyrazenia sa réwnowazne.

Po drugie, mozemy stosowaé réwnowaznoéci (6) do elimino-
wania symbolu zdefiniowanego. Réwnowaznosci te pokazuja
howiem, ze kazde myrazenie, 1w ktérym mwystepuje stala zdefinio-
mwana, jest réronomaine peronym mwyrazeniom, 1 ktérych stala ta
nie wysiepuje. '

§ 2. Przyklady definicji. 1. W elementarnej teorii grup
(Rozdzial 1X, § 3, str. 236, teoria II) udowodniliSmy, ze funkcja
zdaniowa [[zc1[0(z,x,2) 0(2,2,%)] jest jednostkowa. Mozemy zatem
wprowadzié definicje .

' e 7 (1) {(xeL)-[ e [0(z, x,2) 6 (2,2, 2)]}.

Zdania [[;c1[o(z,e,2)] i [l.e1][o(z 2z €)] sa wiec twierdzeniami;
e nazywa si¢ modulem grupy. '

9. W pelnej teorii liczb rzeczywistych (Rozdzial IX, § 4,
str. 242, teoria VII) mozna udowodnié, ze funkcja zdaniowa &(X)
okreSlona w nastepujacy sposéb jest jednostkowa:

0eX) [leyerlxeX-o(y,x,1)>yeX]-
Jlr{0eY) - [layer[xeY -o(y,x1)»yeY] > XCY):

®(X) orzeka oczywiécie, ze X jest najmniejszym zbiorem, .
ktéry zawiera 0 i ma te¢ wlasnoéé, ze wraz z kazdym swym
elementem x zawiera tez sume x i 1.

Wobec jednostkowoSci funkcji zdaniowej @(X) wprowadzié
mozemy definicje

Na—ft(7X)(D(X).

N nazywamy zbiorem liczb naturalnych.
Podobnie moina wykazaé, ze funkcja zdaniowa P(X), okre-
§lona jako

[Le{xeX=2 zer[(yeN)-(zeN)-(z+ 0)-a(y, x,2)]},
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jest jednostkowa. Definicja

Wrd-;:(?X) P(X)

okre§la zbidr liczb oymiernych.
5. Ostatni przyktad definicji mozna uogélnié jak nastepuje.
Niech ¥(x) bedzie funkcja zdaniowa o jednej zmiennej wol-
nej x typu c. Zalézmy, ze w rozpatrywanej teorii wystepuja
zmienne typu (¢); niech np. X i Y beda takimi zmiennymi.
Funkcja zdaniowa

[l [xeX=%¥(x)|
jest wowezas jednostkowa. Istotnie, zdanie Dl [xeX = w(x)]
jest twierdzeniem na mocy pewnika definicyjnego, zdanic za$
[LixeX=%x)][]:[xeY=V(x)]>X=Y

jest rowniez twierdzeniem z uwagi na to, ze réwno§¢ miedzy
zbiorami pojmujemy jako réwnos$é zakresowsq (por. Rozdzial IX,
§ 1, str. 220).

W my$l reguly definiowania mozemy wigc przyjaé definicje

2= (X) [1:[xeX=¥(x)].

Zbiér 2 oznaczaliémy w poprzednich rozdzialach symbolem

(@) [#(x)].

W podobny sposéb dowodzi si¢, ze dla kazdej funkeji zda- -

niowej ¥(x,y) o dwu zmiennych wolnych, ktérych typy sa rzedu
nizszego niz rzad teorii, mozna przyjaé definicje
0= (R) [[sy[*Ry=¥(x, y)].
Zamiast symbolu ¢ uzywaliémy w poprzednich rozdziatach
symbolu (£,9)[P(x,y)]. -

4. W arytmetyce liczb naturalnych (Rozdzial IX, § 4, str. 243,
teoria VIII) mozna udowodnié, ze nastepujaca funkecja zda-
niowa @(U): .

(U jest jednoznaczne mwzgledem piermszego argumentu)-
Jleer Ux,2,0) [y zuoer[U (x5, y, 2)- N(xe,u)- N(z,0) - U(u, y. v)]

(10)

jest jednostkowa. Definicja

U?f(gv) o(U) :

icm
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okresla relacje tréjezlonowsy o, ktéra zachodzi miedzy liczbami
x,y iz wiedy i tylko wiedy, gdy x jest suma y i z
Rozpatrzmy w zwiazku z tym przyktadem, jak z punkiu
widzenia oméwionych dotychezas regut definiowania przedstawia
si¢ poprawno$é¢ tak zwanych definicji indukeyjnych, ktére roz-
patrywaliSmy w Rozdziale VII, §6. Réwnosci (30), podane tam
na str. 187, po zwigzaniu zmiennych ¥ i ¥ kwantyfikatorami
ogélnymi staja si¢ funkcja zdaniowa o jednej zmiennej wolnej,
przebiegajacej zbior relacji tréjczionowych jednoznacznych wzgle-
dem picrwszego argumentu. Aby méc wprowadzié definicje, w kt6-
rej ta funkcja zdaniowa gra role definiensu, trzeba najpierw wy-
kazad, Ze jest ona funkcja zdaniows jednostkowa. Inaczej méwiac,
zanim przyjmiemy definicje¢, musimy dowieéé, ze istnieje doklad-
nie jedna relacja tréjezionowa jednoznaczna (wzgledem pierwszego .
argumentu), spelniajaca dla dowolnych X i ¥ wazory (30). Taki

-tez byl w zasadzie sens dowodéw tam podanych. Dowéd, ze

funkeja zdaniowa (10) jest jednostkowa, przebiega w sposcb
zblizony do nich.

5. W teorii przestrzeni topologicznych (Rozdzial 1X, § 4, sir. 247,
teoria X) wprowadza si¢ m. in. definicje nastepujace:.

W =9 [[xycr WX, Y)=D(P—X. P—Y)],
F =) [Txycr(NX,Y)=Z2rcr |D(X,2)-D(P—X, T)-(Y=2-T)]).

Funkcje zdaniowa W(X,Y) czylamy: Y jest mwnetrzem X,
a funkcje zdaniowa F(X,Y) czytamy: Y jest ograniczeniem
zbioru X1).

Na zakonczenie zbadajmy jeszcze, czy mozna tak zmodyfi-
kowaé regule definiowania, by definiens nie musial by¢é funkeja
zdaniowsa jednostkowa.

Otéz okazuje sie, ze gdyby$my dopuécili jako definiensy
funkeje zdaniowe @(x), nie spelniajace warunku

R 0(x),

to mogliby$my tatwo doj§é do sprzecznoéci.
Rozpatrzmy np. funkcje zdaniowa

(xeLl)-[yer [(y < x) -+ (y=2x)].

) Por. K. Kuratowski, Topologie I, Monografie Matematyezne, tom 3,
Warszawa - Lwow 1933, sir. 24. -



pem


256 ROZDZIAL X. Delinicfe.

Gdyby wolno bylo przyjaé w clementarnej teorii nicrownoSci
(Rozdzial TX, § 3, str. 232, teoria I) definicje

(1) 2= () {(xe D) [yer [y <)+ (=2}
to miclibyémy w tej teorii twierdzenie
F(eD) [Tyer [y <A+ =2,

skad wynikloby na moey twierdzenia 19 (str. 234) 11yer(2<y)
a wice tez '

?
k)

*_erL ”yeL (x<.y)’

Po dolaczeniu definicji (11) teoria | stataby si¢ wige sprzeczna,
_ bo wéréd jej twierdzen figurowaloby zaprzeczenic aksjomatu 14
i wobec tego kazde wyrazenie (majace sens w tej teorii) staloby
sic twierdzeniem (por. dalej, Rozdzial XI, § 3, twierdzenie 1).

Przyczyna powstania sprzecznoéci jest tu oczywidcie to, ze

w definicji (11) definiens nie jest funkeja zdaniowa jednostkowa,
a mianowicie nie spelnia warunku (1); warunek (2) jest — jak
tatwo dowie$é — spelniony. '

Na podstawie tych uwag latwo pojaé, jaki popelnia sie blad

logiczny, gdy w matematyce szkolnej okreéla si¢ pierwiastek
kwadratowy z a jako liczbe dodatnia, ktérej kwadrat r6wna sie a,
czy tez lga jako wykladnik potegi, do ktérej nalezy podniesé 10,
aby otrzymaé¢ a. Na to, by te wyrazenia mozna bylo istotnie
uznaé za definicje, trzeba najpierw dowie§¢ istnienia (doktadnie
jednej) takiej liczby dodatniej, ze jej kwadrat jest rowny a, jak
réwniez istnienia (dokladnie jednej) takiej liczby x, ze 10¥=a.

Inaczej zupelnie wlozylyby sie stosunki, gdybySmy od defi-
niensu wymagali wprawdzie spelnienia warunku (1), lecz nie wy-
magali spelnienia warunku (2). MoZna wykazaé, ze definicje takie
nie prowadzityby do sprzecznofci, ale nie zachodzityby dla nich
réwnowaznoéci (6); zamiast tych réwnowaznoéci mozna by udo-
wodnié tylko implikacje (7) i (8). Wskutek tego zniklaby moznosé¢
wyeliminowania statych zdefiniowanych i kazda definicja bylaby
czym$ wigcej niz prostym nadaniem nazwy !).

1) Definicje, w ktérych definiens nie spelnia warunku (2), sa zblizone do
t.zw. aksjomatu epsilonomwego, rozpatrywanego przez Hilberta i jego szkole.
Por. D. Hilbert i P. Bernays, Grundlagen der Mathematik, tom 2, Lipsk-
-Berlin 1939, §1, str. 9 i nastepne.

icm
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. CWICZENIA. 1. I"rz?prowadzié w aryimetyce liczb naturalnyeh (Roz-
dzml IX, § 4, str. 243, teoria VIII) dowéd, ze funkcja zdaniowa (10) jest jed-
nostkowa, i wykazaé Iacznosé dziatania o, zdefiniowanego tq funkejg zdaniowa,

2. Opierajge sie na wyniku éwiczenia 1 i wprowadzajae definicje:

L= (rx) [(x e L)- N (0, x)], 9 0% [(xeT)- N(t,x)],

3 7 (1) [{xe L)'N(:-": x)], 4 7 trx) [(x e L)- N (3, )],

ndowodnié, ze I o(4,2,2).

Wsk.:. Z definicji wynika, ze | o(4,3, 1), Fo(3,2,1) i Fo(2,1,1), po
czym stosujemy lacznos$é dzialtania ¢1). |

§ 3. Twierdzenia o eliminowaniu definicji. Jak to zazna-
czyh‘s’my juz w § 1 (str. 251), przyjecie reguly definiowania sta-
nowi rozszerzenie listy regul dowodzenia, w zwigzku z czym za-
s6b twierdzen teorii wyposazonej w regule definiowania jest
obszt?;‘nifejszy niz teorii, w ktérej reguly definiowania si¢ nic
przyjmuje.
» Jest jasne, ze zdanie zawierajace symbol zdefiniowany nie
moze byé udowodnione bez odwolywania sie do reguly definio-
wania, chyba ze jest ono tautologia logiczna (por. Rozdzial IX,
§ 1, str. 224). Zjawia sie natomiast pytanie, czy zdanie nie zawie-
Faja:ce zadnego symbolu zdefiniowanego moze staé si¢ po przy-
jeciu odpowiednich definicji twierdzeniem teorii, mimo ze po-
przednio, przed wprowadzeniem definicji, nie bylo iwierdzeniem.

Udowodnimy dwa twierdzenia, ktére daja odpowiedz prze-
czaca na to pytanie.

P}'ermsze tmierdzenie o eliminomwaniu definicji. Jesli
%’D(x) ]fzst funkcja zdaniorog jednostkora {ieorii sformalizorvanej T
1 przyjeta jest definicja ’ '

(12) 25 (%) O (),

- jesli dalej W(3) jest troierdzeniem teorii T mozbogaconej definicja (12),

a zmienna x nie rystepuje v ¥(J), to zdania
[Jow) »ww)] iYoo) Pl

sg iak’ze troierdzeniami i istniejg takie ich dorody sformalizomwane,
w ktérych nie figuruje stala .

o ') Dowdd ten pochodzi od Leibniza, kifry zreszia nie zauwazyl, ze zalo-
Zenie h}cznosci dzialania o gra w nim istotng role; por. G. Frege, Grundlagen
der Arithmétik, Wroclaw 1934, sir. 7,

‘} Mostowski, Logika matematyezna. 1
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Dowéd. Z zalozenia, ze (1) jest twi('zrdzel‘licn‘u te‘or_ii rozsze-
yzonej przez przyjecie definicji (;12), wnosimy, zt\‘llstmeje (lowod
sformalizowany zdania ¥(d), t.j. taki ciag zdann lab funkeji
zdaniowych

(13) - Ay Ay n A,

ze A, jest identyczne z ¥(4), kaide’zaé A4; dla i=0,1,2,...,n
spelnia jeden z nastgpujacych warunkow: .

104 powstaje przez podstawienic z tal}tologn rachunku
zdan, lub z aksjomatu definicyjnego, lub z aksjomatu sttensgw
nalnosci, albo tez 4; jest jednym z aksjomatéw teorii lub zda-
niem @(1); ‘

9° 4; powstaje z jednej lub z dwu fl‘mkcji“zdgniowych {-1,', {1;\.
(gdzie j<<i oraz k<Ci) przez zastosqwame operacji pods’saww,ma,
albo odrywania, albo opuszczania kwantyﬁka’ltom (duzego lub
malego), albo dotaczania kwantyfikatora (duzego lub malego),»
albo uwogélniania. o .

Mozemy zalozyé, ze zmienna x nie wystgpuje w Zaflnym’
z wyrazen Ay, Ay, ..., An. Bedziemy oznaczali symb.olem A_i(_x) wy-
razenie powstajace z A; przez zastapienie stalej 1 zmienng .
Jesli wiec 4; nie zawiera w ogéle stalej 1, to Ai(x) jest tym
samym wyrazeniem co A; . o

Wykazemy teraz przez indukcje wzgledem i, ze wyrazenie

(14) ®(x) > Ai(x)
jest twierdzeniem i ze istnieje taki jego dowdd sformalizowany,
w ktérym nie wystepuje stata 2. -

Zalézmy najpierw, ze i==0; woéwczas zachodzi oczywiscie
przypadek 1° Jest jasne, ze jeSli 4, powstaje z tautologii ra-

chunku zdaf przez podstawienie za zmienne zdaniowe pewnych

funkcji zdaniowych, to 4,(x) powstaje tez z tej samej tautologii
rachunku zdaf przez podstawienie. Wobec tautologii q——)(p—?q}
wnosimy stad, Ze @(x)—> 4,(x) jest tautologia logiczna, w ktorej
dowodzie nie figuruje stala . ‘
Jesli 4, powstaje z aksjomatu definicyjnego lub z aksjomatu
ekstensjonalno$ci przez podstawienie stalych specyficznych roz-
wazanej tu teorii 7 zamiast pewnych zmiennych, to Ay{x) PO'
wstaje rOwniez przez podstawienie z tych samych aksjomatow.
Wystarczy mianowicie zastapié stala 1 przez zmienna x, aby

~
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z podstawienia prowadzacego do 4, otrzymaé podst
wadzace do A4,(x). Zatem A (x), a wige i @(x) > Ay(x), jest twier-
dzeniem teorii T i w dowodzie tego twierdzenia nie figuruje stata 2.

Jesli, dalej, 4, jest aksjomatem teorii T, to Ayx) jest iden-
tyczne z A, a wicc ®(x) - dy(x) jest twierdzeniem, w ktérego
dowodzie, polegajacym na zastosowaniu reguly odrywania do
tautologii logicznej A, [d(x) > 4,], nie figuruje stata 2.

Jesli, wreszcie, A4, jest wyrazeniem @(1), to ®(x)-> A (x) jest
tautologia logiczna @(x) - ®(x).

Dla i=0 twierdzenie jest wic¢e udowodnione,

Zalézmy teraz, ze 0<<j<In i ze wyrazenie (14) jest dla i<j
twierdzeniem teorii 7, w ktérego dowodzie nic wystepuje stala 2.
Wykazemy, Ze t¢ sama wlasnoéé ma wyrazenie (14) dla i=j.

Jesli 4; spetnia warunek 19, (o mozemy rozumowacé tak samo
Jjak w przypadku i=0. Zatézmy zatem, ze Aj spelnia warunek 2v,
t.j. ze A;j powstaje z jednej lub dwu funkeji zdaniowyeh Ax, 4;
(gdzie k<<j oraz l<Cj) przez zastosowanic jednej z regut wnio-
skowania. Musimy rozpatrzeé siedem réznych przypadkéw, sio-
sownic do iyluz regul wnieskowania (por. Rozdzial I, §3).

Regula podstawiania. Jesli 4; powstaje z Ar przez pod-
stawienie zamiast pewnej zmiennej wolnej, wystepujacej w 4,
innej zmiennej wolnej lub stalej specyficznej, réznej od stalej 2,
to — z uwagi na zalozenie, ze zmienna x nie wystepuje ani w 4;,
ani w Ar — wnosimy latwo, Ze wyraZenie Aj(x) otrzymamy
z Axx), dokonujac tego samego podstawienia, kitére prowadzito
od A; do 4. . -

Jesli natomiast 4; powstaje z Ax przez podstawienie zamiast
zmiennej y stalej 1, to Aj(x) powstaje z Ai(x) przez podstawienie
zmiennej x za zmienng y. o

Poniewaz w ®&(x) jedyna zmienna wolna jest zmienna «x,
wiec w obu wypadkach wyrazenie &(x)—> Ajlx)  powstaje
z O(x)— Ax(x) przez podstawienie. W my$l zalozenia wyra-
zemie O(x) > Ay(x) jest twierdzeniem, w ktérego dowodzie nie
wystepuje stala 1; te sama wlasno§é ma zatem wyrazenie
O(x) > Aj(x), gdyz stala 1 nie pojawia sie przy podstawianiu.

Regula odrywania. Jesli A4; powstaje z A; 1 z A; przez
odrywanie, to 4, ma postaé 41— 4;. Wynika stad, ze dp(x) ma
posta¢ A;(x) > 4j(x). W myél zalozenia wyrazenia ®(x)-» Ai(x)

1 (x) > [di(x) > Aj(x)] sa twierdzeniami teorii 7, w ktérych do-
wodach nie figuruje stala 1. Wobec tautologii

awienie pro-

17*
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> P> 9> -0l
wnosimy siad, stosujac regule odrywania. e i wyrazenie
[@(x) = Ai(ax)] = [ () = Aj(ox)]
jest takim twierdzeniem teorii 7. Stosujac raz jeszcze regule od-
rywania, wnosimy dalej, ze wyrazenie @(x)-> Aj(x) jest twierdze-
niem teorii T, w ktorego dowodzie nie figuruje stala 2.

Reguta opuszczania duzego kwantyfikatora,

Jesli A; powstaje z Ar przez stosowanie reguly opuszczania

duzego kwantyfikatora, to Ar ma postaé B — [1.Cw), A; za§— po-
staé B— C(v), gdzie v jest dowolna zmienna (oczywiScie rézna od
zmiennej x). Wnosimy stad, ze Ax(x) ma postaé¢ B(x) = [, C(p, x),
4; za§ — postaé B(x)— C(v,x), gdzie symbole B(x) i. C(v,x)
oznaczaja wyrazenia powstajace z B i C(p) przez zastapienie
stalej A zmienng x. Z zalozenia wynika, ze wyrazenie

&(x) > [B(x) > [], C(v, x)|

jest twierdzeniem, w ktorego dowodzie nie figuruje stala 2.
Wobec tautologii [p—(g->r)]=(p-q—>r) wnosimy stad, ze te
samg wlasno$é ma tez wyrazenie ®(x)-B(x)— ][], C(v,x), a wiec
(na mocy reguly opuszczania duzego kwantyfikatora) réwniez
wyrazenie @(x) B(x) - C(v,x). Stosujac raz jeszcze uzyta poprzed-
nio tautologie¢ rachunku zdan, wnosimy stad, ze i wyrazenie
®(x) > [B(x) = C(v,x)] czyli wyrazenie ®(x)—> A4;(x) ma tez te sama
wiasno§é. |

Rozumowanie w przypadku, gdy A4; powstaje z Ax przez
stosowanie reguly opuszczania malego kwantyfikatora, jest zbli-
zone do peprzedniego i nie bedziemy go tu przytaczali.

Regula dotaczania duzego kwantyfikatora. Jesli 4;
powstaje z Ay przez stosowanie reguly dolaczania duzego kwanty-
fikatora, to Ar ma postaé B->C(p), przy czym zmienna b,
nie wystepuje w B jako zmienna wolna, 4; za§ ma postaé
B~ [],C(). Na mocy zafozenia wyrazenie @ (x)—[B(x)— C(p,x)]
Jest twierdzeniem teorii T i w dowodzie tego twierdzenia nie
figuruje stata 1. Dokonujac tego samego przeksztalcenia co po-
przednio, wnosimy stad, ze wyrazenie @(x)-B(x) > C(p,x) ma te
samg wlasno$é. Poniewaz zmienna p nie jest wolna w poprzed-

niku, wige i wyrazenie ®(x)-B(x)- T, C(n,x) jest tez twierdze-
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niem, w ktorego dowodzie nie figuruje stata 2, skad opierajac sie

na tej samej tautologii rachunku zdaf co poprzednio, wnosimy,
ze te sama wlasnodé ma réwniez wyrazenic @ (x)—[B(x)—]],C(o,x)]
czyli @(x) > 4j(x). .

Pomijamy zblizone do poprzedniego rozumowanic w przy-
padku, gdy A4; powstaje z Ay przez stosowanie reguly dolaczania
maltego kwantyfikatora. _ _

Regula wogdlniania. Jesli 4; powstaje z A przez -stoso-
wanie reguly uogdlniania, to 4; jest identyczne z []» 4;, gdzie v
jest pewng zmienng (oczywiscie rézng od zmiennej x). Wynika
stad, ze Aj(x) jest identyczne z [], Ay(x), poniewaz za$§ z zaloze-
nia wiemy, ze implikacja @(x)-> Ap(x) jest takim twierdzeniem
teorii 7, w ktérego dowodzie nie figuruje stala 7, wiee stosujac
regule dofaczania duzego kwantyfikatora w nastepniku, wnosimy
stad, ze 1 wyrazenie @(x) =[], A(x) czyli @(x) - 4;(x) ma te sama
wlasnoéé.

Dowdd indukeyjny zostal tym samym zakoficzony.

Przyjmujac teraz w (14) i=n, wnosimy, ze implikacja

@ (x) > P(x)

jest twierdzeniem teorii T, w ktérego dowodzie nie figuruje stala
A. Stosujac regute uogdlniania, wnosimy stad, ze te sama wlasnosé
ma wyrazenie

(13) [1:]@(x) > @)
Poniewaz nadto zachodzi tautologia logiczna
=l (x) = W] = (X o) > 2e[@) - V()]

wiece stosujae dwukrotnie regule odrywania i zalozenie, ze D 0(x)
jest twierdzeniem teorii 7, wnosimy, ze 1 wyrazenie

(16) 2 [0(x) P(0)] '

jest twierdzeniem teorii T, w ktérego dowodzie nie figuruje stata 1.

Pierwsze twierdzenie o eliminowaniu definicji jest tym samym

dowiedzione. -

Zauwazmy, ze z zaloienia jednostkowoSci funkcji zdaniowej
®(x) korzystaliémy tylko po to, aby méc napisaé definicje (12);
w ostatnim za§ punkcie dowodu skorzystaliémy tylko z tego, ze¢
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O(x) czyni zadoé¢ warunkowi (1). Warunek (2) nie byl w ogdle
uzyty w dowodzie, cze§¢ za§ twierdzenia dotyczaca wyrazenia
(15) jest niezalezna zaréwno od (1) jak od (2). Ta okoliczno$é ma
pewne znaczenie przy rozwazaniu definicji, w ktérych definiens
nie spelnia warunku (2); por. konicowe uwagi w § 2, str. 256.

Znaczenie udowodnionego twierdzenia wyjadnia nastcpujaca
uwaga: z twierdzenia udowodnionego w § 1 (str. 251) wiemy, zc
kazde z wyrazef (15) i (16) jest w teorii wzbogaconcj przez de-
finicje (12) réwnowazne wyrazeniu ¥(4). Obecnie dowiedzielismy
sig, ze jeSli P(2) jest twierdzeniem, to wyrazenia (15) i (16) sy
twierdzeniami teorii T, nie wzbogaconej przez ie definicje. Rola
definicji (12) sprowadza si¢ wice do tego, aby od wyrazen (15)
1 (10) przejsé do krétszego wyrazenia ¥(1); jedli zatem nie idzie
nam o skrécenie wzoru, to definicja (12) jest zbedna.

Jako prosty wniosek otrzymujemy ieraz

Drugie twierdzenie o eliminowaniu definicji. Pray
zalozeniach pierioszego troierdzenia o eliminoraniu definicji kaide
mwyrazenie ¥, kidre

1° jest troierdzeniem teorii T mwzbogaconej definicja (12),

2" nie zamiera stalej 2,
Jest tez twierdzeniem teorii T nie wzbogaconej defiuic‘jé (12).

Dowéd. ¥(x) jest w danym razie identyczne z ¥, poniewas
za§ w my$l pierwszego twierdzenia o eliminowaniu definicji wy-
razenic [].[®(x)—> ¥] jest twierdzeniem teorii T nie wzbogaconej
definicja (12), wigc stosujac iautologie logiczng

F o) - ®] > [ Seo(x) » ¥

(por. Rozdzial 111, § 4, wzér (9), sir. 62), regule odrywania oraz
zalozenie b . ®(x), otrzymamy wniosek, ze ¥ jest twierdzeniem
teorii T nie zawierajacej definicji (12), c. b. d. o.

Drugie twicrdzenic o climinowaniu definicji wykazuje, ze
re.zguia definiowania nie moze wzbogaci¢ listy twierdzen wyraze-
niami, w ktérych nie wystepuje stala zdefiniowana.

Teox“etycznie biorac, definicje sa zatem zbedne. Wprawdzic
pf)zwalajq one skracaé wzory, ale na tym kofczy sie ich rola.
Nalezy jednakze podkre§lié ich donioslogé psychologiczna: ,jesli
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porzucimy punkt widzenia $cifle logiczny” — pisze White-
head?!) — ,to spostrzezemy od razu, ze definicje, pozostajac for-
malnie tylko nadaniem nazwy, staja si¢ najwazniejsza czeécia teorii.
Akt nadawania nazw jest w istocie rzeczy dokonaniem wyboru
rozmaitych pojeé ztozonych, ktére maja byé przedmiotem badan”.

CWICZENIE. Wykazaé, ze definicje postaci ,%3.; (1x) @(x) nie prowadza do
sprzecznodci, jesli + Zx B(x).

Wsk.: W przeciwnym razie w teorii uzupelnionej takimi definicjami
mozna by.udowodnié twierdzenie ¥-¥’, gdzie ¥ nie zawiera stalych zdefinio-
wanych. Stosujac rozumowanie takie jak w dowodzie pierwszego twierdzenia
o climinowaniu, deszlibyémy do wniosku, ze II¢[@(x)—> ¥ U] jest twierdzeniem
teorii mie wzbogaconej definicjami, skad wynikloby, ze negacja zdania x@(x)
jest twierdzeniem. Pierwotnie dana teoria bylaby wiec sprzeczna.

§ 4. Uzupelnienia i rozszerzenia reguly definiowania. Re-
gufa definiowania, przyjeta w § 1, domaga sie istotnego uzupet-
nienia. Sformulowanie tej reguly umozliwia wprowadzenie stalej
specyficznej typu ¢ tylko wtedy, gdy w wyrazeniach teorii wy-
stepuja zmienne typu ¢ (w przeciwnym bowiem razie nie mieli-
bySmy mozno§ci napisania twierdzen (1) i (2), ktére musza po-
przedzaé wprowadzenie definicji). W teorii elementarnej nie
mozemy wiec wprowadzié na podstawie tej reguly zadnej nowej
stalej specyficznej typu réznego od * Tak np..w elementarnej
teorii nierdwno$ci nie mozemy na podstawie dotychczasowej
reguly definiowania wprowadzié symbolu 2.

Aby umozliwié wprowadzanie tych definicji, przyjmujemy dla
teorii rzedu n nastepujacs regule:

Uzupelniona regula definiomania. Jesli ®(x,y,...u)
jest funkcja zdaniorvg o k zmiennych mwolnych, odporviednio typéro
€y Cop s Cky 1 jeSli choé jeden z tych typém ma rzed n, to molno
porviekszyé¢ liste stalych specyficznych o stala 4, ktéra przed
tym w ryrazeniach teorii nie wysteporwala; stalej tej przypisujemy
typ (¢, Coy....Ct). Jednoczesnie uznajemy za nowy aksjomat zdanie

(17) ”xy_...u[z’l(x,y,...,u)EQ)(x,y,...,u)].
Stosujac t¢ regule definiowania, bedziemy pisali krétko

A= (%, 05en0s W) O(x, Y, ..., 1)

) A. N, Whitehead, .xioms of projeclive geometry, Cambridge Tracts
in Mathematics and Physics, No 4 (1913), str. 2. C

.
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PRZYKLADY. W elementarnej teorii nieréwnosci (Rozdzial
IX, § 3, str. 232, teoria ) definiujemy symbol > wzorem

@ 0)(xel)- (yel)- (x<y)].

W elementarnej teorii grup (Rozdzial IX, §3, str. 234, teoria 1)
definiujemy centrum grupy wzorem

Cg @wel) [eyerlo(z x,y) =o(z.y, 2)]).

W elementarnej geometrii rzutowej (Rozdzial IX, § 3, str. 240,
teoria V1) definiujemy relacje wspdiplaszezyznowosci czterech
punktéw wzorem :

W%(.ﬁ', §,2.1) ((x, Yz te P {L(x,y,2) -+ Xoer [L (v, y.z)-L(v, x, t)]})

oraz relacje harmonicznego sprzezenia dwu par punktow wzorem
H—dff(i,y,i,i) {(x,y,2z,teP)-
'_S:u.vlm,s.:-l‘l(u F+ o) {uFmw)(us)(oF w)-(0==s)-(10 == si-
Lix.u,v)-Lix, o, s) -L{y,u,m)-L(y,v,s)- L(x, Y.z}
‘ L(z,0,w)-L(x,y,t)-L(t,u, s)]}.

Twierdzenia o eliminowaniu definicji przenosza sie na defi-
nicje typu (17), nie bedziemy si¢ tym jednak blizej zajmowali.

Wspomnieliémy w Rozdziale IX, § 1, str. 228, 7& przy zapisywanin twierdzef;
teorii sformalizowanych dogodnie jest w wielu wypadkach uzywaé symboldw,

oznaczajaeych warto$é funkeji, Symbole takie mozna wprowadza¢ na podstawie
nastepujacej reguly definiowania: :

Rozszerzona regula definiomwania. Jesli @ix,y,.., u) jest funkcja
zdaniowg o zmiennych wolnych x,y,...u  jakiegokolwick typu i jesli

118) o Izy...u Dx Dlx,y,..., u),

{19 - [Ixx X2l .t [@(.Yp!/,.‘., ) DXy Yyurey 1) > {a = a)],

to wolnov wpromwadzié do teorii symbol 1 oraz aksjomait
BLAYsue, U Yson 1.

Symbol £ nazywa sie funktorem nazwoltwirezym.,

Wyrazeniu AY s 1t) przypisujemy ten sam typ co zmiennej x. Wyrazenie
to moze by¢ podstawiane za

! 0 zmienne tego samego typu i moga w nim byé pod-
stawiane za zmienne y....,u largumenty funktora) inne zmienne lub stale, albo
funkt?ry nazwotwéreze tego samego typu. Przy stosowanin reguly podstawiania
vbowiazuja te same zastrzezenia, jakie byly sformulowane w Rozdziale III (5 3,
str, 53, regula 2).
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Intuicyjne znaczenie rozszerzonej reguly definiowania jest jasne: warunki
118} 1 (19) orzekaja, ze dla wszelkich y,..,u isinieje dokladnie jedno x takie,
ze &>, Y. u). To jedyne x oznaczamy wlagnie symbolem Z(y,...,u).

Stosujac rozszerzona regule definiowania, mozemy pisa¢ podobnie jak w §1

120) AlYs 1) ;—f (1x) @y, 1)
PRZYKLADY. W teorii grup (Rozdzial IX, § 3, teoria II, sir. 254) wprowa-
dzi¢ mozemy definicje
ywid:[(m) llxeL)-ale,x.y):
symbol funktora piszemy tu za zmienna. Podobnie wprowadzié mozemy definicje
-*"y“?f-(fz) lizeL) o{z,x,y)L
W teorii liczb rzeczywistych (Rozdziat IX, § 3, teoria 1V, str. 257) wprowa-
dzié mozemy definicje: ]
-\"l"yfd?(ll) lzeL)-o(z, %yl x-—y?—?(1z}l(zeL)-‘r(x,z,y)],
xyghz)lizel)z(zxy) it p

Juz z iych kilku przykladéw widzimy, ze dopiero wprowadzajac definicje
tego typu, mozemy upodobni¢ symbolike do tej, jaka jest zazwyczaj uzywana
w matematyce.

Mimo io nie bedziemy rozwazali teorii, w kiérych przyjeta jest rozszerzona
regula definiowania i wspominamy tu o tej regule tylko ubocznie. Przyjecie jej
bowiem komplikuje w znacznym stopniu opis teorii: préez stalych specyficznyeh
ozpaczajacych indywidua, zbiory lub relacje, zjawiaja sie w wyrazeniach teorii

. stale specyficzne innego rodzaju {funkiory nazwotworeze) i trzeba dokladnie je

uwzgledniaé zaréwno przy definiowaniu funkcji zdaniowych jak przy palezy-
tym formulowaniu reguly podstawiania.

CWICZENIA. 1. Czy definicja x:y—;;’f'(IZ)“ZEL)‘JE(.\',_T],Z” jest poprawna
w arytmetyce liczb rzeczywistych? _

O dp.: Nie, gdyz nie jest spelniony wzor (19).

2. Dowiesé drugiego twierdzenia o eliminacji dla definicji {17).

Wsk.: Niech .y s, d, bedzie dowodem wyrazenia Ay, przez odpo-
wiednia zmiane zmiennych zwigzanych, wystepujacych w @, mozemy uzyskad
to, ze zadna ze zmiennych zwiszanych wyraZenia @ nie wyslepuje w Zadnym
z wyrazef Ay Aepens Ay Oznaczmy teraz przez .I*; wyrazenie, kiore powstaje z 4,
przez zastapienie kazdego z wystepujacych w .1, wyrazed postaci lx,. ¥ . )
przez D(xy,yg,.... u); podstawienie prowadzace od @(x.¥....,u) do G(xy,yeees i)
jest wykonalne, bo zadna ze zmiennych x,yp,...u; nie jest zwiagzana
W B(x,y,..., u). Ciag wyrazen 1%, 4%,,.., 4%, jest dowodem sformalizowanym dla

4%, i w dowodzie tym nie figuruje stala zdefiniowana ..
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ROZDZIAL XI
ZAGADNIENIA METODOLOGICZNE

Rozwojowi kazdego niemal dziatu nauki towarzysza rozwa-
zania metodologiczne dotyczace tego dziatu. Tematem tych roz-
wazan jest swoisto§¢ metod rozpatrywanego dziatu nauki, jego
teudencje rozwojowe, wspblzaleznosé réznych jego dziedzin i {. (.
Rozwazania te z natury rzeczy maja charakter humanistyczny,
niededukeyjny. Poszezegolue nauki nic sy na ogdl czym§ sprecy-
zowanym i moga by¢ uwazane np. za zespoly stanéw psychicz-
nych niektérych ludzi, raczej niz za écisle pojecia.

Pojecie sformalizowanej teorii matematycznej nie ma tego
mglistego charakteru. Widzieliémy w Rozdziale IX, Ze teorie sfor-
malizowang mozna okresli¢ z tym samym stopniem §cistoéci, jaki
panuje w matematyce. Teoria sformalizowana jest w zupelnoéci
wyznaczona przez podanic zbioru jej wyraze, aksjomatéw i re-
gul wnioskowania.

Wobee tej okreslonoéci, jaka przystuguje pojeciu teorii sfor-
malizowanej, mozliwe sq zastosowania dedukceyjnych metod rozu-
mowania w metodologii nauk sformalizowanych. Teorie sformali-
zowang mozemy badaé w taki sposgh, jak w matematyce badamy
p. liczby albo punkty. '

Metodologie teorii sformalizowanycl, zbudowang w sposéb
dedukeyjny, nazywamy meta-matematyka ).

*) Slowo to wprowadzit D..Hilbert Jedynym zadaniem.meta-matematyki
mial byé jego zdaniem dowéd niesprzecznosdei teorii sformalizowanej, obejmu-
jacej cals matematyke. W chwili obecnej wiemy, ze teoria taka mnie istnieje,
a dowéd niesprzecznoéei choéby fragmentarycznych systeméw matematyki jest
niemozliwy w tych ramach, jakie Hilbert nakreglit meta-matematyce. Tak
zwany program Hilberta nie zostal wiec wykonany i zapewne nigdy wyko-
nany nie bedzie, Program ten pobudzit jednak matematykéw do studium meto-
dologii dedukeyjnej.
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Zapoznamy sie obecnie z niekidrymi ogélnymi pojeciami
i wynikami meta-matematyki, ktére znajduja zastosowanie przy
badaniu kazdej teorii sformalizowanej. Rozwazania nasze doty-
czyé bedy dowolnej teorii sformalizowanej T, w ktérej nie przyj-
muje si¢ regul definiowania. Zakladaé bedziemy, ze teoria T wspicra
sie na skonczonej liczbie aksjomatéw.
§ 1. Twierdzenie o dedukeji?). Twicrdzenie to orzeka:
Jeili A jest koniunkcja roszystkich aksjomatéro teorii T, a T
toierdzeniem tej teorii, to implikacja AT jest tautologia logiczng.
Dowdd. Z zalozenia wynika, ze istnicje dowéd sformalizo-

wany wyrazenia T czyli ciag T, 7)., T\ wyraiei teovii T, spel-

niajacy nastepujace warunki:

1" T, jest identyczne 7 T )

2" dla i+In wyrazenie T jest albo aksjomatem teorii 7, albo
powstaje przez podstawicnie z tautologii rachunku zdan h{b z jed-
nego z aksjomatéow logicznych (definicyjnego lub ekstensjonalno-
ci), albo wreszcie istnieja lakie liczby j<i oraz k<i, ze T;
powstaje z T i Ty lub tylko zT; przez zastosowanie jednej z re-
gul wnioskowania. .

Udowodnimy przez indukeje wzgledem i, ze implikacja

(1) A>T

jest tautologia logiczna. .

Jesli i==0, to T; jest albo aksjomatem leorii T .a]l)o powstaje
z tautologii rachunku zdaf lub’ z aksjomatu logicznego przez
podstawienic. W obu przypadkach implikacja (1) jest taui(?lo’glz;
logiczna: w pierwszym, gdyz 4 jest koniunkcja kilku (jzymlnko'w,
z ktérych jeden jest ideniyczny z Ti; w drugim, gdyz 1111p11kaCJf1,
ktorej nastepnik jest tautologia logiczng, sama jest tez tautologig
logiczng, | - )

Zalozmy teraz, ze 0<<l<n i zc twierdzenie' jest prawdziwe
dla 0 < i<<l. Wykazemy, z¢ implikacja (1) jest dla i=1 tautolo-
gia logiczng.

1) Wazne lo twierdzenie udowodnili jednoczesnie (i niezaleznie _Od siebie)
J. Herbrand w pracy Recherches sur la théorie de la démonstration, Prace
Towarzysiwa Nauvkowego Warszawskiego, Wydzial III, Nr 33 (1930), sir. f)I
i A Tarski w pracy Uber einige fundamentale Begriffe der Melamathemalik,
Sprawozdania Towarzystwa Naukowego Warszawskiego, Wydzial III, fom 23
(1930), str, 22-29, ’ ) '
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Jesli T powstaje przez podstawienie z tautologii rachunku
zdai lub z aksjomatéw logicznych, to rozumujemy tak jak w prazy-
padku i=0. Mozemy wigc zalozyé, ze T; powstaje z jednego lub
dwu wyrazeh T}, Ty (gdzie j<l1i k<l) przez zastosowanie jednej
z regul wnioskowania. Musimy rozpatrzyé 7 przypadkéw, sto-
sownie do 7 regul wnioskowania. -

~ Niech T powstaje z Ty przez podstawienie. Z uwagi na
to, ze w 4 nie wystepuja zmienne wolne, wnosimy, ze implika-

cja 4 - T; powstaje z 4 - T przez to samo podstawienic. 4 - T}

jest tautologia logiczna na. mocy zalozenia, a zatem 4 — T} tez jest
tautologia logiczna. .

Niech Ti powstaje z T; i Ti przez operacje odrywania.
Woéwczas T jest implikacja Ti—T. Z zalozenia wiemy, ze
implikacje 4- T i A—->(T:->7T) sa tautologiami logicznymi,
skad wynika (wobec prawa rachunku zdan

Flp = (g=> 0> [p~q) > (p -,
ze 1 wyrazenic (4 Ty >(d->T) tez jest tautologia logiczna.
Stosujac regule odrywania, wnosimy stad, ze implikacja 4 - 7T,
jest tautologia logiczna. :

Niech T powstaje z 1 przez operacje¢ opuszczania
kwantyfikatora: duiego w nasiepniku lub matego w po-
przedniku. 7) ma wtedy postaé implikacji C D, a T; — postaé

C-[[.D lub J.C- D,
gdzie zmienna x ma typ dowolny. W myél zalozenia implikacje
Ad->(C-]]:D), _ A»(ZxC_'aD) .

sg tautologiami logicznymi. Na mocy praw rachunku zdan:

@ Flp=>@->nl=p-q-r),

F1p=>(g—>n]=lqg->@p->r)]
wnosimy stad, ze réwniez implikacje '

4-C-»[].D, 20 (A ->D)

sa tautologiami logicznymi. Stosujac do nich regule opuszczania

kwantyfikatora (duzego i malego), wnosimy, ze implikacje
A-C—»D, C—-(4-D)
sq tautologiami logicznymi, a przez zastosowanie praw (2) wno-

simy stad w obu przypadkach, ze implikacja A->(C->D) czyli
4T jest tautologia logiczna. ‘
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Niech T: powstaje z T; przez operacje dolaczania
kwantyfikatora: duzego w nasi¢cpniku lub malego w po-
przedniku. 77 ma wéwezas postaé implikacji

C[lsD lab 3.C- D,

przy czym w picrwszej z nich zmiemna x nie jest wolna w C,
a w drugicj —w D. Natomiast T; ma postaé
C-D.
W myél zalozenia implikacja A - (C'— D) jest tautologia lo-
giczna. Stosujae prawa (2), wnosimy stad. ze implikacje
A.C- D, C—{d->D)
tez sa tautologiami logicznymi. Do tautologii tych zastosowad
mozemy reguly dolaczania kwantyfikatorow, gdyz w pierwsze)
zmienna x nie jest wolna w poprzedniku, a w drugicj — w na-
stepniku. W ten sposéb dochodzimy do wniosku, ze implikacje

A- C"} ]7xDa

sq tautologiami logicznymi. Stosujac raz jeszcze prawa (2), wy-
prowadzamy stad wniosek, ze implikacje

MeC>(A—-D)

A (C—=]].D), A= (X.C-D)

sq tautologiami logicznymi. Zatem w obu przypadkach A —T;
jest tautologia logiczna. ‘

Nicch wreszcie Ti powstaje z Tj przez operacj¢ uogél-
niania. Wéwcezas T) ma postaé [[«T; i wystarczy zastosowaé
do tautologii logicznej 4 - T; regule dolaczania duzego kwan-
tyfikatora w nastepniku, aby otrzymaé tautologie 4 —T1.

WykazaliSmy w ten sposéh, ze implikacja 4T jest tauio-
logia logiczna dla wszystkich i<In. Otrzymujemy stad teze twier-
dzenia o dedukeji réwniez dla i=n, ¢.b.d.o.

7 twierdzenia o dedukeji wynika, ze postaé tautologii logicz-
nych moze byé nieraz bardzo zawila. Zagadnienic po]egaja;ce.na
zbadaniu, czy z géry dane wyrazenie jest tautologia logiczna, jest
réwnie trudne jak zbadanie, czy daje sig¢ ono wyprowadzic z aksjo-
matéw teorii sformalizowanej. Jak trudne moze byé to zagadnie-
nie, Swiadezy fakt, ze mimo diugoletnich, a nawet czasem wielo-
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wiekowych wysitkéw, matematycy nie wiedza dotad o wiely
wyrazeniach, czy daja sie¢ one wyprowadzié z aksjomatéw Peano
(por. np. sformufowanie {wierdzenia Goldbacha, podane w Roz-
dziale Ill, § 2, str. 50).

CWICZENIA. 1. Uogélnié twierdzenie o dedukeji na przypadek, gdy ilogé
aksjomatow nie jest skoficzona, w nastepujacy sposéb: jesli T jest twierdzeniem
teorii 7, io istnieje skoficzona iloéé aksjomatéw Ay, ds,..., A, takich, ze implika-
cja oAy dswn A, T jest tautologia logiczng. - ) o

2. Jakie tautologie logiczne mozna otrzymaé na podstawic twierdzenia
o dedukcji z twierdzen sformalizowanej teorii grip, podanych w Rozdziale IX
(§ 3. str. 235-236)7

§ 2. Modele teorii sformalizowanych. Rozpatrzmy dwie teorie
sformalizowane 71 T* (niekoniecznie réine) i zalézmy, Ze poje-
ciami pierwolnymi teorii T sq W1, Og,..., . Dla kazdego i<k po-
Jecie w; jest wiee badz indywiduum, badz zbiorem, badZ relacja
pewnego typu. Oznaczmy przez ¢ typ pojecia w;.

Zalézmy dalej, ze teoria T* jest wyposazona w zwykla i uzu-
pelniong regule definiowania (por. Rozdziat X, § 1, str. 250 i § 4,
str. 203) oraz ze wprowadziliSmy do niej na mocy odpowiednich
definicji stale specyficzne gy, y,..., 0, kidre sa odpowiednio lypéw
C1,Caun € Dla wszelkich i <Ck stala ¢; oznacza wiec badz indy-
widuum, badz zbiér, badz relacje tego samego typu co pojecie w;.

Rozpatrzmy teraz dowolne wyrazenie W teorii 7. Zastepujac
W nim nazwy pojeé pierwotnych ,, w,,.... o, przez stale oy, ga.... 0}
otrzymamy wyrazenie W* teorii 7T*,

) Jesli wyrazenie W'* jest twierdzeniem teorii 7™, to moéwimy,
ze uklad poje¢ oznaczonych statymi

6) Q15 Q2545 O,

stanowi model dla wyrazenia W w teorii T'*.

Jesli uklad pojeé oznaczonych stalymi (3) jest modelem (w teorii
T*) dla wszystkich aksjomatéw teorii T, to moéwimy - krétko, ze
jest on modelem teorii T m teorii T*. ' «

Zamiast méwié, ze istniefe model teorii T w teorii 7', mé-
wimy tez czesto, ze teoria 7' ma interpretacje w teorii T*.

Ktorzystajqc z wprowadzonych pojeé, udowodnimy teraz na-
stepujace

Twierdzenie. Kazdy uklad pojeé, ktory jest modelem teorii
T m teorii T*, jest tez modelem dla domolnego trwierdzenia teorii T.
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Dowéd. Niech T bedzie twierdzeniem teorii 7, a 4 — kon-
iunkcja wszystkich jej aksjomaiéw. W mysl twicrdzenia o de-
dukeji implikacja A>T jest tautologia logiczna, a zatem pozostanie
nia, gdy nazwy pojeé¢ oy, wy,...,o, zastapimy symbolami 01> Oyeers O,
(gdyz wybér symboli, stuzacych do oznaczania pojeé, nie wplywa
na to, czy wyrazenie, w ktérym jest mowa o tych pojeciach,
jest lub nic jest tautologia). Wnosimy stad, ze implikacja A* - T*
jest tautologia logiczna, poniewaz za§ A* jest w my$t zalozenia
twierdzeniem teorvil 7%, wice i T* jesl iwierdzeniem teorii 7%,
c.h.d.o.

Udowodnione twierdzenic moglibySmy wyrazié mniej §cisle,
lecz bardziej dobilnie w nastepujacy sposéh: jesli m teorii T*
mozna udomodnié, ze uklad indyridudmw, zbiorér i relacji ozna-
czonych stalymi (3) posiada mwszystkie mwlasnoéci, mymienione
w aksjomatach teorii T, fo mozna tei udomwodnié, ze uklad ten
posiada roszystkie rolasnosci, roymienione ro troierdzeniach tej teorii.

Nastepujace uwagi pozwola nam zorientowaé sie w znacze-
niu tego wyniku.

Budujac teorie matematyczna, badamy przede wszystkim
wlasno$ei przedmiotéw (dowolnego typu), kitdre nazywamy poje-
clami pierwotnymi teorii. Okazuje si¢, ze wszystkic wlasnoéci,
przystugujace pojeciom pierwotnym, przystuguja tez jakimkol-
wiek innym poje¢ciom zdefiniowanym w tej samej lub innej teord,
byleby stanowiagcym model aksjomatéw. Dla prawdziwoéci twier-
dzen teorii nie jest wige wazne, co wladciwie oznaczaja stale
specyficzne teorii; wazne jest tylko to, Zze oznaczaja one uklad
pojeé, ktéry jest modelem dla wszystkich aksjomatéw.

Russell wyrazil ten fakt w sluszny, choé nieco paradok-
salny sposéb: ,W matematyce nie wiemy, o czym wiadciwie mé-

wimy”. Istotnie, dowodzac twierdzen matematycznych, moz.emy
catkowicie abstrahowaé od treéci pojeé - pierwotnych, a opieraé
sig tylko na tym, ze stanowia one model dla aksjomatéw. Zl‘la.]"-
‘duje to czasami praktyczne zastosowanie, zdarza si¢ bowiem
nieraz, ze w rozwazaniach matematycznych, obracajacych sig
w ramach pewnej teorii 7%, natrafiamy na ukfad pojeé, ktér'y
jest (w tej teorii) modelem znanej nam juz skadinad teorii T. le:
ma wéwczas potrzeby dowodzié oddzielnie wlasnoéei tych pojeé,
gdyz wiemy, ze wsaystkie twierdzenia, znane nam z teorii T,
pozostang prawdziwe w teorii T*. W Rozdziale IV (§ 5, str. 1?5)
natrafiliémy juz na taka sytuacje w zwiazku z algebra Boole’a.
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Zauwazmy na koniec, ze okre§lone tu pojecie modelu jest
do niekiérych zastosowait zbyt waskie: zasirzezenie, by pojecia
oznaczone stalymi gp.....0, mialy te same typy logiczne co poje-
cia pierwotne teorii T, jest howiem w niektérych przypadkach

zbyt krepujace ).

PRZYKLAD. Teoria T niech bedzie clementarna teoria nie-
réwnoéci (Rozdzial 1X, § 3. teoria 1, str. 232), a teoria T* — pehna
teoria liczb rzeczywistych. ,

W teorii T* mozna zdefiniowaé zbiér WV liczb wymiernych,
zbiér N liczb niewymiernych, zbiér 4 liczb algebraicznych i zbiér
P liczb przestepnych. Kazdy z 8 ukladéw pojeé:

N.=,4.<< A=, Po=,%,<

H‘azﬁ#a<

U',::’ﬁb!?.' Naza#zw:-\;‘ fl.=,:*:,>\‘
stanowi model teorii 7' w teorii T*. Zgodnie wigc ze wspomniang
uwaga Russell’a, wypowiadajac zdania teorii 7, nic wiemy, czy

wypowiadamy twierdzenia dotyczace zbioru liczb wymiernych

i relacji mniejszo$ci, ¢zy zbioru liczb niewymiernych i relacji

mniejszoéci, czy zbioru liczb przestepnych i relacji wigkszosei ete.

Podobna sytuacja powstaje przy rozpatrywaniu kazdej teorii
sformalizowanej, gdyz kazda taka tcoria posiada wiele modeli
(por. dalej, §9, str. 305).

CWICZENIA. 1. Nastepujace zbiory i relacje stanowia modele teorii grup
w teorii liczb rzeczywistych (por. Rozdzial IX, § 3, str. 237 i § 4, str. 242):

Lo=,74; - (&[xel)-(x>0)],n.=,F

2. Zbiér L wraz z relacjami =,k 1 (£,7,2)[(x<y)-(y<z)] stanowi model
elémentarnej teorii relacji lezenia miedzy w elementarnej teorii nieréwnesci
(por. Rozdzial IX, § 3, teoria I, str. 252 i teoria V, str. 239).

5. Nastepujace indywidua, zbiory i relacje stanowia modele tcorii licmli
naturalnych (Rozdzial IX, § 4, teoria VIII, str. 243) w niej samej:

liczba 2, zbidr“liczb parzystych dodatnich, relacja (%,7)[x+2=yl;
liczba 0, zbidr liczh postaci xP, relacja (£, §}[(x -+ 1)F = yl;
liczba 1, zbidr wszystkich poteg liczby naturalnej p, relacja (J‘c,g)lpw—-—:y]“

Y) Por. R. Carnap i F. Bachmann, Uber Extremalaxiome, Erkenntnis,
tom 6 {1936), str. 166 -188. Por. takze dalej § 5, sir. 282.
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§ 3. Niesprzecznos§é. Teoria sformalizowana nazywa sie nie-
sprzeczna, jeSli wéréd jej twierdzeh nie wystepuje zadna para
wyrazen postaci W i W’ czyli para wyrazef, z ktérych jedno
jest negacja drugiego. ' ‘

‘Definicje te mozemy przeksztalcié na podstawie nastepuja-
cego twierdzenia: .

Tmwierdzenie 1. Na to, zeby teoria byla niesprzeczna, po-
trzeba i rystarcza, by istnialo r niej choé jedno mwyrazenie, ktére
nie jest troierdzeniem.

Dowéd. Jesli teoria jest niesprzeczna i W jest wyrazeniem
tej teoril, to z dwu wyrazeh Wi W’ jedno nie jest twierdzeniem.
Istnieja wiec wyrazenia, ktére nie sg twierdzeniami teorii.

Zalézmy na odwrdt, ze wyrazenie V nie jest twierdzeniem
teorii. Implikacja W —(W'— V) jest dla kazdego wyrazenia W
twierdzeniem teorii, gdyz jest ona podstawieniem tautologii ra-
chunku zdaf. Wnosimy stad, ze gdyby W i W’ byly twierdze-
niami teorii, to V byloby tez twierdzeniem tej teorii, whrew
zalozeniu. Dla kazdego wyrazenia W badz ono samo, badz W’
nie jest wiec twierdzeniem teorii, czyli teoria ta jest niesprzeczna,
c.b.d.o.

Twierdzenie 1 pokazuje, dlaczego od kazdej teorii matema-

tycznej wymagaé musimy, by byla niesprzeczna. W teorii sprzecz-

nej kazde wyrazenie jest twierdzeniem, jest to wigc teoria jatowa.
Z drugiej strony widzimy, jak slaby jest postulat niesprzecznosci
(w my$l ktérego choé jedno wyrazenie nie ma byé twierdzeniem)
i jak dalece mylilby si¢ ten, kto by przypuszczal, ze niesprzecz-
noéé teorii pociaga za soba intuicyjna prawdziwo§é jej twierdzes.

Pojecie niesprzeczno§ci nie pozostaje w Zadnym bliskim
zwiazku z pramem sprzecznoici (zwanym przez niektérych pra-
roem niesprzecznodci), t. j. tautologia rachunku zdah (zob. Roz-
dzial 1, § 9, str. 27) '

(-

W teorii sprzecznej prawo sprzecznoSci jest twierdzeniem,
bo wszystkie wyrazenia sa twierdzeniami takiej teorii.

Z drugiej strony istnieja teorie niesprzeczne, W ktérych nie
obowiazuje prawo sprzecznoéci. Mozna nawet zbudowaé systemy
rachunku zdaf, w ktérych koniunkcja p-p’ jest twierdzeniem,
a ktére mimo to sa niesprzeczne. O sprzecznoécei teorii decyduje
bowiem nie samo przyjecie takiego czy innego aksjomatu, lecz

A. Mostowski, Logika matemaiyczna. 18
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dopiero to, co mozna z tego aksjomatu wyprowadzié, a wiec ze-
spot wszystkich aksjomatéw i regul wnioskowania'). Tak np.
przyjmujac w rachunku zdah koniunkeje p-p” za aksjomat, a od-

rzucajac niektére inne prawa (np. p+p’—>¢) lub modyfikujac re- -

gule odrywania, mozemy nie otrzymaé sprzecznoSci.

. W dawhiejszej logice nie odrézniano nalezycie prawa sprzecz-
nofci od wlasnoéci, ktéra nazwaliSmy niesprzecznoScia teorii.
Zachodzi jednak miedzy nimi zasadnicza réznica: prawo sprzecz-
noéci jest jednym z twierdzef teorii podobnie jak inne tautologie
logiczne, jest wige ono wypowiadane m samej teorii; niesprzecz-
noéé za$ jest pewna wilasnoécia calej teorii, mogaca jej przystu-
giwaé lub nie, w kazdym jednak razie dajaca sie wyslowié¢ tylko
m meta-teorii, t. . w nauce o teorii sformalizowanej (por. dalej,
Rozdzial XII, § 2 i § 3). .

Udowodnimy teraz proste twierdzenie, ktére w wielu wypad-
kach pozwala ustalié niesprzeczno$¢ teorii:

Trmierdzenie 2. Jesli teoria T ma interpretacje m nie-
sprzecznej teorii T*, to i teoria T jest niesprzeczna.

Dowéd. Gdyby teoria T byla sprzeczna, to istnialoby takie
wyrazenie W tej teorii, ze zaréwno W jak i W’ bylyby jej twier-
dzeniami. Zastapmy ‘w W stale specyficzne teorii T przez nazwy
pojeé zdefiniowanych w teorii T* i stanowiacych model teorii 7.
Zgodnie z twierdzeniem udowodnionym w § 2, str. 270, zaré';vno
otrzymane w ten sposéb wyrazenie W* jak i jego negacja bylyby
wiec twierdzeniami teorii 7% wbrew zalozeniu niesprzecznoéci tej
teorii, c.b.d.o.

W mysl twierdzenia 2, aby mykazéé’ niesprzeczno$é teorii T,
mystarczy znalezé dla niej model r jakiejkolmiek niesprzecznej
teorii T*, . » o

Dowody niesprzecznoéci uzyskane w taki sposéb nosza nazwe
domoddr przez interpretacje.

PRZYKLADY. 1. W elementarnej teorii nieréwno§ci mozna
zdefiniowaé model dla teorii relacji.lezenia miedzy (por. § 2, éwi-
czenie 2). Z niesprzecznofci elementarnej teorii nieréwnosci wy-
nika wigc niesprzeczno$é elementarnej teorii relacji lezenia miedzy.

3 Por. w zwiazku z tym uwagi, jakie czyni na temat nie-klasycznych sy-
steméw rachunku zdafi S. Jaskowski w artykule Zagadnienia logiczne a ma-
fematyka, My$l Wspélczesna, Nr 7-8 (14-15), Warszawa-£.6dZ 1947, str. 67-68.

icm
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2. Naszkicujemy dowéd niesprzecznodei fragmentu geometrii
rzutowej, rozpatrywanego w Rozdziale IX (§ 3, str. 240), zaktadajac
niesprzeczno$¢ teorii liczb rzeczywistych.

W teorii liczb rzeczywistych zdefiniowaé mozna bez trudu.
trzy funkeje pq(x), ps(x), ps(x), ktore ustalaja odwzorowanie wza-
jemnie jednoznaczne zbioru wszystkich liczb réinych od.0 na
zbiér tréjek uporzadkowanych liczb rzeczywistych, z ktérych
co najmniej je.dna jest rézna od 0.

QOkreéliny relacje dwuczlonowa ~ i relacje tréjczionowa A
miedzy liczbami rzeczywistymi réznymi od 0, jak nastepuje:

~==(*, ) {(x == 0)- (y + 0)- [p1 () - P2 (y) — 1 ) Po(x) = 0]

2 () - s (W) — P2 (y) - ps (%) =0] - [p5 (%) - p1 () — P (y) - p1 (%) =0},

P1 (x),Pz(x), Ps(x)
A== (2,9, 2) (o £ 0)-(y £ 0) (= 0) | p1(y) P2(V), oY) | =0},
P1(2), P2(2), ps(2)

Pojeciami pierwotnymi fragmentarycznej geometrii rzutowef,
byly
P, =, =+, L

Wykazaé mozna z latwoScia, ze uklad pojeé
(xA‘) [x :f: 0]’ N’ Nl’ )’

stanowi model tej teorii w teorii liczb rzeczywistych, co dowodzi,
ze jefli teoria liczb rzeczywistych jest niesprzeczna, to i oma-
wiany fragment geometrii rzutowej jest niesprzeczny.

3. Rozpatrzmy nastepujaca niezmiernie prosts teori elemen-
tarng T*: stalymi specyficznymi sa znaki = i =, oznaczajace
relacje réwnoéci i réinoéci, oraz stale a i b. Poza aksjomatami
réwnoéci przyjmujemy jeszcze aksjomat a=b.

Zdefiniujmy w teorii T* zbiér G irelacjg tréjczlonowa S, jak
nastepuje:

G= @) [ =a)+(x=b)],

S=(# 9, 2)|(x=2a) y=2)-+F(==0b)-@+2

18
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W zwyklej terminologii matematycznej powiedzielibySmy, ze
zbiér G jest grupa wzgledem dzialania § i Ze tabliczka tego dzia-
ania jest nastepujaca:

S

]

|
|
|

7 latwoécia mozna dowie§é, ze uklad, zioZony‘f ze zbioru G,
relacji réwnoéci i réznoéci oraz relacji S stanowi model elemen-
tarnej teorii grup w teorii 7. Z niesprzeczno$ci teorii T* wy-
nika wiec niesprzeczno§é elementarnej teorii grup.

®
o | o

|

ale
b

o~

Oméwiona w tym przykladzie interpretacja teorii grup jest
ciekawa ze wzgledu na swéj finitystyczny charakter. llos¢ przed-
miotéw, o ktérych méwimy w teorii T*, jest skofczona (doklad-
nie 2), kazdy wiec zbi6r i kazda relacje opisa¢ mozna przy po-
mocy skonczonego ukladu réwnoSci lub przy pomocy tablic,
o kiérych wspominalismy w Rozdziale IV (§ 1, str. 84-85). Spraw-
dzenie jakichkolwiek wlasnoéci takich zbioréw lub relacji row-
niez nie nastrecza trudnoéci, zawsze mamy bowiem- do czynienia
ze skoficzong iloscia przypadkéw. W teorii T kwantyfikatory sa
zbedne, gdyz sprowadzaja sie do koniunkeji i alternatywy (por.
Rozdzial 111, § 1, str. 47).

Interpretacje takiego typu, jak opisana w tym przykladzie,
nazywamy interpretacjami skoriczonymi.

Nie kazda jednak teoria ma interpretacje skoficzone; nie
istnieja, one np. dla teorii grup uporzadkowanych, ani tym mniej
dla zadnej z teorii nie-elementarnych, rozwazanych w Roz-

dziale IX (§ 4).

Wzmianka historyczna. Metoda dowodéw niesprzecznodci przez in-
terpretacje powstala w zwiazku z rozwojem geometrii nie-euklidesowych, t.j. ta-
kich, w ktérych piagty postulat Euklidesa: przez kazdy punkt przechodzi do-
kladnie jedna prosta réronolegla do dorolnie danej prostej jest falszywy.

Pierwszy model dla geometrii nie-euklidesowych w przestrzeni euklideso-
wej podal matematyk wloski E. Beltrami w 1866 r. Teoriag T jest wiec tutaj
geometria nie-euklidesowa, teoria T* — geometria euklidesowa, a istnienie modelu
teorii T w teorii 7* prowadzi do do$é na pozér paradoksalnego wniosku, ze nie-
sprzeczno§é geometrii euklidesowej pociaga za soba niesprzeczno§é geometrii
nie-euklidesowe]. ’ '

Tony model dla geometrii nie-euklidesowej w geometrii euklidesowej podat
H. Poincaré w 1882 r. Sformulowal on takse w jasny sposéb istote dowodéw

iom
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niesprzecznofci przez interpretacje. Role modelu poréwnal on trafnie do roli
stownika, ktéry pozwala tlumaczyé wyraZenia teorii I’ na wyrazenia teorii T*
i to w taki spos6b, ze twierdzenia pierwszej przechodzs w twierdzenia drugiej?).

Tym samym badaniom zawdzi¢cza matematyka réwnies zrozumienie for-
malnego charakteru teorii sformalizowanych lub zaksjomatyzowanych, o czym
wspominali§my na koficu §2, a takze wyjadnienie istotnej natury aksjomatéw
jako zdaf, ktére przyjmujemy umownie za podstawe teorii. Poprzednio aksjo-
maty uwazano za tzw. prawdy oczywiste.

CGCWICZENIA 1. Udowodnié niesprzeczno$é algebry Boole’a (Rozdzial IV,
§ 5, str. 102) metoda interpretacji skoticzonej.

9. Udowodnié, ze nie istnieje zadna interpretacja skoficzona dla elemen-
tarnej teorii relacji lezenia miedzy. (por. Rozdzial IX, § 3, teoria V., str. 239).

5. Udowodnié, ze istnieje interpretacja skofczona dla fragmentu geomeirii
rzutowej (Rozdzial IX, § 3, teoria VI, str. 240) i ze najmniejsza liczba elementéw
w takiej interpretacji wynosi 7. ’ .

Wsk.: Przyjaé za elementy 3 wierzcholki iréjkata, 3 $rodki bokéw
i punkt przecigeia srodkowych. Relacja L zachodzi miedzy trzema punktami, gdy:

17 co najmniej dwa z nich sa réwne,

20 wszystkie trzy leza na jednej prostej,

30 kazdy jest §rodkiem boku tréjkata.

§ 4. Uwaga o tzw. absolutnych dowodach niesprzecznosci.
Dla dowodéw mniesprzecznoci przez interpretacj¢ charaktery-
styczne jest to, ze pozwalaja one sprowadzi¢ zagadnienie nie-
sprzecznoci jednej teorii do zagadnienia niesprzeczno$ci innej.
Stosujac metode interpretacji, nie dojdziemy wige nigdy do twier-
dzenia postaci: ta a ta teoria jest niesprzeczna; zawsze musimy
dodawaé zalozenie: o ile inna teoria jest niesprzeczna. _

Rodzi sie stad potrzeba znalezienia innej metody dowodéw
niesprzecznoéci, zwanych absolutnymi, ktére pozwolilyby ustalaé
niesprzecznoéé teorii bez zalozenia niesprzecznoSci innej teoril.

Potrzeba takich dowodéw jest tym bardziej palaca, ze w roéznych

systemach logiki pojawily si¢ w swoim czasie sprzecznoSci, zwane.
antynomiami (por. Rozdzial VIIL, § 2, str. 208), mimo ze zalozenia.
tkwiace u podstaw tych systeméw zdawaly si¢ prawdziwe. Aby
uniknaé antynomii, zbudowano systemy logiczne oparte np. na
teorii typéw i stwierdzono, ze zadna ze znanych antynomii nie
moze pojawié si¢ w tych systemach (por. Rozdziat VIII, §3,
str. 218-219). Pozostaje jednak zawsze watpliwos¢, czy w trakcie

“dalszej budowy systemu nie natkniemy si¢ na inne sprzecznoscL

1 Por, H. Poincaré, La Science et I'Hypothése, Paryz 1929, str. 57,
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Dla niektérych dzialéw logiki mozna bardzo tatwo przepro-
wadzié absolutny dowdd niesprzecznosci. Np. rachunek zdan,
rogzpatrywany w Rozdziale II, nie jest sprzeczny. Gdyby bowiem
wyrazenia W i W’ byly jednoczeénie tautologiami rachunku zdas,
to oba te wyrazenia mialyby warto§¢ 1, gdy za zmienne zda-
niowe podstawié symbole 01 1 w dowolny zreszts sposéb. Wnio-
sek ten jest jawnie niedorzeczny, gdyz w rachunku zdah W’ musi
mieé warto§é 0, gdy W ma wartos¢ 1. Réwniez bez wickszych
trudno$ci mozna udowodnié niesprzeczno$é pelnego systemu pro-
stej teoril typéw, nie zawierajacej pewnika nieskoiczonosei).

Przeprowadzenie obsolutnego dowodu niesprzeczno$ci czy to
systemu logiki z pewnikiem nieskonczonosci, czy ktérejkolwiek
z teorii, rozpatrywanych w § 4 Rozdzialu IX, nic wydaje si¢c na

pozér zagadnieniem bardzo trudnym. Wystarczy tylko wykazaé,

ze nie istnieje ciag wyrazen
Wo Wi, Wosooo, Wa,

ktory posiada wlasnoéei dowodu sformalizowanego (por. Roz-
dzial IX, § 1, str. 227), a zakofczony jest negacja ktéregokolwiek
z aksjomatéw. Wydaje sie wigc, ze jest to zagadnienie tego sa-
mego mniej wiecej rodzaju co dowdd, ze pewne okre§lone po-
lozenie figur szachowych nie da sie nigdy uzyskaé w toku
poprawnie rozgrywanej partii. Mozna by sadzié, ze pewne rozu-
mowania kombinatoryczne doprowadza do wniosku, ze stosujac
do aksjomatéw i tautologii logicznych (ktére graja tu role po-
dobna do wyjsciowych pozycji w partii szachéw) reguly wnios-

kowania (odpowiadajace regulom gry), nie dojdziemy nigdy do

negacji zadnego aksjomatu.

Znalezienie takiego dowodu mialo byé — wedtug Hilberta —
naczelnym zadaniem meta-matematyki; przy tym Hilbert za-
‘daL by w trakcie dowodu nie korzystaé¢ z zadnych praw mate-
3nat§rcfnych poza najelementarniejszymi, bezpoérednio dostgpnymi
intuicji, a wige takimi, ktére niewatpliwic nie zawieraja sprzecz-
nosci?).

Y Zob. prace cytowane na str. 219. _ .

il ) 'Am H1l.b.e’rt, B.I’Ii jego~ ‘wspblpracownicy i uczniowie nigdy wlasciwie
qse me-okreéhh frodkéw logicznych, jakie uwazali za jeszcze dozwolone w ro-
zmnf)wa.mach meta-matematyeznych, zadowalajgc sie doéé ogbélnikowymi uwa-
gami na temat tzw. rozumomar finitystycznych. Por. D. Hilbert i P. Ber-
nays, Gmrgdlagen der Mathematik, tom 1, Lipsk-Berlin 1934, § 2, str. 20-42
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Glebsze badania wykazaly jednak, ze rozumowania kombi-
natoryczne, na ktérych mial opieraé si¢ dowéd niesprzecznoci,
musialyby operowaé pojeciami bardzo zlozonymi, bardziej jeszcze
Adozonymi niz pojecia teorii, poddawanej wlagnie dowodowi nie-
sprzecznoécﬂ). Pierwotny program Hilberta jest zatem nie-
wykonalny. <

Mimo to absoluine dowody niesprzeczno$ci daja sie¢ uzyskaé
na tej drodze dla niekiérych prostych teorii sformalizowanyeh,
np. dla podanych w Rozdziale IX, § 3.

§ 5. Niezaleznoéé aksjomatow. Zalozmy, ze aksjomatami
teorii T sg wyrazenia
(4) A,,4,,..., 45

Méwimy, Zc aksjomat A; jest niezaleiny od aksjomatéw
Agyoois Aiety digty.. ., Ap, jeSli A; nie daje si¢ udowodnié na pod-
stawie tautologii logicznych i aksjomatow A,y dig, dive,. 4n
za pomoca przyjetych w teorii 7' regul wnioskowania.

Jesli kazdy z aksjomatéw ukladu (4) jest niezalezny od po-
zostalych, to méwimy krétko, ze uklad (4) jest niezalezny.

Dwa uklady aksjomatéw teorii T nazywamy rémnomaznymi,
jesli kazdy aksjomat pierwszego ukladu daje sie wyprowadzié
2 tautologii logicznych i z aksjomatéw drugiego ukladu i, na od-
wrét, kazdy aksjomat drugiego ukladu daje sie wyprowadzié
z tautologii logicznych i z aksjomatéw pierwszego ukfadu.

Tierdzenies1. Jesli (4) jest ukladem aksjomator teorii,

to istnieje niezalezny uklad aksjomatéro tej teorii, réronoroazny

ukladomi (4).

Dowdd. Jesli (4) nie jest ukladem niezaleznym, to jeden
z aksjomatéw jest zaleiny od pozostatych. Usuwajac ten aksjo-
mat, otrzymujemy uklad réwnowazny ukladowi (4). Z nowym
ukladem postepujemy w ten sam spos6b i t. d. Po skoficzonej
liczbie krokéw dojdziemy wreszcie do ukladu niezaleznego, réwno-
waznego ukladowi (4),c. b. d. o.

1y Wynik ten uzyskal w 1931 roku K. Godel w podstawowej dla badan
metia- matematycznych pracy 'ber formal unentscheidbare Sétze der Principia
Mathematica und verwandter Sysieme, I, Monatshefte fiir Mathematik und Phy-
sik, tom 38 (1931), str. 173-198. Te wyniki Giédla zreferowane sa dokladnie
w II tomie cylowanego dziela D, Hilberta i P.Bernaysa (1939), §4 i §5:
str. 205-360, .
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Wychodzac wprost z definicji, nie mogliby$my na ogét prze-
konaé sie w konkretnych przypadkach, czy jeden z aksjomatow
badanego ukfadu aksjomatéw teorii sformalizowanej jest nieza-
lezny od pozostalych. Wielka pomoc przy takich badaniach ed-
daje nastepujace ,

Tmwierdzenie 2. Na to, by aksjomat A; byl niezalezny od
pozostalych aksjomatérm ukladu (4), potrzeba i rystarcza by teoria
oparta na aksjomatach

(*) -A19'~'5Ai—is,,A,iaAi'!-l:'-'s[:[n
byla niesprzeczna.

Dow6d. Jeéli teoria oparta na aksjomatach () jest sprzeczna,
to 4; jest twierdzeniem tej teorii. Zgodnie z twierdzeniem o de-
dukeji (§ 1, str. 267) wynika stad, ze implikacja

Ao diy- Ay Aigao - An = 4,
jest tautologia logiczna. Na mocy tautologii rachunku zdan
FE-¢r=>q->@pr->q)
wynika stad, ze implikacja
ApeoiAimgAigqe..

jest tautologia logiczna, skad wnosimy, ze aksjomat A; jest za-
lezny od pozostalych aksjomatéw ukladu (4).

Na odwrét, je§li aksjomat A; jest zalezny od pozostatych
aksjomatéw uktadu (4), to teoria oparta na aksjomatach (#) jest
sprzeczna, bo 4; i A'; sa jej twierdzeniami,

Twierdzenie 2 jest w ten sposéb udowodnione.

Wynika z niego na mocy tw1erdzen1a 2z §3 (str. 274) na-
stepujace

Twierdzenie 3. Jedli teoria T* jest niesprzeczna i istnicje

m niej model dla zdan (+), to aksjomat A; jest niezalezny od po-
zostalych aksjomatéro ukladu (4).

.'An"‘).Ai

Twierdzenie to pozwala stosowaé metode interpretacji przy
dowodach niezaleznoéci.

PRZYKLADY 1. Niech T bedzie fragmentem geometrii rzu-
towej, rozpatrywanym w Rozdziale IX (§ 3, teoria VI, str, 240),
a T*" — zwykla geometriq euklidesowa.

icm
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Niech symbol P* oznacza zbiér punktéw przestrzeni euklide-
sowej, a symbol L* relacje wspélliniowosci trzech punktéw w tej
przestrzeni. Z latwoécia sprawdzamy, ze zastepujac w aksjoma-
tach VI 1-VL 06 teorii T state P i L przez stale P* i L*, otrzy-
mamy twierdzenia teorii T*. Natomiast aksjomat VI 7 przejdzie
na zdanie teorii T*, ktérego negacja jest twierdzeniem. Jeli wiec

teoria 7™ jest niesprzeczna, to aksjomat VI? jest niezaleiny
od aksjomatéw VI1-VI6.

2, Udowodnimy, ze jesli aksjc‘)matyczna teoria lczb natu-
ralnych jest niesprzeczna, to uklad zlozony z aksjomatow
VII 1-VIII6 (Rozdzial 1X, § 4, teoria VIII, str. 243), jest nieza-
lezny. Teoria T jest wiec tu aksjomatyczna teoria liczb natural-
nych (zob. tamze), a teoria 7% — ta sama {eoria wzbogacona
regulami definiowania.

Aby przeprowadzié dowdd niezaleznoSci, musimy zdefinio-
waé 6 réznych modeli, po jednym dla pieciu aksjomatéw i dla
negacji pozostatego, széstego, aksjomatu teorii T.

Niezalezno§é aksjomatu VIII1 uzyskujemy przez nastepujaca
interpretacje¢: L interpretujemy jako zbiér zlozony z liczb 01 1,
0 — jako 0 i N— jako relacje (£, §) [(x=0)-(y =1)+(x=1)-(y==0)].

Niezalezno§ci aksjomatu VIII 2 dowodzi nastepujaca inter-
pretacja: L interpretujemy jako zbiér zlozony z liczb réznych
od 0, a 0 i N interpretujemy same przez siebie.

Niezaleznoéci aksjomatu VIII 3 dowodzi nastepujaca inter-
pretacja: L interpretujemy jako 7bi61 zlozony z liezb 0 i {,
0 — jako 0, a N — jako relacje (£, 9)[x—+1=y].

Aby wykazaé niezalezno§é aksjomatu VIII4, interpretujemy N
jako relacje

N{x-t2=y x=}=O)+(x=0)'[(y=1)+(y=2)]},

a 01iL same przez siebie.

Niezalezno§é aksjomatu VIII 5 wykazujemy nastepujaca in-
terpretacja: L interpretujemy jako zbiér zlozony z liczb 0 i 1,
relacje N — jako relacje (#,9)[(x=0)-@y=1)+x=1)-y=1],
a 0 — jako 0.

Wreszcie, niezaleznoéci aksjomatu VIII 6 dowodzi nastepu-
jaca interpretacja: L i 0 interpretujemy same przez siebie, N za§ —
jako relacje (#,7)[x-+2=y]
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3. Udowodnimy niezalezno§é aksjomatu ciagloéci od pozo-
stalych aksjomatéw pelnej teorii liczb rzeczywistych (zob. Roz-
dziat IX, § 4, teoria VII, sir. 242), zakladajac niesprzecznosé teorii
funkcji zmiennej rzeczywistej. ‘

W tym celu interpretujemy L jako zbiér wszystkich funkcji
wymiernych f(f) zmiennej t, przebiegajacej zbiér liczb dodatnich.
Relacje ¢ i = interpretujemy jako relacje zachodzace miedzy
funkcjami f(f), g() i h(t) wtedy i tylko wtedy, gdy f(f)=g()--h(1)
lub f(t)=g(t)-h(f). Relacje << interpretujemy jako relacje R za-

chodzaca miedzy funkcjami F(f) i g(f) wtedy i tylko wtedy, gdy -

dla dostatecznie duzych wartoéci ¢ liczba f(f) jest mniejsza od
liczby g(f). Wreszcie 0 interpretujemy jako funkcje stale réwna
zeru, a 1 — jako funkcje stale réwng jednoSci 7). '

Aksjomat ciaglosci przechodzi przy tej interpretacji w zdanie,
ktérego negacja jest twierdzeniem teorii funkeji zmiennej rzeczy-
wistej. Aby sig o tym przekonaé, rozpatrujemy dwa zbiory funk-
cyj wymiernych: jeden, zawierajacy wszystkie funkcje stale,
i drugi, zawierajacy te z pozostalych funkcji, ktérych wartosé
wzrasta nieograniczenie wraz z t rosnacym nieograniczenie. Latwo
sprawdzié¢, ze kazda funkcja pierwszego zbioru pozostaje w re-
lacji R do kazdej funkeji drugiego zbioru, a mimo to nie istnieje
taka funkcja wymierna f, ze gRf i fRh dla kazdej funkcji g
z pierwszego zbioru i kaidej funkcji h z drugiego.

Wszystkie inne aksjomaty teorii liczb rzeczywistych przecho-

dza w zdania, ktére daja si¢ udowodnié w teorii funkcji zmiennej
rzeczywistej, co dowodzi niezaleznosci aksjomatu ciaglodei.

Przykliad ten jest interesujacy m.in. z nastepujacego powodu. Pojecie funkeji
zmiennej rzeczywistej mozna zdefiniowaé w pelnej teorii liczb rzeczywistych,
gdyz funkcja Jest to relacja jednoznaczna. Nie mozemy jednak twierdzié, ze
opisana tu interpretacja zostala przeprowadzona w ramach teorii liczb rzeczy-
- wistych, gdyz definiujac pojecie modelu (§ 2, str. 270), zastrzeglismy, by kazde
pojecie bylo interpretowane jako pojecie tego samego typu. Dlatego tez — aby
pozostaé w zgodzie z definicja modelu — zalozyli§my, ze teoria T'* jest nie teoria
liczb rzeczywistych, lecz teoria funkeji zmiennej rzeczywistej, w ktérej funkeje
maja typ * 3.

Widoczne jest stad, Zze zastrzezenie, by kazde pojecie bylo interpretowane
przez pojecie tego samego typu, bywa niepotrzebnie krepujace {por. §2, str.272).

) Por. D. Hilbert, Grundlagen der Geomefrie, wyd. 7-e, Lipsk-Berlin
1930, str, 47. :

*) Aksjomatyke takiej teorii podaje K. Menger, Algebra of Analysis, Notre
Dame Mathematical Lectures, No 3 (1944).
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Budujac teorie¢ sformalizowana, staramy si¢ zazwyczaj oprzeé
ja na niezaleznym ukladzie aksjomatéw. Aksjomaty zalezne od .
pozostalych sa bowiem niepotrzebne: mozemy je uzyskaé jako
twierdzenia. Z drugiej strony, moze by¢ nieraz dogodnie zrezy-
gnowaé z postulatu niezaleznoSci np. wéwczas, gdy przez uzu-
pelnienie ukfadu aksjomatéw aksjomatem zaleznym od pozosta-
lych otrzymujemy znaczne uproszczenie dowodéw lub pewng
symetrie zalozen teoril _

Istotniejsza jest rola zagadnienia niezaleznosci w dyskusjach
dotyczacych takich aksjomatéw, ktére wydaja sie malo oczy-
wiste lub co do ktérych celowoéci matematycy nie sa zgodni.
Tak np. badania nad niezalezno§cia pewnika o réwnoleglych
byty podyktowane istotnymi potrzebami naukowymi, a nie tylko
do§é w gruncie rzeczy powierzchownym dazeniem do oparcia
geometrii na niezaleznym ukladzie aksjomatéw. Podobnie ma si¢
rzecz z prowadzonymi w ostatnich czasach badaniami nad nie-
zaleznoécia pewnika wyboru od innych aksjomatéw teorii mno-
gosci ).

CWICZENIA. 1. Dowieéé niezalezno$ci aksjomatéw elementarnej teorii nie-
réwnoéei (Rozdzial IX; § 3, teoria I, str. 232), konstruujac odpowiednie modele
w arytmetyce liczb rzeczywistych. )

2. Rozwiazaé analogiczne zadanie dla elementarnej teorii grup (RozdzialIX,
§ 3, teoria II, str. 234).

5. Udowodnié, ze prawo przemiennoéci mnozenia jest zalezne od pozosta-
lych aksjomatéw pelnej teorii liczb rzeczywistych (Rozdzial IX, § 4, teoria VIIL,
str. 242) ). )

§ 6. Niezaleznosé pojeé pierwotnych ®). Niech T bedzie teoria
sformalizowana o pojeciach pierwotnych ‘

Q, Q, Qy, ..., &,
ktérych nazwami (stalymi specyficznymi teorii) sa
W, Wy Wos ovry Oke

1) Dowéd niezaleznoéei pewnika IX 9 od pozostalych pewnikéw teorii mno-
goéci, podanych w Rozdziale IX, § 4, sir. 245, pie sprawialby trudnosci. Zaga(.i—
nienie staje sie jednak naprawde trudnym i wainym problemem (dt’)ta.d nie
rozstrzygnietym), gdy uzupeimy uklad aksjomatéw pewnikiem o]fresla_]acym
liczbe kardynalna zbioru P-M’, czyli ilos¢ przedmiotéw, nie bedacych mnogo-
§ciami (najprosciej jest przyjaé zalozenie, ze liczba ta jest réwna zeru).

) Por. D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie, wyd. 7-e (1930), str. 105-107.

%) Por. prace: A. Tarski, Z badan metodologicznych nad definiomwalno-
$cia termindm, Przeglad Filozoficzny, tom 37 (1934), str. 438-460.
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JeSli T jest np. elementarna teorig liczb rzeczywistych (Roz-
. dzial IX, § 3, teoria IV, str. 237), to @, Q,, ..., & sa odpowiednio
zbiorem liczb, relacja réwnoéci, relacja réznoéci, relacja mniejszo-
§ci, dzialaniem dodawania i dzialaniem mnozenia, zerem i jed-
nofcia, a o, oy, ..., ox sg symbolami L, =, %, <, ¢, , 0 i 1,
stanowiacymi nazwy wymienionych zbioréw, relacyj, dziatan
i indywiduéw.
Aksmmatann teorii T niech beda wyrazema

(5) Als AQ: RS An'

Moéwimy, ze pojecie Q jest zalezne od pojeé @y, Q. ..., O
na gruncie aksjomatéw (5), jeli istnieje funkcja zdaniowa @(x)
o jednej zmiennej wolnej x tego samego typu co w, nie zawie-
rajgca stalej specylicznej w i taka, ze réwnowazno§é

©) (r=0)=0(x)

jest twierdzeniem teorii 7.
Mozemy zalozyé, ze zmienna x nie wystepuje w aksjo-
matach (5). Oznaczaé bedziemy symbolem 4;(x) funkCJQ zda-

niowa, ktéra powstaje z A4; przez zastapienie ® zmienng x
(i=1,2,...,n).

Trwierdzenie 1. Jedli réronomaimosé (6) jest troierdzeniem
teorii T, to zdania (nie zamierajace w)

(@) 2:0x)  [ly[@@) o) > (x=y),
(8) :[®(x) > 4i()] Co(i=1,2,...,n)
s4 troierdzeniami teorii T. -

Dowéd. Zdania (7) otrzymujemy na mocy (6) z tautologii

logicznych

Zdania (7) sa wiec twierdzeniami teorii 7. Z akSJomatow
ekstensjonalno§ci mamy dalej

w i [(r=0) > 4],
skad wynika na mocy (6), ze implikacja
A;— [Qj(x) - Ai (JC)] .

a wiec tez i zdania (8), sa twierdzeniami teorii T, c.b.d. o.

ny x=w : y=w)
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Niech teraz T* bedzie teoria sformalizowans tego samego
rzedu co T, o stalych specyficznych

D01, Wgy eeey OF
oraz o aksjomatach (7) i (8).

Trwierdzenie 2. W teorii T* mzbogaconej definicja

©) w2 (1) 0()

zdania (5) sg ftroierdzeniami.

Dowéd. Definicja (9) jest poprawna z uwagi na to, ze zda-
nia (7) sa aksjomatami teorii 7%, a  nie figuruje wéréd stalych
specyficznych tej teorii.

7 twierdzenia dow1ecl710nogo w § 1 Rozdziatu X (str. 251) wy-
nika, ze réwnowazno$é

nx[@ (x) = difx)| =4

jest twierdzeniem teorii T* wzbogaconej definicja (9). Lewa strona .
tej rownowaznoéci jest jednym z aksjomatéw (8); wnosimy stad,
ze A jest twierdzeniem teorii 7%, c.b.d. o.

Twierdzenia 1 i 2 wykazuja, ze jeéli jedno z pojeé pierwot-
nych teorii 7' jest zalezne od pozostalych na gruncie aksjoma-
téw tej teorii, to mozna teori¢ T zastapi¢ inna réwnowaing jey
teoria T*, w ktérej wystepuje o jedno pojecie pierwotne mniej.
Po wplowadaemu w T* 0dpow1edmeJ definicji mozna wszystkie
aksjomaty teorii T, a wiec 1 wszystkie twierdzenia tej teorii,
uzyskaé jako twierdzenia teorii T*.

Uklad aksjomatéw teorii 7% zawiera o dwa zdania wiecej
niz uklad aksjomatéw teorii 7. Na ogél jednak niektére sposréd
zdaf (7) i (8) sa tautologiami logicznymi lub sa zaleine od po-
zostalych, dzieki czemu uklad aksjomatéw teorii T* ulega upro-
szczeniu. W szczegblnosci, jesli @ jest relacja np. tréjczlonowa,
a zdanie (6) ma postaé

U= w)—'_—;'[]uvm[U(

to zdania (7) sa tautologiami logicznymi (na mocy pewni.ka defi-
nicyjnego i pewnika ekstensjonalnosci), a wige uklad aksjomatow
teorii T* redukuje sie tylko do zdan (8).

u,v,m)=¥(u,0,m)],
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PRZYKEADY. 1. W arytmetyce liczb naturalnych (Roz-
dzial IX, § 4, teoria VIII, str. 243) udowodnié mozna twierdzenie

(0=0)=(eL)-[[wer N'(r0,1), .

0 jest wiec zaleine od pozostalych pojeé pierwotnych tej
teorii. Teoria T* ma w tym przypadku state specyficzne L i N
oraz aksjomaty VIII3, VIII4, VIII5 i nastgpujace trzy aksjomaty:

ZoeaneLN’(m,U), Hu,teL {nmeL[N’(mav) Nl(mat)] g (D= f)} .

HveL(nmsL N’(PD,D) -
>[lrci{@eX) - [Tryerl(xeX)-Nix,y) > (g eX)] > [ser(xe X)}).

Dwa spofréd tych aksjomatéw odpowiadaja. zdaniom (7),
trzeci za§ zdaniu (8), gdzie za 4; wybrano aksjomat indukeji zu-
pelnej VI 6. Zdania (8) dla 4; identycznych z aksjomatami VIII1
i VIII2 sa tu tautologiami logicznymi i nie muszg byé wlaczone
do ukladu aksjomatéw. ,

Teoria T* ma wiec tylez aksjomatéw co teoria 7, ale za to
o jedno pojecie pierwotne mniej. Stala 0 mozna w tej teorid
wprowadzié definicja,

0—*5—,‘(7.70) [(xeL)-[Iwer N'(r0,%)].

2. W pelnej teorii liczb rzeczywistych (Rozdzial IX, § 4,
str. 242) relacja #x jest zalezna od pozostalych pojeé pierwotnych.
Konstrukcja funkeji zdaniowej @.U), ktéra nie zawieralaby stalej
specyficznej n i dla ktérej réwnowazno§é

(U==)=o(U)

bylaby twierdzeniem, nie jest w tym wypadku prosta i musimy
zadowoli¢ sie podaniem wskazéwek, jak funkcje te mozna utwo-
rzyé.

Budujemy najpierw funkcje zdaniowa ¥,(u, o, m), ktéra spel-
niona jest przez liczby a,b,c wtedy i tylko wtedy, gdy c jest
liczbg naturalng i a=bc. Korzystamy przy tym z dwu okolicz-
nofei:

-

1° w rozwazanej teorii mozna zdefiniowaé bez pomocy re-

lacjii & zbi6r liczb naturalnych (por. Rozdzial X, § 2, str. 253,
- przyklad 2); :

iom

1
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2° mnozenie przez liczbe naturalng daje sie zdefiniowaé in-

" dukcyjnie za pomoca dodawania, teoria za§ wylozona w Roz-

dziale VIII, § 6, str. 187 pozwala kaida t. zw. definicje indukcyjna,
(zob. tamze) zastapié definicja zwykla.

Majac juz funkcje zdaniowa ¥,(u,v,m), z latwoécia budu-
jemy funkcje zdaniowa W,(u,v,m), ktéra spelniajq liczby a, b, ¢
wtedy 1 tylko wtedy, gdy c jest liczba wymierna i a=bec.

Konstruujemy wreszcie funkeje zdaniowa ¥,(u,o,m), ktéry
spelniaja liczby a, b, ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi jeden
z nastepujacych trzech przypadkéw:

i) b=0 i a=0;

(i) =0 1 dla dowolnych liczb ¢, ¢,, a,, 8, Je§li ¢, <<c<<e,
oraz a,, b,c, 1 a,, b, ¢, spelniaja funkcje zdaniowa W¥,(u,»,m),
to a;<<a<<ay; ’

(iii) b<<0 i dla dowolnych liczb ¢, ¢, a;, a, jeSli ¢, <<c<<ey
oraz a;, b,c, i a,, b, ¢, spelniaja funkcje zdaniowa ¥ (u,v,mw),
to a,<<a<Ta,. . :

Liczby a,b,c spelniaja funkcje zdaniowa ¥(u, v,mw) wtedy
i tylko wtedy, gdy a=bec.
Za ®(U) mozemy teraz przyjaé funkcje zdaniowa

[Tuow [U(u,0,m) =¥, (u,‘v, ).

Zgodnie z twierdzeniami { i 2 mozemy zastapi¢ rozpatry-
wang tu arytmetyke liczb rzeczywistych T teorig T*, w kidrej
stala  nie jest stala specyficzna i kiéra po dolaczeniu odpo-
wiedniej definicji relacji @ staje si¢ réwnowazna teorii 7.

Aksjomaty (7) sa w tym wypadku — jak juz wspomnieliSmy
(zob. str. 285) — tautologiami logicznymi. Réwniez aksjomaty (8)
odpowiadajace tym 4; ktére zawieraja stala =, sa w teorii T*
zbedne, gdyz — jak mozna wykazaé — s one zalezne od pozosta-
tych, a aksjomaty (8) odpowiadajace tym 4; ktére nie zawieraja
stalej =, moga byé oczywiscie zastapione samymi 4. Wynil'ia
stad, ze pelna teorie liczb rzeczywistych mozna zasta,pi.é teorla‘3
w ktérej stalymi specyficznymi sa L, o, <<, 0 i, aksyyomatanu_
za§ zdania I 1-6, 1I 1-6, III1-2, IV 9-12 i VI[ 1, a w ktorej
stala % wprowadzona jest odpowiednia definicja. Teoria T*. ma
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wiec o jedno pojecie pierwotne i o dziewieé aksjomatéw mniej
niz teoria T ). '

Z podanych przykladéw widaé, ze teoria, w ktdérej jedno
z pojeé pierwotnych jest zalezne od pozostalych, moze byé nie-
raz znacznie uproszczona. Jest wiec rzecza wazng posiadanie
metody, pozwalajacej badaé wzajemna niezalezno$¢ pojeé pier-
wotnych. Do tego celu sluzy metoda nastepujaca:

Niech T bedzie — jak poprzednio — teoriag o pojeciach pier-
wotnych Q,9Q,Q,,...,9, i stalych specyficznych o, w,, w,, ..., 0.

Zalésmy, ze w teorii T* zdefiniowane sa dwa ciagi statych:

0 Q13 @25+ v Qs

Ty Q15 025 +++5 Op>
ktére oznaczaja dwa uklady pojeé, stanowiace dwa modele
teorii 7' w teorii 7™ (pojecia Q,,9Q,,...,Q, sa wiec w obu mode-
lach interpretowane tak samo). :

Przy tych zalozeniach zachodzi nastepujace
- Tmwierdzenie 3 2). Je$li teoria T* jest niesprzeczna i moina

mw niej udoroodnié¢ nierérono$é :
(10) ' e=+o,
to Q jest niezalezne od Q.,Q,,...
teorii T.

,Q, na gruncie aksjomatorm

Dowéd. Zalézmy, Ze istnieje funkcja zdaniowa @(x), nie za-
wierajaca o 1 taka, ze zdanie (6) jest twierdzeniem teorii T.
Zgodnie z definicja modelu (§2, str. 270) mozemy ze zdania (0)
otrzymaé dwa twierdzenia teorii T*, zastepujac o,w;,...,w, raz
przez g,¢y,...,0;, a drugi raz przez o,g,...,0, Poniewaz o nie
wystepuje w O(x), wiec P(x) przejdzie przy obydwu tych podsta-
wieniach w te sama funkcje zdaniowa @*(x) teorii T*. Docho-
dzimy zatem do wniosku, Ze réwnowaznoéci

(x=0)=0*(x) i (x=0)=0%(x)

1) Oczywidcie redukcja liczby aksjomatéw moze byé zawsze: osiagnieta po
prostu przez przyjecie koniunkeji wszystkich aksjomatéw teorii jako jedynego
aksjomatu. Oczywiste jest réwniez, ze nie stanowi to Zadnege uproszczenia.
Natomiast uproszczenie, uzyskane w danym razie przez zastapienie teorii 7'
teorig T*, jest istotne i znacznie glebsze.

®) Twierdzenie to pochodzi w zasadzie od logika wloskiego A. Padoa. Por.
A Tt_irski, Z badart metodologicznych nad definiowalnoscia termind, Przeglad
Filozoficzny, tom 37 (1934), str. 442, odsylacz &, -
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sg twierdzeniami teorii T*, skad wynika, ze i 16wnodé p=o0 jest
twierdzeniem teorii T,

Teoria T™* bylaby zatem sprzeczna, gdyz nieréwno$é (10) jest
z zalozenia twierdzenicm tej teoril. .

Dla zadnej wice funkeji zdaniowej @(x), nie zawierajacej sta-
fej w, zdanie (0) nic moze byé twierdzeniem teorii 7, e.b.d.o.

Tresé twierdzenia 3 mozemy tez ujaé w postaci nastepujacej
reguly:

Aby stmierdzié niezaleino$é Q od pozostalych pojec¢ pierroot-
nych teorii T (na gruncie aksjomatdro tej teorii) staramy sie zna-
lezé m teorii niesprzecznej T* drvie réine interpretacje ukladu po-
jeé piermotnych teorii T'ito tak, by mwszystkie pojecia rézne od Q
byly obydma razy interpretorvane lak samo, Q za$ za kazdym ra-
zem inaczej.

PRZYKLAD. Siwierdzmy niezalezno§é pojeé pierwotnych
(réznych od relacji réwnosei i réznoéei) teoril grup przemiennych
uporzadkowanych, wzhogaconej zmiennymi typéw (%), (%%) 1 (¥,%%)
(Rozdzial 1X, §3, teoria III, str. 237). Pojeciami pierwotnymi tej
teorii sa L, ¢ 1 <.

- Za T* bierzemy arytmetyke liczb rzeczywistych.

Modelami teorii III w teorii T* sa m. in.:

zbiér liczb rzeczywistych, dzialanie dodawania, relacja mniej-
szofci;
zbiér liczh wymiernych, dzialanic dodawania, relacja mniej-
szoS§ci. :

Na podstawie twierdzenia 3 wnosimy stad, ze L jest nieza-
lezne od ¢ i < na gruncie aksjomatéw teorii IIL

Aby wykazaé niezalezno$é o od L i <<, rozpatrujemy modele:

zbiér liczh rzeczywistych, dzialanie (#,7,2)[x= y -+ 2], relacja
mniejszoSci, ’ -

zbiér liczh rzeczywistych, dzialanie (£,7,2) [x=y~+z+1], re-
lacja mmniejszoSci. ' ,

Wreszeie niezaleznodé << od ¢ i L wykazuja modele:

zbiér liczb rzeczywistyeh, dziafanie dodawania, relacja mniej-
szofci, S

zbi6r liczh rzeczywistyeh, dziatanie clodaw;mia, relacja wiek-
szofci. e ‘ '

19
A, Mostowski, Logika matemaiyczna.
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- Przyjeta definicja zalezno$ci pojeé piexwotnych (str. 284) nadaje sie do ta-
kich teorii sformalizowanych, w ktérych wysiepuja zmienne co najmniej tych
wszystkich typéw, jakich sa stale specyficzne. Gdyby zalozenie to nie bylo
speinione, pojecia pierwotne, dla kiérych w teorii nie ma zmiennych tego sa-
mego typu, bylyby automatycznie niezalezne od pozostalych, gdyz nie mozna by
dla nich wogéle napisaé ré6wnowaznosci (6).

Dlatego jest celowe uzupelnienie definicji zaleznofei pojeé pierwotnych
w teoriach 7' rzedu n. Méwimy mianowicie, Zze relacja £ typu (enCassnny €1}
rzedu nfjest w teorii T' zalezna od pozostalych pojeé pierwotnych tej teorii na
gruncie jej aksjomatéw, jesli istnieje taka funkecja zdaniowa di{x,y,...,u) o k
zmiennych wolnych, majacych typy ¢, cu...,c; kiéra nie zawiera stalej w
(nazwy relacji Q) i dla kiérej zdanie :

o (XY, W)=0(x,l,..., u)
jest twierdzeniem teorii 7.

Twierdzenia 1, 2 i 3 zachowuja swa moc réwniez w stosunku do tak
uzupelnionej definicji zalezno$ci pojeé; nalezy tylko dopuécié w teorii 7, précz
reguly definiowania, znanej nam z Rozdzialu X (§ 1, str. 250) jeszcze uzupel-
niong regule definiowania z tegoz Rozdzialu (§ 4, str. 263).

Zasadniczo dazymy do oparcia kazdej teorii sformalizowanej
na niezaleznym ukladzie pojeé pierwotnych, gdyz w przeciwnym
razie wprowadziliby§my do teorii jako pojecie pierwotne pewne
pojecie dajace si¢ zdefiniowaé. W praktyce jednak stusznie od-
stepuje sig nieraz od postulatu niezaleznoci pojeé pierwotnych,
gdyz budowa teorii uboiszej w aksjomaty i pojecia pierwotne
jest (w poczatkowym zwlaszcza stadium) znacznie trudniejsza,
niz budowa teorii bogatszej. Tak np. eliminujac stals = z pelnej
teorii liczb rzeczywistych, otrzymujemy wprawdzie teorie za-
sadniczo prostsza (o mniejszej liczbie pojeé pierwotnych i aksjo-
matéw), ale za to przy dowodzeniu wszystkich niemal twier-
dzeh powolywaé si¢ musimy na pewnik cigglo§ci. Zachowujac
natomiast staly @, zyskujemy moino$é tatwego i naturalnego do-
wodzenia twierdzeri elementarnych. '

CWICZENIA. 1. Wykazaé, ze w pelnej teorii liczb rzeczywistych (Roz-
dzial IX, § 4, teoria VII, sir. 242) relacja < jest zaleina od relacji ¢ i # na
gruncie aksjomatéw tej teorii. Przeksztalcié ie teorie w réwnowazng jej teorie,
nie zawierajaca stalej speeyficznej <.

Wsk.: Oprzeé sie na twierdzenin

(x<y)=(x=ky). D ylz(zt .oy, x,2)].

2, Wykazaé, ze liczby 0 i 1 sa zalesne od relacji ¢ i = na gruncie aksjo-
matéw pelnej teorii liczb rzeczywistych.

3. Przekszialci¢ pelng teorie liczb rzeczywistych na réwnowazng teorie 7%,
w kiérej nie wystepuja stale 01 1.
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4. Udowodnié, ze relacja « jest niezalezna od innych pojeé pierwotnych
teorii T* 7 éwiczenia 3 na gruncie aksjomatow tej teorii,

Wsk.: Pojecia pierwoine teorii 7'*, mianowicie =, o i <, interpretujemy
w samej teorii T'* raz przez nie same, a drugi raz jako (#,7,%)[x =2yz], 0 i <.

5. Udowodnié, ze w pelnej teorii liczb rzeczywistych relacja o jest nieza-
lezna od pozostalych pojeé pierwotnych na gruncie aksjomatéw tej teorii.

Wsk.: Pojecia pierwotne teorii liczb rzeczywistych, mianowicie o, 7z, <, 011,
interpretujemy w iej samej teorii raz przez nie same, a drugi raz jako

Niezaleznoé¢ relacji o w zestawieniu z przykladem 2 ze str. 286 pokazuje,
ze relacje = 1 o graja role istotnie rézne w teorii liczb meczywis_tych: ?liminacja
pierwszej z tych velacji jest zasadniczo mozliwa, a drugiej — niemozliwa.

6. Udowodnié niezaleznoéé relacji » od relacji < i o oraz liczb 0 i 1 na
gruncie aksjomatow clementarnej teorii liczb rzeczywistych (Rozdziat IX, §3,
teoria IV, str. 237).

7. Zachowujac oznaczenia wprowadzone na str. 284 (przed dowodem twier-
dzenia 1), wykazaé, ze & jest zalezne od £,..., %2k na gruncie aksjomatéw (5)
wtedy i tylko wiedy, gdy réwnowaznoéé

(o= ) = A,(x). Ay(x) ... An(x)

jest twierdzeniem teorii 7).

§ 7. Zupelnoéé. Niech. T bedzie dowolng teoria sformalizo-
wana. Wyrazenie W tej teorii, nie zawierajace zmifinnych -wol:
nych, nazywa si¢ nierozstrzygalne w teorii T, jesli ani W, ani W
nie sa twierdzeniami tej teorii.

Teoria T nazywa sie zupelna, je§li nic istnieja wyrazenia w niej

nierozstrzygalne, t.j. jesli dla kazdego wyrazenia W tej teori,

nie zawierajacego zmiennych wolnych, badz samo W, badz we
jest twierdzeniem tej teorii. -

Doniostoéé pojecia zupelnoSci wyjaénié mozna w nastepujacy
sposéb. :

Wyrazenie W bez zmiennych wolnych wypowiada pewna
wlasnoéé pojeé pierwotnych. Istnienie w teoril takjlegq wyrazenia w
bez zmiennych wolnych, ze ani W, ani W’ nie Jes’t.tWIerdze-
niem teorii; znaczy zatem, ze teoria nie daje moinosm, }'ozst'rzy—
gnaé, czy jej pojecia pierwotne maja pewns wlasnosé, 'daJa‘ca‘
sic wyrazié w teorii (mianowicie wyrazonag w W), czy tej wlas-

1) Por. A. Tarski, Z badai mefodologicznych nad defin_iomalnoéci@ tgr-
minémw, Przeglad Filozoficzny; tom 37 (1934), sir. 443, twierdzenie 1.
19*
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noéci nie maja. Natomiast w teorii zupelnej mozna rozstrzygnaé
kaide pytanie, dotyczace pojeé pierwotnych, o ile tylko pytanie
to daje sie w ogéle sformulowaé w teorii.

_ Zastrzezenie uczynione w definicji zupetnoSci, by W nie zawie-
rato zmiennych wolnych, thumaczy si¢ tym, ze tylko wyrazenie
hez zmiennych wolnych wypowiada wlasnosé wylacznie pojeé
pierwotnych. Np. wyrazenic [Lol(x<y)—>(y<<x)] stwierdza
antysymetrie relacji <<, natomiast wyrazenie I [(x<y)~ (y<<a)]
wypowiada pewng wlasno§¢ nie tylko relacji <<, ale i przedmiotu x.

Nie nalezy sadzié, ze zawsze dazymy do uzyskania teorii
zupelnej. Nieraz rozpairujemy w matematyce pojecia réznorodne,
lecz majace pewne cechy wspdlne. Korzystne jest wéwezas przy-
jaé za aksjomaty zdania orzekajace, Ze pojecia pierwotne teorii
maja te cechy. Twierdzenia takiej teorii zachowuja swa moc dla
kazdego z pojeé, od kidrych wyszliémy.

Nie staramy si¢ wtedy bynajmniej o takie wzmocnienie
ukladu aksjomatéw, by powstala teoria zupelna, wzmacniajac go
bowiem, otrzymaliby$my teorie nie opisujaca juz wlasnosci tych
wszystkich pojeé, ktére mieliSmy rozpatrywad:

Opisana sytuacje mamy np. w teorii grup, a takze w algebrze
Boole’a (Rozdzial TV, § 5, str. 102).r Teorie te wilaénie dlatego
sa interesujace, ze maja wiele roznych interprétacji, do ktérych
twierdzenia tych teorii stosuja sie w réwnym stopniu. Dotaczajac
do aksjomatéw algebry Boole’a zalozenie, ze K ma np. 4 ele-
menty, otrzymalibySmy wprawdzie teorie zupelna, ale jej twier-
dzenia nie dawalyby si¢ stosowaé do wszystkich interpretacji
®algebry Boole’a. Tak samo otrzymalibyémy teorie zupetna, dofa-
czajac do aksjomatéw teorii grup zalozenie, Ze L ma 15 elementéw,
ale twierdzenia takiej teorii nie pouczalyby nas o wlasno$ciach
wszystkich grup, lecz tylko o wlasnodciach grup 15-elementowych.

Inaczej ma sie rzecz, gdy budujemy teorie, ktérej celem ma
byé badanie pewnyeh okre§lonych pojeé, np. pojecia liczby na-
turalnej ¢zy liczby rzeczywistej. Tu oczywiscie idealem bylaby
teoria zupelna, jeSli bowiem nie mozemy odpowiedzieé na pyta-
nie, czy pojecia pierwoine maja wlasno§é W, czy W', to najwi-
doczniej nie scharakteryzowali§my dostatecznie pojeé pierwotnych
i zalozenia teorii winny ulec wzmocnieniu. Niestety, w wyjatko-
wych tylko wypadkach mozna utworzyé teorie zupelna, zwykle
za$ teorie sformalizowane sq niezupelne.
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Podobnic jak pojecic niesprzecznodei teorii nie ma nic wspél-
nego z tautologia logiczng (p-p)’, tak pojecie zupetosci nie jest—
mimo pewnych formalnych analogii — niczym zwiazane z prawem
wquczducgo §rodka p--p’. Nieporozumienie moze powstaé, jeéli
prawo wylaczonego §rodka odezytywaé bedziemy jako: p jest pram-
dzime lub nie-p jest pramwdzime i utozsamimy slowa: jest pram-
dzime z¢ stowami: jest troierdzeniem (rozwazanej teorii sformali-
zowanej). Taki sposdh odczytywama prawa wylaczonego $rodka
jest jednak Dbledny.

Dla uniknig¢cia nieporozumieﬁ zaznaczamy z naciskiem, ze
prawo wylaczonego Srodka jest jednym z twierdzed teorii, wypo-
wiadanym w jezyku tej teorii, podezas gdy zupelno§é jest wilas-
noécia calej teorii, mogaca jej przystugiwaé lub nie, ale w kaz-
dym razic nic dajaca si¢ wyslowié w samej teorii lecz dopiero
w mefa-teorii (L. j. nauce o teorii).

Aby wykazaé niczupelno$é teorii 7, musuny wskazaé takle
wyrazenie W bez zmiennych wolnych, ze ani W, ani J'" nie jest
twierdzeniem tej teorii. W tym celu wystarczy zdefiniowaé w ja-
kichkolwick dwu teoriach niesprzecznych T i TF dwa modele
dla teorii T, z ktoérych jeden jest modelem dla zdania W, a drugi
dla zdania F’. Tak mozna ustalié niczupelno$é teorii T' metoda
inlerpretacji. -

Znacznic trudnicjsze sa dowody zupelnoéci teorii. Dla przy-
kladu naszkicujemy (u dow dd zupelnoéci clementarnej
teorii nieréwnoSci (Rozdziat IX, § 3, teoria I, str. 232), wzmoc-
nionej aksgjomatem

10. [“L,(xe],).

Przez przyjecie tego aksjomatu mozemy uproicié aksjomaty
11-6 i twierdzenia 17-12, podane w Rozdziale 1X (§ 3, str. 233),
zastepujac kwantyfikatory o ograniczonym zakresie [eer i Xser
przez kwantyfikatory zwykle.

Rozpatrzmy przede wszystkim dowolne wyrazenie W tej
teorii, nic zawicrajace kwantyfikatoréw. Wyrazenie W jest wiec
zbudowane przy pomocy lunkimow zdaniotwoérczych z wyrazef

postaci:

(x =x), (x=x)’, (x==1
(-X'ix), (x<x),9 (x<y): - (x<y)"

(11)


pem


294, ROZDZIAE XI. Zagadnienia metodologiczne.

Zgodnie z twierdzeniami 8 i (1 Rozdziatu II (§ 11, str. 33
i § 12, str. 38) mozemy wyrazenie W przeksztalcié w réwno-
wazne mu wyrazenie o postaci normalnej dyzjunkcyjnej ')

(t2) Ki+K;+ - +Kn,
gdzie kazde z wyrazen K; jest koniunkcja pewnej liczby wyrazen
postaci (11).

Niech ¥, bedzie wyrazeniem 2.(x=ux). Jest jasne, Ze naste-
pujace réwnowaznoSci sa twierdzéniami rozpatrywanej teorii:

(13) (x=x}EVO, (x:x)'EV:), (x<x)_—=—l('), (x<x)'EVQ.

Zgodnie z uwaga uczyniona w Rozdziale 1X (§ 3, str. 234,
wzory 18 i 19), mamy nadto w teorii nieréwnoéci twierdzenia:

19 w=y=lr<ytu<sl @<y =le=y+y<

Zastosujmy te twierdzenia do przeksztalcenia alternatywy
(12). Zastepujac w tej alternatywie wyrazenia figurujace po lewej
stronie réwnowazno$ci (13) i (14) przez wyrazenia figurujace po
prawej stromie tych réwnowaznoéei i stosujac nastepnie prawo
rozdzielno$ci koniunkeji wzgledem alternatywy, sprowadzimy wy-
razenie (12) do réwnowaznego mu wyrazenia

(15) 7 Li4Ly+---+Lp,
gdzie kazde z wyrazen L; jest koniunkcja wyrazen postaci
Ve Vs x=y, x<y

(przy czym zmienne x 1 y sa rézne).

Alternatywy zbudowane tak jak (15) nazywaé bedziemy
prostymi. »

' Wynik, do jakiego doszlismy, mozemy wige wypowiedzieé jak
nastepuje:

(i) Kazde mwyrazenie W elementarnej teorii nierdrmnodci bez
kmwantyfikatoréro moze byé - przeksztalcone m rémnomaing mu
alternatyme prosta (15), nie zamierajgca zadnych innych zmiennych
poza tymi, ktére mysteporwaly m W.

') Jest to forma dwoista do form normalnych, rozpairywanych w Roz-
dziale II, § 11, str. 32. Por, tez str. 36, éwiczenie 1.
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Przejdzmy teraz do wyrazefi, ktére moga zawieraé kwanty-
fikatory. Udowodnimy o nich, ze

(i) Kazde royrazenie W elementarnej teorii nierdronosci mose
byé przeksztalcone m rémnomwaing mu alternatyme prosta, za-
mierajaca tylko takie zmienne, ktdére byly wolne o W.

Dowéd. Przypomnijmy najpierw, ze'w my$l twierdzenia 4
Rozdziatu III (§ 8, str. 80) wyrazenie W moze byé przeksztalcone
w réwnowazne mu wyrazenie o.postaci normalnej, tzn. takiej, ze
rozpoczyna si¢ ono ukladem kwantyfikatoréw (charakterystyks),
po ktérych nastepuje wyrazenie wolne od kwantyfikatoréw
(macierz). Mozemy zatem od razu zalozyé, ze wyrazenie IV ma
postaé normalna. ‘

Zastosujemy teraz indukeje wedtug liczby k kwantyfikatoréw
w charakterystyce wyrazenia W,

Jedli ta liczba kwantyfikatoréw jest 0, to twierdzenie (ii) spro-
wadza sie do twicrdzenia (i). .

Zal6zmy wiec, ze k>0 1 ze twierdzenie (ii) zachodzi dla takich
wyrazefi o postaci normalnej, ktérych charakterystyka zawiera
k—1 kwantyfikatoréw. Niech.W bedzie wyrazeniem o postaci
normalnej, ktérego charakterystyka zawiera k kwantyfikatoréw.

Przypu$§émy najpierw, ze W rozpoczyna sie od malego kwan-
tyfikatora, a zatem ze ma postaé >, W,, gdzie W, jest wyraze-
niem o postaci normalnej, ktérego charakterystyka zawiera k—1
kwantyfikatoréw. W my$l wiec zalozenia indukcyjnego W, jest
réwnowazne alternatywie prostej (15), nie zawierajacej zadnych
innych zmiennych poza tymi, ktére byly wolne w W,.

Wobec prawa rozdzielno$ci malego kwantyfikatora wzgledem
alternatywy wnosimy stad, ze wyrazenie W jest rownowazne
alternatywie '

L+ 3Lyt oLy

Na mocy definicji suma logiczna alternatyw prostych jest
znéw alternatywa prosta; wynika stad z latwodcia, ze wystarczy
dowiesé, iz kazde z wyrazen DL jest réwnowazne alternatywie
prostej, nie zawierajacej innych zmiennych poza tymi, ktdre wy-
stepuja w L; 1 sa rézne od x.

Aby tego dowieéé, rozpatrzmy rozmaite postacie, jakie moze
mie¢ wyrazenie L Jest ich trzy:
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(¢) Zmienna x nie wystepuje w L. Wyrazenie 2eLi jest
wtedy réwnowazne wyrazeniu L;, a wigc w przypadku (2) twier-
dzenie (ii) jest prawdziwe.

(3) Zmienna x wystepuje w jednym z czynnikéw Li, majacym
postaé réwnoéci. Wobec twierdzenia (x=y)=(y=1x) (Rozdziat IX,
§ 3, str. 233, wzér 17) mozemy wéwezas sprowadzié L; do postaci

(e=p) (x<< zi)‘...-(x<zq)-(u1<x)-...-(u,.<,\")-(x=D])-...-(x=z)s) C,

gdzie C jest koniunkcja tych czynnikéw L;, ktdre nic zawieraja
zmiennej x (liczby ¢, ris moga przy tym byé réwne 0 1 koniunk-
cja C moze nie wystcpowaé w wyrazeniu Ly).

Na mocy pewnikéw ekstensjonalnosci, I; jest réwnowazine
koniunkcji

(c=y)-(y<z) e (Y <zg) (ty<y) .- (Ur"y) - (y=0)) - .- (y =0y)-C,

a wiec . L; jest réwnowazne koniunkeji

Vn'(y<zi)'--"(y<z(1)'(u1<y)'--~’(ur<y)'(y201)'---'(y:vs)‘c‘a‘ ‘

gdyz Yi(x=y) jest twierdzeniem teorii nieréwnosci, a wicc jest
réownowazne wyrazeniu F,. Tym samym udowodniliémy twier-
dzenie (ii) w przypadku (8).

() Zmienna x wystepuje tylko w tych ezynnikach koniunkeji
L;, ktore maja postaé nieréwnoséci. L; ma wéwezas jedna z trzech
nastepujaeych postaci:

(16) (g ) (=) C
(17) (zy<<x) it (zr<x)-C,
(18) (2 <<x) o (Zr< X) - (X< ) v e (x< ya)-C,

gd?ie q.i rosa doc‘latnie, a C jest koniunkcja tych czynnikow Ly
ktére nie zawieraja zmicnnej x (C moze wi¢e znikaé z wyrazen
(16)-(18)). W przypadkach (16) i (17) D\ L jest réwnowazne Vo,
gdyi oba wyrazenia

2l <y) o<yl Bl <a).olm<x)]
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sq twierdzeniami teorii nierowno$ci, a wige sa réwnowazne wy-
razeniu F, (por. Rozdzial IX, § 3, str. 234, wzory 110.1 111).
W przypadku (18) 2 Li jest na mocy wzoru 112 z Rozdziatu 1X
(zob. tamze) réwnowazne koniunkeji

(24 LY (2 LYg) e (LY ) e (2 yq)-C-

Twierdzenie (ii) jest w ten sposoh sprawdzone réwniez w przy-
padku (7). .

Udowodniliémy zatem twierdzenie (i) dla wszelkich takich
wyrazeni W, ktérych charakterystyka rozpoczyna si¢ od malego
kwantyfikatora.

Jesli za§ charakterystyka wyrazenia W rozpoczyna sie od
duzego kwantyfikatora, to charaklerystyka wyrazenia W’ rozpo-
czyna sie od malego kwantylikatora, a wige (na mocy juz udo-
wodnionej czcéei twierdzenia) W' jest réwnowazne alternatywie
prostej P, nie zawierajacej zadnej zmienncej poza tymi, ktére byly
wolne w W’ Stad W jest réwnowazne P’, a poniewaz na mocy
twierdzenia (i) P’ moze by¢ przeksztalcone w réwnowazng mu alter-
natywe prosta Q o tych'samych zmiennych co P, wige 1 W jest
réwnowazne alternatywie prostej Q, ktérej zmienne sa wolne w I,

Twierdzenie (i) zostalo w ten sposéb udowodnione takze
w przypadKu, gdy charakterystyka W rozpoczyna sig¢ od duzego
kwantyfikatora.

Mozemy teraz juz latwo wykazaé zupelno$é clementarnej
teoril nieréwno§ci.

Niech W bedzie wyrazeniem bez zmiennych wolnych. W mysl
(i) istnicje alternatywa prosta (I3) réwnowazna wyrazeniu W
i réwniez nie zawierajaca zadnych zmiennych wolnych. Czynni-
kami koniunkeji L; mogy wiec byé tylko wyrazenia ¥, i vy
Wnosimy stad z latwoscia, ze alternatywa prosta (15) jest rowno-
wazna jednemu z czterech nastepujacych wyrazen:

I‘-ﬂ » Vuls I'Vu‘l_ Vu/= Iio . ]1-0/‘

W pierwszym i trzecim przypadku W jest twierdzeniem,
w drugim za§ i czwartym W’ jest twierdzeniem. Zatem zawsze
albo W, albo W’ jest twierdzeniem, czyli rozwazana teoria nie-’
réwno$ci. jest zupetna.
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3

Uzyta tu metoda dowodu nazywa si¢ metodq eliminacji kroan-
tyfikatoror.

Jak widzimy, polega ona na kolejnym przeksztalcaniu dowol-
nego wyrazenia W na wyrazenie bez kwantyfikatoréw ?).

PRZYKLAD. Rozpatrzmy wyrazenic
) LIL2[x=y) (y<2)+ <2 =2 (x<y

Przeksztalcimy najpierw macierz M tego wyrazenia, opierajac
sie na rownowaznos$ciach (13) i (14).

FH={>r<p+y<2]y<2)+[y=2+@E<y) (z2=2)(x<y)=
={(x<y) (y<2)+(y<x)-(y<2)+V, (y=2) (x=<y)+V ;- (z<y) - (x<y)}.

PrzeksztalciliSmy wiee M na réwnowazng jej alternatywe pro-
stg. Mamy teraz

F2M={2,[x<y)-y<2)|+ 2,y <x)-y<2)|+
+Vo Zuly=2-x<yl+V,- 2Zyllz<y)-(x<yl},
skad stosujac przeksztalcenia opisane w () i (1), otrzymujemy
F_'Z:!,v'JME[(-"'{»z)—i_Vu—i_Vu'(-5":“":‘2)_1_Vu]E[(-":“‘{‘Z}_]‘Vu]*
Wynika stqd ze
HILE, M =2, (Z M) =2.[x<2)-Vo]=
=V D:lx=2+C<x)]={Ve-Dilx=2)+Vo- Dr(z<x)} =
=V, V,,
l-niZyMEV;I_J_Vo 1 f"‘[]x”x,_;yM V0+V

Wyrazenie (19) jest zatem twierdzeniem teorii nicrownosci.

a wiec

) Metoda ta pochodzi od Th. Skolema, ktéry uzyl jej po raz pierwszy
w pracy: Untersuchungen iiber die Axiome des Klassenkalkiils und itiber Pro-
duktations- und Summationsprobleme, melche gewisse Klassen von Aussagen
betreffen, Skrifter utgit av Videnskapsselskapet i Kristiania, I. Matematisk - natur-
videnskabelig klasse 1919, ne 3, str.30-37. Metode te stosowal w wielu pracach
A. Tarski; por. jego Grundziige des Systemenkalkiils 1I, Fundamenta Mathe-
maticae, tom 26 (1936), str. 283-301, § 5. Por. takze C. H. Langford, Some
theorems on deducibility, Annals of Mathematics 2 s., tom 28 (1927), str. 16-40,
tegoz autora Theorems on deducibility (Second paper), tamze, str. 459-471,
wreszcie C.I. Lewis i C.H. Langford, Symbolic Logic, New York 1932,
rozdziat XIIL
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Précz teorii I jeszcze teoria V, rozwazana w Rozdziale IX
(§ 3, str. 239), staje sie zupelna, o ile dolaczymy do niej jeden
nowy aksjomat: [] (xeP).

Wszystkie inne teorie podane w Rozdziale IX sg niezupelne
nawet po podobnym wzmocnieniu aksjomatéw. Dowody niezupel-
nosci teorii nie-clementarnych, sa jednakze nadzwyczaj trudne ).

CWICZENIA. 1. Udowodnié niezupelnosé teorii nieréwnosci nie wzbogaco-
nej aksjomatem 10 (p. str. 293).

Wsk.: Ani 10, ani jego negacja nie sa twierdzeniami tej teorii.
2. Udowodnié niezupelnosé teorii II, III, IV i VI z Rozdzialu IX, § 3.

3. Rozpatrzyé teori¢ elementarng o stalych specyficznych L i < oraz aksjo-
matach 10, 11-13 i 16. Wykazaé, ze istnieja dokladnie cztery sposoby takiego
wzmocnienia ukladu aksjomatéw tej teorii, ktére prowadza do teorii zupelnej.

Wsk.: Cztery te sposoby polegaja na dotaczeniu badz zdah 14 i 15, badz
ich negacji, badZ zdania 14 i negacji zdania 15, badZ wreszcie zdania 15 i ne-
gacji zdania 14 ?).

§ 8. Rozstrzygalnos§é. Teoria T nazywa sie rozstrzygalna,
jesli istnieje metoda pozwalajaca o kazdym wyrazeniu tej teorii
rozstrzygnaé za pomoca skonczonej liczby prob, czy jest ono
twierdzeniem, czy nie.

Przykladem teorii rozstrzygalnej jest elementarna teoria nie- -
réownoséci, wzbogacona pewnikiem 10. WidzieliSmy istotnie w § 7,
ze kazde wyrazenie tej teorii bez zmiennych wolnych badz jest
w niej twierdzeniem, badz negacja twierdzenia, i poznaliSmy
sposob, pozwalajacy o kazdym konkretnym wyrazeniu W spraw-
dzié w skonczonej liczbie krokéw, ktéry z tych dwu przypad-
kéw zachodzi.

Innym, prostszym przykladem teorii rozstrzygalnej jest ra-
chunek zdan, ktérym zajmowaliSémy si¢ w Rozdziale 11?%). Metoda

1) Niezupelnoséé tych teorii odkryl K. Gédel w cytowanej juz na sir. 279
pracy Uber formal unenischeidbare Siitze der Principia Mathematica und ver-
mwandter Systeme, I. Monatshefte fiir Mathematik und Physik, tom 38 (1931),
str, 173-198. Giédel wykazal tez, Ze nie mozna uzyskaé zupelnosci przez wzbo-
gacenie ukladu pewnikéw tych teorii zadng skoficzong liczba pewnikéw w pew-
nym sensie prawdziwych.

?) Por. A. Tarski, Grundziige des Systemenkalkiils II, Fundamenta Ma-
thematicae, tom 26 (1936), str. 293,

3) Co prawda rachunek zdah nie podpada pod ogélny opis teorii sforma-
lizowanych, podany w Rozdziale IX (§ 1, str. 222), nie ma fo jednak istotnego
Znaczenia.
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sprawdzania zerowo-jedynkowego istotnie pozwala rozstrzygnaé
za pomocy skonczonej liczby prob, czy dowolnie dane wyra-
senie sensowne rachunku zdaf jest tautologia, czy nie.

Teoria rozstrzygalna jest w pewnym sensie nieciekawa dla
matematyka: przy dowodzeniu twierdzen takiej teorii niepo-
trzebny jest zaden ,akt twérczy”; wystarczy tylko sformulowaé
zagadnienie 1 mechanicznie sprawdzié, czy otrzymane wyrazenie
jest twierdzeniem. Gdyby np. teoria liczb rzeczywistych VII
(Rozdzial 1X, § 4, str. 242) byla rozstrzygalna, moglibyémy me-
chanicznie sprawdzaé, czy odpowiedZ na takic zagadnienia jak
wielkie twierdzenie Fermata albo hipoteza continuum wypada
twierdzaco, czy przeczaco (czy tez problemy te sa nievozsirzy-
galne na gruncie aksjomatéw tej teorii). Nalezy si¢ wige spodzie-
waé, ze bogatsze teorie sformalizowane okaza si¢ nierozstizy-
galne, trudno bowiem przypuszczaé, zeby mozna bylo znalezé
mechaniczng metode rozwiazywania zagadnien, nad ktérymi od
dziesiccioleci lub nawet stuleci pracuja najwybitniejsi matema-
tycy bez -wyniku.

Cheac $ci$le dowodzié nierozstrzygalno$el jakiejkolwick teorii,
natrafia siec na specyficzng trudno$é: pojecie metody rozstrzy-
gania ™ skoriczonej liczbie krokdmw, czy mwyrazenie jest trierdze-
niem, jest bardzo nieokreSlone. Podana na poczatku definicja,
jakkolwiek intuicyjnie jasna, jest za mafo §cista, aby mozna bylo
wykazaé istnienie teorii, nie podpadajacej pod pojecie teorii roz-
strzygalnej.

Na podobng trudno$é natrafiamy, gdy cheemy zdefiniowaé po-
jecie funkcji obliczalnej o argumencie naturalnym, t.j. takiej fun-
keji f(n), dla ktorej istnieje metoda, pozwalajaca obliczyé w skon-
czonej liczbie krokéw warto§é funkeji dla kazdej cfektywnie
danej warto§ci argumentu.

Jest jasne, ze funkcje (m,n)(m=n-1) chcieliby$my nazy-
waé obliczalng, natomiast funkcja

(m,n) [m jest rémne 0, o ile nie ma liczb p = n,
dla ktérych troierdzenie Fermata jest pramwdzime,
albo m jest rérone najmniejszej z takich liczb p|

byé moze nie jest obliczalna.-
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Istnicje wicle sposobéw okrelania pojecia obliczalnoéei fun-
keji'); wszystkie te sposoby sy zreszta réwnowazne. Opiszemy
jeden z nich, pochodzacy od Gédla ¥,

Rozpairywaé bedziemy zbiér liczb naturalnych okreslonych
np. tak, jak w Rozdziale VII (§5, str. 183). Niech zmienne m,n, ...
przebiegaja zbior tych liczb naturalnyeh. Poniewaz bedziemy
moéwili dalej o innych jeszeze liezbach naturalnych, wice dla
odréznienia bedziemy nazywali licaby okre§lone w Rozdziale VII
liczbami naturalnymi infuicyjnymi.

Zadanic nasze polega na wyodrgbnieniu sposréd wszystkich
funkcyj, ktérych argumenty i wartoéei przebiegaja zbiér liczb
naturalnych intuicyjuych, wezszej klasy funkeyj, dla kidrych
istnicje metoda obliczania ich wartodei.

W tym celu rozpatrujemy sformalizowang arytmetyke liczb
naturalnych, oparia na ukladzie aksjomatéw Peano, t.. teorie VIII
z Rozdzialu IX (§ 4, str. 243). Teoria ta bada indywidua typu s
ktére w tej teorii tez nazywajq sie liczbami naturalnymi, choé nie
maja one zasadniczo nic wspélnego z liczbami naturalnymi intui-
cyjuymi. Te nowe liczby bedziemy dla odréznienia nazywali
liczbami naturalnymi formalnymi.

Wzbogaémy teori¢ VI definicjami:

7 (I.X')]V(O, x): ’4:3 “‘(’}f(lx) ]V(lex))

4 :L('I/',’.L

Z, Y ) N(Z,, x),

Symbole Z,, Zs,... sq nazwami liczb naturalnych formalnych,
Kazdej liezbie naturalnej intuicyjnej n odpowiada dokladnie je-
den znak 7Z,, kidry jesl nazwa okreélonej liczby naturalnej for-
malnej, - .

Funkeje f(n), ktérej argument i warto§é przebiegaja zbior
liczh naturalnych intuicyjnych, nazywaé bedziemy obliczalna,

) Nie mozemy tu omawiaé dokladnie zagadnied zwigzanych z pojeciem
funkeyj obliczalnych, mimo Ze zagadnienia te maja znaczenie dla wielu dzialéw
logiki. Z teoria funkeyj obliczalnych zapoznaé si¢ mozna z ksiazki: D. Hilbert
i P. Bernays, Grundlagen der Mathematik, tom 2 (1939), Supplement II, oraz
z prac: S. C. Kleene, General recursive functions of natural numbers, Mathe-
matische Annalen, tom 112 (1936), str. 727-742, i tegoz autora Recursive pre-
dicales and quantifiers, Transactions of the American Mathematical Society,
tom 53 (1943), str. 41 -73. Funkeje obliczalne nazywaja si¢ w literaturze an-
gielskiej general recursive funeclions. .

¥ Por, K, Gédel, Uber die Linge von Beweisen, Ergebnisse eines mathe-
matischen Kolloquinms, zeszyt 7, Wiedefn 1936, str. 23-24.
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jesli istnieje taka funkeja zdaniowa P{x,y) teorii VIII o dwu
zmiennych wolnych x i y typu #, ze dla dowolnych liczb natu-
ralnych intuicyjnych n i m zdanie @(Zs, Zs) (powstajace z @(x,y)
przez podstawicnie symbolu Z, za zmienna x i symbolu Z, za
zmienna y) jest wtedy i tylko wtedy twierdzeniem teorii VIII,
gdy m=f(n).

Zgodnie z ta definicja funkcja (m,n)[m=n-+1] jest obli-
czalna, gdyz zdanie N(Z,,Zn») jest wtedy i tylko wtedy twierdze-
niem teorii VIII, gdy m=n--1. Réwniez nietrudno wrykazaé,
ze takie funkcje jak (m,n)[m=2", (m,n)[m=n"] 1it.p. sa
obliczalne.

Znacznie trudniej byloby okre§lié funkcje nieobliczalng;
istnienie takich funkeji jest jednak oczywiste, gdyz istnieje nie-
przeliczalnie wiele réznych funkcji (o argumencie i warto§ciach
naturalnych), a funkeji obliczalnych jest tylko przeliczalnie wiele.

Podana tu definicja obliczalnoSei wyda sie¢ zapewne na
pierwszy rzut oka sztuczna. Nastepujace rozwazania — ktére
zreszig nie roszcza pretensji do ScisloSci — maja na celu wy-
jaénienie intuicyjnego sensu przyjetej definicji.

Intencja nasza przy ukfadaniu definicji obliczalnoéci jest to,
aby dla kazdej funkecji obliczalnej istniala metoda obliczania
wartoéci tej funkeji dla kazdej efektywnie danej wartoéci argu-
- mentu. Metoda taka polega¢ ma na wykonywaniu pewnych dzia-
lafi rachunkowych, prowadzacych od liczby n do wartosci f(n).
Ot6z arytmetyka sformalizowana w teorii VIII jest tak bogata,
ze wszystkie zwykle rozpatrywane dzialania rachunkowe daja sie
w niej wyrazié. Mozemy zatem wyrazié w teorii VIII dzialanie
- prowadzace ofl liczby n do liczby m=f(n) i otrzymaé taka
funkcje zdaniowa @(x,y), ze jeSli m=f(n), to zdanie ®(Z,,7Zn)
Jest twierdzeniem teorii VIII,  a je§li m==f(n), to negacja tego
zdania jest twierdzeniem teorii VIII. Zakladajac niesprzeczno§é
tej teorii, wnosimy stad, ze zdanie ®(Z,,Z,) jest twierdzeniem
teorii VIII wtedy i tylko wtedy, gdy m=/f(n), a wiec funkcja f(n)
jest obliczalna w my$l podanej poprzednio definicji.

Zalézmy na odwrét, ze istnieje taka funkcja zdaniowa @ (x,y),
iz zdanie @(Zp,Zn) jest twierdzeniem teorii VIII, o ile m= f(n),
a nie jest twierdzeniem tej teorii, o ile m % f(n). Mozemy wéwezas
podaé pewna systematyczna metode obliczania wartoéci f(n) dla
kazdej efektywnie danej wartoéci n. Istotnie f(n) jest jedyna
taka intuicyjng liczba naturalng m, ze zdanie O (Z, Zm) jest twier-
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dzeniem teorii VIIT. Aby wige liczbe ie znalesd, nalezy wypisy-
waé po kolei wszystkic dowody sformalizowane teorii VIII do-
péty, dopdki nie natrafimy na dowéd zakoficzony wyrazeniem
postaci @ (Zn,Zn). Liczba m jest wowczas wartoscia funkeji f dla
argumentu réwnego n.

W zwiazku z definicja obliczalnosci nasuwa sie pytanie, czy istotny byl
wybér akurai teorii VIII jako teorii liczb naturalnych formalnych i czy zakres
‘pojecia funkeji obliczalnej zmienilby sie, gdybyémy zamiast teorii VIII wybrali
joka$ inna teorie, np. gdybysmy wyposazyli teorie VII w nowe aksjomaty
lub wzbogacili ja zmiennymi wyiszego typu logicznego. Otéz mozna wykazaé,
ze zmiany takie nie mialyby wplywu na zakres pojecia funkeji obliczalnej, co
réwniez przemawia za trafnodcia przyjetej tutaj definicji obliczalnosei,

Powréémy teraz do definicji rozstrzygalnogei.

Wyrazenia teorii sformalizowanej T' mozna z latwofcia usta-
wié¢ w ciag nieskofczony

(20) W W W,

w ktérym kazde wyrazenie figuruje dokladnie jeden raz. Ciag
ten okreslamy w ten sposéb, by dla kazdego konkretnie _danego
wyrazenia dal si¢ obliczyé przy pomocy skoficzonej liczby préb
numer miejsca, jakie to wyrazenie zajmuje w ciagu. Mozna to
uzyska¢ na wiele sposobéw, np. tak, ze ustawiamy najpierw
w ciag wszystkie wyrazenia utworzone z jednego znaku, nastepnie
wyrazenia utworzone z dwu znakéw, potem wyrazenia utworzone
z trzech znakéw i t. d., przestrzegajac przy tym ustalonych z géry
regul uporzadkormania leksykograficznego (czyli slomnikomego) po-
legajacych np. na tym, aby wyrazenie bedace koniunkcja naste-
powalo zawsze po wyrazeniu bedacym implikacja it. d.). Wresz-
cie, porzadkujemy otrzymany w ten sposéb ciag podwéjny (w ki6-
rego pierwszym wierszu znajduja si¢ wyrazenia zlozone z jednego
znaku, w drugim — wyrazenia zlozone z dwu znakéw i t.d.)
w ciag zwykly (20), np. metoda przekatnych, znang z teorii
mnogoéci Y).

Niech f(n)=0, o ile W, jest twierdzeniem teorii T'; w prze-
ciwnym razie niech f(n)=1.

Sciste okrelenie pojecia rozstrzygalnoSci brzmi teraz jak
nastepuje: tfeoria T nazyra sie rozstrzygalna, jesli funkcja f(n)
jest obliczalna. '

- 1) Prostsza metoda polega na wypisywaniu wyrazedi w kolejno§ci wzrasta-
nia ich numeréw. Por. dalej, Rozdziat XII, § 4, str, 321-322,
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Dostrzegamy bez trudu, ze definicja ta wyraza te same intui-
cje, co nieécisle okreSlenie, podane na poczatku. Istotnie, dla do-
wolnego wyrazenia W potrafimy obliczyé (za pomoca skoficzonej
liczby préb) jego numer n w ciagu (20). Zagadnienie, czy IV jest,
czy nie jest twierdzeniem teorii T, jest réwnowazne zagadnieniu,
czy f(n) jest réwne 0, czy L. JeSli wigc funkcja f(n) jest obli-
czalna, to isinieje systematyczna metoda sprawdzania, czy do-
wolne wyrazenie teorii T jest jej twierdzeniem; je§li za§ funk-
cja f(n) nie jest obliczalna, to metoda taka nie istnicje.

Ta definicja rozstrzygalno§ci stanowi podstawe poprawnych
dowodéw rozstrzygalnoéei i nierozsirzygalnosci teorii sformali-
zowanych. ,

Wyniki, jakie w tym kierunku uzyskano, sa nieraz nieocze-
kiwane: juz tak prosta teoria logiczna, jaka jest wezszy rachunek
funkeyjny, okazuje si¢ nierozstrzygalnal). Tym bardziej wiec
nierozstrzygalny jest pelny system prostej teorii typéw, ktérym
zajmowali$my si¢ w Rozdziale VIII (§3). Z teorii, rozpatrywanych
w Rozdziale IX (§ 3) elementarna teoria grup jest nierozstrzygalna?),
a elementarna teoria grup przemiennych uporzadkowanych —roz-
strzygalna ). Teorie nie-elementarne z Rozdzialu IX (§ 4) okazaly
sie wszystkie nierozstrzygalne, tak jak nalezalo oczekiwad.

§ 9. Kategoryczno§é. Niech T bedzie teoria sformalizowana,
kibrej pojeciami pierwotnymi sa indywidua, zbiory typu (*) i relacje
typu (¥,%). Dla prostoty zalozymy, ze w teorii T mamy jedno pojecie

pierwotne typu * jedno typu (¥) i jedno typu (%%). Koniunkcje

wszystkich aksjomatéw teorii T oznaczymy symbolem ®(2,¢,0),
gdzie litera 1 jest stala typu %, litera § — stalg typu (#) i litera p —
staly typu (% %). }

Dazenie do zupelnoSci teorii wywolane bylo dazeniem do
uzyskania tak silnych aksjomatéw, zeby charakieryzowaly one
calkowicie pojecia pierwotne. UwazaliSmy przy tym, zZe aksjo-
maty charakteryzuja catkowicie pojecia pierwotne, jeéli pozwalaja

'} Twierdzenie to udowodnil A. Church w pracach: An unsolvable pro-
blem of elementary number theory, American Journal of Mathematics, tom 58
{1936), str. 345-363, 4 notfe on the Enischeidungsproblem, The Journmal of Sym-
bolic Logic, tom 1 (1936), str. 40-41 ‘i Correction to a note on the Enftschei-
dungsproblem, tamze, str. 101-102.

*) Wynik ten {dotychczas nie ogloszony) uzyskal A. Tarski w 19453 .

8 Twierdzenie to ndowodnila W. Szmielew w 1940 r. Dowéd nie jest
dotad ogloszony. ‘
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one rozstrzygnal kazde zagadnienie, dotyczace tych pojeé, ktére
daje si¢ wystowié za pomoca §rodkéw logicznyeh, jakimi rozwa-
zana teoria rozporzadza.

Mozna jednak podejéé do zagadnienia zupelnie inaczej. Mozna
stanaé na stanowisku, ze uklad aksjomatéw @(1,€,0) charakiery-
zuje pojecia pierwotne 4, &1 o catkowicie, jedli précz tych pojec
nie ma zadnego innego ukladu pojeé, spetniajacego te aksjomaty.

" Nie trudno stwierdzié, ze definicja taka bylaby jatowa: zaden
uklad aksjomatéw mie charakteryzowalby pojeé pierwotnych.
Wiemy bowiem z twierdzenia, dowiedzionego w Rozdziale VIL (§ 8,
str. 200), ze je§li 4, &1ip spelniaja funkcje zdaniowa @, a R jest
relacja doskonala, odwzorowujaca zbidr pelny na siebie, to przed-
miot 4, taki, ze ARA,, zbi6r &, taki, ze §~r&,, i relacja g, taka, ze
o~y 01 tez spelniaja funkeje zdaniowa @. Uklad aksjomatéw nie
moze wiec mieé tylko jednego modelu: je§li ma on jeden model,
to ma ich wiele, poniewaz kazda reclacja doskonala, odwzoro-
wujaca zbi6r pelny na siebie, przeksztalca dany model na inny
(izomorficzny). Maksimum tego, czego oczekiwaé mozemy od aksjo-
matéw, to zeby dwa rézne modele byly zawsze izomorficzne.

Po tych uwagach powinna juz byé zrozumiala nastepujaca
definicja: )

Teoria T nazywa si¢ kategoryczna, jesli nastepujace zdanie
jest tautologia logiczna:
(21) {D(xl, Xi: Ria) ) d)(xZ: Xza R2) -

")-S.J {(Sel-l)-[:D(S)=1]-[@ (S)=1]-(.X'1Sx2)~(X1~sX2)-(R1~sR2)} ).

Krécej (i mniej §ciéle) wypowiada si¢ te definicje w nastgpu-
jacy sposéb: teoria T jest kategoryczna, jesli kazde dmwa jej mo-
dele sa izomorficzne 2). o

Rozciagniecie okreslenia kategorycznosci na. teorie, kiérych
pojecia pierwotne nie redukuja si¢ do trzech wyzej rozpatrzonych
rodzajéw, nie nastrecza trudnosci (por. dalej, éwiczenie 4, str. 307).

1} Symbol @(x;, X;, Ry} oznacza oczywiscie wyrazenie, ja]fie powsfaje
z B(4,8 ), gdy za litere 1 wstawié zmienng x,, za litere §—-—zm1e1?na‘ X i za
litere ¢ — zmienna R;. Zakladamy przy tym, Ze zmienne x,X,R; (i=12) nie
wystepuja w wyrazeniu @(4,§, o). ) )
%) Pojecie kategorycznoéci pochodzi od amerykafiskiego matemat;tka 0. Ve-
blena, Zob. jego prace A system of axioms for geomelry, Transactions of the
American Mathematical Society, tom 5 (1904), str. 343-384.
20

A. Mostowski, Logika matematyczna.
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Wobee zasadniczej niezupelnosci wszelkich bogatszych syste-
méw sformalizowanych (por. str. 299, odsylacz) kategorycznosé
teorii jest jedynym znanym Scistym odpowiednikiem intuicyjnego
pojecia catkowitego scharakteryzowania pojeé¢ pierwotnych przez
aksjomaty.

Jako przyktad teorii kategorycznej stluzyé moze aksjoma-
tyczna teoria liczb naturalnych (Rozdzial [X, § 4, teoria VIII,
str. 243), o ile wzbogacimy ja aksjomatem

VIIo. [1:(xel).

Mozna wykazaé, ze jesli @(0,L,N) jest koniunkcjg aksjoma-
toro VIIT0-VILI 6 tej teorii, to zdanie (21) jest tautologia logiczna.
. Zadowolimy si¢ ‘podaniem tylko pobieinego szkicu dowodu.
Zal6zmy wige, ze przedmioty xy,x,, zbiory X,X, i relacje R, R,
czynia zado$é warunkom @(x,X,R) 1 @(x, X, R,). Okreslmy S
jako najmniejsza relacje, czyniaca zadoié nastepujgeym dwom
warunkom:

1° x,5x,,

20 jezeli u,R,v,, u,R,p, i u,Su,, to 0,So,

Pojecia x,,X,, R, tworza zatem jeden model teorii VIlI, a po-
jecia xu X,, R, — drugi model. Relacja S przyporzadkowuje zeru
z pierwszego modelu zero z drugiego modelu, nastepnikowi zera
z pierwszego modelu (czyli jednoéci z pierwszego modelu) nastep-
nik zera z drugiego modelu, nast¢pnikowi jedno$ci z pierwszego
modelu nastepnik jedno$ci z drugicgo modelu i t. d. Mozna stad
z latwoScia wywnioskowaé, ze relacja § jest doskonala, dziedzing
jej jest X,, przeciwdziedzina X, oraz ze wzory u, R, p; i u,R,v,
sq rownowazne dla u,Su, 1 v, S0,.

Wobec VIIIO zaréwno X, jak X, sa réwne zbiorowi pelnemu;
relacja S czyni wigc istotnie zadoéé wymienionym w (21) warunkom.

Przykladem teorii niekategorycznej jest elementarna teoria
nierownoéci (Rozdzial IX, § 3, teoria I, sir.232). W teorii liczb rze-
czywistych mozna z latwoscia zdefiniowaé dwie relacje porzad-
kujace zbiér wszystkich liczb rzeczywistych w sposéb gesty, nie
majace ani pierwszego, ani ostatniego elementu i nie izomorficzne.
Jedna z tych relacji jest zwykla relacja <, druga za$ relacja

(#,0)[(x jest mymierne)-(y jest roymierne)-(x < y)-+
—+ (x jest mymierne)-(y jest niemymierne)-+
~+(x jest nierpymierne)-(y jest nieroymitrne)-(x < y)}.
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Dwic te relacje sa (wraz ze zbiorem liczb rzeczywistych) nie-
izomorficznymi modelami elementarnej teorii nieréwnoséci, co do-
wodzi, ze teoria ta nic jest kategoryczna.

7 podanych przykladéw jest widoczne, ze pojecia kategoryecz-
noéci i zupelnoéci nie sa niczym z soby zwiazane. Istnieja teorie
kategoryczne i niezupelne oraz {eorie nickategoryezne, a zupelne.

CWICZENIA, 1. Wykazaé, ze teoria liczb rzeczywistych (Rozdzial IX, § 4,
str, 242) jest kategoryczna.

2. Zbadaé kategoryczno$é elementarnych teorii z Rozdzialu IX, § 3.

O dyp.: Zadna z tych teorii nie jest kategoryczna.

5. Wykazaé, ze aksjomatyczna teovia lezb naturaluych bez aksjomatu VIITo
nie jest kategoryczna.

4. Jak okredlié stosunek izomorfizmu dla zbioréw typu ((#)) i relacji typu
((%), (#))? Uogélnié te definicje na przedmioty dowolnego typu logicznego.

‘W sk.: Relacia R ustala izomorfizm zbioréw ¥ i 9 typu ((+)), jesli
Ret-t, DRI=1 GCR=1 i [Izy{X~p¥)>(XeX)=(xeDN).

Na wzdr tej definicji latwo okre§lié izomorfizm dla wyzszych typéw.

20*



ROZDZIAL XII
O META-MATEMATYCE

1. Meta-matematyka jako odrebna nauka dedukeyjna.
W Rozdziale XI poznaliSmy nickiére wazniejsze pojecia meta-
-matematyki przy ogélnymn omawianiu pojeé dotyczacych wlasci-
wie wszelkich teorii sformalizowanyeh. Jasne jest jednak, ze dla
poszczegblnych takich teorii z osobna badania metodologiczne
mozna posunaé znacznie dalej, dochodzac do wynikéw glebszych.

W tym Rozdziale zajmiemy sie specjalnic meta-matematyka,
pojeta jako odrebna nauka.

Z rozwazan podanych w Rozdziale XI widaé wyraznie, ze
meta-matematyka jest nauka dedukeyjna, ze jej rozumowania
odznaczajg sic tq sama ScistoScia, co zwykle rozumowania mate-
matyczne. : ‘

Jak kazda teoria matematyczna, tak i meta-matematyka bu-
dowana byé moze badZ na podstawach intuicyjnych, badz jako
teoria zaksjomatyzowana, badZz wreszcie jako teoria sformali-
zowana. :

W Rozdziale XI staliSmy na stanowisku intuicyjnym. Nic nie
stoi jednak na przeszkodzie zbudowaniu meta-matematyki w spo-
s6b zaksjomatyzowany, a nawet sformalizowany. Pojeciami pier-
wotnymi takiej sformalizowanej meta-matematyki bylyby: zbiér
wszystkich wyrazefn teorii sformalizowanej oraz pewne relacje
migdzy wyrazeniami (np. relacja: A pomstaje przez napisanie
myrazenia B po myrazeniu C). Pojecia pierwotne nalezaloby dalej
scharakteryzowaé odpowiednimi aksjomatami i wyposazyé uklad
aksjomatéw w odpowiednia podbudowe logiczna 1) V

) ') Aksjomaty meta-matematyki podaje A. Tarski w pracy Pojecie pranwdy
w Jezykach nauk dedukeyjnych, Prace Towarzystwa Naukowego Warszawskiego,
Wydzial I, Nr, 34 (1933), str. 24.
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Ta podbudowa logiczna moze byé oczywiscie bogatsza lub
ubozsza zaleznic od zadan, jakie si¢ stawia meta-matematyce ).

Stabsze Srodki logiczne wystarczaja, gdy idzie o badanie
w meta-matematyce takich wlasnoéci wyrazen, ktore zaleza tylko
od ich zewnetrznej struktury. Badanie tych wlasno§ci tworzy dziat
meta-matematyki, zwany skladnig (po angielsku: syntax) sforma-
lizowanych teoryj.

Wszystkie wlasnoéci teoryj, rozpatrywane w Rozdziale XI,
naleza do skladni. Okreslajac bowiem pojecie twierdzenia, jak
i pojecia niesprzecznoéci, zupetnosci, niezaleznoéci i t. d., odwoly-
walismy sie tylko do wlasnodci wyrazefi, zaleznych od ich ])L}"
dowy, od znakéw, wchodzacych w sklad wyrazenia, i od kolej-
noéei tych znakow. : )

Mocniejsze §rodki logiczue staja si¢ natomiast p()tl.‘ZC])'llC, gdy
przechodzimy do badania zaleinosci migdzy wyraienl.am'l a po-
jeciami logicznymi i matemalycznymi, ktére te-wyrazema ozna-
czaja lub opisuja. Ten dzial meta-matematyki nazywany Jrest
semantyka teoryj sformalizowanych. W Rozdzialach XIIl 1 X1V
zapoznamy si¢ z niektérymi pojgciami semantycznymi.

Zaréwno przy uprawianiu skfadni jak semanty]'gi wydaje sie
celowe przyjaé logike tak obszerna, by na teremie 111et§-111at?j
matyki mozna bylo operowaé pojeciem liczby n.aturalne_y. ]esl}
np. jedna z teorii sformalizowanych, jakie zamierzamy badaé
w meta-matematyce, .jest arytmetyka liczb naturaluych, t(? many
do czynicnia z dwoma réznymi pojeciami liczby 1'1<atura’luej: ']’0(1110
jest pojeciem samej sformalizowancj teorii, dr}lgle zas$ okr(.:slon(?
jest w meta-matematyce i stuzy za narzedzie do _];)adama ‘teJ
teorii. Z sytuacja laka zetkneliSmy sie juz w Rozdziale XI (§ 8,

'str. 301), méwiac o liczbach naturalnych intuicyjnych, nalezacych

do meta-matematyki, i o liczbach paturalnych formalnych, bada-
nych w sformalizowanej teorii. o g

Nie bedziemy tu dokonywali formalizacji meta-matemat}r.l.l,
zwrécimy tylko uwage na dwie okolicznosci, zwilazane z MOZi-

1) Hilbert i jego uczniowie byli poczatkowo zdania, Ze W J-netff-n.:xa(;en}z-
tyce wolno korzystaé tylko z bardzo waskiej Iogilg, nie dopusz.c.zajance_]ri 213 1;1}, }11
t. zw. infinistycznych metod wnioskowania. Obecnie przedstawmlel.e 1s)z 0 13: : i :
berta zrezygnowali z tego ograniczenia srodkéw meta-matema,tylfl. ?ZI[; t "vel)
nays, Sur les questions méthodologiques actuelles de la théorie hi er'zluzgc
de la démonstration, Les Entretiens de Ziirich sur les fondements et la méthode
des sciences mathématiques, Ziirich 1941, str. 144-152, :
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woscia zbudowania meta-matematyki tak, jak buduje si¢ inne
teorie matematyczne.

1o Przy budowie kazdej nauki matematycznej okazalo sie
korzystne wprowadzenie zmiennych, przebiegajacych zbiér przed-
miotéw badanych w tej nauce. Poniewaz meta-matematyka bada
wyrazenia teorii sformalizowanych, wiec zmienne wystepujace
w twierdzeniach i — ogélniej — w funkcjach zdaniowych meta-
-matematyki powinny przebiegaé® zbiér wyrazed. Jako takich
zmiennych uiywalimy liter 4, B, M,... 1 niekiedy bardziej
skomplikowanych symboli, jak np. O(x,y,...,u), Plx,y,....u), ...0).
Jest jasne, ze za zmienne te nie wolno nam podstawia¢ nazw

przedmiotéw badanych w teorii (np. nazw liczb), lecz jedynie

nazwy tworéw badanych'w meta-matematyce.

Poza tymi zmiennymi korzystamy w meta-matematyce ze
zmiennych, przebiegajacych zbidr liczb naturalnych, a czasem
z innych jeszcze zmiennych.

20 Rozmaite stale, wystepujace w twierdzeniach meta-mate-
matyki, sa nazwami przedmiotéw badanych w meta-matematyce,
a wiec nazwami wyrazef lub relacji migdzy wyrazeniami. Np.
stowa: duzy kmantyfikator sa nazwa pewnego znaku, kiérego
uzywamy przy formulowaniu twierdzeh teorii.

Korzystamy tu ze sposobnosci, aby blizej oméwié réznice,
jaka zachodzi miedzy royrazeniem a nazmwsa royrazenia.

§ 2. Wyrazenia i nazwy wyrazei. Nazwa przedmiotu jest to
sfowo lub wyrazenie (pisane lub méwione), ktérego uzywa si¢
dla oznaczenia tego przedmiotu. Np. stowo, skfadajace si¢ z dru-
giej, osiemnastej, czternastej i pigtnastej litery alfabetu tacin-
skiego, jest nazwa pewnego miasta.

Jesli przedmiot nie jest sam stowem (ani wyrazeniem), to
nazwa jego jest od niego rézna, gdyz nazwa jest w kazdym razie
stowem albo wyrazeniem: miasto Brno nie jest tym samym, co
sfowo, ktére jest jego nazwa. Réznica miedzy przedmiotem a jego
nazwa nie jest jednak réwnie wyrazna, gdy badany przedmiot
sam jest slowem lub wyrazeniem.

1) Symboli tych uzywali$my jako zmiennych przebiegajacych zbiér funkeji
zdaniowych, ktére zawieraly litery x.y, ..., i jako zmienne wolne. Uzywanie
jednak w meta-matematyce takich symboli jako zmiennych nie jest zupelnie
poprawne. Przy  formalizowaniu meta-matematyki nalezaloby takich zmien-
nych w ogéle zaniechaé,
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Aby odrézniaé wyrazenic od jego nazwy, dogodnie jest przy-
jaé nastepujaca regule: mazwe wyrazenia tworzymy, ujmujac to
wyrazenie w jaki§ specjalny znak pisarski, np. w cudzystéw, albo
tez piszac je kursywa i poprzedzajac jednym ze slow: moyrazenie,
slowo 1 t. p.

Zgodnie z tym piszemy np.:

(1) " moda sklada sie z modoru i tlenu,
(2) roda” sklada sie z liter,
(3) stowo moda sklada si¢ z liter.

W drugim i trzecim zdaniu mowa jest o wyrazie jezyka pol-
skicgo, nie zaé o plynie; wyst¢puje wigc w nim nazwa slowa, nie
za§ nazwa plynu. Zdanie: moda sklada sie z liter uznaliby$my
z punktu widzenia przyjetej reguly za falszywe ).

Oto kilka przykladéw, ilustrujacych réznice miedzy wyraze-
niami a ich nazwami:

1. Zdanic: _

[1elx=1) > (z=b] pomwstaje z [[:[(x>y)~>(z>y)]
przez podstaroienie t na miejsce y

nie jest poprawne. W zdaniu tym mowa jest o wyrazeniach i o
zmiennych, powinny w nim wigc figurowaé nie same wyrazenia
i zmienne, lecz ich nazwy (podobnie jak w zdaniu (1) wystepuje
stowo mwoda, a nie ciecz, ktéra to slowo oznacza). Poprawnie
powinniémy zatem powiedzieé albo:

el=10 - (=] porvstaje z [1slx>y) > z>y)"

przez podstamienie ,t° na miejsce ,y°,

“albo:

Wyrazenie [[|(x>1)—>(z=>1)] porostaje z royrazenia
[1[(x>y)-> (z>y)| przez podstarvienie zmiennej t
na miejsce zmiennej y.
2. Jedli litery 4, B, ... przyjete sa (w meta-matematyce) za
zmienne przebiegajace zbiér wyrazef, to wyrazenie:
(4) B porostaje z A przez podstarienie ,t° zamiast ,y*“

1) W logice tradycyjnej méwi sie. ze slowo mwoda uzyte jest w zdaniach
(2) i (3) w supozycji materialnej, a w zdaniu (1) w supozycji formalnej.


pem


312 ROZDZIAL XII. O meta-matematyce.
uznamy za najzupelniej poprawna funkcje zdaniowa meta-mate-
matyki. Nie nalezy tutaj ujmowaé liter 4 i B w cudzyslowy,
gdyz otrzymalibySmy wéwezas zdanie o pierwszej i drugiej duzej
literze alfabetu lacinskiego, orzekajace, ze jedna z nich przechodzi
w druga, gdy literg ¢ zastapimy litera y (co oczywiScie jest nie-
prawda). Zamiast (4) mozemy tez napisac:

.B pomstaje z A przez podstarvienie litery t zamiast lifery y.

3. Konsekwentne rozréznianie wyrazeh iich nazw jest nieraz
uciazliwe. Zwrécimy przy tej sposobnosci uwage czytelnika na
pewne niekonsekwencje, ktérych sami dopuszczaliSmy sig wielo-
krotnie w poprzednich rozdzialach.

W trakcie rozwazafh meta-matematycznych uzywali$my wy-
razeh A=B, A— B it.d, traktujac je jako nazwy wyrazen ba-
danej teorii, zbudowanych z 4 1 B oraz z funktoréw =i -.
Symbole = i - byly wiec traktowane tak, jak gdyby byly one
swymi wlasnymi nazwami. Cheac zachowaé réznice miedzy funk-
torem a jego nazwa, powinniSmy byli zamiast wyrazenia 4=B
pisaé wszedzie:

5) royrazenie, porostajace z A i B
5). :
przez mypisanie funktora = miedzy nimi.
Tutaj stowo i znak (funktor =) stanowig nazwe symbolu
réwnowazno$ci. Mozna by tez zamiast (5) pisaé:

ryrazenie, porstajace z A i B przez wypisanie ,,=" miedzy nimi.
Logik amerykanski Quine proponuje, by zamiast (5) pisaé
krotki wzér :
1—4 =3B 1

i stale tak postgpowaé w analogicznych sytuacjach. Symbole
i 7 nazywa Quine quasi-cudzystomami ?).

Béwniez niescisle postepowaliSmy w poprzednich rozdzialach,
piszac zdania po znaku asercji, t.j. po symbolu . Zdanie A4
jest pewnym twierdzeniem o wyrazeniu 4, nie powinno w nim
wigc figurowaé samo wyrazenie, lecz jego nazwa. Nie powin-
niSmy zatem byli pisaé np. p—p, lecz .,p—>p“.

Y} W. V. Quine, Mathematical Logic, New York, 1940, str. 35.
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Podobnie nie nalezalo pisaé:
dla roszelkich royrazen 4 i B jest (4 — B)=(B'>4")
lecz: i
dla roszelkich oyrazein A i B jest =T(4 > B)=(B'~>4")".

"4, W ksigzkach matemalycznych popelnia si¢ nieraz razace
bledy, méwiac o wstawianiu liczb za zmienne. Liczba nie jest
przeciez znakiem, lecz pewnym tworem myélowym i nie moze
byé za nic wstawiana. Natomiast nazwa liczby jest znakiem,
ktéry mozemy wstawiaé do wyrazen zamiast innego znaku. Nie.
powinni$my wigc mowic:

wstamiamy 5 za x do x*—6x-5=0,
lecz: . _ .
do funkcji zdaniomej x*—06x--5=0 mstamwiamy
zamiast zmiennej x znak 5
(czyli nazwe liczby 5) albo tez przy uiyciu cudzystowdw:
do ,x*—06x--5=0" zamiast ,x" mstamiamy ,5"
(czyli nazwe liczby 5)1).

5. Nicodréznianie wyrazen od ich nazw jest szczegélnym
przypadkiem bigdéw ogélniejszego rodzaju, polegajacych na nie-
odréznianiu pojeé matematycznych od meta-matematycznych ?).
Wskazemy tutaj na kilka takich btedow, kidére zreszta nie sa
zbyt niebezpicezne same przez sic.

) Réznice miegdzy przedmiotem a jego nazwa, w szezegblnosei miedzy wy-
razeniem a nazwa wyrazenia, podkredlal z wielkim naciskiem G. Fregg (po_r.
jego Grundgesetze der Arithmetik, tom 2, Jena 1903, str. 105-107). qurzgme
nazw wyrazeh przez ujmowanie tych wyrazeh w specjalne znaki pisarskie jest
pomyslem Fregego. Uzywanie do tego celu cudzystowéw (mimo iz doéé roz-
powszechnione) nie jest moze najszczesliwsze, gdyz cudzyslowéw uzywa sie
z dawien dawna takze w innych wypadkach, np. po prostu przy cytowaniu
cudzych stéw. Z tych wzgledéw w ksiazce tej uzywamy innego sposol?u: przyj-
mujemy mianowicie, ze wypisanie wyrazenia kursywa i poprzedzenie go jed-
nym ze stéw: yrazenie, znak, zdanie, lifera i t. p. ma to samo znaczenie, €0
ujecie wyrazenia w cudzysléw, wskazujacy, Ze idzie o nazwe (Przedmouta, str. VI

?) Wykazanie zasadniczej rézniey miedzy matematyka _(Jako teoria sforma-
lizowana) a meta-matematyka {jako nauka o tej teorii) Je§t glowgq zas}uga,
Hilberta w zakresie jego prac logicznych. Jest rzecza ciekawa, ze najwy-
bitniejsi nawet logicy i matematycy przed Hilbertem (np. R.ussell lub _Pom-
caré)nie wyczuwali zupeliie potrzeby tego rozréznienia. Wyjatek stanowi t}'flko
Frege, prace jego jednak — jak juz wspominaliémy — nie byly zrozumiane
przez wspélezesnych mu uczonych.
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Zamiast: :

(6) jesli x>y i z>t, to x+4z>y-t
mowi sie czesto:
(7) nierémwnosci wolno dodamwaé stronami.

Dwa te zdania sa jednak istotnie rdine: w pierwszym jest
mowa o liczbach i o relacji wickszoci, w drugim za§ — o wyra-
zeniach pewnego specjalnego ksztattu (nier6wno$ciach) i o regu-
Jach, pozwalajacych z dwu zdan prawdziwych tego ksztattu otrzy-
maé trzecie zdanie prawdziwe. Zdanie (6) jest wiec twierdzeniem
arytmetyki, a zdanie (7) — twierdzeniem meta-matematycznym.

Inny czesto popelniany blad wiaze sie z takimi poje¢ciami,
jak utamek, licznik, mianownik i t. p. Méwi si¢ np. o mianow-
niku liczby wymiernej, jak gdyby to byta pewna liczba, przypo-
rzadkowana jednoznacznie kazdej liczbie wymiernej. Dlaczego
. . e . 1 . . -
jednak mianownikiem liczby —- ma by¢ liczba 2, a mianownikiem
liczhb 4 liczba 8. wydaje sie przy takim ujeciu niezrozumiale
iczby o — liczba 8, wydaje si¢ przy takim ujeciu niezrozumiale,

1 4, . . , . .
skoro — = g ). Jest tez watpliwe, czy ktokolwiek zgodzilby sig
na twicrdzenie, ze mianownikiem liczby

2 (] { )
(N,

7T

. . T . . , | . L
jest 2, mimo ze liczba ta jest dokladniec réwna - ‘Trudnosé

zniknie, gdy zgodzimy si¢ uwazaé ulamek za nazwe liczby wy-

miernej, mianownik za$§ za fe czeS¢ ulammka, kidra jest wypisana

pod kreska pozioma. Jedna i ta sama liczba wymierna ma rézine

nazwy, z ktérych pewne sa ulamkami i posiadaja mianowniki,
‘

inne za$, jak np. :_(i_é_}_l___t_+ , nie sg ulamkami i nie
z \1 3°5 7

maja mianownikéw. W tym sensie mianownik nie jest liczba,

lecz nazwa liczby.

Podobnie, takie stowa jak réronosé, nieréronoéé, réronanie it.p.
naleza do meta-matematyki, nic zaé do matematyki.

) Niektérzy dawniejsi logicy wysnuwali stad nawet wniosek, ze nalezy
odrzacié pewnik ekstensjonalnosci lub Leibniz'owsks definicje réwnoéei.
Por. ]. Sleszyihski, Teoria dowodu, tom 1, Krakéw 1925, str, 163.
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CWICZENIA, 1, Wskazaé w Rozdzialach 1 i III twierdzenia o charakierze
meta-matematycznym.
2. Poréwnaé ze sobg zdania:
. . X ax
Jesli a0 i yz£0, fo r . ax
, vy ay
Licznik i mianomwnik ulamka wolno pomnozyé przez liczbe réina od 0.
Ktére z tych zdan nalezy do matematyki, a kiére do meta-matematyki?
Jak poprawnie wypowiedzieé drugie zdanie?
3, Wyjasnié z punktu widzenia poznanych wyzej zasad réznice miedzy
cyfra a liczba.
4. Ktore z nastepujacych czterech zdan sg poprawne:
Niech a oznacza najmniejszy piermiastek rémnania flx)=0.
Niech ,a oznacza najmniejszy pierwiastek rémnania ,.f (x)=0%
Niech ,,a* Dedzie najmniejszym piermwiastkiem rémnania ,f(x)=0".
Niech a bedzie najmniejszym piermiastkiem rdéwnania .f (x)=0"

Odp.: Drugie i czwarte ).

§ 3. Antynomie semantyezne. Odréznianie wyrazed od ich
nazw jest przykfadem rozréimiania, ogdluie, pojeé matematycz-
nych od meta-matematycznych. Pedantyczne rozréznianie jed-
nych i drugich wydaé si¢ moze poczatkujacemu czytelnikowi
przystowiowym rozszczepianiem wlosa na czworo. Jest jednak
faktem historycznym, ze mieszanie ze soba tych pojeé dopro-
wadzilo do sprzecznoéci, z ktérymi nie umieli poradzi¢ sobie
najwybitnicjsi filozofowie i matematycy na poczatku naszego
wieku. Sprzecznoéci te okazaly sie pozorne. Nazywamy je anty-
nomiami semantycznymi (dla odréznienia od antynomii, z ktérymi
zapoznaliémy si¢ w Rozdziale VIII, a ktére wynikaly z nieumiar-
kowanego przekraczania zasady czystodci typow).

Podamy tu kilka najbardziej znanych antynomii semantycz-
nych. )

1. Anitynomia Berry'ego?. Rozpatrzmy wyrazenia je-

zyka polskiego, okreélajace pewne liczby naturalne, jak np. dzie-

sieé, ilodé ziarn piasku na ziemi, najmniejszy piermiastek romna-
nia x*—5x-6=0 i t.d. ‘
Wyrazenn w jezyku polskim jest oczywiscie nieskonczenie
wiele, jesli jednak rozpatrywaé tylko wyrazenia o ograniczonej
) Por. G. Frege, op. cit., tom 2, sir. 100.
) Opublikowana przez Russell’a i Whiteheada w Principia Mathe-
matica, tom 1 (1925), str. 65.
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diugoéci, np. skladajace si¢ co najwyzej z 1000 liter,.to spo-
strzegamy od razu, ze ilo§¢é takich wyrazeh jest skoficzoma 1),
Tym bardziej wiee skoficzona jest ilo§é liczb naturalnych, ktére
moga byé zdefiniowane przez takie wyrazenia. Istnieje zatem naj-
mniejsza liczba naturalna, ktérej mnie' mozna w jezyku polskim
okreéli¢ za pomoca Zadnego wyrazenia, zawierajacego mniej niz
tysiace liter. Tymczasem wladnie wyrazenie:

najmniejsza liczba naturalna, ktdrej nie mozna r jezyku pol-

skim okresli¢c za pomoca zadnego myrazenia, zamwierajacego

mniej niz tysigc liter '
okreéla t¢ wlasnie liczbe, a ma tylko (38 liter. Doszliémy w ten
sposéb do sprzecznosci.

Aby blize] wyjaénié istot¢ tej antynomii, sprébujmy zrekon-
struowaé ja w systemie sformalizowanym, nie za§ w nickonse-
kwentnym z punktu widzenia zasad logiki jezyku potocznym.
Jako system sformalizowany przyjmijmy np. aksjomatyczna teorie
liczb naturalnych Peano (Rozdzial IX, § 4, teoria VIII, str. 243)
wzbogacong definicjami:

ﬂ%?(m'c)N(I,x),

Znaki 1, 1L, 111, ... nazwiemy liczebnikami. Niech I, bedzie
n-tym liczebnikiem, tzn. znakiem skladajacym sie z n kresek

I=(x)N(0, x),

df

L= o) N(UL, ),

pionowych i dwu poziomych. To okreslenie liczebnika i znaku I,

jest zupelnie poprawna definicja z meta-matematyki (w samej
bowiem meta-matematyce mozemy operowad pojeciem liczby na-
turalnej, o ile oprzemy meta-matematyke np. na pelnym systemie
prostej teorii typéw i zdefiniujemy liczby naturalne tak jak
w Rozdziale VII, § 5, str. 183).

Bedziemy méwili, ze funkcja zdaniowa @(x) aksjomatycznej
teorii liczb naturalnych o jednej zmiennej wolnej x okresla liczbe
naturalng n, jesli n jest jedyna taka liczba naturalna, ze zdanie
®(l.), powstajace z ®(x) przez podstawienie n-tego liczebnika
zamiast litery x, jest prawdziwe. Jest to znéw poprawna definicja
z meta-matematyki, gdyz — jak zobaczymy w Rozdziale XIII
(§ 3) — pojecie zdania prawdziwego daje sie zdefiniowaé w meta-
matematyce.

Y Mniejsza, niz 37'%°, przyjmujac, ze wszystkich liter (do ktérych zali-

czamy tu znaki przestankowe i odstepy miedzy stowami) jest 37.

[§ 3] . Antynomic semantyczne. - 317

W meta-matematyce mozemy z latwobcia udowodnié, ze
istnieje tylko skonczona ilo§é funkeji zdaniowych, skiadajacych
sie co najwyzej z 1000 znakéw, a poniewaz kazda funkcja zda-
niowa okre§la co najwyzej jedna liczbe naturalng (zgodnie z po-
dana wyzej definicja), wige wnosimy stad, ze istnieja liczby na-
turalne, ktore nic daja sie zdefiniowaé za pomoca zadnej funkeji
zdaniowej, zawierajacej co najwyzej 1000 znakéw. Wyrazenie:

najmniejsza liczba naturalna, nie dajaca si¢ zdefiniorvaé
(8) za pomocs zadnej funkcji zdaniorej sformalizowanego
systemu arytmetyki, zawierajacej co najioyzej 1000 znakomw

jest zatem poprawng definicja pewnej liczby naturalnej n, na
terenie meta-matematyki. Liczba n, moze wiec w meta-matema-
tyce byé zdefiniowana za pomoca stosunkowo krétkiego wyra-
zenia, ale w sformalizowanym systemie arytmetyki — tylko za
pomoca funkcji zdaniowych, zawierajacych ponad 1000 znakéw.
To za$, ze jedna i ta sama liczba moze mieé rézne definicje
w dwu réznych naukach, nie jest jednak ani sprzecznoScia, ani
nawet niespodzianka: meta-matematyka jest nauka bogatsza niz
sformalizowana arytmetyka, nie ma wiec nic dziwnego w tym,
ze definicja rozwlekla (zawierajaca ponad 1000 znakéw) z dzie-
dziny arytmetyki daje si¢ napisaé krécej w meta-matematyce.

Rozumiemy teraz przyczyne powstania antynomili w jej pier-
wotnym sformulowaniu: gdyby wyrazenie (8) bylo jedna z funkcji
zdaniowych systemu arytmetyki, to istotnie mielibySmy sprzecz-
noéé. Aniynomia Berry'ego porostala zatem mskutek .nieodrdi-
niania funkcji zdaniorwych meta-matematycznych od matematycz-
nych, wskutek traktowania ich réwnorzednie jako funkeji zda-
niowych jednego uniwersalnego systemu logicznego.

Nie nalezy stad zreszta wnosié, ze nie moze istnie¢ teoria niesprzecz.na,
kiéra obejmowalaby pewng teorie sformalizowana, np. arytmetyke’, oraz pewien
fragment meta-matematyki. Fragment ten musiatby jgdna_k byé d0§.(’: ubogi,
a mianowicie tak ubogi, by wyrazenie (8} nie dafo sie w nim W)tsloww. ’Gdy—
byémy natomiast chcieli skonstruowaé system logiczny, obe_]mujqcy zaréwno
arytmetyke jak i cala meta-matematyke, zawierajaca ba@m}m arytm.e’tykl, to
musieliby§my zachowaé specjalne ostroznoSci, idgce dalej jeszcze niz zakazy
zZwiazane z prosta teoria typéw ’).

1) Prébe stworzenia takiej teorii przedsiewzial m.in. L. C}.hwift ek foks_iqice
Granice Nauki, Warszawa-Lwéw, 1935; zamiast prostej teorii typow znajdujemy
w systemie Chwistka tzw. teori¢ fypdm konstruktyronych.
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2. Antynomia Richarda ),
jezyka polskiego, okreélajace wlasnosci pewnych liczb natural-
nych, jak up. byé liczbg parzysta, byé liczba piermszg, (i ich gra-
matyczne odmiany). Ustawmy wszystkie wyrazenia jezyka pol-
skiego w ciag nieskonczony

Wy, Wa, Wy ooy, W, ..,

wypisujac najpierw wszystkie wyrazenia jedno-literowe, potem
dwu-literowe i t.d., oraz porzadkujac wyrazenia o tej samej
ilosci liter leksykograficznie, t.j. tak jak w slowniku. Usuwajac
z tego ciagu wyrazenia, ktére nie okreSlaja wlasnoéci liczh natu-
ralnych, otrzymamy ciag nieskoficzony '

9) Vi Vs Vs ovos Vg ooy

skladajacy si¢ ze wszystkich wyrazen jezyka polskiego, okresla-
jacych wilasno$ci liczb naturalnych.

Dla kazdej pary liczb naturalnych n i ¢ mozliwe sa dwa
przypadki: albo ¢ ma wlasnoéé, okreslona wyrazeniem ¥, albo ¢
tej wlasnoéci nie posiada. W szczegélnoéci (dla g=n) liczha n
albo ma wlasno§¢ okre§lona przez wyrazenie ¥, albo nie ma
wlasnoéci okre§lonej przez to wyrazenie.

Weimy teraz pod uwage wyrazenie

(10) n nie ma mwlasnoici, okreslonej mwyrazeniem V,,

Jest to wyrazenie jezyka polskiego, okreSlajace wlasno§é
liczb naturalnych, musi zatem pokrywaé sie z jednym z wyra-
zen Vyp, wystepujacych w ciagu (9) jako ciggu wszystkich takich
wyrazen. Dla kazdego wiec n liczba n ma wlasnosé okreélong
wyrazeniem F, wtedy i tylko wtedy, gdy n nie ma wilasnosci,
okreflonej wyrazeniem 7,. W szczegélnoéci dla n— p otrzymu-
jemy stad wniosek ze zdania: ‘

p ma mlasnoéc, okreslona myrazeniem V,,
p nie ma mlasnoici, okreslonej ryrazeniem V,

sg rdwnowazne, co jest niemozliwe, gdyz zadne zdanie nie jest
réwnowazne swemu zaprzeczeniu.

') Opublikowana po raz pierwszy w pracy: I. Richard, Les principes
des mathématiques et le probléme des ensgmbles, Revue générale des sciences
pures et appliquées, tom 16 (1905), sir. 541-543,

Rozpatrujemy wyrazenia:

icm

(s 3| Antynomie semantyczne. 319

Podobnie jak antynomia Berry’ego, antynomia Richarda
wywolana jest nieodréznianiem pojeé matematycznych od pojeé
meta-matematycznych. Jezyk potoczny nie czyni réznicy miedzy
funkcjami zdaniowymi matemalycznymi a meta-matematycznymi
i dlatego prowadzi do sprzecznoSei. Stajac na gruncie jakiejkol-
wiek teorii sformalizowanej, antynomii tej nie mozna by otrzymaé,
gdyz ciag (9) skladatby sic z funkcji zdaniowych tej teorii,
a wyrazenie (10) byloby funkeja zdaniowa meta-matematyki i nie
byloby bynajmnicj prawda, ze wyrazenie (10) pokrywa sie z jed-
nym z wyrazeh ciagu (9).

3. Antynomia ktamcy. Zdanie, ktdore pisze¢ ro tej chmwili,
jest falszyre, Czy napisatem tu zdanie prawdziwe, czy falszywe?
Jedli prawdziwe, to jesl tak, jak to zdanie orzeka, czyli jest ono
falszywe. Jesli za§ zdanie to jest falszywe, to jest przeciwnie niz
ono orzeka, czyli zdanie to jest prawdziwe 7).

Wyjadnienic tej antynomii jest moze troche trudniej?*ze_ niz.
poprzednich, ale i ono opiera si¢ na réznicy miedzy pojeciami
matematycznymi a meta-matematycznymi. Prawdziwo$é i falszy-
wosé — sa to wlasnoSci zdan, jeSli wigc w ogéle moga one by¢
zdefiniowane, to tylko na terenie meta-matematyki i to tylko
jako wlasnoéci zdai pewnego juz skonstruowanegQ systenu
logicznego. Zdanie, od ktérego zaczyna si¢ antynomia k’ie}mcy,
nie moze wiec byé w ogéle wypowiedziane w Zadnym ﬁClSIym
jezyku logicznym, odrézniajacym teori¢ od jej meta-teorii, gdyz
z jednej strony zawiera ono sfowo falszymy, co wske%zywaloby
na to, ze jest to zdanie z meta-matematyki, a z druglej' strony
przypisuje samemu sobie wlasno§é falszyw'oéici, skad wy’m.kalol)y’,
ze jest to zdanie z teorii (gdyz falszywo§é jest wlasnoscia zdan
teorii).

1) Antynomia ta znana byla jeszcze w staroZytnoéci. Czesto formuluje, sie ja
w nastepujacy sposéb: Epimenides, Kreteiczyk, méwi nWSZYSCY Kreteficzycy
zawsze klamia”, Czy powiedzial on prawde, czy falsz? Jest to Jefinak sformulf)-
wanie wadliwe. Z zalozenia, ze Epimenides méwil prawde, wynika wpray&}e,
ze Epimenides klamal (bo Epimenides sam byl Kl:eteﬁczykjem, a p.owxedzml
zdanie prawdziwe). Natomiast z zalozenia, ze Epimenides k.lamal, wyAmke.l tylko,
ze istnieje Kretenczyk, ktéry choé raz powiedzial pr&WdQ,.l antynomla’m.e pow-
staje, bo nie wiemy, czy tym wyjatkowym Kreteficzykiem byl wlaénie Epi-
menides i to w chwili, gdy wypowiadal swoje zdanie. ) )

Mimo, ze antynomia nie powstaje, wniosek, do ktérego prowadzi t(? rozuI;
mowanie, jest do$é osobliwy: okazuje sig, Ze z przeslan‘ek 'czysto logicznyc]
wynika istnienie Kreteficzyka, kiéry co najmniej raz powiedzial prawde.
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Antynomie semantyczne, podo])me jak antynomie omdéwione
w Rozdziale VIII (§2, str. 207-213), pokazuja, ze jezyk naukowy
(jesli ma byé wolny od sprzecznosci) nie moze byc tworzony
w sposéh zupelnie dowolny. Antynomla Russell’a i inne z nig
spokrewnione §wiadcza o tym, ze niczym nie ograniczone uzy-
wanie slowa kazdy prowadzi do sprzeczno$ci. SprzecznoSci tej
mozna unikngé, dostosowujac syqtem logiki np. do wymagan
prostej teoril typow., Antynomle za§ semantyczne §wiadezg o tym,
ze Jednoezesne uzywanie pojeé matematycznych i meta-matema-
tycznych réwniez prowadzié moze do sprzecznosci. Sprzeczno§é
te omijamy, traktujac meta-matematyke jako mauke odrehna od
poszczegélnych teorii logicznych i matematycznych.

W obu wypadkach stwierdzamy to samo zjawisko: sysfem
zbyt unimersalny, r ktérym <«daje sie za duzo mwysloric», musi
byé sprzeczny. Mechanizm powstawania antynomii zdaje sie do-
wodzié, ze calo§ci naszej wiedzy (nawet tylko matematycznej)
nie podobna wyrazié w jednym sformalizowanym jezyku.

CWICZENIE. Zbadaé nastepujaca antynomie, zwang antynomia rmyrazu
<heterologiczny»'):

Przymiotnik nazywa sie autologiczny, gdy sam ma wiasno$é, ktorg wyraza;
w przeciwnym razie nazywa si¢ heferologiczny. Np. przymiotnik krotki jest
autologiczny, bo sam jest krétki, przymiotnik zaé§ dlugi jest heterologiczny, bo
nie jest dlugi. Czy przymiotnik heferologiczny jest autologiczny, czy hetero-
logiczny? Gdyby byt on heterologiczny, to nie mialby wlasnosei, kiéra sam
wyraza, czyli nie bylby heterologiczny; gdyby za$§ byl autologlczny, to mialby
wlasnosé, ktorg sam wyraza, czyli bylby heterologiczny.

Wsk.: Zwrécié uwage na to, ze przymiotnik, okreflajacy wlasnoéci przy-
miotnikéw, odpowiada funkeji zdaniowej meta-teorii, a przymiotniki, do ktérych
moze on byé zastosowany, odpowiadaja funkcjom zdaniowym teorii. Przymiotnik
heterologiczny musialby zatem nalezeé¢ zaréwno do teorii, jak i do meta-teorii,
a wiec nie mégtby byé zdefiniowany w zadnym systemie logicznym, odréznia-
jacym teorie, bedaca przedmiotem badaf, od meta-teorii, w ktérej badania te
sie prowadzi.

§ 4. Metoda arytmetyzacji. Wyrazenia teorii sformalizowa-
‘nej sa, zewnetrznie rzecz biorac, skohczonymi ciagami znakéw.
Znakami tymi sa zmienne rozmaitych typow, funktory zdanio-
twércze, kwantyfikatory, stale specyﬁczne 1 wreszcie nawiasy
oraz przecinki.

1) Antynomia ta pochodzi od Grellinga. Por. K. Grelling i L. Nelson,
Bemerkungen zu den Paradoxien von Russell und Burali-Forti, Abhand-
lungen der Fries’schen Schule, tom 2 (1908), str. 500-334,

[§ 4] Metoda arytmetyzacji. 391

- JeSli- meta-matematyka jest dostatecznie bogata mna to, by
mozna w niej bylo zdefiniowaé pojecie liczby naturalnej i dzia-
lania arytmetyczne na liczbach (np. na wzér Rozdzialu VII), to
kazdemu ze znakéw, wystepujacych w wyrazeniach teorii, mozna
przyporzadkowaé pewna liczbe naturalna, ktéra nazywaé by
mozna numerem tego znaku. ’

Mozna np. za numery znakow

/: +7 ®, =% - =, ]7a S, (5 )5 )
przyjaé kolejne liczby picrwsze:

5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 3i,

~1

Aby okre§li¢ numery zmiennych i statych specyficznych,

.ustawmy w ciag nieskofczony wszystkie mozliwe symbole, ozna-

czajace lypy:
| %, (8 () (5%, o o
Za numery zmiennych typu ¢ przyjmijmy liczby:
412K, 43°%, 47, 532k, cees
a za numery stalych specyficznych typu o — liczby:
4[21&‘—1, 432’»‘—1’ 4‘:721”—1, 532}\'—-1’

! Kazdemu wyrazeniu odpowiadaé wiec bedzie écisle okreslony
cigg liczb naturalnych — mianowicie ciag numeréw znakéw,

‘skladajacych sie na to wyrazenie. Np. wyrazeniu

(t1) R {Z-aw=rw),

'sk,ladaja‘cemu sie¢ z 21 /nakow odpowiada ciag, skladajacy sie

7 .21 liczb naturalnych:
19, -414, 29, 19, 43% 29, 23, 412, 29, 41%, 29, 417,
31, 17, 43“, 29, 412, 31, 31, 31, 31.

Na ogél dogodnie jest zamiast ciggdw liczb rozpatrywaé po-

‘_]edyncze liczby. W tym celu wystarczy ciagowi liczb

Thyy Moy vy TR

przyporiqdkowaé jako jego numer liczbe

P4 2O .
2 5 7 ves pk—-}-i’

A. Mostowski, Logika matematyczna.
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gdzie px jest k-ta co do wielkodci liczba pierwsza. Numer ciagu
odrézniamy od numeru znaku przez pierwszy czynnik 3, ktéry
nie figuruje w numerach znakéw.

Dziqki_' temu sposobowi kazdemu wyrazeniu odpowiada §cisle
okre§lona liczba naturalna, ktéra nazywaé bedziemy numerem
tego myrazenia. ‘

Np. numerem wyrazenia (11) jest liczba

319, 541‘.729 Cq11e. 4348t (72, 192 . 23412_2929 L3141 3720, 4q41°,
. 4381, 4717, 5348, 5029, 61412,()731 L7131.7381. 7031,

Widaé stad, ze numery prostych nawet wyrazen sa liczbami
bardzo duzymi. S '
- W podobny sposéb mozna tez ciagowi wyrazen przyporzad-
kowaé liczbe. Jesli mianowicie
(12) . Ala A25 veey Am
jest ciagiem wyrazed o numerach

lls 129 eeey lms
to za numer ciagu (12) przyjmiemy liczbe

U mls 1
2°.5%. .p™

R m
przy czym czynmik 2 pozwoli nam odréznié numery ciggom mwy-
razen od numeréw wyrazen.

Za ciag (12) przyja¢ mozemy w szczegblnosei jakikolwiek
dowéd sformalizowany. Kazdy dowéd sformalizowany otrzymuje
tym sposobem swéj Sciéle okre§lony numer.

Wynika stad, ze uprawianie meta-matematyki nie rézni sie
zasadniczo od uprawiania arytmetyki liczb naturalnych. Zamiast
bowiem okreslaé operacje na wyrazeniach i dowodzié o nich
twierdze, mozemy okreslaé¢ odpowiadajgce im operacje na nu-
merach wyrazed i dowodzié twierdzesi o tych numerach.

Na tym polega tzw. metoda arytmetyzacji meta-matematyki.
PR_ZYKLAD. Wyrazenie 4 powstaje 2z wyrazen B 1 C przez
operacje odrywania, jesli B jest identyczne z (C)—> (4). Niech
a, b i ¢ beda numerami wyrazen 4, Bi C. Na to, by 4 powsta-
walo z Bi C przez operacje odrywania, potrzeba i wystarcza, by

b=3%.5%731. ({15,135 (7% ygn1, -

[§ 4] - Metoda arytmetyzacji. : 393

Z przykladu tego widoczne jest, ze metoda arytmetyzacji
pozwala nicjako przckladaé pojecia meta-matematyczne na po-
jecia arytmetyczne. Kazdemu wyrazeniu odpowiada liczba, kaz-
demu zbiorowi wyrazen — zbiér liczb, kazdej relacji miedzy
wyrazeniami — relacja migdzy liczbami. Liczby te, zbiory i re-
lacje moga przy tym by¢ zdefiniowane na drodze czysto arytme-
tycznej, bez uzycia pojeé meta-matematycznych.

Nie nalezy stad zreszta wnosié, ze wszystkie te definicje aryt-
metyczne daja si¢ wyrazié w sformalizowanym systemie arytme-
tyki, opartym np. na aksjomatach Peano. Przeciwnie, z rozwa-
zan wylozonych w § 3 moina wnosié, ze niektére z tych definicji
na pewno nic dadza si¢ napisaé w arytmetyce sformalizowanej,
w przeciwnym bowiem razie mozna by powtérzyé na terenie
arytmetyki rozumowanic, prowadzace do jednej z antynomii

. semantycznych i uzyskaé sprzeczno§é w samej arytmetyce.

Metoda arytmetyzacji nie obala zatem wypowiedzianego w § 3
pogladu na istotns odmienno§é teorii od odpowiadajacej jej meta-

“teorii; pokazuje oma tylko, Ze arytmetyka sformalizowana nie

obejmuje caloksztaltu arytmetyki intuicyjnej, ze istnieja pojecia
arytmetyczne (stanowigce przeklad pewnych pojeé meta~-matema-
tycznych), ktérych definicje nie dajg sie wyrazié w arytmetyce
sformalizowanej. ‘

Do zagadnien tych powrécimy w Rozdziale XIV. Na razie
metoda arytmetyzacji stuzyé nam moze za potwierdzenie wypo-
wiedzianego w § 1 (p. str. 308) pogladu o dedukeyjnym charakterze
meta-matematyki !).

1) Metode arytmetyzacji wprowadzil K. Gidel w cytowanej juz na
str, 279 pracy Uber formal unenischeidbare Sitze.. Wczedniej jeszcze wskazy-
wal na mozliwo$é interpretowania meta-matematyki w arytmetyce A. Tarski.
Por. jego Pojecie prawdy mw jezykach nauk dedukcyjnych, Prace Towarzystwa
Naukowego Warszawskiego, Nr. 34, Wydziat III, 1933, sir. 35.‘
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ROZDZIAL XIII
ZAGADNIENIE PEENOSCI REGUL WNIOSKOWANIA
Rozdzial niniejszy i nast¢pny poSwigcone sa zagadnieniu,

o ktérym wspominaliémy juz w Rozdziale I1I (§ 3, str. 53): czy
przyjete w logice reguly ronioskomania pozralaja roypromadzié

mwszystkie intuicyjnie pramwdzime twierdzenia logiczne, czy tylko-

niektére z nich? .

Postawione w ten sposéb zagadnienie, ktére nazywamy zagad-
nieniem pelnosci regul wnioskowania’) nie jest oczywiscie jesz-
cze sformulowane w sposéh ostateczny, gdyz pojecie intuicyjnej
prawdziwosci twierdzenia jest plynne i nie bylo przez nas spre-
cyzowane. Dlatego zaczniemy od podania definicji formalnej
pojecia zdania prawdziwego.

§ 1. System L.. Rozwazaé bedziemy system logiczny Ln;
bedziemy go nazywali logika rzedu n.

W systemie tym wystepuja tylko zmienne, ktérych typy
m:aja, rzedy co najwyzej n—-+1 (por. Rozdziat VIII, § 1, str. 205).
Wyrazenia systemu L, powstaja z najprostszych wyrazen, t. zw.
funkcji zdaniorych molekularnych, postaci
(1) x[a,c‘e,...,ck)(ycl,zc;,_“’uck)’
ktére czytamy: relacja x'v-<¥ zachodzi miedzy y®,z,..., u*.

Z funkcji zdaniowych molekularnych powstaja dalsze wyra-
zenia za pomoca nastepujacych operacji: laczenie dwu wyra-
zen jakimkolwiek funktorem zdaniotwérczym, stawianie po wy-

razeniu znaku negacji i poprzedzanie wyrazenia kwantyfikatorem
duzym lub malym z wypisana u dolu jakakolwiek zmienna, kt6rej

1} W literaturze niemieckiej uzywa sie terminu zupelno$é (Vollstindigkeit)

regul wnioskowania. Slowu zupelno$é nadaliSmy jednak juz inne znaczenie
w Rozdziale X1, § 7.
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typ ma rzad co najwyzej n. Zmienne, ktérych typy maja rzad
n-1, moga wige wystegpowaé tylko jako zmienne wolne.

Za tautologic systemiu L, przyjmiemy:

1" wyrazenia, powslajace z tautologii rachunku zdaf przez
podstawicnie, _

20 pewniki ekstensjonalnodei i pewniki definicyjne (por. Roz-
dziat VIII, § 3, str. 215 1 210),

30 wszystkie wyrazenia, ktore daja si¢ otrzymaé z wyrazen
101 2" przez stosowanie regul wnioskowania, podanych w Roz-
dziale 111, § 3, str. 53-50. :

Liczba n jest dowolna, lecz ustalona raz na zawsze na przeciag
rozwazai tego Rozdzialu. Jedli n=0, to system L, pokrywa sig
z wezszym rachunkiem funkcyjnym (por. Rozdzial VIIL, § 3, str. 217).

System L, bedzie przedmiotem badaf na terenie meta-mate-
matyki. Zakladamy, Ze w meta-matematyce wystgpuja zmienne
dowolnych 1ypéw i ze rozporzadzamy w niej pojeciem liczby
naturalnej oraz innymi potrzebnymi nam pojeciami matematycz-
nymi. Wszystkie twicrdzenia i definicje, jakie podamy, nalezeé
beda do meta-matematyki. Zagadnienie, czy podane dalej rozu-
mowania mozna zamknaé w ramach meta-matematyki sforma-
lizowanej, pozostawimy na uboczu i staniemy na gruncic meta-
matematyki intuicyjnej. .

Niceh B bedzie jakimkolwiek zbiorem niepustym. Elementy
zbioru B nazywaé bedziemy przedmiotami typu * o bazie B.

‘ Zbiory zawarte w B nazywac bedziemy przedmiotami typu (¥)
o bazie B.

Relacje dwuczdonowe miedzy clementami zbioru B nazywac
bedziemy przedmiotami typu (+,%) o bazie B.

Ogélnie, gdy c=(c, ¢z ..., Cr) Jest jakimkolwiek symbolem
oznaczajacym typ (Rozdziat VIII, § 1, str. 205) i okreélone sa juz
przedmioty typéw ¢;,Cp...,Cx O bazie B, okreslamy przedmioty
typu ¢ o bazie B jako relacje k-cztonowe, ktérych i-ta dziedzina
(i=1,2,...k) sklada si¢ wylacznic z przedmiotow typu ¢ o ba~
zie B. Dla k=1 zamiast slowa relacja nalezy tu oczywiscie na-
pisaé sfowo zbior.

Jesli zbiér B sam sklada si¢ ze zbioréw lub relacji, to poje-
cia fyp i typ o bazie B nie pokrywaja sig. Np. zbiér zawarty
w B ma wéwczas typ rézny od (¥), natomiast jego typ o bazie B
jest réwny (¥). '
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§ 2. Pojecie spelniania. Po tych wstepnych uwagach mozemy
przejéé do ombwienia waznego pojecia spelniania, ktére umozliwi
nam sformufowanie definicji prawdziwoéci zdan.

Zorientujmy si¢ najpierw na prostych przykladach, jaki jest
intuicyjny sens pojecia spelniania.

1. Relacja < oraz liczby 2 i 3 spelniaja funkeje zdaniowy
x®%(y* 2%, gdyz miedzy liczbami 2 i 3 zachodzi relacja <.

2. Relacja podzielnoSci | oraz liczby 15 1 10 spelniaja funkcje
zdaniowa 2 u[x®®(u,0)-x®#(u,m)] ), gdyz istnieje liczba natu-
ralna, ktéra pozostaje w relacji | do liezb 15 i 10. ,

3. Zbiér liczb naturalnych Ny i relacja S=(m,n)[m—1=rn]
spelniaja funkcje zdaniows [Tuw [ (W) -y (u,0) - x* ()], gdyz
przy wszelkich naturalnych m i n jesli meNo i mSn, to neN,.

4. Relacja inkluzji C, zbiér liczb parzystych P i zbidr liczb
naturalnych Ny spelniaja funkeje zdaniowa xE)(u® p®), edyz
zbiér P pozostaje w stosunku  do N

Mamy w tych przykladach z jednej strony funkcje zdaniows

@ czyli pewien napis, z drugiej za§ — pewna iloéé przedmiotéw

P, P,,..,P. o pewnej bazie B (w przykladach (-4 baza B jest
zbi6r liczb naturalnych). Ustalone jest przy tym przyporzadko-
wanie miedzy zmiennymi wolnymi funkcji zdaniowej @ a tymi
przedmiotami: np. w przykladzie 1 zmiennej y* odpowiada
liczba 2, a zmiennej z*¥ — liczha 3.

Méwiac, ze przedmioty Py, P.,..., Px spelniaja funkcje zdaniows
® w dziedzinie B, chcemy zwykle wyrazié, co nastepuje: dla. tych
przedmiotdm jest tak, jak orzeka funkcja zdanioma @. Albo nieco
dokfadniej: funkcja zdaniowa @ przejdzie w zdanie prawdziwe,
gdy na miejsce zmiennych wolnych w funkeji zdaniowej @ pod-
stawimy odpowiednio nazwy przedmiotéw P,, P,, ..., P;. ‘

OczywiScie, nie jest to jeszcze okre§lenie §cisle, bo nie
wiemy, co to jest zdanie prawdziwe ani czy kazdy przedmiot
ma nazwe. )

Wiadciwa droga do okreSlenia pojecia spelniania jest droga
indukcyjna. Okreélimy najpierw, kiedy uklad przedmiotéw o ba-
zie B spelnia w dziedzinie B funkecje zdaniowa molekularna, a na-
stepnie — zakladajac, ze wiemy juz, jakie uktady przedmiotéw

4 Z:e WZngd(’)YV typograficznych pomijamy tu wskaznik oznaczajacy typ
przy zmiennych najnizszego rzedu.

icm
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o bazie B spelniaja w dziedzinie B funkcje zdaniowe @ i ¥ —
okreslimy, ktére uktady przedmiotéw o bazie B spelniaja w dzie-
dzinie B funkcje zdaniowe, powstajace z @ i ¥ przez operacje
rachunku zdan lub poprzedzanie kwantyfikatorami?). Dla prostoty
bedziemy przy zmiennych pomijali wskazniki oznaczajace ich typ.

To, ze zmiennym Xx,Yy,..,u przyporzadkowane zostaly przed-
mioty P, Q,...,N tego samego typu o bazie B, piszemy w postaci
wzoru

X, Yy ey U
&) ' (P, Q,...N/.
Zamiast mowié, ze przy tym przyporzadkowaniu przedmioty

P,Q,...,N o bazie B spelniajg w dziedzinie B funkcje zdaniowa &,
ktérej zmiennymi wolnymi sg x,..,u, pisaé bedziemy :

? Bre(yE )

Nie wylaczamy przy tym przypadku, gdy @ nie ma w ogé_}e
zmiennych wolnych: uklad (2) staje si¢ wtedy .pusty”. a
Definicja spefniania rozpada si¢ na cztery czesci:

I Definicja spelniania dla funkcji zdaniomych
molekularnych. Jesli ® jest funkcjg zdaniowa molekularna (1),
to wzér (3) zachodzi wtedy i tylko rotedy, gdy przedmioty Q,...N
pozostajg do siebie r relacji P. §

Rozpatrzmy dalej dwie funkcje zdaniowe @ i ¥. Na ogdl
maja one pewng ilo§é zmiennych wolnych wspélnych; niech to
beda zmienne x,...,z, pozostalymi za$ zmiennymi wolnymi w @
niech beds r,...t, a w ¥ — u,...,1o. L :

Zal6zmy, ze dla dowolnych przedmiotéw (o bazie B) P,..,R,
L....N.F....H, takich samych typéw (o bazie B) jak zmienne
Xyuos ZaToons by Uy, 1O, okreslone jest juz znaczenie wzoréw

Xyvey ZoTy s & . Xyeny ZylUyeney TOD
A ‘ ERARE] ER] B i B ! g/( .
@ (B)'d’(P,...,R,L,...,N) B\ "RF,..H
1) Pojecie spelniania i taka jego definicja pochodza od A. Tar§1§iggo,
kiéry podal je w cytowanej juz (na str. 323) pracy: PO]'Q'Cie. pramody ™, ]g.zylfa'ch
nauk dedukeyjnych. Poprzednio postugiwano sie tym pojeciem tylko intuicyjnie,
oczywikcie z wielka szkoda dla §cistosci dowodow. )
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II. Definicja spetniania dla funkcji zdaniomych
¥, O-+¥ 0>V i 0=V¥. Jedli O jest koniunkcjg @,
to rozor

) ,Z,T,. fu n
G) (B)IQ(P RL. NF. H

zachodzi mwtedy i tylko mwtedy, gdy zachodza obydra mzory (4).

Jesli @ jest alternatyma O, to rzdr (5) zachodzi mwtedy
i tylko mtedy, gdy zachodzi co najmniej jeden ze mwzordmw (4).

Jesli @ jest implikacja @ ¥, to mzdr (5) zachodzi mwtedy
i tylko mwtedy, gdy badz nie zachodzi pierroszy ze mzorérm (4),
- badZ zachodzi drugi.

Jesli roreszcie @ jest romnomwaznoscia @=Y¥, to rzdr (5) za-
chodzi mwtedy i tylko mwtedy, gdy badz zachodzg oba mzory (4),
badz nie zachodzi zaden.

IIl. Definicja spelniania dla funkcji zdanlomej @,

Wzor
o)

zachodzi mfédy i tylko mtedy, gdy nie zachodzi rozér (3).
Podamy na konie¢ definicj¢ spelniania dla funkeji zdanio-
wych, zaczynajacych sie od kwantyfikatoréw. Kazda taka funk-
cja zdaniowa & ma badZ postaé [].®, badz postaé >, ®. Niech
Ys..-,z beda wszystkimi zmiennymi wolnymi funkeji zdaniowej @.
Zmienne te sa jednocze$nie zmiennymi wolnymi funkeji zdanio-
wej @, ktéra ponadto moze, lecz nie musi, zawiera¢ zmienng
wolng x.
IV. Definicja spelniania dla funkcji zdaniomych
[1:0 i 2.0. Jesli @ jest
‘ 1° funkcja zdaniors [[.®
lub
20 funkcja zdaniorws D@
i zmienna x nie jest zmienng mwolng w ®, to rzor
6 ' ' | ( y,...,u)
© B)l6 Q,...;N
zachodzi wtedy i tylko mtedy, gdy zachodzi rozor

} (B)!@(Qy:::::;(,)f

‘ gdale zmienna x jest typu (*,%), a zmienne u i o — typu

1§ 2 ‘ Pojecie spelniania. . : 329

« Jezeli natomiast zmienna x. ]es't zmienng rolng w &, to
w przypadku 1° rzér (0) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kaidego przedmiotu P o bazie B, tego samego typu co zmienna x,
zachodzi rzor (3), a w przypadku 2° — gdy istnieje przedmiot
P o bazie B, tego samego typu co zmienna x, dla kiérego zachodzi
mzér (3).

Definicje [-1V stanowia tacznie mdukcy]nq defml(]q pojecia
spelniania.

Aby pokazaé, jak stosuje si¢ te definicje, powréémy do przy-
kladu 2 (ste. 320), ]).rzy czym dla uproszczenia bedziemy pisaé
litere x zamiast x®**. Zgodnic. z definicja I mamy (wobee 510

i 5]15) |
XU, D ) . u, m)
(B x(u, u)<|’5’10) i (B)la(u, n))(I 5,15/
gdzie B jest zbiorem liczb naturalnych. Na mocy definicji 1l
wynika stad
’ x,U, v,m)

B)![x(lhv)'x(“=m”(!,5,10,15 '

- . . £ T .
Istnieje zatemn taki przedmiot n typu * o bazie B, ze

x, U, D, rv)

(B!, -l ] 40 0 .
skad wyllikal na mocy definicji 1V

B Sulee(e, 0) m)]}(oiclgag)'

‘Relacja | oraz liczby 10 i 15 spdmajq wiec istotnie dang
funkcje zdaniowa w dziedzinie liczb naturalnych.

Jako drugi pr7yled rozpatrzmy wymzcme

]Tuvxu D), '

O *

Jesli 4 jest relacja, zachodzaca migdzy dwiema dowolnymi

liczbami naturalnymi, to oczywiscie

) ool )
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gdzie B jest znéw zbiorem liczb naturalnych. Na mocy definicji
1V wynika stad ‘

BN Y ] uwx (1, ).

Uklad (2) jest w danym razie pusty, gdyZ rozpatrywane wy-
razenie nie zawiera w ogble zmiennych wolnych.

Tak okreslone pojecie spelniania jest wiec samo przez sig
niezmiernie proste i intuicyjny jego sens jest oczywisty.

To za$, ze $cisle jego okrelenie ma posta¢ dluga i skompliko-
wana, zwigzane jest z natura tego pojecia: spelnianie jest relacja
miedzy funkcja zdaniows a ukladem przedmiotéw, dokiadniej:
miedzy funkcja zdaniowa a ukladem (2), ustalajacym przypo-
rzadkowanie przedmiotéw zmiennym wolnym funkcji zdanioWej.
Ztozona struktura definicji pochodzi stad, ze istnieje duza roz-
maitoéé funkeji zdaniowych.

§ 3. Zdania prawdziwe, falszywe i spelnialne. Funkcje zda-
niowa @ o zmiennych wolnych x,y,...,u nazywamy prardzing
w dziedzinie B, gdy dla kazdego ukladu (2) przedmiotéw o ba-
zie B zachodzi wzdr

ol

W szczegblnobcei, jesli funkcja zdanioma @ nie ma zmiennych
molnych, to jest ona pramwdzima r dziedzinie B, gdy uklad pusty
spelnia mwzdér (7).

» ‘Funkch zdaniowa @ nazywamy falszyma m dziedzinie B,
jeSli dla zadnego uktadu (2) nie jest spelniony wzér (7).
Fuukc_](; zdaniowa @ nazywamy spelnialna mw dziedzinie B,
jesli istnieja uklady (2), dla ktérych zachodzi wzdér (7).

- Dla ‘funkcji zdaniowych bez zmiennych wolnych pojecie spel-
nialnoéel pokrywa.siq wiec z pojeciem prawdziwodci, gdyz jedy-
nym ukladem (2), jaki wchodzi w gre, jest uklad pusty ).

Fupkcjc; zdam'o.wq ¢ nazywamy pramdzima, jeSli dla kaz-
dego niepustego zbioru B jest ona prawdziwa w dziedzinie B.

) 1)’ W literaﬁurze n_iemieekiej uzywa sie dla prawdziwosci, falszywosci i spel-
fnalno_s.el funk-cp zdf’mlowych terminéw ,,Allgemeingiiltigkeit®, ,,Unerfiillbarkeit*
i ,,Erfullharke1t“, ktérych uzywaja czesto ré6wniez autorowie anglosascy.

[§ 3] Zdanin prawdziwe, falszywe i spetnialne. 334

~ To pojecie prawdziwosci jest wige absolutne, niezalezne od
dziedziny B, podezas gdy poprzednie pojecia byly wzgledue, za-
lezne od B. Pojecia absolutne, odpowiadajace wzglednym poje-
ciom falszywoéci i spetnialnofci w dziedzinie, nio b¢da nam w dal-
szym ciagu potrzebne. 4
7. przyjetych definicji fatwo wynikaja nasiepujace twier-
dzenia: :

Trierdzenie 1. Jesli @ jest funkcja zdaniorws pramwdziroa
w dziedzinie B, to @ jest funkcja zdaniowa falszyroa 1o dzie-
dzinie B i na odrorét. :

Twierdzenie 2. Jesli funkcja zdanioma @ nie jest spel-
nialna w dziedzinie B, to funkcja zdaniora @ jest pramdzima
w dziedzinie B i na odrrdt. ’

Trwierdzenie 3. Jesli funkcja zdaniowa © nie jest, prar-
dzima 1 dzedzinie B, to jej negacja, @', jest spelnialna ro dzie-
dzinie B i na odrordt. '

Dla przykladu udowodnimy twierdzenie 1. ‘

Zatézmy, ze funkcja zdaniowa @ jest prawdziwa w dziedzinie
B, czyli ze dla kazdego ukladu (2) przedmiotéw o bazie B zacho-
dzi wzér (7). Gdyby @ nie bylo funkcja zdaniows falszywa
w dziedzinie B, to w my$l definicji istnialby uklad (2), spelniajacy
w dziedzinie B funkcje zdaniowa @'. Zgodnie z definicja 111 uklad
ten nie spelnialby wiec w dziedzinie B funkcji zdaniowej &,
whrew zalozeniu. W podobny sposoh dowodzi sig wynikania
odwrotnego.

Okreslone pojecia maja doniosle znaczenie dla badan meto-
dologicznych *). Wspomnieli$my juz, ze méwiac, iz funkcja zda-
niowa @ jest prawdziwa, mamy na mysli to, ze dla dowolnych
przedmiotéw jest wlaénie tak, jak orzeka ta funkcja zdaniowa.
Podana wyzej definicja pozwala nam zastapi¢ to niejasne i wielo-
znaczne wyjaénienie okreéleniem poprawnym, nadajacym si¢ do
przeprowadzania na jego podstawie §cistych, dedukcyjnych do-
wodbw. '

1) W filozofii rozwaza sie réwniez znaczenie tych pojeé dla filozoficznego
zagadnienia prawdy. Por. A, Tarski, The semantic conception of truth and
the foundation of semantics, Philosophy and Phenomenological Research, tom 4

(1944), str. 341-376 oraz ocene krytyczna w pracy: M. Black, The semantic

definition of thruth, Analysis, tom 8 (1948), str, 49-63. '
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Zagadnienie, ktéremu poSwigcony jest ten Rozdzial i o kté-
rym wspomnielifmy na poczatku (p. str. 324), moze by¢ teraz
sformulowane zupelnie $ciéle: czy  aksjomaty i reguly rniosko-
mania przyjete 1w logice promwadza tylko do funkcji zdaniorych
prarodziroych i czy promwadza one do wszystkich funkcji zdanio-
rych prarodziroych?.

Slowo pramdzimych rozumiémy tu oczywiScie juiz w sensie
podanej definicji. , N

Jesli odpowiedz na te pytania jest twierdzaca, to formalizacje
logiki, przeprowadzong w Rozdzialach 1IL i VIII, uznaé mozemy
za zadowalajaca, w przeciwnym za$§ razie powinniémy zmodyfi-
kowaé logike tak, by wykreslié z niej ewentualne zdania falszywe
(w pewnych dziedzinach), jak réwniez by zyskaé mozno§é wy-
prowadzenia w niej tych zdan prawdziwych, ktérych przy do-
tychczasowej formalizacji wyprowadzié nie moglismy.

CWICZENIA. 1. Dowiedé, ze pewniki definicyjne i pewniki ekstensjonal-
no$ci (Rozdzial VIII, § 3, str. 215-216) sa funkcjami zdaniowymi prawdziwymi.

2, Dowiesé, ze pewnik nieskonczonoSci (Rozdzial VII, § 5, str, 185) jest
prawdziwy w-kazdej dziedzinie B nieskofczonej, a falszywy w kazdej skon-
czonej.

§ 4. Twierdzenie o pelnosci dla funkcji zdaniowych bez
kwantyfikatoréw. Bedziemy rozpatrywali wyrazenie I', zbudo-
wane z pewnej liczby funkcji zdaniowych @,,9D,,...,H:. oraz
z funktoréw zdaniotwoérczych. ,

Funkcje zdaniowe rdznigce sie tylko zmiennymi uwazamy
przy tym za réine. Np. wyrazenie

(U, 0¥) > 249 (0%, 1)

sklada sie z dwu réznych funkcji zdaniowych oraz z funktora —.

Niech x,,%,,...,%m beda zmiennymi, wystepujacymi w wy-
razeniu I' jako zmienne wolne; B niech bedzie dowolnym zbio-
rem, a P,,P,,...,Pn — przedmiotami o bazie B, ktérych typy
sa rowne odpowiednio typom zmiennych x,, ..., Xp. :

Zastapmy w I" kazda z funkecji zdaniowych @; przez zmienna
zdaniowa p; tak, by rézne funkcje zdaniowe byly zastapione
przez rézne zmienne. ' '

Wreszcie, niech Zy bedzie powstalym w ten sposéb wyraze-
niem rachunku zdaf.

(54 ‘ Twierdzenie 0 pelnofei, - - - : 33%

Twierdzenie 1. Wizdr

8 ¢ B\!I’(‘_x“hxm-"sxm)'

( ) ( ! PJAP‘).:'--a Pm

zachodzi rotedy i tylko rtedy, gdy Zr przybiera mwartosé 1 przy
nastepujgcym podstamieniu symboli 0 i 1 za zmienne zdaniowe:
p: zastepujemy przez 1, gdy

| xiaxzi--‘ax.'m
Bra(p B )

o przecironym za$ razie przez (.

Dowéd. Jesli T jest jedna z funkeji- zdaniowych @;, to Zr
redukuje sie do zmiennej p; i twierdzenie jest oczywiste.

Dla dowodu twierdzenia wystarczy wiec okazaé, ze jeSli
twierdzenic zachodzi dla wyrazen I' i I, to zachodzi tez dla
wyrazeh IV, I'4Ty, I'Iy, T Ty i I'=T.

Zgodnie z definicja 111 wzér

| Xy Xgyuees Xm
o) B (5 )
zachodzi wiedy i tylko wtedy, gdy nie zachodzi wzér (8) czyli —
w my$l zalozenia indukeyjnego — gdy Zp przyjmuje wartos¢ 0
przy podstawieniu okre§lonym w wyslowieniu twierdzenia. Po-
niewaz Zrv jest identyczne z (Zr), a zatem jest negacja Zr, wiec
wynika stad, Ze wzér (9) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy Zp
przyjmuje warto§é 1, co dowodzi twierdzenia dla wyrazenia r
Niech teraz I bedzie wyrazeniem zbudowanym podobnie
jak I' i posiadajacym zmienne wolne x;,....%j, gdzie j<m,
oraz y,,...,yp. Zalézmy, ze twierdzenie 1 jest prawdziwe dla wy-
razed I'i I, Wzoér
X1 Xgseees Xmy Y1y ooes Yp
1 1> Xg ms Y1 )
(10) (B).[F—-i_rl](P19P2:---:Pm9Q1:-'-5QP
spelniony jest wtedy i tylko wiedy, gdy zachodzi badz wzér (8),
badz wzér

1 X1y Xgsenes Xjy Yiseves yp)'
(B)J}(P“pza_,_,p,., Qo O

.’) Jesli nie wszysikie zmienne x; sa wolne w &;, to nalezy pomingé tu
pewna ilo§é zmiennych tak, by pozostaly tylko te, kiére s wolne w &;.
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W my$l zalozenia indukcyjnego warunek ten jest réwno-
wazny nastepujacemu: Zr albo Zp otrzymuja warto§¢ | przy
podstawieniu okreslonym w twierdzeniu. 7 okre§lenia alterna-
tywy wynika stad réwnowazno$¢ wzoru (10) i warunku: Zp+-Zp,
przybiera warto§¢ 1, a poniewaz “Zrsir, jest identyczne z alter-
natywa Zr-Zr, wiec twierdzenie jest udowodnione dla wyra-
zenia I~+1T3. : :

W podobny sposéb dowodzi si¢ tego twierdzenia dla wyra-
zen Ty, '>T'y1.I=I;.

7 twierdzenia 1 wynika fatwo

Trwierdzenie 2. Jesli mwyrazenie I' pomstaje z tautologii
. rachunku zdaii przez podstarienie domolnych funkeji zdaniorych
za zmienne zdaniore, to rwyrazenie I' jest pramdzire.

Dowéd. Zr jest wéwezas tautologia rachunku zdan, a wiec
otrzymuje warto§é 1 przy jakimkolwiek podstawieniu za zmienne
symboli 0 i {. W my§l twierdzenia | wzér (8) jest wigc spel-
niony dla dowolnego B- i dowolnych przedmiotéw P, ..., Pn
o bazie B, czyli wyrazenie I’ jest prawdziwe, c.b. d.o.

Twierdzenie 2 nie daje si¢ odwrécié: zdanie I' moze byé
prawdziwe, mimo ze Zr nie jest tautologia rachunku zdai, gdyz
‘poszczegdlne funkcje zdaniowe, z ktérych sklada sig I, moga by¢
tak z soba powiazane, ze pewne podstawienia symboli 01 1. za
‘zmiénne zdaniowe w wyrazeniu Zr nie beda sie nigdy reali-
zowaly. Jest tak np., gdy I' jest zdaniem I, (1)~ x (0} dla kt6-
rego Zp jest implikacja p—q. ' ’

" Okazemy natomiast, ze twierdzenie 2 daje si¢ odwrécié, gdy
I" nie zawiera kwantyfikatoréw. W tym celu udowodnimy najpierw

Tmwierdzenie 3. Jedli funkcje zdaniomwe @,,D,,...,D: sa
molekularne i Zr przyjmuje mwartoéé 1 przy peronym podstarieniu
za zmienne p; symboléro 0 i 1, to I' jest spelnialne ro dziedzinie B
liczb naturalnych, . - .

Dowéd. Zgodnie z zalozeniem funkcje zdaniowe @; maja -

postaé (1) dla i=1,2,....k.

Wykazemy, ze istnieja przedmioty Py, P,,...,Pn o bazie B,
dla ktérych zachodzi wzér (8). Za przedmioty najnizszego typu =
wezmy dowolne rézne miedzy soba liczby naturalne. Majac
_okreslone te z przedmiotéw P, Py, ..., Py, ktérych typy sa rzedu
muiejszego niz i (i>0) i zakladajac, ze zmienna uxi; ma typ
c=(¢,Cs,...,¢) rzedu i, okreflimy przedmiot Py; jak nastepuje:

ia“ o
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Je§li zadna z funkcji zdaniowych @,,®,,..., & nie jest funkcja -
zdaniowa molekularna, zaczynajaca sie od zmiennej xy, to za
Py przyjmiemy dowolny przedmiot typu ¢ o bazie B. % prze-
ciwnym razic niech Dy, Py, ... By beda wszystkimi takimi funk-
cjami zdaniowymi. Mozemy przyjaé, ze @, jest funkeja zdaniows

‘ xkj (xll({ﬂ’ xl.‘f)’ ...,«xl(rq)),

-gdzie g==1,2,..., t.

Przypubémy, ze w podstawieniu, ktére Zr nadaje wartoé 1,
zmienne - Py, Pas-.., Py, otrzymywaly wartosé 1,
Psjyys --s Py — warto$é 0. Okre§lamy teraz Py; jako relacje r-czto-
nowy, ktéra zachodzi migdzy przedmiotami Qy, Q,,..., Qr wtedy
i tylko wiedy, gdy dla pewnego ¢ <{h ukfad (Qq, Qs,..., Q) jest
identyczny 7 ukladem (l’lgq),Pl(q),...,P,(q)).

. ' 2 LT

a zmienne

W ten sposéh okredlilismy przez indukeje przedmioty
D
P, P,..., P

" Z- okreélenia tego wynika, ze wzor

' 5. xl,xm'--sxln
(B)-@I(PT’st"--apm;)

zachodzi wiedy i tylko wtedy, gdy w podstawieniu, ktére wyra-
zeniu Zr nadawalo warto§é 1, zmienna p; przyjmuje wartoSé 1.
Z twierdzenia | wnosimy zatem, ze przedmioty P, P,,..., Pn
spelniaja I' w dziedzinie B, c.b. d.o. -

Umaga. 7 tego dowodu widoczne jest, ze jesli zmienne

Xyy..., Xt Maja typ s, a ny,MNy,..., ¢ 54 dowolnymi liczbami natu-

talnymi, to istnieje taki uklad spelniajacy funkcje zdaniowa I

~w dziedzinie B, w ktérym zmiennym x,..., % odpowiadaja liczby

NysNyy .. N

Trwierdzenie 4. Jesli royrazenie I' nie zamiera kmwantyfike-
torém, to I' jest pramdzime wtedy i tylko rtedy, gdy Zr jest tauto-
logi‘a; rachunku zdan.

Dowéd. Dostatecznoéé tego warunku wynika z twierdze-
nia 2. Zalézmy na odwrét, ze I' jest prawdziwe. Wynika stad,
ze I' jest prawdziwe w dziedzinie B liczb naturalnych, a wige I

“nie jest spelnialne w B. Gdyby Zr nie bylo tautologia rachunku

zdaf, to wyrazenie Zp., ktére jest negacja Zr, osiagaloby war-
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tos6 1 przy pewnym podstawieniu symboléw 0 i 1 za zmienne,
a wiec z uwagi na to, ze I" jest zbudowane z funkcji zdanio-
wych molekularnych, i zgodnie z twierdzeniem 3 wyrazenie I"
byloby spelnialne w B. Sprzeczno$é ta dowodzi, ze Zr musi byé
tautologia rachunku zdan, c.b.d.o.

Twierdzenie 4 rozwiazuje zagadnienie pelnosci regul wniosko-
wania w zakresie funkeji zdaniowych bez kwantyfikatoréw:

kazda taka funkcja zdaniomwa jest prarwdzima mwtedy i tylko rotedy, .

gdy porvstaje przez podstamienie z tautologii rachunku zdai, a rwiec
gdy moze byé udomwodniona za pomocs regul rnioskorwania, przy-
jetych mw logice.

'§ 5. Prawdziwos§é¢ tautologii logicznych. Wykazemy teraz,
7e tautologie logiczne sa zdaniami prawdziwymi. Dowéd opiera
sie na -kilku twierdzeniach pomocniczych.

Tmwierdzenie 1. Jesli @ jest funkcjg zdaniowa o zmiennych
wolnych x,y,...,u i jesli zmienna w tego samego typu co u po
stamieniu na miejsce u do @ roszedzie tam, gdzie u bylo zmienng
wolna, nie staje sic zmwiazana 1 porostajacej m ten sposéb furikcji
- zdaniomwej @,, to rozory

(B)!gp(x’y’ ..'.,u) )

P.Q...N - : (B”‘I’l(x’y’v'”’m)

PQ.....N

sg rémwnomaine dla dorwolnego B i domolnych przedmiotér

P,Q,....N o bazie B.

Dowéd. Twierdzenie jest oczywiste dla funkeji zdaniowych
molekularnych, pozostaje zatem do wykazania, ze jeSli zachodzi
ono dla funkcji zdaniowych @ i ¥, to musi tez zachodzi¢ dla
funkeji zdaniowych @', ¢ ¥, ¢4V, o>V, 0=V, 2e0ill.o
Ograniczymy, si¢ tylko do rozpatrzenia funkcji zdaniowych &-¥
i [I.®, gdyz w pozostalych przypadkach mozna rozumowaé
analogicznie.

Mysél dowodu bedzie dostatecznie jasna, gdy przyjmiemy, ze
_zmiennymi wolnymi w @ sa zmienne x, y i u, a zmiennymi
wolnymi w ¥ — zmienne £, y i u.

Zastapmy w koniunkcji @-¥ zmienng u przez m tam, gdzie
zmienna u byla wolna w @-¥, i zalézmy, Zze zmienna r nie sta-
nie si¢ nigdzie przy takim podstawieniu zmienna zwigzana.

icm
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@ przejdzie przez to podstawienie w funkcje zdaniows &
a ¥—w funkcje zdaniowa ¥, przy czym w mysl zalozenia
WZOry

ay (B)!cb(;{’éy’ u) (B)wf(Lt’g’ y
sa odpowiednio réwnowazne wzorom
12) B, (;g’z) i e 5’;\})
Poniewaz za§ wzér
"a. x t, y,u
13) @25 o)

zachodzi wiedy i tylko wtedy, gdy zachodza oba wzory (11),
wzér za$

(14 Bl w) (3 &%)
— wtedy i tylko wtedy, gdy zachodza oba wzory (12), wiec
istotnie (13) jest réwnowazne (14).

Rozpatrzmy teraz funkcje zdaniowa [[.® i zalézmy, ze za-
stepujac w niej zmienna u przez zmienng m wszedzie tam, gdzie
zmienna u jest zmienna wolna, otrzymamy funkcje zdaniowa

110, w kiérej zmienna m jest wolna na wszystkich tych miej-

scach, gdzie zmienna u byla zastapiona zmienng . Kwantyfika-
tor wiaze zatem zmienna rézna od zmiennych u i . W mysl
zalozenia wzory (11) i (12) sa réwnowazne dla kazdego przed-
miotu P (odpowiedniego typu), poniewaz za§ wzory

(15) BT 2] (g X,) B -] (57\)7)

orzekaja, ze dla kazdego P zachodza odpowiednib wzory (11) 1 (12),
wige oba wzory (15) sa réwnowazme.
Twierdzenie 1 mozemy zatem uwazaé za udowodnione.

Natychmiastowym wnioskiem z twierdzenia 1 Jest
. Tmwierdzenie 2. Przy zalozeniach tmierdzenia 1: jesli @
Jest funkcja zdaniorwa pramdzima, to i ®, jest funkcja zdaniora
prandzima.
Twierdzenie to orzeka, ze stosowanie reguly podstawiania
nie wyprowadza poza obreb zdah prawdziwych.

A. Mostowski, Logika matematyczna. 22
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Tmwierdzenie 3. Jesli funkcje zdaniowe @ i @— ¥ sg pramw~
- dzirve, to i funkcja zdaniora ¥ jest prarodziroa.

Dowéd. Ograniczymy si¢ znéw do przypadku, gdy zmien~
nymi wolnymi funkcji zdaniowej @ sa zmienne x, Y, U, a zmien-~
nymi wolnymi funkcji zdaniowej ¥ sa zmienne f, y, u.

Gdyby ¥ nie bylo prawdziwe, to istniatby zbiér niepusty B

‘i takie trzy przedmioty P, Q, R o bazie B, ze nie zachodzi wzér:

(B)!T(;:(yz:;).

Oznaczajac przez L dowolny przedmiot o bazie B, tego' sa-
mego typu co zmienna x, mamy ‘

x, Y, u
B1o (7 5k
gdyz @ jest z zalozenia prawdziwe. Zgodnie z definicja II (§ 2,
str. 328) wnosimy stad, Zze nie zachodzi wzdr

t,y, u
‘ x’ ] y?
(B)lle > ¥] (L, POR"
a wiec ze ®— ¥ nie jest prawdziwe, whrew zalozeniu. Funkcja
zdaniowa ¥ musi wiec byé prawdziwa, c.b. d. o.
Twierdzenie 3 pokazuje, ze stosujac regule odrywania do
zdah prawdziwych, otrzymujemy znéw zdania prawdziwe.

Tmierdrzenie 4. Jesli @ —[[. ¥ jest funkcjg zdaniowa
prarodzima, to i ®— ¥ jest funkcja zdaniowa prawdzine.

Dow6d. Pominiemy banalny wypadek, w ktérym zmienna x
nie jest wolna w ¥, i zalozymy, Zze zmiennymi wolnymi w ¥ sa
zmienne x, y i f, a zmiennymi wolnymi w ¢ — zmienne x, y i u.

Gdyby funkcja zdaniowa @©->¥ mnie byla prawdziwa, to
istnialby zbiér niepusty B i takie przedmioty P, Q.R,L o ba-
zie B, odpowiednio takich samych typéw jak zmienne x,y, u i t.
ze zachodzi wzér ‘

(16) - (B)!cb(”li’ 5;)
lecz nie zachodzi wzér
(t7) By )

[§ 5] Prawdziwo§é tautologii logicznych. 339

Poniewaz funkcja zdaniowa @ - [[. ¥ jest prawdziwa, wiec
przedmioty P, Q, R, L spelniaja ja w dziedzinie B, skad na mocy
(16) wnosimy, ze przedmioty Q i L spelniaja funkecje zdaniows
[l ¥ w dziedzinie B. )

Zgodnie z definicja IV \§ 2. str. 328) wnosimy stad, ze dla
kazdego przedmiotu X o bazie B, tego samego typu co zmienna
x, spefniony jest wzor

\ ’.’X‘q Y, t
By &)

Wz6ér ten musialby wige zachodzié w szczegélnodei dia
X=P, skad ofrzymalibyémy sprzecznoé¢ z (17). Funkcja zda-
niowa @ -> ¥ musi wice byé prawdziwa, ¢ b. d.o.

W zupelnie podobny sposéh dowodzi sie nastepujacego
twierdzenia: : "

Twierdzenie 5. Jesli funkcja zdaniomwa 20> Y jest
prawdzima, to i funkcja zdaniora ® — ¥ jest pramdzima.

W my$l twierdzen 4 i5 stosowanie reguly opuszczania duzego
kwantyfikatora w nast¢pniku lub malego w poprzedoiku prowa-
dzi od zdafi prawdziwych do zdan prawdziwych.

Twierdzenie 6. Jedli funkcja zdaniora @ — ¥ jest pramw-
dzima, a zmienna x nie jest wolna @, fo funkcja zdaniomwa
& [, W jest tez pramwdzimwa.

Dow éd. Pominiemy znéw banalny przypadek, gdy zmienna x
nie wystepuje w ¥ jako zmienna wolna, i zalozymy, ze zmien-
nymi wolnymi w @ sa zmienne ¥y i u, a zmiennymi wolnymi
W ¥ — zmienne x, y i f.

Gdyby funkcja zdaniowa & — [1: ¥ nie byla prawdziwa, to
istnialby zbiér niepusty B i takie przedmioty P, Q. R o bazie B,
tegoz typu co zmienne Yy, u t, ze spelniony jest wzor

yu

lecz nie jest spelniony wzor

o v{t)
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Zgodnie z definicja IV (§ 2, str. 328) wnosimy stad, ze istnieje
taki przedmiot L o bazie B, tegoz typu co zmienna x, ze nie za-

chodzi wzor . .
X, Y,
(B)! T(L, P R) :

co dowodzi w mys$l definicji 1I, ze przedmioty L, P,Q,R nie
spelniaja w dziedzinie B funkcji zdaniowej @ — . Whiosek ten
jest sprzeczny z zalozeniem, ze @ —> ¥ jest funkcja zdaniows

prawdziwa. Zatem funkcja zdaniowa O[] ¥ jest prawdziwa,

c.b.d. o. .
W podobny sposéb udowodnié¢ mozna

Tmwierdzenie 2. Jesli funkcja zdanioma @ — ¥ jest prarm-
dzima i zmienna x nie jest molna o ¥, to funkcja zdaniowa

2P W tez jest pramdzima.

W my$l twierdzen 6 i 7 stosowanie reguly dofaczania duzego
kwantyfikatora w nastepniku lub malego w poprzedniku nie wy-
prowadza poza zakres zdan prawdziwych.

Wreszcie, dowéd nastgpujacego twierdzenia pozostawiamy
czytelnikowi: .

Tmwierdzenie 8. Jesli funkcja zdaniorwa @ jest pramdzima, to
i funkeja zdanioma [].® jest pramdzima.

7 twierdzen 2-8 wynika jako wniosek
Tmwierdzenie 9. Kaida tautologia logiczna jest prarodzima.

Dowéd. Tautologie logiczne systemu L, powstaja przez sto-
sowanie regul wnioskowania z tautologii rachunku zdan oraz
(w przypadku, gdy n>0) z pewnikéw ekstensjonalno$ci i pewni-
kéw definicyjnych. Zaréwno tautologie rachunku zdah jak pew-
niki definicyjne i pewniki ekstensjonalno$ci sa prawdziwe (por.
§ 2, éwiczenie 1), poniewaz za§ stosowanie regul wnioskowania
do funkeji zdaniowych prawdziwych daje w rezultacie znéw
funkcje zdaniowe prawdziwe, wiec istotnie wszystkie tautologie
logiczne sa prawdziwe, c.b.d.o.

Twierdzenie 9 stanowi odpowiedZ na pierwsza czeSé zagad-
nienia pelnosci regul wnioskowania (por. str. 324 i 332): reguly
mwnioskomwania promadzg tylko do mwyrazen pramdzioych. W dal-
szym ciagu zajmiemy sie¢ druga czeScia zagadnienia: czy reguly
wnioskowania prowadza do wszystkich zdan prawdziwych?

icm
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§ 6. Geometryczna interpretacja pojecia spelniania w wez-
szym rachunku funkeyjnym. Zajmiemy si¢ teraz, jak réwniez
w §7 1 §8, odwrdceniem twierdzenia 9 z § 5 w przypadku, gdy
n=0, t. j. gdy system logiczny L,, stanowiacy przedmiot badania,
pokrywa si¢ z wezszym rachunkiem funkeyjnym.

Aby zbytnio nie komplikowaé rozwazan pod wzgledem for-
malnym, ograniczymy sie- do rozpatrywania wyrazen, ktore procz
zmiennych typu * zawieraja tylko zmienne typu (#,#) — oczy-
wiscie jako zmienne wolne, gdyz w wezszym rachunku funk-
cyjnym zwigzanymi moga by¢ jedynie zmienne najnizszego typu #.

Podobnie jak w Rozdzialach 1V i VI, uzywaé bedziemy jako
zmiennych typu (+,%) liter R, S, T, ... (ewentualnie ze wskaznikami)
zamiast niewygodnych symboli x*¥,.. Jako zmiennych typu *
uzywaé bedziemy znakéw x, x5, ¥y, ... OTaZ Y, 2, U ... it p.

Symbol N oznaczaé bedzie zbiér liczb naturalnych ?); elementy
jego bedziemy oznaczali literami m, n, ..., natomiast relacje dwu-
czdonowe miedzy liczbami naturalnymi oznaczaé bedziemy lite-
rami 4, B, ..., opatrujac je ewentualnie wskaznikami.

Kazdej relacji dwuczlonowej 4 przyporzadkujemy liczhe
rzeczywista : '

o Cq

&4 =43 |
gdzie

. [0, gdy r nie pozostaje

_Cer—i(gs_”={2, f‘:’d}; . pc?zostajej w relacji A do s.

Aby wyjaénié te definicje, zauwazmy, ze relacja A jest wy-
znaczona calkowicie przez zbiér takich par uporzadkowanych
(r,s), ze rAs. Parze (r,s) mozemy przyporzadkowaé w sposéb
wzajemnie jednoznaczny liczbe g=2"1(2s—1); relacja. 4 jest
wiec wyznaczona przez zbiér Z tych liczb ¢. Zamiast zbioru Z
liczb naturalnych rozpatrywaé mozemy liczbe rzeczywista, ktérg
g-ta cyfra jest 2 lub 0 zaleinie od tego, czy ¢ nalezy, czy nie
nalezy do Z. Jest to wlaénie wyzej okreélona liczba &4. A

Dla kazdej relacji dwuczlonowej 4 liczba &4 nalezy do t.zw.
zbioru Cantora czyli zbioru wszystkich liczb rzeczywistych &,

) W tym rozdziale liczby 0 nie zaliczamy do zbioru liczb naturalnych.
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majacych rozwiniecie na ulamek trojkowy

Qi
-

i

Mg
bl(S}

(18) E=
q
w ktérym cyfry ¢; sa réwne 0 lub 21).

Na odwrét, jesli & jest liczha rzeczywista nalezaca do zbioru
Cantora, to istnieje dokladnie jedna taka relacja A miedzy
liczbami naturalnymi, ze §=¢&,4. Istotnie, jeSli (18) jest rozwinie-
ciem liczby ¢ na ulamek tréjkowy nie zawierajacy cyfry 1, to
taka relacja 4 jest

A§: (f',g)[car—l

—2].

{2s—1)

Oznaczymy jeszcze przez CF zbiér ulkdadéw (&, &,,.... &),

gdzie &, &,.....& sa liczbami rzeczywistymi, nalezacymi do zbioru
Cantora.

Definicje te daja nam moznoéé podania dla pojecia spelniania
(w zakresie wyrazen wezszego rachunku funkeyjnego) przez
ukfad liczb i relacji miedzy liczbami naturalnymi pewnej inter-
pretacji geometrycznej. Mimo, iz interpretacja ta nie jest zbyt
prosta, odda nam ona w dalszym ciggu duze ustugi.

Niech ® bedzie funkcja zdaniowa wezszego rachunku funk-

cyjnego o zmiennych wolnych Ry, ..., Re, %y, ..., x;. Niech 57, ..,

beda liczbami naturalnymi. Oznaczmy przez ds(n,,n,, ..., n,) zbiér
takich ukfadéw (£,,,,..., &) nalezacych do C*, dla ktérych

l
Rle hg,..., Rk,xl, ...,x,
Agl,Ag__ﬁ vy Aggany, )’

(Z\')!@(

Zbiér As(ng,n,...,n) lezy w k-wymiarowej przestrzeni C*.
Kazdy uklad relacji A, 4,,..., 4:, ktéry wespél z liczbami
g, Ng,..., 0, spelnia funkcje zdaniowa & w dziedzinie N, wyzna-
cza dokladnie jeden punkt zbioru ds(ny,n;,...,n). Na odwrbt,
kazdy punkt tego zbioru wyznacza ukiad relacji A, Ao, ., Ai,
ktory wespét z liczbami ng,n,, ...o7; spelnia funkcje zdaniowa @
"~ w dziedzinie N.

Zbiér Ag(ng,n,,..,n) stanowi wiec w pewnym sensie roykres
funkeji zdaniowej @. :

'} Por. np. W. Sierpifski, Wstep do teorii mnogosci i fopologii, wyd, 2-e,
Warszawa 1947, str, 105.
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Funkcja zdaniowa @ jest prarodzima w dziedzinie N, jedli
dla wszelkich liczb naturalnych ny,n,,...n, zbiér Ag(ny, Ny, )
pokrywa cala przestrzen C*.

Funkcja zdaniowa ® jest spelnialna w dziedzinie N, jesli
istnieja takie liczby naturalne ny,n,,...,n;,, ze zbiér ds(n, ny,...n)

Jjest niepusty.

Trwierdzenie 1. Jesli @ jest funkcja zdaniomws bez kmwaniy-
fikatoréro, to zbiér Ag(ny,n,,..,n) jest zamkniety') dla kazdego
ukladu 1 liczb naturalnych n,,n,,..,n,

Dowéd. Zauwaimy przede wszystkim, ze jesli ciag punktéw
(&9, g .. &0) zbioru C* jest zbiezny do punktu (£,4,,...,&), to
dla kazdego g mnaturalnego g-te cyfry rozwinieé iréjkowych liqzb
L gD e ga, poczynajac od pewnego j, réwne g-tym cyfrom
rozwinieé tréjkowych liczb &,,&,, ..., &. Wynika stad, ze wszystkie
cyfry w rozwinicciach tréjkowych liczb &,,&,,..,& sa réwne 0
lub 2, a wiec (£,,%,,..,¢&) nalezy do C*.

Wyrazenie @ zbudowane jest przy pomocy funktoréw zda-
niotwérezych z funkeji zdaniowych molekularnych

(19) Ri{xr, xs),

gdzie h<k, r<l i s<l Zastacpmy' funkcje zdaniowa moleku-
larna (19) przez zmienna zdaniowa prrs 1 Oznaczmy przez 1o
powstajace w ten sposéb wyrazenie rachunku zdad (por. §4,
str. 332). _ S

Istnieje oczywiécie skoniczona tylko iloéé takich podsta}wwn
symboli 011 na miejsce zmiennych zdaniowych w wyrazeniu Zs,
przy ktérych wyrazenie to przyjmuje warto$¢ (. Niech ¢ oznacza
ilo§é tych podstawien i przypu$émy, ze w i-tym podstawwnm
{i=1,2,...,1) zmienna pn,s otrzymuje warto§¢ 1&,1’,,3 (r6wna 0 lub 1).
Przy tym nie wylaczamy przypadku, gdy t=0; Zs jest wtedy
negacja tautologii rachunku zdan. :

Zgodnie z twierdzeniem 1 z § 4 (str. 533) wzZOr

Rl, ...,Rk,xl,...,xl
Agyoery Agsng, o1y

©) '(N)!qb(

1) W tym sensie, ze granica kazdego zbieznego ciagu punktéw, nalezacych
do tego zbioru, tez do niego nalezy. ) . . '
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spelniony jest wtedy i tylko wtedy, gdy Zs przyjmuje wartosé t

przy nastepujacym podstawieniu symboli 0 i 1 za zmienne ppy,:

zmien.na Purs zostaje zastapiona przez 1, gdy A4, ny i n, spelniaja
funkcje zdaniowa (19), a w przeciwnym razie — przez 0. Wynika

stad, ze wzér (20) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje

taka liczba naturalna i<(#, ze warunek

(1) relacja An zachodzi miedzy liczbami n, i n,

oraz warunek
Zg,)r,s:
sa rownowazne dla wszystkich takich h, r i s, ze h<k, r<li
1 sl V
Jesli An jest relacja przyporzadkowana liczbie 1, ze zbioru
Cantora (h;f_%, 2,..,k), to warunek (21) jest réwnowazny nastepu-
_iacemu: 27 " (2ns—1)-ta cyfra rozwiniecia tréjkowego liczby 4
jest rowna 2. h
qusimy stad, ze wzér (20) zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje taka liczba i<t, ze dla wszystkich h<k, r<I
sl powyZsza cyfra w rozwinieciu tréjkowym liczby 7, jest
réwna 2-Af. '
Wyznaczmy teraz liczbe j, tak duza, by 2" (ns—1)-te cyfry
w rozwinieciach tréjkowych liczb e &) dla j=>Jj, byly
dla. r<l i sl réwne odpowiednim cyfrom w rozwiniﬂqeiach
trojkowych liczb- El_, €y,..., €. Taka liczba j, istnieje na mocy
zalozenia, ze ciag (&7, 55!’,...,52!") Jest zbiezny do (&,,§,, ..., &).
Wezmy dowolne j> j,. Poniewaz punkt (&) 9., &) nalezy
do zbioru As(ng,n,,..,n), wiec relacje  Agl, ., Agl)  spelniaja,
wespdl z liczbami ny,n,,..,n, funkcje zdaniiowq 121; Wnosimy

d, ze dl i<t 27
stad, ze dla pqwnegoml<t 2" (2n;—1)-te cyfry w rozwinieciach
tro;g)cowych liczb &3’ sa (dla dowolnych A<k i r,5s 1) rowne
2 Ahyrse Zaten}.te same
sa réwne 2-2}3,,.,,, co dowodzi, ze uklad relacji Ag,s..., Ay, spelnia
zgrrafz z h;z)baml Ny Mo, funkeje zdaniows &, czyli ze punkt
1:635--» ) nalezy do zbioru Adg(n, n,,...,n). Zbiér ten i
. iy e b d o 15Ty 1) r ten jest wiec
CWICZENIE, Udowodnié, ze zbiér Ap (NN ny) jest otwarty w CF, ezyli

e granica zbieznego ciagu punktéw zbioru CF nie nalez
tez nie nalezy do tego zbioru. sacyeh do gl

cyfry w rozwinigeiach tréjkowych liczb &,

icm

1§ 7] Twierdzenic Gédla o pelnoSci ‘wezszego rachunku funkeyjnego. 345

§ 7. Twierdzenie Godla o pelnosei wezszego rachunku fun-
keyjnego. Wszystkie rozwazania tego paragrafu dotyczyé beda
wyrazenia :

(22) | ”ny”zZu”uzm‘?,

gdzie @ jest funkcja zdaniowa wezszego rachunku funkcyjnego
o zmiennych wolnych R,..,Rux,y,z,u,v,ro i nie zawierajaca
kwantyfikatoréw. Bedziemy oznaczali przez ©(xm,Xn» Xp, Xg,%r, Xs)
wyrazenie, powstajace z @ przez podstawienie zamiast zmien-
nych x,y,... odpowiednio zmiennych Xm, Xn,...

Ograniczenie si¢ do wyrazei postaci (22) nie jest podykto-
wane wzgledami istotnymi, wszystkie bowiem rozumowania da-
tyby sie tez przeprowadzié dla dowolnych wyrazei postaci nor-
malnej (Rozdzial 111, § 8, str. 79). Nie chcemy jednak zbytnio
komplikowaé wzoréw, a wyrazenie (22) jest dostatecznie ogélne
na to, by mozna bylo na jego przykladzie uwydatnié wszystkie
istotne punkty dowodu. '

Nazywaé bedziemy funkcjami liczboroymi funkcje o dowol-
nej liczbie argumentéw, przebiegajacych zbiér N liczb natural-
nych i ktérych wartoéci sa tez liczbami naturalnymi. Funkcje
liczbowe oznaczaé bedziemy matymi literami greckimi.

Tmwierdzenie 1. Na to, aby relacje A,..... An spelnialy funkcje
zdaniorog (22) ro dziedzinie N, potrzeba i roystarcza, by istnialy
takie funkcje liczboroe o(k), p(k,l) i d(k, I,m), ze dla rszelkich
naturalnych k,l,m

Ryp» Riwx, vy, z, v, o, m )

@3) o Ao iy (0, L p(, D, m, 00k, L)

Dow 6d. Zalézmy, ze relacje 4,,..., Ar spelniaja wyrazenie (22)
w dziedzinie N. Zgodnie z definicja IV (§ 2, str. 328) dla kazdego k
spelniony jest wzoér
Q) WS TSI Zo) (B B3]
ey tlzoullvam™ig ., An kI’

skad wnosimy, znéw na mocy definicji 1V, ze dla kazdego k
istnieje taka liczba k,, iz

(il) - (N)! [”z Zu HDZYD‘D] (ii;...,Allx: ;::a ’gl).
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Oznaczajac przez ¢(k) najmniejsza z tych liczb k,, otrzymu-
jemy dla kazdego naturalnego k \

(i) NI 2 To 2w (ﬁi i; k. ¢!(Jk))'

Ze wzoru tego wynika na mocy definicji 1V, ze przy wszel-
kim [ jest

. ~ Ry Boyx, y, 2

(1\) “(_N)‘[Zu HUZTD¢](A1’“.’ Ah, k,(P(k), Z);

a wiec dla dowolnych k i [ istnieje taka liczba I, Ze
~ Ry Rix, y, z,u

~ MU 20 9] (AI,..., Ak p(k)., zl)'

Oznaczajac przez p(k.l) najmniejsza z tych liczb I, mieé be-
dziemy dla wszelkich naturalnych k il

} ‘Ry,..., Rz, y, 2z, u
24) ML X ) A e ot Lotk )

Powtarzajac raz jeszcze to samo rozumowanie, dochodzimy
do funkeji #(k,L,m) i wzoru (23).

Zal6zmy na odwrét, ze zachodzi wzér (23) dla pewnych fun-
keji liczbowych ¢, v i 9. Dla kazdego m istnieje wiec takie
(mianowicie n=gwp(k,l,m)), ze Ay, 4k @k),Lypk,),m i n spel-
niajg w dziedzinie N wyrazenie @. Na mocy definicji IV otrzy-
mujemy stad fatwo wzér (24) i przekonujemy sie podobnymi rozu-
mowaniami, ze spelnione sg tez wszystkie poprzedzajace go wzory
(i)-(v). Relacje 4,, 4,...., A spelniaja zatem wyrazenie (22), c. b.d. o.

W dalszym ciagu rozpatrywaé bedziemy trzy stale funkcje
liczbowe g(k), p(k,1) i 9(k,l,m), poddane nastepujacym warunkom:

jesli k%K', to g(k)==pk’);
(25) jeshi k=k" lub l+=1, to y(k)Fpk,l); .
jesli k==k" lub I=1" lub m=+=m', to 9k, l,m)==9(k"I',m').

20) olk)==pk,I), @k)F=k",1",m”) 1 ok, U)=0k"1",m")
dla mwszelkich liczb k, k', k", U, 1", m";

27) k<<yplk), kil<wkdl) i klLm<dk,l,m)
dla mszelkich liczb k,I,m.

Dowéd, ze takie funkcje.liczbowe istnieja, nie nasirecza
trudno$ei. ‘

icm
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. Relacje‘ Ay, Ay,.... An nazywamy realizacja stopnia a wyraze-
nia (22), jezeli dla dowolnych k,I,m nie wigkszych od a jest
spelniony wzdr (23).

.Tro‘ierdze.nie 2. Jedli dla kazdego naturalnego a istnieje
realizacja stopnia a mwyrazenia (22), to mwyrazenie to jest spelnialne
m dziedzinie liczb naturalnych.

hD ow6d ). Niech 4. bedzie czescia wspélng zbioréw zamknie~
tyc '

(28) Ay k@ (k) Ly (k. 1), m, d(k,1,m)]

dla k,Im<a. Je§li A, A,,.., 4y jest realizacja stopnia a, to uklad
liczb rzeczywistych (4,,€4y,...,€4,) nalezy do zbioru (28) dla wszyst-
kich k,l,m<a, skad wnosimy, ze A, jest zbiorem niepustym.
Zbiory A, tworzg wige dla a=1,2,3,.. ciag zbioréw niepustych
i zamknigtych (gdyz czeéé wspélna skoficzonej iloéci zbioréw
zamknigtych (28) jest znéw zbiorem zamknigtym), przy czym
zbiér .ty jest zawarty w 4. Wynika stad?), ze istnieje punkt
(1855, én), nalezacy do wszystkich tych zbioréw.

Dla wszelkich k,l,m punkt (&,,£,,...,&) nalezy zatem'do zbioru
(28), skad, wnosimy w my$él okreSlenia tego zbioru, ze relacje
Ag, Ag,,..., Ag, czynia zado§é warunkowi

. Ry, By, x y Z, U, D w o
' hERLLH] y ? 3 £l ] ]
(! Q)(Agi,..., e e, g0 L (k. )., Dk, L)

dla wszelkich k,l,m. Zgodnie z twierdzeniem 1 relacje Ag,, Az, ..., Ag,
spelniaja wyrazenie (22) w dziedzinie N, a wobec tego wyra-
zenie (22) jest spelnialne w N, c. b. d. o.

Zbadamy nastgepnie wnioski, plynace z zaloienia, ze nie
istnieje realizacja stopnia a. Dogodnie bedzie przy tym postugi-
waé sie nastepujacym skréconym sposobem pisania: koniunkeje

R . m
¥, - ¥,-...- ¥, zapisywaé bedziemy jako [1®, alternatywe za$
; L4 Fn al
Tl_'_ T2+...+Wm _ jakO ;lﬂ.

) Por. A. Blake, Canonical expressions in Boolean algebra, Chicago
1938, str. 53. . i

?) Na mocy t. zw. fmierdzenia Cantora. Por. ksigzeczke W. Sierpia-
skiego, cytowana na str. 342, rozdziat ITI, § 20, str. 92.
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Udowodnimy najpierw pomocnicze

Trierdzenie 3. Jesli zmienne y,,Ys,....Yr sa wszystkie réine
i zmienna y; wystepuje jako zmienna mwolna tylko 1 funkcji zda-
niorvej ¥;, a nie rystepuje jako zmienna molna ani w funkcji zda-
niorvej Z, ani r-funkcjach zdanioroych ¥ dla j=i (i,j=1,2,....7),

T
to z zalozenia, ze 1+ W jest tautologia logiczna mwynika, ze
i=1

(29) z+ig; [1,%:(@),

gdzie wyrazenie ¥(y) porostaje z ¥ przez podstamienie za zmienng
y; zmiennej y nie mwystepujacej o ¥, jest tez tautologiag logiczna.

Dowéd. Z zalozenia wynika, ze

I [2-+5]

jest tautologia logiczna, skad wnosimy (por. Rozdziat 1II, §5,
wzbr (15), str. 60), Ze wyrazenie

r—i1i
2 St Il

jest tautologia. Przemianowujac w ostatnim skladniku zmienna
zwiazana yr na y (por. Rozdzial ilI, § 4, wzdr (4), str. 60), wno-
simy, Ze suma

2+ 3w+, %)

jest tautologia logiczna. Powtarzajac r-krotnie to rozumowanie,
dochodzimy do wniosku, ze alternatywa (29) jest tautologia lo-
giczna, c¢. b.d. o.

Tmwierdzenie 4. Jesli nie istnieje realizacja stopnia a royra-
zenia (22), fo nastepujaca alternatyma 6:
a a

a .
2
(30) k‘%l 121’ rg 2" ek, X 21, Xy s Xkl

jest tautologia logiczna. .

. Dov-véd. Gdyby zdanie @ nie bylo tautologia logiczna, to zda-
nie Zp nie byloby tautologia rachunku zdan (por. § 4, twierdzenie
4, str. 3:35), a wiec Ze¢r przyjmowaloby warto§é 1 przy pewnym
podstawieniu symboli 0 i { za zmienne zdaniowe. Wynika stad

icm
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(por. § 4, twierdzenie 3 i uwaga na str. 335), Ze zdanie @ jest
spelnione w dziedzinie N przez pewien ukiad relacji 4, 4,,.... 4
i uklad liczb naturalnych, w ktérym zmiennej x; odpowiada
liczba i (dla i=1,2,...). Uklad tych relacji i liczb nie moze wigc
spelniaé zadnego ze skladnikéw alternatywy 6, a to znaczy, ze
dla dowolnych k,I,m<a jest )

C Ry, Ry Xk, X (1, X1, X Xm, Xo(k
1 1s s LNy Xkey Xip (K)o X1y Wik, 1)s Xmy X§(k,1,m)
(N )-¢(A1,...,Ah, k, g(k), L, pik, D, m, a(k,l,m))'

Relacje 4,,4s,..., 4 stanowilyby zatem realizacje stopnia a
wyrazenia (22) whrew zalozeniu, ze realizacja taka nie istnieje.
Alternatywa (30) musi wiec byé tautologia logiczna, c. b. d. o.
Troierdzenie 5. Jesli dla pernego a alternatyma (30) jest tauto-
logia logiczna, to negacja royrazenia (22) jest tez tautologia lo-
giczna.
Dowéd. Niech b<Ca bedzie liczba naturalna. Zalézmy, ie
nastepujaca alternatywa Ob: '
b

p)

3
1 Mo

-

D (31, Xop (k)5 Xly Xop(k, 1 Xy X ik, Lm)) T

Mo

-

_-

b b
13 29 (ox, X, X1 ik, 1: 0 )|+
(31) k=1 I=1 .
b
+ [ZZHHZDnmd)/(xksxw(k'\:zsusvvm)]—l_

k=1
_l— anyZz”uZDnmd)’(x,y, Z,U,D, ID)

jest tautologia logiczna. Jest jasne, ze jeéli alternatywa (30) jest
tautologia, to tym bardziej 0. musi byé tautologia; zalozenie
zachodzi wiec dla b=a.

Wykazemy, ze jeSli zalozenie to jest spetnione dla liczby
naturalnej b (gdzie 0<<b< a), to jest ono tez spetnione dla liczby
o jednoéé mniejszej. Wyniknie stad, ze @, takze jest tautologia
logiczna, a tym samym twierdzenie bedzie udowodnione, gdyz 6,
redukuje si¢ do ostatniego skladnika w alternatywie (31), t.j. do
wyrazenia rOwnowaznego negacji wyrazenia (22).°

Dla dowodu wyodrebnijmy z 65 te sktadniki, w ktorych co
najmniej jeden ze wskaznikéw k,I,m jest réwny b. Otrzymamy
wowczas :
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b b
D) 2 D' (20p, Xp(k), X1, Xap( Ll),xnz,x&(klm))+

k=1 I=1 m=1

. (32) ' +L§ Ig*IZDHmQpl(xk:xgo(k)sxlax'l}’(k,l)zva TD)]—I—
T_J HUZ ”m

—T_ @b-—la

xbe Xo(b), £, U, D, TU) +

gdzie 3" oznacza, ze mnalezy wziaé sume tylko tych skladni-
kéw, w ktérych .co najmniej jeden ze wskaznikéw réwny jest b.

Rozpatrzmy najpierw skladniki potréjnej sumy, wypisanej

w pierwszym wierszu. W skladnikach tych wystepuja zmienne
xspim. gdzie k,I,m<(b, przy czym co najmniej jeden z tych
wskaznikéw jest réwny b.

Kazda z tych zmiennych wystepuje dokladnie w jednym

skladniku sumy (32). Istotnie, jesli choé jedna z liczb k,I,m jest’

réwna b, to #(k,I,m) jest rézne od liczb 1,2....,5 na mocy (27)
oraz od liczb ¢(k’) i y(k’,l') dla dowolnych k" i I’ na mocy (26).
Wreszcie, na mocy (25) d(k,l,m) jest tylko wtedy réwne 9(k’,I,m’),
gdy kK'=k, I'==s1 1 m'=m.

Wnosimy stad, ze do alternatywy (32) mozemy zastosowaé
twierdzenie pomocnicze 3, biorgc jako Z sume skladnikéw, wy-
pisanych w trzech ostatnich wierszach wzoru (32), jako ¥; sklad-
niki sumy potréjnej, wystepujacej w tym wzorze, wreszcie jako
zmienne y; zmienne xsyim. Dochodzimy w ten sposéh do wnio-
sku, ze alternatywa

V E 2*[[]70@ lk,ly(k;gﬁlgxip(k s X'm, m)]
k=1 =1 m=1
gdzie symbol Z oznacza sume skladnikéw wypisanych w ostat-
nich trzech wierszach wzoru (32), jest tautologia logiczna.

Z uwagi na tautologie

nm xk,xgp{k),xl,.x'zp(kl], Xm, 10) >_zvnm {00k, Xgpik)s XL, X ity D, )

wnosxmy stad dalej, ze
b b
:\%1 :5, S nm@ (X%, Xfh)s XL Xtp (k). D m]—}—é

jest. tautologia logiczna.

|::m
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Skladniki objete w niej znakiem sumy podwéjnej powtarzaja
sie w sumie Z, a mianowicie zawarte sg w drugim wierszu wzopw..
(32), o ile jeden ze wskaznikow k,l jest réwny b, w przeciwnym
za$ razie zawarte sa w @p—;. Na podstawie prawa K ( p—[-—p
wnosimy stqd ze samo Z, czyli alternatywa -

s 2* [Z [[@ (ks XoaiR)s XL, X (k). D, m)]+

* “I‘Zz”u,_;vnm

xl,,xw,,z U, 0,) -+ Op_y,

jest tautologia. ,

Do wyrazenia (33) stosujemy teraz podobne przeksztalcenie,
jakie zastosowaliSmy do wyrazenia (32). W skladnikach sumy
podwdéjnej, wypisanej w pierwszym wierszu, wystepuja zmienne
xun, gdzie k=2> lub I=b. Z (25)-(27) wynika, Ze kazda z tych
zmiennych wystepuje tylko w jednym skladniku sumy (33), mo-
zemy wige znowu zastosowaé twierdzenie pomocnicze 3, otrzy-
mujac tautologie

j‘ ﬁ*[n Do 1o @ (4, Xpig, 21, 1. 0, 10)] +

(34) ' k=1 =1
A D01 2o T @ (x5, Xpiw). 2. u, 0. 10) + Op1.

Poniewaz za$§ implikacja
. .
H" 2””"’ Q’(.'X'k, Xp(k)s X1, U, D, TD) ézznuznnm D (X%, Xopik), 2, Uy D, m}

jest tautologia, WiQC z (34) wynika tautologia
24 [2 nu_/ Hm
+ 20120

Skladniki sumy, wyplsanej w pierwszym wierszu, wystepuja
W Op— dla k= b, skladnik zas odpowiadajacy warto$ci k=0 jest
juz wypisany w drugim wierszu. Zatem .

2 n Z ”w@ {2b, Xpip)s 2,1, 0. 10) +Op—1
jest tautologia logiczna.

Dolaczymy do tego wyrazenia kwantyfikator wam na pod-
stawie reguly uogélniania. Poniewaz w mysl (25)-(27) zmienna
Xpp) nie wystepuje w Op—g, wige stosujac wzér (15) z Rozdziatu IIL
(§ 5, str, 66), otrzymujemy tautologie :

-

(ks xw,,z u, v,m)]

(%0, X0} 2. U, O, 10) - Op—1.
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nxgg(b; Dol1. 2o [o @ (x6, X901, 2, 10, 0, 10) + Oy,
kt6ra na mocy tautologii
ng,(b] LI H”’ @' (xp, Xp(b)s Z, U, D, 1) —>
= 2e[1y 301 2 [T ¥ (x.y. 2,0, 0,m)

daje tautologie

ZxHyEZHUZDHmas'(x,y, Z,U, 0, 10) +Bp—y.

Pierwszy skladnik zawarty jest w @p—s (por. wzér (31), str. 349);
zatem O jest tautologia logiczna.
Tym samym twierdzenie 5 zostalo dowiedzione.

7 twierdzen 2, 4 i 5 wynika latwo

Tmwierdzenie 6. Wyrazenie (22) jest badz spelnialne ro dzie-
dzinie liczb naturalnych, bad? jego negacja jest tautologia logiczna.

Dowéd. Jesli dla kazdego a istnieje realizacja stopnia a, to
zgodnie z twierdzeniem 2 wyrazenie (22) jest spelnialne w dzie-
dzinie liczb naturalnych. Je§li natomiast dla pewnego a nie istnieje
realizacja stopnia a, to w my$l twierdzenia 4 alternatywa (30),
a ‘wiec zgodnie z twierdzeniem 5 i negacja wyrazenia (22), jest
tautologia logiczna, ¢. b. d. o.

Jak juz zauwazyliémy na str. 345, wszystkie rozumowania
dotyczace wyrazenia (22) daja sie uogélnié na dowolne wyraze-
nia postaci normalnej wezszego rachunku funkeyjnego. Twier-
dzenie 6 zachodzi wiec dla kazdego wyrazenia postaci normalnej.

W Rozdziale 111 (§ 8, twierdzenie 4, str. 80) udowodniliSmy, ze
dla kazdego wyrazenia @ wezszego rachunku funkcyjnego istnieje
takie wyrazenie @ tego rachunku o postaci normalnej, ze réwno-
waznoéé @=19 jest tautologia logicznag. Wynika stad z latwoscia
{por. § 5, twierdzenie 9, str. 340), ze je§li @ jest spelnialne w dzie-
dzinie liczb naturalnych, to i @ jest w tej dziedzinie spelnialne.
Dalej jest jasne, ze je§li @' jest tautologia, to i O jest tautologia.
Na mocy twierdzenia 6 (uogdlnionego na dowolne wyrazenia pos-
taci normalnej wezszego rachunku funkcyjnego) otrzymujemy

stad nastepujace twierdzenie o pelno$ci regul wnioskowania dla

wezszego rachunku funkcyjnegol):

1) Twierdzenie to udowodnit K. G5 del w swej rozprawie doktorskiej Die
Vollstindigkeit der Axiome des logischen Funktionenkalkiils, Monatshefte fiir
Mathematik und Physik, tom 37 (1930), str. 349-360. .
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Tmwierdzenie 7. Kaide royrazenie mwezszego rachunku funk-
cyjnego jest badz spelnialne ro dziedzinie liczb naturalnych, badz
jego negacja jest tautologia logiczna.

Prostym wnioskiem z twierdzenia 7 jest

Twierdzenie 8. Je$li mwyrazenie @ rwezszego rachunku funk-
cyjnego jest prarodzire, to jest ono taufologia.

Dowéd. Jesli @ nie jest tautologia logiczna, to wyrazenie 6",
czyli negacja wyrazenia 0, nic jest tautologia, gdyz jest ona
réwnowazna wyrazeniu 6. W my§l twierdzenia o pelnoSci wez-
szego rachunku funkcyjnego wyrazenie @ musi byé spelnialne
w zbiorze liczb naturalnych, a wiec 6 nie moze byé prawdziwe,
gdyz ma mocy twierdzenia 2 (§ 3, str. 331) negacja wyrazenia
spetnialnego nic jest prawdziwa. Tym samym twierdzenie zostalo
udowodnione.

Twierdzenic 8 rozwigzuje dla wyrazen wezszego rachunku
funkcyjnego zagadnienic zasadnicze, ktéremu Rozdzial ten jest
poéwiccony: m zakresie wyrazeri mwezszego rachunku funkcyjnego
reguly rnioskomania prowadzg tylko do zdari pramdzimych i przy
tym do mszystkich zdan prarodziroych.

7 twicrdzeh 1-8 wyprowadzié jeszcze mozna nastepujace

Twierdzenie 9'). Kazdemu myrazeniu W .mwezszego ra-

‘chunku funkcyjnego o postaci normalnej przyporzadkowac moina

o efektyrony sposéb nieskoriczony ciag wyrazern nie zamwierajacych
kmwantyfikatoromw _
(35) ) Wi Wayeeoy Wasn,
1 taki sposob, ze mwarunkiem koniecznym i dostatecznym na fto,
by W bylo tautologia logiczna, jest, zeby choé jeden z ryrazow
ciagu (35) pomwstawal przez podstawienie z tautologii rachunku
zdan.

Dowéd. Ograniczymy sie do przypadku, gdy W jest
postaci

(3()) ExnyZ{”uZu[]m@,

(por. wzér (22), str. 343).

1} Twierdzenie to udowodnil J. Herbrand w pracy Recherches sur la
théorie de 1a démonstration, Prace Towarzystwa Naukowego Warszawskiego,
Wydzial IIT, n® 33, 1930, rozdzial V, § 5, str. 112 i nastepne.

A. Mostowski, Logika matematyezna. 23
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Niech W, bedzie alternatywa (30). Poniewaz W, nie zawiera
kwantyfikatoréw, wiec na podstawie twierdzenia 4 (§4, sir. 335)
wnosimy, ze W, jest tautologia wtedy i tylko wtedy, gdy po-
wstaje z tautologii rachunku zdafd przez podstawienie funkcji
zdaniowych molekularnych na miejsce zmiennych zdaniowych.

Zgodnie z twierdzeniem 5, jeSli W, jest tautologia, to i wyra-
zenie (36) jest tautologia. JeSli matomiast zadne z wyrazeh (35)
nie jest tautologia, to negacja kazdego z tych wyrazen jest spel-
nialna w zbiorze liczb naturalnych (por. § 4, twierdzenie 3 i uwage
na str. 335), skad wnosimy, ze dla kazdego a istnieje realizacja
stopnia a dla wyrazenia (22). Zgodnie z twierdzeniem 2 wyraze-
nie (22) jest wiec spelnialne w zbiorze liczb naturalnych, a zatem
jego negacja, czyli wyrazenie (30), nie moze byé prawdziwa i tym
bardziej nie moze byé tautologia. :

Doniosloéé twierdzenia 9 polega na tym, ze — jak to z niego
wynika — wszystkie dowody tautologii logicznych w zakresie
wezszego rachunku funkeyjnego moga byé przeprowadzane w pe-
wien szablonowy sposéb: majac dane wyrazenie, o ktérym przy-
puszczamy, ze moze byé tautologia, sprowadzamy je najpierw
do postaci normalnej W, po czym budujemy dla tego wyrazenia
ciag (35) i sprawdzamy po kolei, czy wystgpujace w tym ciagu wy-
razenia powstaja przez podstawienie z tautologii rachunku zdai
(t.j. czy wyrazenie Zw, jest tautologia). Dla kazdego a spraw-
dzenie takie daje sie wykonaé mechanicznie, metoda zerowo-
-jedynkows. Je§li dane wyrazenie istotnie jest tautologia, to po
skoficzonej liczbie préb musi si¢ dojsé do takiego a, dla ktérego
Zw, jest tautologia. Wiedy dowdd W, a wiec i danego wyrazenia,
prowadzi si¢ rozumowaniem, uzytym do dowodu twierdzenia 5.

Gdybyémy potrafili z samego ksztaltu wyrazenia W ocenié
liczbe a, ponad ktéra dalsze proby sa juz zbedne, rozwigzali-
byémy zagadnienie rozstrzygalnoSci dla wezszego rachunku funk-
cyjnego. Jak wspomnieliSmy jednak w Rozdziale XI (§8, str. 304),
wezszy rachunek funkeyjny nie jest teorig rozstrzygalna, a wigc
ocena taka nie istnieje. ‘

PRZYKLAD. Niech @ bedzie wyrazeniem
”yZ‘ZI_IIlZD[R,(yaZ)—*_R(D’u)]-
Przeksztalcamy je na réwnowazne mu W?razenie

2501y 2 [L 2o [T {[S()4-S")]-[R' (y,2) + R (0,0)] - [S (0) +-§ (m)] )

icm
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ktére ma postaé (36). Ciag (35) sklada .sie w tym przykladzie
z wyrazen

k); 1‘._2—::; m2=1{[5 (oer) 48" ()] [R (% piay s 201) 4= R, Xy )] -
1S (e tm) 4 S (oo tm) s

réwnowaznych odpowiednio wyrazeniom

67) PADIPNCHTEIES (CAI b

. Obierzmy a wieksze od @(1) i p(l,1). Alternatywa (37) za-
wiera wtedy skladnik R'(xp(),xypy). odpowiadajacy wartoSciom
k=1 1il=y(1,1), oraz skladnik R(xy@),>yu1), odpowiadajacy war-
tofciom k=I=1 i m=g¢(1). Alternatywa (37), a wiec i wyraze-
nie Q, sa zatem tautologiami. W danym razie mozna to bylo tez
stwierdzié bezposrednio, bo Q jest réwnowazne implikacji

SyIRy,2) - [1: 24 R(y,2).

CWICZENIA. 1. Nawiazujac do twierdzenia 9, podaé prawo tworzenia wy-
razef W, w przypadku, gdy W ma postaé

DN Y § ARSI YNy § PR | T2

Wsk.: W, jest alternatywa skladnikéw

0] (x,»l,‘ s X Qo YP (2t P YL (s 28 12y 2w Epgo

1 tﬂ:n(ll,..‘,kk, fog, s )’ "‘)’

YRy s Afes fhys s i) > 07
gAZIC 2 seny Aps g soves s oo przebiegaja wartosei od 1 do a, a I Ppr Wgsees Yoo

sa funkecjami liczbowymi, czyniacymi zado$é warunkom analogicznym do (25)-(27).
Gdyby wyrazenie zaczynalo si¢ od duzych kwantyfikatoréw, nalezaloby za g;
przyjaé liczby stale rézne miedzy soba.

2. Wykazaé, ze na to, by wyrazenie W
ny;"a”ykzz;" 2m @
bylo tautologia, potrzeba i wystarcza, seby alternatywa W byla tautologia.

Wsk.: Jesli W, jest tautologia i a >k, to podstawiajac za zmienne z,
o wskaznikach wiekszych od k zmienna z;, otrzymamy alternatywe Wy ).

1) Twierdzenie to, udowodnione przez P. Bernaysa 1 M. Schonfinkla

w pracy Zum Entscheidungsproblem der mathematischen Logik. Mathematische

Annalen, tom 99 (1928), str. 342-372, wykazuje, e dla wyrazefi pewnej specjalnej

postaci zagadnienie rozstrzygalnoéci daje si¢ rozwiazaé pozytywnie, Wigeej

szczegdléw na ten temat znaleZé mozna w tomie I ksiazki D. Hilberta i P. Ber-
naysa, Grundlagen der Mathematik, Berlin 1934. - o

25%
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§ 8. Twierdzenie Skolema-Léwenheima. Oméwimy obec-
nie zastosowania, jakie znajduje twierdzenie o pelno§ci regul
wnioskowania wezszego rachunku funkcyjnego w badaniach meta-
matematycznych nad elementarnymi teoriami sformalizowanymi
(p. Rozdzial IX, §1, str. 224).

Ograniczymy sie do rozpairzenia teorii, w ktérych nie wy-
stepuja, stale specyficzne typu *. Niech wiec stale specyficzne
maja typy (%), (*,%), (%% it d. Zalozenie to nie jest zreszia
istotne. .

Niech gy,...,0, beda stalymi specyficznymi teorii elementar-
nej T, a @ — koniunkcja jej aksjomatéow. Zastepujac stale g
przez zmienne R; tego samego typu, otrzymamy z ¢ funkcje zda-
niowa wezszego rachunku funkcyjnego, kiéra bez obawy niepo-
rozumienia oznaczaé¢ mozemy ta sama litera.

Je§li relacje Ay, 4o,...,An (0o bazie B) tego samego typu co
01, 0s,-.->0n Spelniaja funkcje zdaniowa @ w dziedzinie B, to mé-
wimy, ze relacje te stanowia model semanfyczny uktadu aksjo-
matéw @ w zbiorze B?Y).

Tmwierdzenie 13). Jedli teoria elementarna jest niesprzeczna,
to istnieje co najmniej jeden model semantyczny ukladu jej aksjo-
matéro 1 zbiorze N liczb naturalnych.

Dowéd. Gdyby @ bylo tautologia logiczna, to uklad aksjo-
matéw @ bylby sprzeczny. Jesli wige uklad ten nie jest sprzeczny,
to w my$l twierdzenia o pelnoSci wezszego rachunku funkecyj-

%} Nalezy odrézniaé tak okreSlone pojecie modelu od pojecia modelu jednej
teorii w drugiej, okreslonego w Rozdziale XI (§2, str.270). Z tego powodu uzyty
jest tu termin model semantyczny.

%) Twierdzenie to udowodnil L, Léwenheim w pracy Uber Mdglichkei-
ten im Relativkalkiil, Mathematische Annalen, tom 76 (1915), str, 447-470. Mate-
matyk i logik norweski Th. Skolem (czyta sie: Szolem) poswiecit temu twier-
dzeniu szereg prac i podal nowe jego dowody; dlatego tez zazwyczaj nazywa
sig to twierdzenie nazwiskami obu tych autoréw. Por. Th. Skolem, Logisch-
kombinatorische Untersuchungen iiber die Erfiillbarkeit oder Berveisbarkeit
mathematischer Sitze nebst einem Theoreme tiber dichte Mengen, Skrifter utgit
av Videnskapsselskapet i Kristiania, I. Mat.-naturvid. klasse, 1919, n® 3, oraz
Uber einige Grundlagenfragen der Mathematik, tamze, 1929, n® 4. .

Podany tu dowéd pochodzi w zasadzie od Godla (por. jego prace dok-
torska, cytowang na str. 352); por. tez referat Skolema, Sur la portée du théo-
réme de Skolem-Lémenheim, Les Entretiens de Ziirich sur les Fondements
des Sciences Mathématiques, Ziirich 1941, str, 25-47,

icm
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2l
il
=1

nego wyrazenie @ musi by¢ spelnialne w dziedzinie liczb natu-
ralnych, co dowodzi iwierdzenia.

Twierdzenic Skolema-Lowenheima zastuguje z wielu
wzgledéw na szczegblowe omdbwienie. ‘

Przede wszystkim twierdzenie to stanowi wazny przyeczynek
do wielokrotnie rozwazanego w filozofii matematyki zagadnienia:
czy niesprzeczno§é ukladu aksjomatéw zapewnia «istnienie»
przedmiotéw, posiadajacych te wlasnoSci, jakie opisane sa
przez aksjomaty?

Zagadnienie to bylo przedmiotem szczegélnie goracej dyskusji
w zwiazku z t. zw. idealistycznymi i realistycznymi pogladami
na matematyke'). Ideali§ci (zwani takze formalistami) byli zdania,
ze matematyka bada wnioski, wynikajace z zaloZenia, Ze pewne
twory matematyczne (pojecia pierwotne) czynia zado§é¢ pewnym
aksjomatom; realifci za$ (zwani tez empirystami) byli zdania, ze
przedmioty badane w matematyce musza by¢é w pewien sposob
skonstruowane. Dla idealistéw niesprzeczno§é ukladu aksjoma-
téw stanowila kryterium istnienia wystepujacych w teorii pojeé,
dla realistéw za§ kryterium takim byla mozliwoéé konstrukcji.

Twierdzenie Skolema-Lowenheima pokazuje, ze w sto-
sunku do elementarnych teorii matematycznych (w sensie okre-
§lonym w Rozdziale 1X, § 1, str. 224) poglady idealistéw i rea-
listéw sa réwnowazne.

Twierdzenie Skolema-Lowenheima wySwietla dalej role,
jaka graja pojecia i aksjomaty nie-elementarne w takich leoriach
jak geometria lub teoria liczb rzeczywistych. Jak wiadomo,
w teoriach tych mozna udowodnié twierdzenie, ze zbibr wszyst-
kich przedmiotéw typu = (t. j. zbiér punktéw w geometrii, a liczb
rzeczywistych w arytmetyce) mnie jest przeliczalny. Otéz bez
uzycia pewnikéw nie-elementarnych twierdzenia te nie dalyby
sic udowodnié, gdyz na mocy twierdzenia Skolema-Lowen-~
heima teoric elementarne maja zawsze modele semantyczne
w zbiorze liczb naturalnych, a wigc w zbiorze przeliczalnym.
Dla arytmetyki liczb rzeczywistych bez pewnika ciagloSci mo.dgl
taki stanowia dzialania dodawania i mnozenia oraz relacja mniej-
szobci w zbiorze liczb algebraicznych, ktéry — jak wiadomo —

1y Por. Z. Janiszewski, O realizmie i idealizmie w matemalyce, Pr%eglfld
Filozoficzny, tom 19 (1916), sir. 161-170, a takze J. B. Rosser, Constructibility
as a crilerion of existence, The Journal of Symbolic Logic, tom 1 {1936), str. 36-39.
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“jest przeliczalny. Dla geometrii bez pewnika ciagloSci model
taki mozna zbudowaé w zbiorze punktéw o wszystkich wspéi-
rzednych algebraicznych, ktéry tez jest przeliczalny. OczywiScie,
z istnienia modelu semantycznego w jakimkolwiek zbiorze prze-
liczalnym wynika istnienie. modelu semantycznego w  zbiorze
liczb naturalnych.

Szezegblnie paradoksalnie przedstawia sig zastosowanie twier-
dzenia Skolema-Lowenheima do aksjomatycznej teorii mmno-
goéci. Uklad aksjomatéw, ktory podaliSmy w Rozdziale 1X (§ 4,
teoria 1X, str. 244) nie jest elementarny, znane sa jednak elemen-
tarne ukfady aksjomatéw teorii mmnogoSci, opierajace si¢ na
nieco innych pojeciach pierwotnych?). Otéz zgodnie z twierdze-
niem Skolema-Lowenheima uklad taki, oile jest niesprzeczny,
musi posiadaé model semantyczny w zbiorze liczb naturalnych.
Whiosek ten.wydaje si¢ niedorzeczny, gdyz w teorii mmnogoéci
mozna udowodnié istnienie zbioréw nieprzeliczalnych.

Aby wyjaénié te pozorng sprzeczno$é, bedziemy — podobnie
jak przy omawianiu aksjomatycznej teorii mnogoéci (Rozdziat 1X,
§ 4, str.244) — nazywaé przedmioty, badane w tej teorii, mnno-
gosciami. W 'my$l twierdzenia Skolema-Lowenheima istnieje
przeliczalny zhiér mnogoSci: '

(38) L Xy, Xy Xy

oraz pewne relacje (miedzy innymi relacja E nalezenia do mne-
gosci), okreslone w tym zbiorze i stanowiace model uktadu przy-
jetych w teorii mnogoici aksjomatéw. Jedna z tych mnogosdi,
np. x,, zawiera wszystkie liczby naturalne, odpowiednio okreslone
z pomocy pojeé pierwoinych teorii mnogoéci. Inna mnogo$é, np. xs,

zawiera wszystkie podmnogo§ei mnogo$ci x,, czyli takie mno--

gofel i, dla ktérych wzoér yEx; pociaga za soba wzér yEx,.

W teorii mnogoSci dowodzi sie, ze mnogosci x; i x, sa r6z-
nej mocy. Pozornie jest tu sprzeczno$é, bo obie te mmnogosci
sg przeliczalne; Sci§lej: isinieje przeliczalnie wiele takich y, ze
yEx,, i przeliczalnie wiele takich z, Ze zEx,. Sprzeczno§é znika
jednak, je§li uéwiadomié¢ sobie dokladnie sens zdania:

mnogoéé x, jest nieprzeliczalna.

!) Por. prace P. Bernaysa, cytowana na str. 246.

icm
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Mianowicie, nicktére z mnogosci, rozwazanych w teorii mno-
goéci, nazywaja sie parami uporzadkomanymi, przy czym z aksjo-
matéw teorii mmnogosci wynika, ze dla wszelkich x;,x; istnieje
doktadnie jedna mnogo§¢, ktéra jest para uporzadkowana o po-
przedniku x; i nastepniku x;. Mnogo$é te¢ oznaczaé tu bedziemy
przez {x;,x;y. Dwic mnogosci ax 1 a1 nazywaja si¢ mnogosciami
réronej mocy, jesli istnieje mnogo$é f par uporzadkowanych o na-
stepujacych wlasnoéciach:

(i) jesli x:iExy, to istnieje takie xj, Zze xjExi i {xyxj,Ef,
(i) jesli x;Exi, to istnieje takie xi, 2& xikExy 1 {57 Ef,
XX - sy ' S, h . Al .
(i) jesli {xnx; Bf © {xixn) Lf, to. xj=xu,
(iv) jesli <x,x;>Ef i {axn, x5 Ef to xi= .

Dowodzac w teorii mnogoSci twierdzenia:

- mnogosci x, i x, nie sa rdéronej mocy,
dowodzimy wlaéciwic nasigpujacego twierdzenia:
nie istnieje mnogo$é f o mwlasnoiciach (i)-(iv).

Otéz to twierdzenie moze by¢ spelnione w modelu przeli-
czalnym bez zadnej sprzecznodci: w ciagu (38) nie istnieje mmo-
gosé o whasnoéciach (i)-(iv). Istnieje oczywiScie relacja wzajemnie
jednoznaczna R, ktérej dziedzing jest zbior () yEx,), a przeciw-
dziedzing — zbiér (2)[z Ex,], ale nie wynika stad wecale istnienie
takiej mnogosci f, ze {y,z>Ef wtedy i tylko wtedy, gdy yRz.
Logiczne pojecie relacji nie jest bowiem bynajmniej tym samymn,
co pojecie mnogoSci par uporzadkowanych: w aksjomatycznej
teorii mnogo§ci mnogosciami, parami uporzadkowanymi it.p. sa
indywidua typu = 7). ,

Upatrujac sprzecznoéé¢ w istnieniu modelu przeliczalnego dla
aksjomatéw teorii mnogoéci, popelnilimy wigc ten sam blad, jaki
prowadzi do antynomii semantycznych (por. Rozdzial XII, §3,
str. 315): nie odrézniliémy pojeé¢ systemu teorii mnogosci od po-
je¢ meta-matematycznych.

1) Zastosowanie twierdzenia Skolema-Lowenheima do teorii mnogosci
oraz sformulowanie i wyjaénienie pojawiajacej si¢ tu trudnoéci jest “zastuga
Th. Skolema. Por. jego prace Einige Bemerkungen zur axiomatischen Begriin-
dung der Mengenlehre, Wissenschaftliche Vortrige gehalten auf dem V. Kongress
der Skandinavischeh Mathematiker, Helsingfors, 1923, str. 217-232, oraz prace
cytowane na str. 356,
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Model tcorii mmnogoéci okreslony jest w meta-matematyce
w zbiorze przeliczalnym; w modelu tym spelnione jest twierdze-
nie: istnieja mnogosci nieprzeliczalne. Sfowo przeliczalny ma za
kazdym razem inny sens: w pierwszym przypadku jako pojecie

z meta-matematyki, a w drugim —- jako pojecie z aksjomatycz-

nego systemu teorii mnogo$ci.-

" Twierdzenie Skolema-Lowenheima mozna uogdlnié
w wielu kierunkach. Zamiast teorii, opartych na skonczonej
liczhie aksjomatéw, mozna rozpatrywaé teorie oparte na do-
wolnej ich ilosci. Uogélnjenia tego dokonal sam Skolem?).
Mozna dalej badaé istnienie modeli w zbiorach nieprzeliczal-
nych i wykazaé, ze dla kazdej teorii clementarnej modele takie
istnieja?). Mozna wreszcie w pewnymn sensie rozciggnaé twiecr-
dzenie Skolema-Lowenheima na teorie nie-clementarne?).

Jako jészeze jedno zastosowanic twierdzenia o pelnoSci wez-
szego rachunku funkcyjnego udowodnimy :

Twierdzenie 2. Jedli kazdy model semantyczny ukladu aksjo-

matéo @ teorii elementarnej T spelnia funkcje zdaniowa ¥, to

implikacja @ — VP jest tautologia logiczna. v

Dowéd. Gdyby implikacja @ - ¥ nie byla tautologia, to
jej negacja @-¥’ bylaby spelnialna, a wiec nie kazdy model se-
mantyczny ukfadu aksjomatéw @ spelniatby funkcje zdaniowa ¥,
whrew zalozeniu. ‘

PRZYKLAD. Niech @ bedzie koniunkcja wszystkich aksjo-
matéw elementarnej teorii grup (Rozdzial 1X §3, teoria II, str.
934). @ jest wiec funkcja zdaniowa o dwu zmiennych wolnych:
S typu (%,%,%) i L typu (*). '

Jesli ¥ jest taka funkcja zdaniowa o zmiennych wolnych
S i L, ze dla kazdego zbioru I i kazdego dzialania D, wzgledem
ktérego I jest grupa, zachodzi wzér ‘

1} Por. prace Skolema, cytowane na str, 356. ‘

2} Wynik ten {dotad nie ogloszony) pochodzi od A. Tarskiego. Zob.
Th. Skolem, Uber die Nichi-charakterisierbarkeit der Zahlenreilie mittels en-
dlich oder abzéhlbar unendlich vieler Aussagen mit ausschliesslich Zahlenva-
riablen, Fundamenta Mathematicae, tom 23 {1934), str. 150-161, ,,Bemerkungen
der Redaktion“ na str. 161,

% Zob. moja note On absolute properties of relations, The Journal of Sym-
bolic Logie, tom 12 {1947), str. 36, twierdzenie (i).
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[§ 8] Twicrdzenic Skolema-Lowenheim a, 3(,.[
S L
(l)!q»(D'I;)S W

to implikacja @ — ¥ jest tautologia logiczna.

Whniosck ten, wyplywajacy natychmiast z twierdzenia 2, nie
jest bynajmniej oczywisty. A priori moglyby istnie¢ wlasnosci
przystugujace wszystkim grupom, a nie dajace sie wyprowadzié
(przy pomocy przyjetych pewnikéw logicznych i regul wniosko-
wania) z aksjomatéow teorii grup. Twierdzenie 2 wykazuje, ze
wlasno§ci takie nie istnieja, w czym wyraza si¢ wlasnie pelno§é
aksjomatow 1 regul wnioskowania, przyjetych w wezszym ra-
chunku funkeyjoym.
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TWIERDZENIE GODLA

W Rozdziale XIII (§ 7, twierdzenie 8, str. 353) wykazali§my,
ze formalizacja logiki w zakresic wezszego rachunku funkeyjnego
jest doskonala: reguly wnioskowania daja mozno$é udowodnié
kazde zdanie prawdziwe.

Zupelnie inaczej ukladaja sie stosunki w obszerniejszych sy-
stemach logicznych. Reguly wnioskowania przyjete w tych syste-
mach nie sa pelne (por. Rozdzial XIIL str. 324), t. zn. nie daja
moznoéci udowodnienia wszystkich zdad prawdziwych, i przy
tym nie moga byé zastapione regulami istotnie doskonalszymi,
chyba ze zdecydujemy si¢ zmienié catkowicie poglad na istote
teorii sformalizowanych.

Rozdzial niniejszy po§wigcony jest tym zagadnieniom.

§ 1. Twierdzenie Tarskiego o niedefiniowalnosci pojecia
spelniania. Rozwazaé bedziemy system L, (por. Rozdziat XIII, § 1,
str. 324), gdzie n jest liczba stala wigksza od 3. Jako zmiennych
typu ((*)) uzywaé bedziemy w systemie L, duzych liter gotyckich,
podobnie jak w Rozdziale VII. Zachowamy tes szereg oznaczef,
wprowadzonych w tamtym Rozdziale. ' '

Bedziemy uzywali nastepujacej dogodnej symboliki: jesli @
jest funkeja zdaniowa o. zmiennych wolnych %, 3,..., to wyrazenie
powstajace z @ przez podstawienie zmiennej U zamiast ¥, zmien-
nej B zamiast P i t. d. oznaczad bedziemy symbolem @(¥,%,...).
Umowe te przyjmujemy dla dowolnych liter gotyckich, a nie
tylko dla specjalnych liter ¥, %,...

Funkc¢je zdaniowe

¥=0, E=0% X=0**

zdefiniowane w Rozdziale VI (§ 4, str. 178) bedziemy oznaczali
krétko symbolami A, 4,, 4,, ...
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Zakladamy, ze w meta-matematyce, w kiérej prowadzone sa
te wszystkie rozwazania, zbudowana jest arytmetyka liczb natu-
ralnych, np. na podstawie aksjomatéw Peano.

Jak wspomnieliSmy juz w Rozdziale XII (§ 4, str. 321), w meta-
matematyce mozna okre§li¢ wzajemnie jednoznacznag odpowied-
nio§¢ miegdzy wyrazeniami systemu L, a pewnymi liczbami natu-
ralnymi. Inaczej méwiac, mozna kazdemu wyrazeniu @ przypo-
rzadkowaé liczbe naturalna, zwana numerem wyrazenia D, tak
by réznym wyrazeniom przyporzadkowane byly rézne numery.
Numer wyrazenia @, okre§lony w Rozdziale X1 (§ 4, sir. 322)
bedziemy oznaczali przez N(®).

W szczegolnosci wynika stad, ze w meta-maiemaiyce ustalié
mozna wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$é miedzy liczbami
naturalnymi a funkecjami zdaniowymi o jednej zmiennej wolnej %.
Wszystkie takie funkcje zdaniowe mozna zatem ustawié w ciag
nieskonczony

(1) W Wi Wasioy Wy oo,

w ktérym kazda funkcja zdaniowa systemu L, o jednej zmiennej
wolnej ¥ figuruje doktadnie raz.

Dla kazdego nieskoniczonego zbioru I bedziemy oznaczali
przez g{l} zbiér, skladajacy sie¢ z wszystkich ¢-elementowych
jego podzbioréw (¢=0,1,2,...). A

>

7 latwoécia mozna udowodnié

Tmwierdzenie 1. Jedli q jest liczba naturalna, a I zbiorem
nieskoriczonym, to jedynym zbiorem podzbioréro I, ktéry spelnia
o I funkcje zdaniorog Aq, jest qll}.

Udowodnié mozna dalej

Twierdzenie 2. Isinieje taka funkcja zdaniomwa ¥ o dwu
zmiennych wolnych X i Y, ze dla kazdego nieskonczonego zbioru I
roarunki

(2) 0! L"”(l{l}, m{l})’

) m=N|(.1) -> (W]

* 8§ romnomazne.

Efektywna konstrukcja funkeji zdaniowej ¥ jest zbyt zmudna,
aby ja tu w calo$ci przytaczaé. Ograniczymy sie zatem do ogél-
nych uwag, w jaki spos6b mozna ja wykonaé. '
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I . : ! ’ ' « o . .
Numery funkcji zdaniowych 41 Wi sa okreslonymi funkejami

liczby I, ktére daja si¢ okreéli¢ przez indukcje wzgledem [ przy

uzyciu prostych funkeji arytmelycznych, takich jak iloczyn
1 potega. ,
Numerem wyrazenia (1) = (F)) jest — zgodnie z okreéleniami
przyjetymi w Rozdziale X1 (§ 4, str. 320-322) — liczba
320,5N[Ai),731, {113.1329.17 Nwp . 195.9331 ;

jest to wiec tez funkcja zmiennej I wyrazajaca si¢ za pomoca
dzialan mmnozenia 1 potegowania.

7. Rozdzialu VII (§ 6, str. 193) widmy, ze dzialania mmozenia
i potegowania liczb naturalnych, jak réwnicz wszelkie funkeje
okre§lone z pomoca tych dziatan, daja si¢ zdefiniowaé w syste-
wmic L, przez indukcje. Wnosimy stad, ze istnicje funkcja zda-
niowa ¥ o zmiennych wolnych ¥ i ¥, kiéra jest sformalizowany
(w systemie L,) indukcyjna definicja funkeji arytmetycznej

(m, ) {N[(4) = (W) =m]}.

Je§li system L, wzbogacimy pewnikiem nieskonczonoéei, to
mozemy udowodni¢ w nim twierdzenie
AE) An(Y) > PED)
dla m czyniacych zado§é véwnosci (3), jak rdwniez twierdzenie
‘ Al(}:) A (:‘),) - ‘P'(%,}”)
dla wszystkich m nie czynigcych zadosé tej réwnosci.

Z uwagi na twierdzenie 1 oraz na fatwe do udowodnienia
twierdzenie, ze pewnik nicskoficzono$ei jest prawdziwy w kazdej
dziedzinie nieskoficzonej I (por. Rozdzial XIII, § 3, éwiczenie -2,
str. 332), wnosimy stad, ze warvunki (2)i (3) sa r6wnowazne, ¢. b. d. o.

Przyjmiemy teraz nastepujace zasadnicze dla dalszego ciagu
okre§lenie !):

Zbiér K wyrazen systemu L, nazywa si¢ definioralny w L,
jeéli'istnicje taka funkeja zdaniowa © systemu L, o jednej zmien-
nej wolnej ¥, ze dowolne wyrazenic @ wtedy i tylko wtedy na-
lezy do K, gdy istnicje zbiér nieskohczony I, dla ktérego

(])!@(‘M@{”)'

) Por. A, Tarski, Sur les ensembles définissables de nombres réels, Fun-
damenta Mathematicae, tom 17 (1931), str. 220,
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Udowodnimy pomocnicze

Trwierdzenie 3. Jedli zbior K wyrazer. systemu L, jest de-
finiorvalny ro Ln, to istnieje taka funkcja zdanioma H o Jjednej
zmiennej rolnej %, ze dla kazdej liczby naturalnej k royrazenie
4) (4) > (W)

Jest elementem zbioru K mwtedy i tylko rtedy, gdy istnieje zbisr
nieskoriczony I, dla ktérego

5) ~ (I)!H(k TI})‘

Dowéd. Zachowujac oznaczenia, wprowadzone w twierdze-
niu 2 i okresleniu pojecia definiowalnoéci, przyjmijmy za H funk-
cje zdaniowa

22) eNc ind [][f(%, 2‘) * @(g))]

Jesli I jest zbiorem nieskofczonym i zachodzi wzér (5), to
w my$l definicji pojecia spelniania istnieje zbi6r K, zfozony z pod-
zbioréw zbioru I, ktéry

1° spetnia w I funkcje zdaniowe YeNcind oraz O©Y),

2° spelnia wraz z k{I} funkcje zdaniowa W(EJ).

Z -warunku 1° wynika istnienie takiej liczby naturalnej m,
ze K=m{l}. Warunek 2° dowodzi w my$l twierdzenia 2, ze m
jest numerem wyrazenia (4), a wobec tego z uwagi, ze zbidr
K=m{I} spelia funkcje zdaniowa @(Y), wnosimy na mocy okres-

" lenia definiowalnoSci, ze wyrazenie (4) nalezy do zbiorn K.

Na odwrét, jes§li wyrazenie (4) nalezy. do K, to oznaczajac
przez m jego numer, wnosimy, ze zbiér m{I} spelnia w dziedzinie
I funkcje zdaniowe @) i YeNcind oraz wespdl z k{I} — funkcje
zdaniowa P(%,Y). Zatem k{I} spelnia w I funkcje zdaniowa H,
co dowodzi wzoru (5). .

Po tych twierdzeniach pomocniczych mozemy juz sformulo-
waé i udowodnié jedno z gléwnych twierdzef tego Rozdzialul).

1) Twierdzenie to udowodnit A. Tarski w cytowanej na str. 323 pracy -
Pojecie pramwdy..., rozdzial 5, str. 96. My$l dowodu pochodzi od Gédla, kiéry
uzyl jej do bezposSredniego dowodu twierdzenia podanego tu w § 3 (str. 371,
twierdzenie 4). Por. K. Godel,.Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia
Mathematica und vermandter Systeme, I, Monatshefte fiir Mathematik und Phy-
sik, tom 38 (1931), str. 173-198 oraz A. Tarski, On undecidable statements in
enlarged systems of logic and the concept of truth, The Journal of Symbolic
Logic, tom 4(1939), str, 105-112,
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Tmwierdzenie 4. Jesli K jest definioroalnym ro systemie L,
zbiorem funkcji.zdaniomwych tego systemu, prarwdziroych r kazdym
zbiorze nieskoniczonym, to istnieje funkcja zdaniomwa nie nalezaca
do K i tez pramdzima o kazdym zbiorze nieskoriczonym.

Dowéd. Niech 7 bedzie wyrazeniem (4). Zgodnie z. twier-
dzeniem 3 istnieje taka funkcja zdaniowa H o jednej zmiennej
wolnej ¥, ze Zi jest elementem zbioru K wtedy i tylko wtedy,
gdy dla pewnego nieskoficzonego zbioru I zachodzi wzér (5).

Funkcja zdaniowa H wystepuje w ciagu (1), gdy7 elqg ten
zawiera kazda funkcje zdaniowa systemu L, o zmiennej wol-

nej X. Istnieje wiec taka liczba naturalna g, ze
(©) H=W,.

Wykazemy, ze Zg spelnia teze twierdzenia. :

Po pierwsze, gdyby Z; bylo elementem zbioru K, to 1simalby
zbiér nieskoficzony I dla ktérego zachodzi wzér (5) przy k=gq.
Z drugiej strony, Zq byloby funkcja zdaniowa prawdziwa w kaz-
dym zbiorze nieskoficzonym (gdyz wlasno§é ta przystuguje z zalo-
zenia kazdej funkcji. zdaniowej, nalezacej do K), skad na mocy
twierdzenia 1 oraz wzoréw (4) i (6) wnosimy, ze byloby

01 yip)

wbhrew temu, ze wzlr (5) zachodzi — jak wykazaliSmy — dla k=q.
Sprzecznosé ta dowodzi, ze Z, nie jest elementem zbioru K.

Po drugie, gdyby Z, nie bylo prawdziwe w kazdej dziedzinie
nieskoficzonej, to neghcja Z,, a wigc i koniunkeja Aq- Wy, bylaby
spelnialna w pewnym' zbiorze nieskonczonym /. Istnialaby wige
taka klasa K podzbioréw zbioru I, ze

(I)!A,,(K) i (1)!%(%).
Pierwszy z tych warunkéw daje w my$l twierdzenia 1
' K=q{l},
wobec czego drugi daje na mocy (6)

(7)!H(q{361})"

Zgodnie z twierdzeniem 3, Z4 byloby wiec elementem zbioru K
wbrew temu, co udowodniliémy poprzednio.

icm

[§ 2] - Poréwnanie twierdzenia Tarskiego z antynomig Richarda. 367

Dowéd twierdzenia 4 jest tym samym zakonhczony.

Jako natychmiastowy wniosek otrzymujemy stad

Trwierdzenie 5. Zbior K, rszystkich funkcji zdaniowych
systemu Ly, ktdre sg prarodzime m kazdym zbiorze nieskoriczonym,
nie jest .definiomalny o L,.

Dowo6d. W przeciwnym razie istnialoby na mocy twier-
dzenia 4 wyrazenie prawdziwe w kazdym zbiorze nieskoficzonym,
a nie nalezace do K, co oczywiScie jest niemozliwe.

§ 2. Porownanie twierdzenia Tarskiego z antynomia Ri-
charda. Zanim wyprowadzimy dalsze wnioski z twierdzenia 4,
poswiecimy kilka uwag dowodowi tego twierdzenia. Rozumo-
wanie uzyte w tym dowodzie wykazuje duze analogie do rozu-
mowania prowadzacego do antynomii Richarda (Rozdziat XII, -
§ 3, str. 318) i warto zastanowié sie nad tym, dlaczego z dwu
tak podobnych rozumowan jedno jest falszywe, bo prowadzace
do antynomii, drugie za$§ jest poprawnym dowodem (meta-mate-
matycznym).

Funkcje zdaniowa (4) przeczytaé mozemy jak nastepuje:
k-ta z kolei liczba naturalna nie posiada rolasnoéci,
myrazonej przez funkcje zdanioroa Wi.

Aby uzyskaé antynomie Richarda, rozpatrywalismy wia-
snoéé liczby naturalnej k, okreslona wyrazenicm:

jest tak, jak orzeka funkcja zdanioma Z.
Operujac ierminologia wprowadzona w Rozdziale X11I, mo-

zemy powiedzieé, ze antynomia Richarda powstaje przez roz-
patrywanie funkcji zdaniowej (o zmiennej k):

) 7 jest prarodzire ro kazdym zbiorze nieskoriczonym

i przez przypuszczenie, ze istnieje funkcja zdaniowa W, w cia-
gu (1), ktéra orzeka to samo, co wzér (7).

Przypuszczenie to nie jest jednak niczym uzasadnione. Wy-
razenie (7) jest funkcja‘ zdaniowa meta-matematyki, nie ma’ za$
powodu przypuszczaé, ze znajdziemy réwnowazng jej funkcje
zdaniowa systemu L,, t. zn. taka funkcje zdaniowa H, ze (7) jest
ré6wnowazne zachodzeniu wzoru

o)
w pewnej nieskoficzonej dziedzinie .

'y
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Przeciwnie, mozemy nawet twierdzié, ze taka funkcja zda-
niowa H nie istnieje, gdyz z istnienia jej wyniklaby sprzeczno$é.

Antynomia Richarda zamienifa si¢ w ten sposéb w. po-
prawny dowéd pewnego twierdzenia meta-matematycznego®).

Aby za$§ otrzymaé twierdzenie 4, nie rozwazalismy — jak
w antynomii Richarda — wyrazenia (7), lecz wyrazenie (meta-
matematyezne): ’

Zi jest elementem K.

Jest to znéw funkeja zdaniowa meta-matematyki, na ogdél
wiec nie jest ona réwnowazna zadnej funkcji zdaniowej systemu Ly.
Jedli jednak K jest zbiorem definiowalnym w L,, to taka funkcja
zdaniowa systemu L, istnicje. mozemy bowiem fakt meta-mate-
matyczuy:

D jest elementem K

wyrazié w samym systemie L, funkcja zdaniows :
AN(«]&)%@.

Myl dowodu twierdzenia 4 i jego stosunek do antynomii Ri-
charda staja si¢ tym samym jasne. '

Rozpatrzymy tu jeszcze jedna watpliwosé, jaka uwagi te
wywolaé by mogly u uwaznego czytelnika. PowiedzieliSmy, ze
wyrazenie (7) nie jest réwnowazne zadnej funkeji zdaniowej
systemu L,. W Rozdziale XIII (§ 2 i § 3) podaliSmy jednak defi-
nicje pojecia:

Zdanie prawdzime 1o kaidym zbiorze nieskoiczonym.

Mozna by wiee przypuszczaé, ze formalizujac te definicje
w jezyku logicznym, dojdziemy do funkcji zdaniowej systemu L,
réwnowaznej wyrazeniu (7). Przypuszczenie. to wydaje si¢ tym
bardziej uzasadnione, ze system L, jest dla niewiclkich nawet
wartosci n bardzo bogaty, gdyz obejmuje w sobie cala matema-
tyke klasyczna, i trudno wyobrazié sobie pojecie, ktére nie dawa-
loby sie zdefiniowaé w tym systemie.

Analiza definicji pojecia spelniania, podanej w Rozdziale X111
(§ 2, str. 327-329), prowadzi jednak do wniosku, ze zapisujac te
definicje w symbolach logicznych, otrzymamy wyrazenie systemu
L., nie za§ wyrazenie systemu Ln.

1)‘ Por. w zwiazku z tym uwage ogdlniejszg z Rozdzialu VIII, § 2, str. 211.
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Istotnie, definicja pojecia spelniania jest definicja indukcyjna:
najpierw okre§lamy uklady przedmiotéw, spelniajace funkcje zda-
niowe molekularne, a nastepnie zakltadajac, ze mamy juz pojecie
spelniania dla funkeji zdaniowych @i ¥, okre§lamy je dla bar-
dziej zawitych funkeji zdaniowych, zbudowanych z @ i ¥. Otéz
zaréwno w pierwsze] jak w drugiej czefci tej definicji uzywaé
musimy zmiennych, ktérych typy sa rzedu n--1. Istotnie jesli
zmienna x° ma typ ¢ rzedu n--1, to uklady przedmiotéw, spel-
niajace te funkcje zdaniowe molekularne, ktére rozpoczynaja sie
od zmiennej x¢, zawieraja przedmioty typu c¢; musimy wigc uzyé
w meta-matematyce zmiennych typu ¢, aby napisaé wyrazenia
[-1V (str. 327-329), stanowiace lacznie indukcyjna definicje poje-
cia speltniania. Definicje indukcyjna mozemy teraz zastapié zwykla
na wzér definicji dodawania, znanej nam z Rozdzialu VII (§ 6,
str. 187). Taka zamiana definicji indukcyjnej na zwykla mozliwa
jest jednak tylko przy uzyciu zmiennych zmiazanych tych wszyst-
kich typéw, ktére wystepowaly w czeSciach I-IV definicji induk-
eyjnej. Aby wiec wyslowié definicje spelniania w jezyku logiki,
potrzebne nam sa zmienne zwiagzane o typach rzedéw 0,1, con+1,
a zmienne takie mamy dopiero w systemie L,is, nie za§ w L.

Definicji spelniania nie mozemy zatem wyrazié przy pomocy
tych $rodkéw logicznych, jakimi rozporzadzamy w systemie Ln.

Wyjaénia to réwniez koficowa uwage Rozdziatu XII (str. 323),
w mys$l ktérej przy uprawianiu meta-matematyki nie mozna ogra-
niczaé sie tylko do tych érodkéw logicznych, ktére sa sformali-
zowane w systemie poddanym badaniom meta-matematycznym.

§ 3. Twierdzenie Godla o niepelnosci bogatszych systeméw
logicznych. Zakonezenie. Oznaczmy przez T zbiér wyrazen,
jakie daja sie otrzymaé z tautologii logicznych i z pewnika nie-
skonczonofci :
[Nc(1)eNeind]
przy pomocy regul wnioskowania przyjetych w systemie L.

7 twierdzenia o dedukcji (Rozdzial XI, § {, str. 267) wynika

Tmwierdzenie 1. Na to, by myrazenie X nalezalo do T,
potrzeba i mwystarcza, zeby implikacja

[Ne(t)eNeind] — X
byla tautologia logiczna.

A. Mostowski, Logika matematyezna.
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Poniewaz pewnik nieskoficzonoSci jest prawdziwy w kazdym
zbiorze nieskoficzonym, a tautologie logiczne — w kazdym
w ogble zbiorze, wiec wynika stad

Tmwierdzenie 2. Kazde mwyrazenie, nalezace do zbioru T,
jest pramdzime o dorwolnym zbiorze nieskornczonym.
Udowodni¢ dalej mozna

Tmierdzenie 3. Zbior T jest definioralny m systemie L,.

Podobnie jak ‘dla twierdzenia 2 z §1 (str. 363), zadowolimy'

sie jedynie podaniem ogélnikowych wskazéwek, szkicujacych do-
wéd, ktérego szczegblowe wylozenie byloby bardzo diugie.

Definicja zbioru T (nalezaca do meta-matematyki) jest defi-
nicja indukeyjng. Okre§lamy najpierw tautologie rachunku zdaf,
pewniki ekstensjonalnoSci, pewniki definicyjne i pewnik nieskon-
czonofci. Okre§lamy dalej reguty wnioskowania i definiujemy T
jako najmniejszy zbiér, zawierajacy zdania poprzednio okre§lone
i zamkniety ze wzgledu na reguly wnioskowania, t. zn. zawiera-
jacy wraz z wyrazeniami @i ¥ wszystkie wyrazenia, jakie z nich
powstaja przez stosowanie do nich regul wnioskowania.

Numery tautologii oraz pewnikéw: definicyjnych, ekstensjo-
nalnoéci i nieskoficzonoéci tworza pewien zbior M liczb natural-
nych, ktéry bez wiekszych trudnoSci .mozna okreslié czysto
arytmetycznie. Numery wyrazen, powstajacych z @ i ¥ przez
stosowanie jednej z regul wnioskowania, sa okreSlonymi fun-
kejami ¢; liczb N(®) oraz N(¥). Dla funkeji tych mozna tez bez
trudu znalezé definicje arytmetyczna (por. Rozdzial XII, § 4, str. 322,
przyklad). Zbiér numeréw wyrazei nalezacych do 7 mozna wiec
okre§li¢ arytmetycznie jako najmniejszy zbiér liczb, zawierajacy
M i zamkniety ze wzgledu na funkcje ¢

Poniewaz w systemie L, daje sie ugruntowaé arytmetyka
liczb naturalnych (por. Rozdzial VII, § 6, str. 193), wiec cala te
konstrukcje mozna napisaé w jezyku systemu L, Otrzymamy
wéwczas funkcje zdaniowa @ o jednej zmiennej wolnej ¥ i taka,
ze implikacja Az =6 daje sie wyprowadzié z tautologii logicznych
i z pewnika nieskofczonosci wtedy i tylko wtedy, gdy k jest nu-
merem wyrazenia, nalezacego do 7. Je§li natomiast k nie jest nu-
merem takiego wyrazenia, to w systemie L, daje si¢ wyprowa-
dzié implikacja 4y > @'
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Wynika stad z latwoscia ze wszelkie wyrazenie @ wiedy
i tylko wtedy nalezy do 7, gdy jego numer k czyni zado$é wa-

runkowi (])!@(k{l})’ gdzie I jest dowolnym zhiorem nieskoficzo-
nym. To dowodzi twierdzenia 3.

Z twierdzenia 3 wynika juz nietrudno mnastepujace stynne
trierdzenie Godlal):

Twierdzenie 4. Istnieja zdania systemu L,, ktére sa pram-
dziwe, ale nie sa taufologiami logicznymi.

Dowdd. Z twierdzen 2 i 3 wynika na podstawie twier-
dzenia 4 z §1, (str. 360), ze isinieje wyrazenie Z prawdziwe
w kazdym zbiorze nieskoficzonym, ale nie nalezace do T

Alternatywa

(S) ' [Ne(1)eNeind]+Z

jest wobec tego prawdziwa w kazdym zbiorze I, skofczonym
lub nie, bo pierwszy jej skladnik jest prawdziwy w kazdym
zbiorze skofczonym, a drugi w kazdym zbiorze nieskoniczonym.
Gdyby alternatywa (8) byla tautologia logiczna, to i impli-
kacja
: [Ne(t)eNeind] - Z
bylaby tautologia logiczna, a wigc zdanie Z nalezaloby do T
wbrew okre§leniu tego zdania.
Twierdzenie 4 jest w ten sposéb ndowodnione.

Twierdzenie to wykazuje, ze dokonana przez nas formalizacja
logiki nie jest doskonala: aksjomaty i reguly mwnioskomwania pro-
madza co praroda zamwsze do zdari prarodzimych, ale nie do wszyst-
kich takich zdan. ,

Przeciwnie, istnieja zdania o tym samym stopniu oczyristosci,
co tautologie logiczne, a mimo to nie dajace sie roypromwadzi¢ z aksjo-
matér logiki za pomoca przyjetych przez nas regul mnioskomwania.

Nie trudno stad wywnioskowaé, ze wobec tego i formalizacja

" nic-elementarnych teorii matematycznych nie jest doskonala: tak

np. istnieja o nie-elementarnej teorii grup zdania, spelnione przez
kazde dzialanie grupomwe, a mimo to nie dajgce si¢ roypromwadzié
z-aksjomalérm (por. Rozdzial XIII, §8, str. 361). Réwniez przestaje

1) Por. cytowana juz kilkakrotnie jego prace Uber formal unentscheidbare
Séitze. ..
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dla teorii nie-elementarnych obowiazywaé twierdzenie, zgodnic
z ktérym niesprzeczno$é teorii pociaga za soba istnienie modelu
semantycznego (por. Rozdzial XIII, § 8, str. 356, twierdzenie 1).

Pierwszym odruchem, jaki budzi w nas opisane wyzej od-
krycie Godla, jest cheé «<«naprawienia» logiki: skoro przy-
jete przez mas aksjomaty i reguly wnioskowania okazaly sie za
stabe dla dowodu wszystkich zdai prawdziwych, to powinnismy
je wzmocnié, przyjaé nowe aksjomaty i nowe reguly wniosko-
wania. Rzut oka na dowéd twierdzenia Gédla odbierze nam
jednak od razu nadzieje osiggnigcia na tej drodze istotnie war-
todciowych rezultatéw. Twierdzenie Godla pozostanie praw-
dziwe, dopoki tylko zbiér tautologii bedzie definiowalny, tak zaé
jest dla wszelkich regul wnioskowania, ktore polegaja na wyko-
nywaniu pewnych mechanicznych operacji nad wyrazeniami.

Twierdzenic Godla przestaloby obowigzywaé dopiero dla
takich regul wnioskowania i aksjomatéw, dla ktérych zbiér M
i funkcje liczbowe ¢, opisane w dowodzie twierdzenic 3, nie
bylyby definiowalne. System logiki, oparty na takich aksjo-
matach i regulach wnioskowania, nie méglby jednak w zadnym
razie by¢ uznany za system rachunku logicznego: zastosowanie
reguly wnioskowania lub rozpoznanie, czy wyrazenic jest aksjo-
matem, wymagaloby uprzedniego rozwigzania trudnych (a ze sta-
nowiska przyjetego w poprzednich Rozdzialach — nawet nieroz-
wigzalnych) zagadnied logicznych i matematycznych.

Widzimy stad, ze niedoskonalo$§é logiki sformalizowanej, znaj-
dujaca swoj wyraz w twierdzeniu 4, lezy o wiele glebiej niz to
si¢'z poczatku wydaje. Reguly wnioskowania i aksjomaty nie
dlatego nie prowadza do wszystkich zdah prawdziwych, ze po-
prostu zapomnieliSmy o jednym lub kilku dodatkowych aksjoma-
tath lub regulach wnioskowania, po ktérych dolaczeniu formali-
zacja logiki bylaby juz doskonala. Trudnosé lezy gdzie indziej,
lezy w samych naszych pogladach na istote logiki.

Budujac systemy sformalizowane, czy to logiki, czy matema-
tyki, chcieliSmy upodobnié je jak gdyby do wielkiej gry w szachy.
Z pewnych pozycji wyjSciowych (aksjomatéw) wyprowadzaliSmy
za pomoca regul wnioskowania nowe pozycje (twierdzenia). Nie-
zrozumiale dla nas pojecie intuicyjnej prawdziwoéci zdaf zniklo
z logiki — jak si¢ nam zdawalo — na zawsze. Zdania matema-

- tyczne byly prawdziwe nie dlatego, zeSmy je intuicyjnie rozumieli,
lecz dlatego, zeSmy je potrafili udowodnié. Sadziliémy, ze urze-
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czywistnilismy (lub jesteSmy tego bliscy) idee Leibniza, ktory
chcial widzie¢ w logice ,ars calculandi, sztuke liczenia, co po-
zwoli myélenie zastapié¢ rachunkiem. :

Twierdzenie Godla rozwialo te zludzenia: logika nie jest
gra w szachy, pojecie intuicyjnej prawdziwosci zdania rozsadza
sztywne ramy, w.jakie chcielibySmy je wtloczyé. Znowu po-
wstaja przed nami zdania, ktdre s niewatpliwie prawdziwe dla
kazdego, kto je rozumie, ale ktérych udowodnié nic mozemy.

Skad zatem bierze sie nasze glebokie przekonanie o rozréi-
nialnofci prawdy i falszu, nawet tylko w odniesieniu do zdan
matematycznych? Musimy otwarcie przyznaé, ze nie wiemy.

Giddel poréwnuje oczywisto§é niekiérych praw matema-
tycznych z oczywisto$cia oparta na postrzeganiu zmyslowym ),
a Post pisze ), ze . .. nieunikniony jest przynajmniej czeéciowy
odwrét od calego aksjomatycznego praﬂu z konca XIX i po-
czatku XX wieku oraz powrét do pojeé znaczenia i pramdy.
bedacych istota matematyki®.

Te i podobne glosy wielu wybitnych ueczonych §wiadcezg
o glebokim poruszeniu umysiéw, wywolanym odkryciem Godla.

Nie powinniémy si¢ temu dziwié¢: stoimy w obliczu zala-
mania sie przedsiewzietej na wielka skale proby rozwiazania od-
wiecznego zagddmcma prawdy za pomoca sformalizowanych teorii
logicznych 1 matematycznych. Nieraz przeciez w nauce rzeczy wi-
sto§é okazywala sie odmienng od naszych o niej wyobrazen.

Na tych uwagach konczymy kurs logiki.

*

Pozyteczne moze bedzie jeszcze raz rzucié okiem wstecz na
przebyla droge, w zasadzie nie réznag od tej, jaka logika mate-
matyczna naprawde przebyta w swym rozwoju historycznym.

Rozpoczelismy od poszukiwania formalnych kryteriéw praw-
dziwoéci zdan. Wynik uzyskaliSmy kompletny w rachunku zdan,
a nieco mniej kompletny w rachunku kwantyfikatoréw, gdyz nie
znalezlismy dla rachunku kwantyfikatorow metody automatycz-
nego sprawdzania, kiedy wyrazenie jest tautologia.

1y K. Godel Russell's mathematical logic, The philosophy of Bertrand
Russell, Evanston-Chicago 1944, str. 128.

2) E. L. Post, Recursively enumerable seis of positive integers and their
decision problems, Bulletin of the American Mathematical Society, tom 50 (1944),
str, 295,
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Zajelismy si¢ dalej wySwietleniem natury pojeé matematycz-
nych i stwierdziliSmy, Zze wszystkie one daja sie sprowadzié do
dwu wielkich pojeé: zbioru i relacji.

Niestety, te pojecia nie s oczywiste same przez sie. Anty-
nomie logiczne wykazuja, Ze nie mozna ich traktowaé tylko
intuicyjnie, lecz nalezy je $cisle okreslicé na drodze aksjoma-
tycznej. .

Oméwilismy jedno z mozliwych takich okrelen: prosta teorie
typow. WykorzystaliSmy przy tym poznane uprzednio kryteria
formalne prawdziwosci zdan, gdyz przyjelismy za prawdziwe te
i tylko te zdania, ktére daja si¢ wyprowadzié z aksjomatéw za
pomoca regul wnioskowania. W ten sposéb dazenie do unikniccia
antynomii Jogicznych doprowadzilo nas do stworzenia sformali-
zowanego systemu logiki. .

W dalszym ciagu zapoznaliSmy si¢ z réznymi innymi sfor-
malizowanymi systemami matematyki i stwierdziliémy, ze daje
sic w nich zamknaé cala niemal znana dzi§ wiedza matema-
tyczna. StwierdziliSmy tez, se systemy sformalizowane mozna
bada¢ w zasadzie tak samo, jak liczby, punkty, lub dowolne
inne pojecia matematyczne. '

Badania meta-matematyczne, do ktérych doszlismy w ten
sposob, prowadza do licznych, matematycznie ciekawych rezul-
tatéw (np. do dowodéw niesprzecznoéci i niezaleznoéci). Ponadto
pozwalaja one wyéwietlié nature innych antynomii, zwanych se-
mantycznymi. ‘

Z drugiej strony, wlaénic analiza antynomii semantycznych
doprowadzita nas do wniosku, ze systemy sformalizowane, o ile
tylko nie sa bardzo ubogie, sa zasadniczo ulomne i nie ma Mowy
o tym, by mogly one objaé cato§é matematyki.

‘ Widzimy z tego przegladu, jak linia rozwojowa logiki oscy-
luje miedzy Scylla antynomii a Charybda formalizacji.

Logika matematyczna jest jeszcze nauka wzglednie mloda:
od opublikowania prac Boole’a, ktére zapoczatkowaly logike
wspélczesna, mija zaledwie sto lat. Mimo to wiele z dotychcza-
sowego dorobku logiki stanowi cenny wklad do nauki. Poznanic
licznych praw rachunku zdan i kwantyfikatoréw, analiza pojecia
relacji, Frege’owska teoria liczb naturalnych, rozréznienie mie-
dzy matematyks a meta-matematyks — sa to niewatpliwie od-
krycia wielkiej wagi,
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Krytycy logiki wysuwaja slusznie zarzut, ze zasadniczy
problemat, polegajacy na wyjaénieniu istotne] natury pojecia
prawdy w matematyce, nie zostal dotychczas rozwigzany. Mozna
jednak mieé nadzieje, ze dalszy rozwdj logiki przyniesie odpo-
wiedZ zar6wno na to, jak i na wiele innych dotad otwartyeh
zagadnien.
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