82 ROZDZIAE III. Kwantyfikatory.

WleHIlY z tych przykladéw, ze postacie nolmalne tautologii
nie réznia si¢ niczym szczegélnym od postaci normalnych do-
wolnych wyrazen. W. przeciwiefstwie wiec do rachunku zdan
(por. Rozdzial I, §11, str. 35, tw. 9) nie mozna przez analize
struktury wyrazenia o postaci normalnej rozstrzygnaé od razu, czy
jest ono tautologia.

CWICZENIA. v'1.'Sprowadzié do postaci normalnej tautologie (1)-(21).

2. Kazde wyrazenie mozna przeksztalcié na réwnowazne wmu wyrazenie -

o postaci normalnej, kiérego charakterystyka rozpoczyna si¢ du/ym kwantyfi-
katorem, a koficzy maltym.

Wsk.: Oprzeé sie na tautologii
FW =W+ 00 Do @]

i sprowadzié prawg jej stron¢ do postaci normalnej.

icm

CZESC DRUGA

ROZDZIAL IV

ALGEBRA ZBIOROW I RELAC]I
i

§ 1. Zbiory i relacje. W CzeSci pierwszej tej ksiazki zajmo-
waliémy si¢ badaniem praw logicznych, na ktérych opiera sie
kazde rozumowanie .matematyczne. W Czeéci drugiej badaé
bedziemy tresé pojeé, z kiérymi mamy do czynienia w mate-
matyce, a wigc pojeé takich jak liczba, funkeja, dzialanie i in.
Wykazemy, ze wszystkie te pojecia daja sie sprowadzi¢ do dwu:
zbioru 1 relacji, ktérych juz okreslaé nie bedziemy; objaénimy
jednak ich znaczenie na przykladach.

Bedziemy zakladali, ze w kazdym rozumowaniu dany jest
pewien dowolny, lecz w ciagu tego rozumowania juz nie ulega- -
jacy zmianie, zesp6l przedmiotéw. Bqdz1emy go nazywali zbiorem
pelnym i oznaczali przez 1.

Aby dopoméc wyobrazni, mozemy np. zalozyé, ze 1 sklada
sie z liczb natmalnych albo z punktéw plaszczyzny, albo z figur
geometryczaych 1 t. p.

Kazda wlasno§é plzednnotow wyodrebnia ze zbioru pelnego
pewien na. ogél inny zespdl przedmiotéw, mianowicie zespél tych
przedmiotéw, nalezacych do zbioru pelnego, kiére te wlasno$é
posiadaja. Takie zespoly przedmiotéw nazywamy zbiorami.

Pojecie zbioru utozsamiamy zatem z pojeciem wlasnoci w tym
sensie, Ze wyrazenie: przedmiot x ma mlasno$é X uwazamy za
réwnoznaczne z wyrazeniem: przedmiot x nalezy do zbioru X.

Np. wlasnoéé: byé liczba pierroszg utozsamiamy w tym sen-
sie ze zbiorem utworzonym z lic;'b naturalnych 2, 3, 5, 7, 11, ...

. o
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Zamiast wiec méwié: liczba x jest liczba pierrsza, mozemy mé-
wié: liczba x nalezy do zbioru liczb piermszych'). Zamiast: nalezy
do zbioru méwimy tez: jest elementem zbioru. ,

Jesli zbi6r pelny sklada si¢ ze skonczonej liczby przedmio-
tow, np. z przedmiotéw a, b, ..., k, to kazda wlasno§é (czyli zbior)
opisa¢ mozemy tabelka postaci

a | b ...k
+ |+ %

stawiajac w dolnym wierszu pod kazda litera znak -+ albo —
w zaleznosci od tego, czy przedmiot ta liters oznaczony ma roz-
patrywang wilasnosé (t. j. nalezy do rozwazanego zbioru), czy nie.

Zbiory punktéw prostej lub plaszezyzny mozna tez oczywiscie
ilustrowaé geometrycznie. Takie geomelryczne ilustracje sy bar-
dzo pozyteczne, w dwu jednak przypadkach zawodza, : mianowi-
cie w przypadku zbioru pustego i zbiordm Jjednostkoroych.

Zbior pusty odpowiada wlasnoSci, nie przystugujacej zadnemu
przedmiotowi spoéréd elementéw zhioru pelnego. 7 wlasnoSciami
takimi spotykamy sie w matematyce bardzo czgsto. Jesli np. zbior
peluy 1 sklada si¢ z liczb rzeczywistych, to wlasnoéé wyrazona
nier6wno$cia x* <0 jest pusta. Tabelka, opisujaca wlasnosé pusta,
ma wige w dolnym wierszu wylaeznie znaki —. Oczywiscie, in-
terpretacja geometryczna zbioru pustego jest niemozliwa.

Lbidr jednostkowy zawiera tylko jeden clement; inaczej mé-
wige jest to wlasno$é, praystugujaca Jednemu tylko przedmiotowi,
Np. wlasno$é: byé liczbg parzysty i pierrosza jest jednostkowa,
gdyz przystuguje jednej tylko liczbie 2. W tabelce kazdej wlasnogel
jednostkowej wystepuje znak -+ tylko raz jeden,

Interprotacja geometryczna whasnodei Jednostkowej  jest

wprawdzie mozliwa, ale prowadzi intuicje na falszywe tory, gdyz

nie uwydatnia réznicy miedzy zbiovem Jednostkowym a jego jedy-
nym elementem.. Réznica jest Jednak zasadnicza: zbi6r czyli
wlasno$é nie jest nigdy przedmiotem do tegoz zbioru nalezgcym.
Szezegblnie widoczne jest to na przyldadzic wyzej rozpatrywa-

1) Utozsamienie pojeé zbiorn i wlasnosci jest celowe wowezas, gdy ograni-
czamy si¢ tylko do rozpairywania przedmiotéw, nalezacych do ustalonego raz

na zawsze zbioru petnego 1. Na tym stanowisku staé bedziemy Ikonsekwentnie
w tej ksigzce, ‘
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I5 1] Zbiory i relacje. -8

nym: liczba 2 nie jest tym samym co wlasnosé: byé liczba pierm-
szg 1 parzysty?).

O ile zbiory sa wlasnociami pojedynczych przedmiotéw, to
relacje dmwuczlonowe, zwane tes stosunkami dmwuczlonoroymi, sa
wiasnoSciami (zbiorami) uporzadkowanych par przedmiotéyw.

Méwimy np., ze miedzy liczbami 2 i3, albo 71i 11, albo—35
i01it.d zachodzi relacja mniejszosci (albo stosunek <), Relacja
mniejszosci jest to wige wlasnoéé, przystugujaca uporzadkowa-
nym parom liczb

(25 3): (’:'s 11): (_59 0)=

— i ogolnie parom (x,y), w ktérych pierwszy czfon jest mniejszy

od drugiego — a nie przystugujaca zadnej innej parze liczb.
Jesli zbidr pelny ma skoficzong liczbe elementéw, np. a,b, ...k,

to kazda relacje dwuczlonowa opisaé mozemy tabelka postacie

a| b ...k

i

k |

w ktérej na przecigciu wiersza o nagléwku h i kolumny o na-
glowku j stawiamy znak + albo — w zaleinoéci od tego, czy
omawiana relacja zachodzi miedzy przedmiotami h i j, czy nie.

Jesli wszystkie pola tabliczki zapelione sa znakami —, to
relacja nazywa sie pusta. Jest to wiec relacja, ktéra nie
zachodzi miedzy zadnymi dwoma przedmiotami, nalezgcymi do
zbioru 1. ' |

Jesli wszystkie pola tabliczki zapelnione sa znakami --, to
relacja nazywa sie pelna. Relacja pelna zachodzi miedzy do-

1) Ostatecznie sens, jaki nadajemy slowu zbiér — jak i kazdej nazwie —
jest w znacznym stopniu kwestia umowy. Idzie o to, aby sens ten 1lsta1i§, gdyz
w przeciwnym razie wyniknaé mogs nieporozumienia, niellnikniop‘? wowczas,
gdy tego samego slowa uiywamy w r6znych znaczeniach. }smleja, syste{ny,
w ktérych iwierdzi sie, ze zbiér pusty nie istnieje, a zbiér Jednostk_cmry jgs?
identyczny z jedynym swoim elementem. System taki stworzyl m. in. po.lskl
logik S. Le$niewski (1886-1939). W iych systemach slowo zbidr uiyte
jest w innym znaczeniu niz przez nas przyjete.
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Awolnymi dwoma przedmiotami (nickoniecznie réZnymi) zbioru
pelnego. :

Relacje dwuczlonowe miedzy liczbami rzeczywistymi albo
miedzy punktami prostej mozna ilustrowaé geometrycznie. Do
wykresu geometrycznego relacji naleza mianowicie te i tylko te
punkty, dla ktérych rozwazana relacja zachodzi migdzy odcicta
a rzedna. ‘ ‘

Oto np. wykresy relacji rtéwnoSei (rys. 6) i mniejszoSci (rys. 7):

A

Rys. 6. Rys, 7. -

___Inny sposéb ilustrowania relacji dwuczlonowych polega na
faczeniul strzalkami par punktéw, reprezentujgcych pfzedmioty,
miedzy ktérymi relacja ta zachodzi. '

Oto np. wykres relacji'podzielnosci wérsd liezb 1, 2, 3, 4,510
(rys. 8).

Zakrzywione strzalki przy kas-
dej z liczb oznaczaja, ich podziel-
no$é przez siebie.

wazna role graja relacje (stosunki)
trdjczlonowe, czteroczlonowe i —
ogélnie — relacje n-czlonowe. Re-
lacje trdjezlonowe sa to wlasnogci
uporzadkowanych tréjek przedmio-
tow, relacje czterocztonowe — wlas-
nofci uporzadkowanych czwérek
o | . przedmiotéw i t.d. Z relacjami ta-
kimi spotykamy sie w matematyce na kazdym niemal kroku.

Rys. 8.

Précz relacji “dwucztonowych -

icm

. czym za zbiér pelny przyjeliSmy

i§ 11 Zbiory i relacje. : ]7

Ograniczymy si¢ do podania kilku przykladéw.
- Funkcja zdaniowa: punkt x lezy miedzy punktami y a z
wyraza pewna relacje tréjeztonows miedzy punkiami. Wzory
x=y-z x=)y
wyrazaja pewne relacje tréjczionowe migdzy liczbami. Funkcja
zdaniowa: punkt x jest tak odlegly od y jak z od t wyraza pewna
relacje czterocztonowa miedzy punktami. Wzér a2y 2212 <0
wyraza pewna relacje czteroczionows miedzy liczbami. W zbiorze
liczb rzeczywistych, przyjetym za pelny, relacja ta jest pusta,
t. zn. nie przystuguje zadnej czwérce uporzadkowanej liczb rze-
czywistych; nalezy ja jednak odrézniaé¢-od pustej relacji dwu-
czlonowej. Jeéli za zbiér pelny przyjaé zbiér liczb zespolonych,
to omawiana relacja nie jest pusta (,nier6wnoéé ma rozwiazania”
— moéwiac jezykiem algebraicznym): zachodzi ona np. dla
czworki uporzadkowanej (V' —1, V' —2, V—3, Y/ —4).
Tlustracja geometryczna relacji tréjeczionowych jest mozliwa
za pomoca wykreséw przestrzennych (tr6jwymiarowych). Oto na-
szkicowany wykres relacji: z lezy miedzy x a y (rys. 9), przy

z
x=y-z,  x=y,

zbiér punkiéw odcinka 01. Wykres

I
sklada sie z punkiéw polozonych B | ¢

|

|

wewnatrz czworoscianu OABC. : \
Méwiac o relacjach, bedziemy \
zawsze podawali ich liczbe argu-
mentéw (czlonéw) i rozwazali od-
dzielnie relacje dwuczlonowe, tréj-
cztonowe itp. Mogloby wydawaé sie
dogodne wprowadzenie ogélnego po- )
7 A

jecia relacji o dowolnej liczbie argu-

mentéw, kiére obejmowaloby w so-

bie jako szczegdlny przypadek za- - Rys.9. ‘
réwno pojecie relacji o pewnej ustalonej liczbie argumentéw jak
réwniez pojecie zbioru (relacji o jednym argumencie). Ze wzgle-
déw, ktére wyjasnimy w Rozdziale VIII, nie bedziemy jednak
nigdy korzystali z tak ogélnego pojecia relacji.

Omawialiémy dotychczas zbiory, ktérych elementy nalezaly
do zbioru 1, oraz relacje (dwu-, tréjczlonowe i t. d.), zachodzace
miedzy elementami zbioru 1. Zbiory te i relacje tworza nowy ze-
spét przedmiotéw, réznych od przedmiotéw, tworzacych zbiér 1.
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Miedzy tymi nowymi, abstrakeyjnymi przedmiotami zachodzié
moga znowu pewne relacje (dwuczlonowe, trdjeztonowe :i' t. d.),
a takze przedmioty te posiadaé moga pewne wlasnoSci. W ten
sposéb pojawiaja si¢ w rozwazaniach zbiory utworzone zc zbio-
réw, zbiory utworzone z relacji, a takze relacje (o tej lub innej
liczhie argumentéw) zachodzace migdzy zbiorami, migdzy rela-
cjami, wreszcie miedzy przedmiotami nalezacymi do zbiora 1
a zbiorami, miedzy przedmiotami nalezacymi do zbioru 1 a rela-
cjami-i t. p. ‘
Proces tworzenia coraz to nowych fypdm zbioréw i relacji
moze byé oczywiscie kontynuowany: mozemy rozwazaé zbiory
utworzone ze zbioréw, ktérych elementami sa zbiovry, relacje za-
chodzace miedzy zbiorami zbioréw it.d. Systematyka tych two-
réw pojeciowych, powstajacych stopniowo z przedmiotéw naj-
prostszych (elementéw zbioru 1), zajmiemy si¢ blizej w Roz-
dziale VIII. ‘

CWICZENIA. 1, Jedli zbior pelny sklada sie¢ z n elemeniéw, {o isinieje
2n réznych zbioréw, on?

r6znych relacji dwuezlonowych i onk roznych relacji
k-cztonowych. :

2, Niech zbiér pelny sktada si¢ z n elementéw i niech symbol (;f) oznacza

liczbe r6znych zbioréw k-elementowych. Woéwezas:

LB G =) e

(0)+ (1) 2) ot () =2

§ 2. Funkeje zdaniowe a zbiory i relacje. Symbol abstrakeji.
Aby méc méwié o dowolnych zbiorach i relacjach, dogodnie, be-
dzie wprowadzi¢ zmienne, przebiegajace zbiér wszystkich wlas-
noscl, zmienne, przebiegajace zbiér wszystkich relacji, i t. d. Be-
dziemy uzywali liter X, ¥, Z, ... jako zmiennych, przebiegajacych
zbiér wszystkich wlasnoéci, liter R, S, T, .. jako zmiennych,
przebiegajacych zbir wszystkich relacji dwncztonowych, i liter
U V, W, .. jako zmiennych, przebiegajacych zbiér relacji iréj-
czlonowych. Relacji o wigkszej liczbie argumentéw nie bedziemy
rozpatrywali; w razie potrzeby mozna, oczywiscie, wprowadzié
dalsze zmienne, przebiegajace zbiér tych relacji.

icm

[§ 2 Funkcje zdaniowe a zbiory i relacje. 89

Aby zaznaczyé, ze przedmiot x nalezy do zbioru X (czyli ma
wlasno§é X) piszemy 1):

(1) xeX albo - X(x)
i czytamy: x jest elementem zbioru X.

Aby zaznaczyé, ze miedzy przedmiotami x a y zachodzi re-
lacja dwuczlonowa R, piszemy:

2) xRy albo
Podobnie wzor
3) . Ulx,y,2)

R(x,y).

czytamy: relacja (tréjeztonowa) U zachodzi miedzy przedmiotami
x, Y, 2 :
Wryrazenia (1), (2) i (3) sa funkcjami zdaniowymi. Pierwsze
z nich ma dwie zmienne: x, przebiegajaca zbiér petlny 1, 1 X,
przebiegajaca zbiér wlasnoéci (zbiér zbioréw). W wyrazeniu (2)
zmiennymi sg x, y 1 R, w (3) — x, y, z 1 U.
Jesli w wyrazeniu (2) zastapimy zmienna R nazwa dowolnej

relacji dwuczlonowej, np. znakiem < lub =, to otrzymamy pewna

funkcje zdaniowa ®(x,y) o dwu zmiennych wolnych, Przedmioty
a i b spelniajg te funkcje zdaniowa wiedy i tylko wtedy, gdy
zachodzi miedzy nimi relacja, ktorej nazwa zastapiliémy litere R
we wzorze (2).

Widaé stad wyraznie, ze nie nalezy utozsamiaé z soba po-
jeé: relacji (lub zbioru) i funkeji zdaniowej. Funkcje zdaniowe sa
to pewne wzory logiczne 1 matematyczne, relacje za§ i zbiory
sa to pewne twory abstrakcyjne, o ktérych jest nam dogodnie
zalozyé, ze istnieja i Ze maja szereg wlasnoSci, z ktérymi zapo-
znamy si¢ 'w dalszym ciagu?). .

Zachodzi jednak pewien zwiazek miedzy pojeciem funkcji
zdaniowej a pojeciem zbioru i relacji. Funkcje zdaniowe sluza

1) Znaku ¢ uzywamy tu zamiast znaku s kiéry wprowadzil G. Peano
i ktéry jest pierwsza litera greckiego stowa éori (= jest).

2) Stanowisko takie jest krytykowane przez wielu filozoféw, upatrujacych
w nim pewns forme idealizmu: wiary w istnienie przedmiotéw idealnych,
t. zn. abstrakeyjnych. Istnieja systemy logiczne, budowane z myéla umkniecia
wszelkich takich sidealistycznyche zalozen. W systemach tych zbiory i relacje
utozsamia sie z funkecjami zdaniowymi. Budowa takich systeméw nie jest bynaj-
mniej prosta i nasuwa wiele obiekeji zasadniczych, zwigzanych z potrzeba roz-
réiniania pojeé matematycznych i meta-matematyczmych (por. Rozdzial XIi).
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mianowicie do zapisywania wlasnoéci jednego lub wiclu przedmio-
téw, w zwiazku z czym mozemy powiedzied, ze kazda funkcja
zdaniowa o n -zmiennych wolnych wyznacza pewna relacje
n-czlonowa (lub zbiér, o ile n=1).

Aby kwesti¢ te wyjasnié blizej, powréémy do jednego z przy-
kladéw, oméwionych w §1: wzér (czyli funkcja zdaniowa)

x=y-4z

wyraza pewng relacje trdjeztonows. Méwiac tak, mamy na mysli,

ze istnieje pewna relacja tréjczlonowa U (a wiec pewien twér
abstrakeyjny: zbiér tréjek uporzadkowanych), ktéra zachodzi

migdzy dowolnymi liczbami wtedy i tylko wtedy, gdy liczby te
spelniaja wypisana wyzej funkcje zdaniowa, t. zn. gdy picrwsza
z tych liczb jest suma drugiej i trzeciej.

Istnienie takiej relacji nie jest bynajmniej samo przez si¢ oczy-
wiste i nie daloby si¢ np. udowodnié na podstawic tautologii lo-
gicznych, oméwionych’ w Rozdzialach I1ilIl Przyjmiemy wobec

tego specjalny aksjomat, ktéry w braku lepszego terminu nazwie-

my aksjomatem definicyjnym?)

.

Aksjomat definicyjny. Dla kaidej funkcji zdaniomwej

O(x, Y, ..., 1) 0 co najmniej n zmiennych mwolnych istnieje dokiadnie

; Jedna taka relacja n-czlonomwa N, ze

b eV, w=20(,y, .. u)].

Podane tutaj sformutowanie aksjomatu definicyjnego nie jest
ostateczne. Sciélejsze sformulowanie podamy w Rozdziale V, § 2,
zupelnie za$ dokladne dopiero w Rozdziale VIII, §3, w zwigzku
z teorig typéw. Na razie zauwazymy tylko, iz nie§cislo§é obec-
nego sformulowania wywolana jest tym, ze nie okreslilismy do-
tychezas dokfadnie, jakie wzory czy napisy uwazamy za funkcje

zdaniowe. Aksjomat definicyjny uwazaé wiec bedziemy za sche-

mat, W ktéry zamiast ,®(x,y, .»U)” wstawié mozna dowolng
z funkcji zdaniowych, jakie rozpatrywaé bedziemy w tym i w na-
stegpnych rozdzialach. T : :

1) Jest on zblizony trescial do t. zw. aksjomatu spromadzalnodei (,axiom of
reduéibility”), przyjetego przez Russell'a i Whitehead'a w Principia Mathe-
matica ttom I, sir. 161-167), jak réwniez do przyjmowanego w teorii mnogo§ei
pewnika ¢ wyréznianiu. Zob. E. Zermelo, Untersuchungen iiber die Grund-
lagen der Mengenlehre, Mathematische Annalen 65 (1908), str. 107128,

icm

I8 21 Symbol abstrakc;ji. 91

Relacje R, zachodzaqa miedzy dwoma przedmiotami wtedy
i tylko wtedy, gdy przedmioty te spelniaja funkcje zdaniows
&(x,y), oznaczamy symbolem.

(#,9) O(x,y).

Symbol ten jest zatem nazwa relacji, wyznaczonej przez
funkcje zdaniowa @(x,y). Aksjomat definicyjny dla- relaci dwu-
czlonowych mozemy wige napisaé w postaci

(4) e uf(#,9)0(x,y)] o= 0u,D).

Wystepujace w tych wzorach daszki nad zmiennymi nazywaja
sie znakami abstrakcji.

Poprzedzajac funkcj¢ zdaniowa zmiennymi, zaopatrzonymi
w znaki abstrakeji, tworzymy nazwe abstrakcyjnego tworu (rela-
¢ji), wyznaczonego przez te funkcje zdaniowa.

Pewnik definicyjny dla zbioréw piszemy w postaci wzoru

5) ~ ue(R)D(x)=0(u).

Symbol (#)®(x) jest zatem nazwa zbioru tych przedmiotéw,
nalezacych do zbioru pelnego, ktére spelniaja funkcje zdaniowsa
O(x) '). Podobnie, aksjomat definicyjny dla relacji tréjezionowych
ma postaé ‘

(£, §,2) @, y,2)] (u, 0, 0) = & (u, D, W).

Funkecje zdaniowe we wzorach (4) i (5) zawieraé moga précz
uwidocznionych zmiennych x,y inne jeszcze zmienne wolne, gra-
jace role parametréro.

Np. (&, 0){(x<y-F1) jest relacja dwuczlonows, zalezna od pa-
rametru . Podstawiajgc zamiast litery f nazwy rozmaitych liczb,
otrzymamy rozmaite konkretne relacje dwuczlonowe.

Dla wielu specjalnych funkeji zdaniowych &(x) lub @(x,y)
bedziemy zbiér (£) @(x) lub relacje (£, 5)®(x,y) oznaczali jednym
krétkim symbolem. Piszemy wéwezas t. zw. rémnodci definicyjne

T (#) @(x) lub

- (&, 9)0(x,y),

1 Symbolika ta pochodzi od Russell’a. W literaturze matematycznej zbiér
(£) &(x) oznacza sig czeéciej symbolem E,, &(x) (litere E wybrano jako pierwsza
litere francuskiego slowa ensemble). Natomiast nie ma w literaturze matematycz-
nej ogélnie przyjetego symbolu na oznaczenie relacji okrelonej funkcja zda-
niowa o dwu lub wiecej zmiennych wolnyeh.
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ktérych lewe strony wypenié nalezy przez wpisanie symbolu,
majacego stuzyé za skr6t prawej strony.

Przyjmujemy za tautologic logiczna kazda réwnowaznosé, kié-
rej lewa strona powstaje z prawej w ten sposdb, ze symbol, sto-
jacy po lewej stronie réwnosci definicyjnej, zastapiono wyraze-
niem, stojacym po prawej stronie tej rownofci (lub na odwrét).
Wynika stad; ze wprowadzenie réwnoéci definicyjnych jest dla
teorii zasadniczo zbedne: kazde wyrazenie, zawicrajace symbole
wprowadzone w réwnoSciach definicyjnych, moina przeksztalcié na
réwnowaszne mu wyrazenie, nie zawierajace tych symboli. Z drugiej
strony, wprowadzenie réwnoéci definicyjnych pozwala na znaczne
skrécenie wzordw, jest wiec niezmiernie dogodne w praktyce.

Przyjmujac np. réwno&é definicyjna

vl

B (%, 9) D(x,Y),

mozemy §ymb01 &, 0) @ (x, y), wystepujacy po lewej stronie aksjo-
matu definicyjnego (4), zastapié przez E. Otrzymujemy tautologie

6) FuZo=o(u,o).

Podobnie, z réwnosci definicyjnej Z—d}" (£) @(x) otrzymamy wo-~
bec (5):

9] FueZ=0o(u).

. Jest jasne, ze wprowadzenie réwnoSci definicyjnych oraz przy-
je;c%e reguly, pozwalajacej na wzajemne zastgpowanie symboli
StOJa,-CYCh po lewej i prawej stronie réwnoéci definicyjnej, sta-
nowi rozszerzenie przyjetych w Rozdziale III regul wnioskowa-
nia. Podobnie, przyjecie aksjomatu definicyjnego stanowi roz-
szerzenie zasobu tautologii podstawowych, ktérymi w Rozdzialé
II byly tylko tautologie rachunku zdah i ich podstawienia,
a ktérymi obecnie s, procz nich, wszystkie réwnowaznoéci po-
§taci takiej jak (4) i (5) oraz analogiczne réwnowaznoéci dla
funkeji zdaniowych o wiekszej liczbie zmiennych wolnych.

CWICZENIA. 1. Zmienne 0, .
stych. Jakimi relacjami sa

@D, sole=y+2],

2. Jaki zbiér i jaka relacja okreSlone ‘sa wzorami () (xeX) i (@) (xRy)?

. niech przebiegaja zbi6r liczb rzeczywi-

#9) [l =y-n)] 2

icm
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§ 3. Inkluzja, ré6wnos§é zakresowa. Dzialania na zbiorach
i relacjach. Przyjmujemy nastepujaca réwnoS§é definicyjna:

®) T, Y)v[”x(xeX%xeY)].

Znak  jest wiec nazwa relacji dwuczlonowej, zwanej re-
lacja zamierania albo inkluzji.

Relacja ta zachodzi miedzy zbiorami.

7 (8) otrzymujemy na mocy pewnika definicyjnego (por. §2,
str. 92, wzdr (6)) ‘
9 X CY)=]ls(xeX>xe)).

Zbiér X jest wige zawarty w zbiorze Y, jeSli kazdy element
zbioru X jest tez elementem zbioru Y.
W podobny sposéb okreslamy stosunek zawierania dla relacji

dwuczionowych: .
(10) C= (R, $)[[]ey(x Ry —> xSy 1) .

| Mamy zatem

(11) . - (R CS)=]]«y(xRy > xSy),

i zn. 7e relacja R jest zawarta w S, jeSlr kazde dwa przedmioty,
ktére pozostaja do siebie w relacji R, pozostaja .tez do siebie
w relacji S. :
Jest jasne, jak nalezy okreSlié pojecie zawierania dla relacji
wielocztonowych. ~
7 twierdzen, dotyczacych stosunku zawierania, wymienimy
nastepujace: ‘

{. Prawo zwrotnoéci dla inkluzji:

(12) FXCX.
9. Prawo przechodnioéci dla inkluzji:
(13) FXChH-(YCh)~XCD).

‘Mimo, ze dowody tych praw sa bardzo proste, przeprowa-
dzimy je, aby zilustrowaé role, jaka w takich dowodach graja
prawa rachunku zdah i rachunku kwantyfikatorow.

1y Scisle rzecz biorac, naleiafoby wprowadzi¢ inny symbol dla relacji in-
kluzji miedzy zbiorami, a inny dla relacji inkluzji miedzy relacjami. Ze wzglqd'lrl
jednak pa to, ze uzywamy innych zmiennych dla zbioréw, a innych dla relacji,
mozemy uzywaé tego samego symbolu C bez obawy, ze doprowadzi to do
nieporozumief, Oczywifcie, wzory takie jak X(CR sa pozbawione sensu.
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Z prawa tozsamoéci |- p - p otrzymujemy } xeX - x eX,
skad na mocy reguly uogélniania wynika | [[.[xeX— xe x].
Zgodnie z (9) otrzymujemy stad wzér (12).

Z tautologii - (p—¢q)-(g—>r) > (p > r) wynika

FxeXsxel) (xeY >xeZ)> (xeX > xeZ).

Stosujac regule uogélniania, prawo rozkladania duzego kwan-
tyfikatora i prawo rozdzielnoéci duzego kwantyfikatora wzgledem
koniunkeji, otrzymujemy stad

Fll:lxeX>xeY]- [[.[xe YouxeZl > [[c[xe X > xeZ].

Wzér ten zgodnie z (9) daje nam od razu (13).

Stosunek rdronosci zakresorwej dla zbioréw i relacji okreélamy
wzorami : '

C=FADECY)-¥CX) == RHIRCS - TR

Mamy ‘zatem :

(14) FE=Y=ECY) (¥CX),
15) FR=8)=RCS) - (SCR).
Znak = we wzorze (14) jest nazwa, relacji. dwuczlonowej,

zaeh‘odza‘?ej miedzy zbiorami, a we wzorze (15) — relacji dwu-
czlonowej, zachodzacej miedzy relacjami,

Z (14) wynika na mocy (&) i prawa rozdzielnoéci duzego ‘

kwazgﬁkatora wzgledem koniunkeji (Rozdzial 1, §5, wzér (11),
str. [ ' .

1) P(X=Y)$Hx[xeXﬁxeY] Jlxe Y xeX]s
=[L.{xeX>xeY]- [xeY>xeX}=[|:[xeX=x¢7Y].
W podobny sposéb wykazuje sie, z'e‘
(17) = (R=38)=]] [x Ry =xSy].
Z praw (12) i (13) otrzymujemy z latwoécia:
3. Prawo tozsamoéci dla réwnofci zakresowej:
FX=X.
4. Prawo przechodhioécli dla réwnoéeci zakr

V FE=Y.00=2)»x=2)

esowej:

icm
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Z (14) otrzymujemy wobec prawa przemiennoéci dla koniunkeji
5. Prawo symetrii dla réwnosci zakresowej:
FX="=F=X).
~ Stosunek roznoéci zakresowej dla zbioréw i relacji okre§lamy
wzorami:

() =KD A=V, +=RHER=9

W § 1 okreéliliSmy juz zbiér pusty (czyli wlasnoéé pusta) jako
taki zbidr, ktéry nie posiada zadnego elementu. Korzystajac z sym-
bolu abstrakeji, mozemy teraz okre§lié zbiér pusty jako (£) &(x),
gdzie @(x) jest jakakolwiek funkcja zdaniowa falszywa, t.j. nie
spelniona przez zaden przedmiot. Przyjmijmy za @(x) np. funkcje
zdaniowa (xel) - (xel). Zbiér pusty okre§limy wiec wzorem:

. Oz&?(a”c) [(xel) - (xel)].

Mamy stad (por. § 2, wzér (7), str. 92) |- xe0==(xel)-(xel),
skad na mocy tautologii I (p=q- ¢')—> p’ otrzymamy

(19) = (xe0).
Udowodnimy, ze zbiér pusty jest zawarty w kazdym zbiorze:
(20) —oCX.

Istotnie, z prawa Dunsa Scotusa (Rozdzial 11, § 9, str. 25)
nika ‘ '
et - (xe0) = [xe0 > xeX],

skad wobec (19)
: Fxe0 > xeX.

Stosujac operacje uogélniania, otrzymujemy stad dalej
= I1:Ixe0 - xeX],

t. zn. na mocy (9) wzér (20). V

Z dowodu tego widoczne jest, ze twierdzenie (20), ma swe
zrédio w prawie Dunsa Scotusa, a w szczegélno$ci w wyrazo-
nej tym prawem znanej nam juz wlasno§ci implikacji: okres wa-
runkowy o poprzedniku falszywym jest prawdziwy.

Podobne do pojecia zbioru pustego jest pojecie relacji pustej
0°, t. j. nie zachodzacej miedzy zadnymi dwoma przedmiotami:

"< (& 0)(xe0) - (O]

“
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W podobny sposéb jak dla zbioru pustego udowodnié mo-
zemy twierdzenia: :
—(x0"y), 0" R.

Przeciwstawieniem relacji pustej jest relacja pelna 1°, zacho-
dzaca miedzy kazdymi dwoma przedmiotami (elementami zbioru
pelnego 1): :
15 (& 9)[(x 0°y)].

Dowodzimy z latwoécia, ze
HRCL.
Analogicznie, dla zbioru petnego zachodzi réwnosé

1= (&) (xe0) ,

—x1y,

z ktérej wynikaja twierdzenia: '
—xel, X1,

Zauwaimy, ze pojecie relacji pelnej jest rézne w réznych
zastosowaniach, gdyz zalezy ono oczywiscic od wyboru zbioru
pelnego 1. '

Sume dwu zbiorémw i sume dwu relacji okre$lamy wzorami:

(1) X+ Y;——’:' (#)[xeX+xeY], R+ S:;j;;‘ @ [xRy-+xSyl.
Mamy zatem: ‘
(22) - (xeX+Y)=[xeX+wxeV¥], - x(R+48)y =[x Ry - xSy].

Wykres zbioru X+ (relacji R--S) sklada sie ze wszystkich
punktéw, nalezacych badZz do wykresu zbioru X, badz do wy-
kresu zbioru Y (badz do wykresu relacji R, badZz do wykresu
relacyi S).

lloczyn czyli czeé¢ mspdlna dwu zbioréw, jako tez dwu relacji,
okreslamy wzorami: ‘

@) XY (@)|xeX) (xe Y], R84 9 [(xRy)- (xSy)].
7 okreflen tych wynikaja prawa: A
@) FxeX-Y=(xeX)-(xel), - %R -Sy==(xRy)-(x Sy).

Wykres zbioru X-Y (relacji R-S) sklada sig z pUllkt(’)W‘ wspol-
nych wykreséw obu czynnikéw. ‘ ” :

’

icm
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Dopetnienie zbioru X i dopelnienie relacji R definiujemy wzo-
rami:

25) X’ 3 (®)(xeXY, RI‘?F' (#,7)(xRyyY.

W podobny sposéb jak dla sumy i iloczynu wyprowadzamy
stad prawa:

{26) : - xeX = (xeX), i~ xR'y=(xRyy).
Wykres zbioru X' sklada si¢ z punktéw, nie nalezacych do

wykresu zbioru X; podobnie, wykres relacji R’ sklada si¢ z pun-
ktéw, nie nalezacych do wykresu_relacji R.

CWICZENIA. 1. Niech zbiér pelny 1 sklada si¢ ze wszystkich liczb rze-
czywistych. Czym jest: (a) suma relacji > i = (b) iloczyn tych relacji ; (¢) do-
pelnienie relacji <(; (d) suma relacji > i <?

2. Niech D 7 (X, NH(rc X). Czym jest loczyn relacji ¢ i D?
3. Udowodnié wzory /=1 i 0* = 1°,

§ 4. Zwiazek miedzy rachunkiem zbioréw i relacji a rachun-
kiem zdah. Wzory (21)-(26) sugeruja wprowadzenie innych jeszcze
dzialafi na zbiorach (i relacjach), odpowiadajacych innym funk-
torom zdaniotwérczym. W szczegdlnosei wprowadzié mozemv
dzialania = i - za pomoca wzoréw:

(27) XEY;—;(&)[xsXExéY], X— Yﬁi—?(ﬁ)[xeuXﬁxeY]

i dwu podobnych wzoréw dla relacji. Mamy wiec twierdzenia:
(28) ' FxeX=Y)=(xeX=x¢eY),
(29) —(xeX—> Y)E(xeX—fxeY).

Podobnie jak w koficowych definicjach §3, tak i tu uzyliSmy
dla oznaczenia dzialah na zbiorach tych samych symboli, ktérych
w Rozdziale II uzyliSmy dla oznaczenia funktoréw zdaniotwér-
czych. Dwuznacznoéé ta nie prowadzi do nieporozumien, gdyz
symbol stojacy migdzy zdaniami lub funkcjami zdaniowymi jest
funktorem zdaniotwérczym, a symbol stojacy miedzy nazwami
zbioréw lub zmiennymi X, Y,... jest nazwa dziatania na zbiorach.
Z drugiej strony, rownolegloéé symboliki w rachunku zdaf i w ra-
chunku zbioréw pozwala ustalié zwigzek migdzy tymi dwoma
dzialami logiki i wyrazié go w sposéb. fatwy do zapamietania.

Oznaczaé bedziemy przez o(p,q,..,1%) wyrazenie sensowne
rachunku zdaf, zawierajagce uwidocznione zmienne zdaniowe,

A. Mostowski, Logika Matematyczna. . 7
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Wiemy z Rozdzialu 11, §8, str. 18, ze wyrazenia ’takie pqwstztjq.
ze zmiennych zdaniowych przy pomocy funk*forow zFlamotwor,
czych. Jedli w wyrazeniu @(p,q, .., t) Z.astqplmy'zmwnne zda-
niowe odpowiednio przez funkcje zdaniowe :xng, xeY,‘..., xel,
otrzymamy funkcje zdaniowa; O(xeX, xeY, ..., x.e/J) 0 zmlen'nyc.h
wolnych x,X,..,Z. Z drugiej strony, z..astqpum.c W Wyrazeniu
o(p, g, .., 1) zmienne zdaniowe przez zmienne f&blorowe. X, Y.,...,’Z,
otrzymamy nazwe zbioru ©O(X,Y, .. Z), zaleznego od zbioréw
X7Y.,Z

Twierdzenie 1. Dla domolnego myraienia sensoronego
?(p, g, ..., 1) jest

(30) FoxeX, xcY, .., xeZ)=xe DX, Y, .., Z).

Dowéd. Jesli wyrazenie ®(p, ¢, ..., f) redukuje si¢ dc? zmier.\-
nej zdaniowej, np. do zmiennej p, to po lewej i prawej stronie
wzoru (30) mamy xeX, skad wynika, ze twierdzeme jest w tym
wypadku prawdziwe. Pozostaje wigc jeszcze do udowodnle_mg,
ze jedli twierdzenie to zachodzi dla wyrazef sensownych @ i ¥,
to zachodzi ono takze dla wyrazeh @', O+, ©-¥, 0>V i0=Y.

Zalézmy zatem, ze zachodzi wzdér (30) 1 wzbr :

(31) - P(xeX, xeY, ..., xeZ)=xe PR, Y, ..., Z).
Z (30) wynika na mocy tautologii | (p=¢q)—>(p'==q") wzdér
(52) - & (xeX, xeY, ., xeZ)=[xed(X,Y, ... ).
Wobec (26) mamy jednak
FxedX, Y, ..., 0 =xe0'X,Y, ..., 2),
skad na mocy (32) i prawa sylogizmu wynika
L (xeX, xeY, e xeD)=xc0/(X, Y, ., ).

Twierdzenie 1 jest wiec prawdziwe dla wyrazenia &'
Z (30) i (31) wyprowadzamy na mocy tautologii

Flp=a) > (r=8)~>[p-+r)=(q+3)]

wzlr ‘ ‘
F[P(xeX, xeY, ..., xeZ)+ !If(xeX, xel, .., xel]=

=[xe0(X,Y,.., 2)+xe¥X, Y, ..., L)

icm
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Poniewaz za$ navm‘ocy (22) jest

Flxe@X Y, D) xe VLY, . D) =xe[0(X, ¥, ... )L WX, Y, ... Z)]

wiec wnosimy stad, ze
HO(xeX, xeY, ... xeZ)+ W(xeX, xeY, e xel)]=

=x¢[0X. Y,..,2)+¥{X,7Y, .., VAIR

Twierdzenie 1 jest wiec prawdziwe dla wyrazenia @--¥1),

W zupelnie podobny sposéb dowodzi si¢ prawdziwosci twier-
dzenia 1 dla wyrazeh ¢ ¥, ¢6>¥ i ¢=% W dowodzie powo-
fujemy si¢ na wzory (24), (28) i (29) zamiast na wzér (22).

Tmwierdzenie 2. Jedli |- o(p, q,.... 1), to

(33) FoX Y, .. l)=1.
Dowéd. Z (?O} wynika wobec - @(xeX, x¢¥, ..., xel):
‘ Fxed(X, Y, .., 2),
a wiec tym bardziej
Fxel->xed(X, Y, .., 7).
Stosujac opérach uogdblniania, Otrzymuj‘emf stad
Flldxet s xed(X, Y, 2] coyli - 1CO® Y, ... 2).
Z tautologii — X1 (str.96) otrzymujemy przez podstawienie
o, Y,..., 2,
w my$l wiec (14) otrzymujeniy stad réwnoéé (33), ¢. b. d. o.

Twierdzenie 2 wykazuje, ze z kazdej tautologii rachunku
zdah mozna automatycznie wyprowadzié twierdzenie rachunku
zbioréw. Wystarczy w tym celu zastapié¢ kazda zmienns zda-
niows przez jedng ze zmiennych X, 7Y, ... i przyréwnaé otrzymane
w ten sposéb wyrazenie do 1. Zupelnie analogiczne wyniki uzys-
kuje sie dla relacji.

) W dowodzie iym nie musimy zakladaé, ze wyrazenia & i & zawieraja te
same zmienne zdaniowe. W ogdlnym przypadku & i & maja pewna ilo§é zmien-
nych wspélnych, a ponadie kazde z tych wyrazef zawiera pewna ilo§é zmien-
nych, kiére nie wystepuja w drugim.

7*


pem


100 : ROZDZIAL IV. Algebra zbioréw i relacji.

Powstajace w opisany sposob twicrdzenia rachunku zbioréw
daja sie nieraz przeksztalcié na podstawic nast¢pujacych tau-
tologii : :

(34) ' X Y=1}=XCY,
(35) L X=Y=1}=X=Y.

Dowéd tych tautologii opiera si¢ na wzorach (28) 1 (29):

(X Y=t)=[TufweX » V=] lxeX > xe V=X D),

PRZYKLADY. Z praw de Morgana rachunku zdai (Roz-
dzial 11, §9, sir. 27) otrzymujemy na mocy iwierdzenia 2:

66 Y =X-Y]=1, [V =0+Y)=1,
a stad na mocy (35) wynikaja tautologie:
(37) FX+Y)Y=X-Y, FX-Y)y=X-+4Y.
Sa to prawa de Morgana rachunku zbioréw *).
W zupehie podobny sposéb dowodzi sig nastepujacych praw:
6. Prawo podwéjnego dopelnienia dla zhioréw:
' FX=X"
7. Prawo wylaczonego $rodka dla zbioréw:
XX =1
8. Prawo laczno$ci sumy zbiordw:
FXFY+2L) =X+ Y)+Z
9. Prawo przemiennoéci sumy zbioréw:
X4 Y=Y+X.
10. Prawo facznobci iloezynu zbiordw:

X (Y- D=X-V-Z.

1) Logik angielski A. de Morgan (1806-1871) odkry! te wlagnie dwa prawa.
Analogiczne do nich prawa rachunku zdaf i rachunku kwantyfikatoréw, podane
na str, 27 i 72, sformulowano dopiero péiniej. Pizyjete jest jednak nazywaé
wszysikie te prawa nazwiskiem de Morgana. :

icm

[§ 4] Zwiazek miedzy rachunkiem zbioréw i relacji a rachunkiem zdad. {0i

11. Prawo przemiennoéeci iloczynu zbioréw:
FX-Y=Y-X

12. Prawo yozdzielnoSci mnozenia wzgledem doda-
wania dla zbiordw:

X (Y42)=X-Y+X.Z

13. Prawo rozdzielnoéci dodawania wzgledem mno-
zenia dla zbiordw:

EX+Y . Z=(XLY). (X-12).

14. Prawa tautologii dla zbioréw:

FX4-X=X, X X=X
~ Jako nieco odmienny przyklad ‘udowodnimy jeszcze wzér
(38) . FECH=F'CX)

Z tautologii }— (p > q)=(¢' > p’) otrzymujemy na mocy twier-
dzenia 2 H[X->Y)=(">X=1, skad w my$l (35

FX->Y=Y->X.

Na mocy prawa przechodnio$ci dla stosunku réwnosci zakre-
sowej (§ 3, str. 94, prawo 4) wynika stad

F{X>Y=1}={Y">X"=1},

a wiec na mocy (34) — tautologia (38).

CWICZENIA. 1. Udowodnié, ze: ,
FX-X'=0, FX0=0 FX4+0=% FX1=Y FXCX+Y +FXYCX
2. Udowodnié réwnowaznosei : '
' F(XCN=(X-Y=X)=(X+¥=1¥)
X Y=1)=(&=1)-(T=1), FX+Y=0=(X=0:(¥=0.
5. Wykazaé, ze
FX-Y)=(X+7Y) FX=Y)=E Y+ XY
Podaé interpretacje geometryezng dzialah — i = na zbiorach.
4. Dzialanie A na zbiorach, okreslone wzorem
” XAY=X-Y' X"V,

nazywa sie tworzeniem rdznicy symetrycznej.
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Udowodnié nastepujace twierdzenia o tym dzialaniu ):

Xa¥=Y4X, XA(YAZ)=(XAY)AZ
X4X=0, X40=1X, XA1=X,

X(YAZ)=X-Y4X-Z (XAY=XAZ)-» (Y& 2Z),
XAYAT-Y=X+Y, (X=Y4Z)»(¥=X47)

5. Udowodnié, Zze zbidk X]AXgA...AXn sktada si¢ z tych i tylko tych x,

kiére naleza do mieparzystej liczby zbioréw X,

6. Zachowujae symbolike, wprowadzona w twierdzeniach 1 i 2, wykazaé,
ze jeSli @, Y,.,Z)=1, to +B(p,q,..1)

Wsk.: Réwnos¢ &(X,Y,...Z)=1 jest spelniona dla X.,%,..,7Z przyjmu-

jacych wartosci 0 (zbiér pusty) i1 (zbiér pelny). Poréwnaé to z metoda zerowo-
jedynkows.

§ 5. Algebra Boole’a. WidzieliSmy w §3 i §4, ze rachunek
zbioréw niczym nie rézni si¢ formalnie od rachunku relacji 2).
Réwniez rachunek zdai — mimo ze pojeciowe odlegly od ra-
chunku zbioréw i rachunku relacji — wykazuje duze podobies-
stwo do tych rachunkéw.

W takich sytuacjach, gdy znamy wiele dzialah réznych co
do tresci, lecz podlegajacych tym samym prawom formalnym,
dogodnie jest abstrahowaé od specjalnego znaczenia tych dzialah
i stworzy¢ teori¢ ogoélniejsza, w ktérej rozwaza sie jakiekolwiek
dzialania podlegajace tym prawom. W dowodach twierdzen
takiej abstrakeyjnej teorii nie odwolujemy sie juz do znaczenia
omawianych w niej dzialah, a tylko do zalozen stwierdzajacych,
ze dzialania te czynia zados¢ tym lub innym prawom. Zalozenia
te sa aksjomatami teorii.

Abstrakcyjna teoria, ktérej szczegélnym przypadkiem jest
zar6wno rachunek zbioréw jek rachunek relacji, a takze w pew-
nym zakresie rachunek zdaf, nosi nazwe algebry Boolea.

Rozpatrujemy w niej zbiér przedmiotéw, na kiérych doko-
nywaé mozna dzialan dodawania, mnozenia i uzupelniania, ozna-
czanych symbolami -, - i ’ Zakladamy, ze taki zbiér K za-
wiera co najmniej 2 elementy, pomiedzy ktérymi znajduj sic

) M. H. Stone, Postulates for Boolean algebras and generalized Boo'lean
algebras, American Journal of Mathematics 57 (1935), str. 703-7302,

¥ Dotyczy to tej czeSci rachunku relacji, ktére zajmowali§my sie dotych-
ezas. W Rozdziale VI wprowadzimy dalsze dzizlania na relacjach i z tg chwila

zniknie formalna tozsamo$é rachunku zbioréw i relacji. Na razie, méwiac o ra-
chunku relacji, mamy na mysli czeéé dotychezasows,
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dwa elementy wyréznione jako 0 i 1. Rozpatrujemy wreszcie re-
lacje =, okreSlong miedzy elementami zbioru K i zwana rela-
cja réwnoSci. Jest przy tym obojetne, czym sa przedmioty, na-
lezace do zbioru K 1 jakie jest konkretne znaczenie wymienio-
nych dzialan i relacji; zakladamy tylko, ze czynia one zadoéé

nastepujacym warunkom — aksjomatom algebry Boole’al) —
w ktérych zmienne przebiegaja elementy zbioru K:

1. 0¢k, 2. (0=1Y, * 5. 1¢K,

4. x+yeK, 5. x’eK, 6. x-yek,

7. (x=y)>(y=x), 8 x=ux 9. (x=y)-(y=12) > (x=1),
10. (x=py) > (x+z=y-} 2), 1. (x=y)>(x-z=y-2), ,
12. x-+0=x, 13. x-1=x,

14. x+x'=1, 15. x-x"=0,
16. x-+y=y-+=x, 17. x-y=y-x,
18. x+(y+2)=(x+y)+z 19. x-(y-2)=(x-y)-2

20. xty-z=(x+y) (x-+2), 21, x-{y+2z2)=xy-+x-z

Jest jasne, ze aksjomaty 1-21 s spelnione, jesli K‘ jest zbio-
rem wszystkich zbioréw, zawartych w dowolnym nie pustyr,n
zbiorze 1, a symbole 0, -}, -, ’, = oznaczaja odpowifedmo: %blor
pusty, dzialania dodawania, mnozenia i uzupelniania okres_lone
w §3 oraz relacje zakresowej réwnosci zbioréw. Otrzymujemy
w ten sposéb jedna z wielu interpretacji algebry Boql’e’a.

Inna interpretacje otrzymamy, przyjmujac za K zbiér Wszys‘t-
kich zbioréw, zawartych w zbiorze 0, o ktérym zakf.adan}y, ze
nie jest pusty, i nadajac pozostalym pojgciom, ﬁgurugqcym
w aksjomatach algebry Boole’a, nastgpujace znaczenia:

1 — zbiér pusty,

--- — -dzialanie mnozenia zbioréw,

..—  dzialanie dodawania zbiordow,

r

— dzialanie uzupelniania zbioréw,
= — relacja réwnoéci zakresowej zbioréw.

1) Aksjomaty 1-21 nie sg niezalezne: dwa z nich wyf]ikaja, Z pozostalyf:h
{p. dalej, str. 107). Moina by tez pominaé aksjomat 2, ktf)re'gO rolz? polega je~
dynie na wylaczenin interpretacji trywialnej, t. j. przy ktérej relacja = zacho-
dzi miedzy kazdymi dwoma elementami zbioru K.
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. Jeszcze inng interpretacje otrzymamy, przyjmujac za K zhiér
wszystkich wyrazeh sensownych rachunku zdad, za 0 i 1 odpo-
wiednio wyrazenia p-p” i p+4p’, za -}, - i’ dzialania two-
rzenia alternatywy, koniunkeji i negacji, wreszcic za = relacje
(& D) [~ x=yl. ‘ '

Nastepujaca interpretacja algebry Boole’a ma zastosowanic
w elektrotechnice ).’ - ‘

Niech K bedzie zbiorem wszelkich mozliwych sieci elekirycz-
nych o dwu zakofczeniach i niech w kazdej z sieci wystepuja
tylko polaczenia dwu typéw: szeregowe i réwnolegle ?); kazdy
przewodnik niech bedzie zaopatrzony w wylacznik, kitéry moze
byé zaréwno otwarty, jak zamkniety. .

Sume dwu sieci (ktére moga w szczegblnoéei byé identyczne)
okre§lamy jako sie¢, powstajaca przez ich polaczenic szeregowe,
a iloczyn — jako sieé, powstajaca przez ich polaczenie réwno-
legle. 0 niech bedzie siecia, utworzong z jednego tylko prze-
wodnika o wylaczniku zamknietym, a 1 — o otwartym. Re-
lacja = niechaj zachodzi miedzy sieciami x i y wtedy i tylko
wtedy, gdy badz obie one przewodza prad, badz obie pradu nic
przewodza. Wreszcie, x" niech oznacza sieé, powstajaca z sieci x
przez nasiepujaca operacje: zmieniamy polozenie wszystkich wy-
lacznikéw w sieci x (t. j. zamykamy wylaczniki otwarte i otwie-
ramy zamknigte), po czym zastepujemy kazde polaczenie réw-
nolegle szeregowym i na odwrét. W przypadku wiec, gdy x jest
pojedynczym przewodnikiem, przejicie od x do x’ jest poprostu
wigczeniem lub wylaczeniem w nim pradu (zmiang polozenia
wylacznika). ' '

Nie trudno sprawdzié, ze przy tym znaczeniu zbiora K, re-

lacji = oraz dzialaf 4, - i’ spelnione s aksjomaty 1-21 ¢).

D] C E. Shannoni A symbolic analysis of relay and smitching circuits,
Transactions of the Américan Institute of Electrical Engineers 57 (1938), str. 1-11,
Qraz._W. I Szestavkow, Predstamlienie charaktieristiczeskich funkeij predlo-
zenij p'osredsfmom wyrazenij, riealizujemych rieliejno-kontaktnymi schemami,
Izwiestia Akadiemii Nauk S.S.S.R. 10 (1946), str. 529-554,

*) Nie ma zatem takiego np. polaczenia, - jaki : j
Wheatotomns P , “Jakie wystepuje w. mostku

3 jPrécz nich spe{n‘io-ne jgst jednak prawo (x= 0)+ (x=1), podobnie
-zresztt% jak w przytoczonej juz interpretacji rachunku zdaf w algebrze Boole'a;
naﬁomxast w rachunku zbioréw prawo to nie Jjest'spetnione.
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Mozna by podaé jeszcze szereg innych interpretacji algebry
Boolea™). Réznorodno$é tych interpretacji pokazuje, dlaczego
algebra Boole’a jest tak pozyteczna nauks. Kazde twierdzenie,

wyprowadzone z aksjomatéw 1-21, jest prawdziwe w kazdej

interpretacji algebry Boole’a. Zamiast wiec dowodzié osobno
twierdzenn z rachunku zbioréw, z rachunku relacji i z wielu
innych jeszcze dziedzin nauki, wystarczy udowodnié¢ jedno tylko
twierdzenie w algebrze Boole’a. Trzeba jednak zaznaczyé, ze
przy wyprowadzaniu twierdzefi z aksjomatéw 1-21 opieramy sie
na prawach rachunku zdaf i rachunku kwantyfikatoréw. Algebra
Boole’a nie moze wieec zastapié rachunku zdafi, mimo, Ze
rachunek zdan jest jedna z jej interpretacji.

Pokazemy na kilku przykladach, w jaki sposéb wyprowadza
sie twierdzenia z aksjomatéw 1-21. Poniewaz rozumowania te sg
bardzo latwe, wigc wystarczy, gdy zamiast objasnien stownych wy-
piszemy obok kazdego wzoru numery wazniejszych aksjomatéw lub
twierdzen, z ktérych korzystamy przy wyprowadzeniu tego wzoru.

P:rawa tautologii:

22, x=ux-x, 23. x=x-ux
Dowéd 3.
x=ux-1 [13,7] x=x-+0 [17.7]
=x-(x+x") [8,7, 11, 14] =x—tx-x [8;11, 15]
=x-xtx-x [21] C=(x-+tx)(x+x) [20]
=x-x-+0 [8,10, 15] =(x-4x)-1 [8, 11, 14]
=x-x | [12] =x-tx [13].

Z tych réwnoéci otrzymujemy na podstawie aksjomatu 8 réw-
noSel 22 1 23.

Prawo podwéjnego dopelnienia:

24, x=x".

1y Zob. np. G. Birkhoff, Lattice theory, New York 1940, str. 97-103.
?) Ciagi réwnoSci, np. g =b=c=d=... rozumie¢ tu nalezy, jak i w dal-
szych dowodach, jako konipnkcje (a= b)-(b_ =¢){c=d) ..
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Dowéd.
x=x-1 [13] X" =x"-1 M[13]
(%) [8,11,14] —x (X)) (8,11, 14]
=x-x-Fx-x" [21] =x" - x+x"-x [21]
—0tx-x [8,10,15] —x" x40 [8, 10, 15, 17]
—x- & [£2, 16] —x - [12,17].

Na mocy aksjomatu 9 otrzymujemy stad
x=x-x" 1 x"=x x",
a- wiec, stosujac powtérnie aksjomat 9 i aksjomat 7, rowno§é 24.
Prawa pochlaniania:
25. x-0=0,
Dowéd. .
£ 0=x-(x-%) [811,15]

26, x+1=1.

x+1=x+(x+«) I[8,10,14]
=(x-x) -2 [L9] = (x - x) -+ [L8]
=x-x [221 =x-4x "[23]
=0 [t5] =1 [14].
5 Zg(;)dnie z aksjomatem 9 otrzymujemy wiec kstqd réwnofei
25 1 26.

Prawa de Morgana:

27. (x - y) =x"+V, 28. (x+y)Y=x"-y"
Dowéd.
(x-y)-x2"=0 [17,19,25], (x-y) -y =0 [19,25].

Wynika stad na mocy 12, 21, 8 i 10, ze

0=0+0=(x-y) & +(x -y y=(@x-y)- —l—y
a wiec zgodnie z 91 7 ,
(* ' ey (oY) =
Nastepnie:

' +y)tx=1 [17,14,26],
stad na podstawie 13, 8, 11 i 20

1=1-1=[%+y)+al- [ +y)+yl=
a zatem w mysl 7 i 9

&Y+ (- y)=1.

(FFy)fy=1 [18,17,26];

(" +y) - (x - y),

[§ 51 Algebra Boole’a. 107

Wynika stad dalej na mocy 8,10, 11,21,17, 15 1 12

(- y) =@y I=(x-y)- [fx'+y')+(x-y)]=
xy) +y)+x-y) - (x-y)=

. =@y @+y)F0=( -y & +y)
czyli
3 (x-y)=(x-y)- (x’—l—y’)~
Mamy stad
Ay =y 1 [13]
= +y") > -y) 4y [8,11,14]
=(x-y) - & +Y)+Cey) " +y) [24,17]
=0+(x-y) : [, N
=(x-y) [17,15],

‘¢co na mocy 7 i 9 daje pierwsze prawo de Morgana (wzér 27).

Zastapmy w tym dowodzie wszedzie symbole 0 i I jeden
przez drugi oraz podobmie symbole 4 i -. Otrzymamy wéwczas
dowéd drugiego prawa de Morgana (wzér 28).

Na tych przykladach dowodéw poprzestaniemy. Kilka dal-
szych przykladéw znajdzie czytelnik w éwiczeniach.

Aksjomaty 1-21 pochodza w zasadzie od Huntingtona?),
zawieraja jednak o dwa aksjomaty wigeej, niz zawieral jego sy-
stem. Dwa te aksjomaty (18 T 19) daja sie¢ udowodnié na pod-
stawie pozostalych, sd wiec zasadniczo zbedne; wywod ich jest
jednak do$§é skomplikowany.

Mozliwe jest znaczne skrécenie tego ukladu aksjomatéw ?).
Krétsze uklady nie odznaczaja si¢ jednak ta symetrig budowy co
uklad Huntingtona.

W aksjomatach 1-21 symbole 0 i I oraz - i - mozna wza-
jemnie zastapié jeden przez drugi i kazdy aksjomat przejdzie
wéwezas na (ten sam lub inny) aksjomat. Wynika stad, ze z kaz-
dego twierdzenia algebry Boole’a. otrzymamy znowu twierdze-
nie tej algebry, zastepujac réwnoczesnie symbole 0 i 1 oraz + i -
wzajemnie jeden przez drugi.

Jest to tak zwana zasada dmoistosci.

1) E. V. Huntington, Sets of independent postulates for the algebra of
logic, Transactions of the American Mathematical Society 5 (1904), str. 288-309.

2) Zob. np. Lee Byrne, Tmo brief formulations of Boolean algebra,
Bulletin of the American Mathematical Society 52 (1946), str. 269-272.
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CWICZENIA: 1. Z aksjomatéw 1-21 wyprdwm]yi‘é» twierdzenia
{(x-y=x}={x y=0y={xty=yr={x +y=
2, Jak w algebrze Boole a zdefiniowaé relacje inkluzji? Udowodnié prawa
zwrotnosei i przechodniodci.dla tej relacji.
3. Wykazaé, ze (x - u=0)-

(x+u=1) - (x =u). Udowodnié na tej pod-
stawie, ze jeSli x=y, to &’ =y"

4. Na podstawie wynikéw éwiczenia 3 wyprowadzié drugie prawo de Mo r-
gana z pierwszego.

Wsk.: Podstawi¢ x =2, y =1 i zastosowaé prawo podwéjnego dopehienia.

5, Udowodnié, 7¢ otrzymamy interpretacje algebry Boole’a, przyjmujac
2a K zbmr.wszystkich podzbioréw dowolnego zbiorn nieskoficzonego, okreslajac
nasiepnie 0, 1, + - i’ tak jak w rachunku ZblOIOW, a relacje =

; jako. relacje
(X, V) zbior X-¥" -{—Y’ Y ma skoriczona iloéé elementom]

icm

ROZDZIAL V
ROWNOSC

§ 1. Definicja réwnosei. Romnoéé, zwana takze tozsamoscia
albo identycznoscig, jest to relacja- dwuczlonowa, ktéra nie za-
chodzi nigdy miedzy dwoma przedmiotami, ale zachodzi zawsze
miedzy dowolnym przedmiotem a nim samym.

Okreélenie to nie moze byc przyjete za Scisla definicje, gdy/
uzywamy w nim stow dma i ten sam, ktére daja sie okreSlié
tylko za pomoca relacji réwnoéci; jest to wigc tylko intuicyjne
wyjaénienie znaczenia stowa rémnosé.

Widzimy z tego wyjasnienia, Ze zdanie:

a jest rérone b,

w ktérym litery a i b sa nazwami przedmiotéw, jest prawdziwe
wtedy i tylko wtedy, gdy litery a i b sa nazwami tego samego
przedmiotu. Znaczenie, jakie nadajemy stowu rérmnoéc, jest wigc
odmienne od tego, ktérego uzywa sie nieraz w geometrii, méwiac
o réwmnoéci odcinkéw lub figur geometrycznych (dancych sie na
siebie nalozy¢).

Jesli zbiér pelny 1 jest Zblorem wszystlkich liezb rzeczywi-
stych, to wykresem relacji réwnosci jest prosta, przechodza,ca
przez poczatek ukladu i nachylona pod katem 45° do osi odcie-
tych (por. str. 86, rys. 6).

RelaCJQ réwnoéci oznaczaé bedziemy symbolem = albo f'.

Scista definicja réwnoéci pochodzi od Leibniza:

(1) - U@ xxeX=yeXL.
Mamy zatem

(2) (xiy)z_—— x=y)=[lxlxe X=yeX].
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Dwa przedmioty nazywamy wigc réwnymi, jesli kazda wlas-
n0§é, przystugujaca jednemu z nich, przysluguje tez drugiemu
i na odwrét?).

Dwa przedmioty, kiére maja wszystkie wlasnoci wspdlne,
nazywaé mozna nierozrdznialnymi. Definicja Leibniza utozsamia
zatem relacje réwnoéci z relacja nierozrdznialnoéci; réwnowaz-
noéci (2) nazywaja sie dlatego pramem rdéronodci przedmiotéro
" nierozréznialnych (identitas indiscernibilium).

Z defini¢ji Leibniza wyprowadzi¢ mozna szereg praw for-
malnych, dotyczacych réwnosci:

Prawo tozsamo$ci:

(3) - x=x

Dowéd. Wobec | p=p otrzymujemy - xe X=wx¢ X, a wice

(por. Rozdziat III, §3, str. 56, regula 7) - [[x[xe X==x¢X], co na
mocy (2) daje od razn wzdr (3). '

Prawo symetrii:
(4) Fx=y)-»@y=2x).

Dowéd. Z + (p=¢q)—(q=p) wynika

FlxeX=yeX]-»> [yeX;xeX].

Zastosowanie reguly uogélniania i prawa rozkladania duzego

kwantyfikatora (Rozdzial III, § 4, wzér (7), str. 61) daje
FllxlxeX=yeX] > [xlyeX=xeX],

czyli zgodnie z (2) prawo (4).

Prawo przechodnioéci:
) =y (y=2z > @x=2).

Dowéd. Z prawa - (p=¢q)-(g=r)-> (p=r) otrzymujemy
\4 podobny sposéb jak w dowodzie prawa (4) '

k—Hx{[xeXEyeX]-[y,eX-EzeX]} —)Hx[xeX'EzeX]\,

") Definicja ta ma u Leibniza nastepujace brzmienie: »adem gunt, quo-
rum unum potest substitui alteri salva veritate”. Zob. ksiazke: G. W. Leibniz

Philosophische Schriften, wydang przez C. J. Gerhardta, tom 7, Berdin 1890
str. 228 - 235, , ’ ’
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a stad na mocy prawa rozdzielno$ci duzego kwantyfikatora wzgle-

dem koniunkcji (Rozdzial III, §5, wzér (11), sir. 64) wynika
FllxixeX=yeX]- [lxlyeX=zeX]> [[x[xe X=2zeX].

Zgodnie z (2) wzbr ten jest r6wnowazny z (5).

Prawo ekstensjonalno$eci:
6) =y -=|[@xu..o=0y,u,...,m)].

&(x,u,...,w) jest tu dowolna funkcja zdaniowa o zaznaczo-
nych zmiennych wolnych, w kitérej zmienna x nie wystepuje pod
kwantyfikatorem, wiazgcym zmienna y.

Dowéd. Z Rozdzialu 1II (§4, wzdér (1), str. 58) wiemy, Ze
Fllz[xeX=yeX]>[xe¥Y=yeY].

Podstawmy w tej tautologii zamiast litery Y wyrazenie

-

) ot u, ..., ),

oznaczajace pewien zbibr (zalezny od parametréw u,...,m).
Otrzymamy wéwczas

FTzlxeX=yeX]> {xed Ot ....ml=[y ¢} Ot u,..., M},

co na mocy wzoru (2) i aksjomatu definicyjnego (Rozdzial IV, §2,
wzér (5), str. 91) daje wzor (6). ,

Prawo (6) nalezy rozumieé jako schemat: zastepujac w (6)
wyrazenie O(x,u,..., ) przez konkretne funkcje zdaniowe, otrzy-
mamy z (6) konkretne twierdzenia. Nie mozemy uwazaé wzoru (6)
za okreSlona tautologie, gdyz nie zdefiniowaliSmy dotychczas, co
rozumiemy przez funkcje zdaniowa (por. Rozdzial I, §1, str. 4
i Rozdziat IV, §2, str. 90); zapoznaliémy sie tylko na przykladach
z szeregiem funkcji zdaniowych i poznawaé bedziemy w dalszym
ciagu coraz to nowe ich przyklady. Dla wszystkich tych funkeji
zdaniowych prawdziwy jest wzér (6) i mozna go dowies¢ dla
kazdej z tych funkcji zdaniowych z osobna we wskazany wyzej
schematycznie sposéb.

Prawo ekstensjonalnoéci (6) stwierdza, ze jeSli réwno$é a=b
jest zdaniem prawdziwym, a litery a i b sa nazwami przedmiotéw,
to mozemy w kazdym zdaniu zastapié litere a przez b lub na od-
wrét i otrzymamy zdanie réwnowazne poprzedniemu. W ten wia-
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énie sposéb w praktyce wykorzystufemy zdania, majace postaé

réwnosci. ' ,

Dopetnienie relacji 1° oznaczamy symbolem O’ lub == i nazy-
wamy relacja rdznosci. :

CWICZENIA: 1, Ktére z praw (3), (4) .1 (3) pozosiaja prawdziwe dla réz-
noSci?

o Dowiesé, ze k—(x;-—y)z—nx[xeX»yGX].

§ 2. Rowno§é zbioréw i relacji. Pewnik ekstensjonalnosei.
Zgodnie z definicja Leibniza dwa zbiory X i ¥ sa réwne, jesh
maja one wszystkie wlasnosci wspolne. Przyjmujac wice np. litery
gotyckie za zmienne przebiegajace wlasnoci zbioréw, bedziemy
mieli '

(7 TR X=Y)=][z[XeX=YeX].

W Rozdziale IV. (§3, str. 94) okredliliSmy relacje réwmosci
zakresowej zbioréw i dla oznaczenia tej relacji uzyliSmy tego
samego symbolu =. Oczywiscie, ré6wnoéé i réwnoéé zakresowa
sq pojeciowo zupelnie réznymi relacjami; dlatego bedziemy tu
uzywali symbolu == dla oznaczenia relacji réwnoéci zakresowe;j.
Mamy wiec - .

(8) FX=Y)=][]:[xeX=xeY].

Zbadamy teraz jaki jest wzajemny stosunek relacji = i
Wykazemy przede wszystkim, ze
© : FE=Y)>(X=Y).

Dowéd. Zgodnie z prawem ekstensjonalnosci (§ 1, wzér (6)),
zastosowanym do, funkcji zdaniowej ueX, mamy

}—(X=Y)—>[ueXEueY]\;
Dotaczmy w nastépniku kwantyfikator Il. i zmienmy litere

u I}l)a (iliterq x. Zgodnie z (8) otrzymamy woéweczas tautologie (9),
c. b d o

Irfnp%ikacja odwrotna do (9) nie moze byé wyprowadzona
z omowionych dotychezas tautologii logicznych?). Implikacja ta:

(10) X=Y)>X=Y)

1) Scisty tego dowéd podaje A. Robinsohn, On the independence of the

axioms of definiteness (Axiome der Bestimmitheif), Journal of .S lic Looi
(1959), str. 55-60. )» Journal of Symbolic Logic 4
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[§ 2] Réwnosé zbioréw i relacji. Pewnik ekstensjonalnosci. i13

orzeka, Zze zbiory o réwnych zakresach maja wszystkie wlasnosei
wspélne, a wiec np. ze kazda wlasnoéé, przystugujaca zbiorowi
ludzi, przysluguje tez zbiorowi istot dwunoznych bezpiérych?).

Czy implikacja (10) jest prawdziwa, czy falszywa? Pytanie
takie wydaje si¢ nam problemem pozornym, Zle postawionym.
Pojecie wlasno$ci nie jest czym$§ z, gory danym i nie mozemy
wobec tego sprawdzaé, czy pojecie to, tkwiace w wyslowieniu
implikacji (10), spelnia te implikacje, czy nie. Mozemy zaréwno
przyjaé implikacje (10) za nowy aksjomat, jak i nie przyjaé,
w zaleznoSci od tego, jak chcemy scharakteryzowaé pojecie wia-
snoScil. : :

- Wiasno$ci zbioréw, rozpatrywane zazwyczaj w matematyce,
zaleza tylko od ich elementéw, nie zaleza za§ od tego, jak
zbiér zostal zdefiniowany, ani od zadnych podobnych okolicz-
noéci. Poniewaz chcemy, by pojecie wlasnoéci, rozpatrywane w lo-
gice, bylo mozliwie bliskie temu pojeciu wlasnoéci, ktérym ope-
rujemy intuicyjnie w matematyce. wiec przyjmujemy implikacje
(10) za nowy aksjomat, dotyczacy pojecia wlasnoéci.

" Nazywamy go aksjomatem ekstensjonalnosci.

Mozemy napisaé ten aksjomat w postaci nastepujacego wzoru:

(11) FllclxeX=xeY]>[XeX=TYeX].

Przyjmujemy aksjomat ekstensjonalnosci dla wszelkich zbio-

réw, zaréwno dla takich, ktérych elementami sa przedmioty, jak
i dla takich, ktérych elementami sa zbiory, relacje lub jakiekol-
wiek inne jeszcze twory pojeciowe.
- Zupelie podobne rozwazania mozna przeprowadzié o sto-
sunku réwnosci zakresowej dwu relacji do réwnoSci (identycz-
noéci) dwu relacji. Relacje R i §, np, dwuczlonowe, sa rowne,
jeéli maja wszystkie wlasnoSci wspélne:

FR=S)=]]z|ReR=SeR).

Relacje R i S sa réwne co do zakresu, jesli kazde dwa przed-
mioty, pozostajace do siebie w relacji R, pozostaja tez do siebie
w relacji § i na odwrét: : '

- (R=8)= [T [x Ry=xSyl.

1) Tym przykladem ilustruja pojecie réwnosci zakresowej autorowie Prin-
cipia Mathematica, tom I, wyd. 2, str. 23 i 72.

A. Mostowski, Logika matematyczna. » 8
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Réwnoéé relacji pociaga za soba ich réwnosé zakresows. Wy-
nikanie odwrotne przyjete jest za mowy pewnik logiczny, zwany
éksjorﬁatem ekstensjonalnosci dla relacjt. | o
Po przyjeciu pewnika ekstensjonalno§ci znika pqtrzeba roz-
rézniania symboli = 1 ==; oba te symbole oznaczaja na mocy
pewnika ekstensjonalnoci tg sama relacje. . :

CWICZENIA: 1. Wzér (11) mozna udowodnié bez pomocy pewn_iku eks-
tensjonalnodci dla ¥ = (X) (x e X). ‘ ) .
" Wykaza, ze jeSli wzor (1) zachodzi dla X=(X) #(X.x,y.. 1) i dla
.I=('f(} (X, %9, .. 1), to zachodzi tez dla ' <

=) &E x5y mt  E=E) B %Y 00 )+ TE N Y, 1]
oraz dla e
%= (D) [Z: 0(X. %, y> . O

Wyprowadzi¢ stad wniosek, ze jesli @(X) jest funkejg zdaniows, utwo_rzonq
za pomoca, funktoréw zdaniotwérezych i kwantyfikatoréw z wyrazen postng xeX
(gdzie litere x mozna zastapi¢ dowolna inna) oraz z wyrazef nie zawierajacych
litery X, to implikacja (11) dla X = (X) @(X) mote byé¢ udowodniona bez odwo-
Iywania sie do pewnika ekstensjonalnosei. . ‘

2. Sformulowaé i udowodnié dla relaeji twierdzenia podane w Ewiczeniu 1
dla zbioréw. R ‘ ,
- . s . C e (4D i ,,_Jf,"_}_"'_ 1. Z ana-

3. Niech R=(&.§)ly=sinx] i S=E& Yy = 757 T5 — -l #
lizy matematycznej"wiadomo, ze xRy=:xSy. Niech ’

R = (T) listnieje funkcja rézniczkomalna f taka, ze ”xy {aTy==(y=1)}].

Czy dla dowodu, 7¢ Re¢ R=Se R trzeba powolywal si¢ na pewnilk " eks~
tensjonalnosci? ‘ : :

4, Pewnik ekstensjonalnosci dla zbioréw wypowiedzie¢ mozna w nastepu-
jacy sposGb: relacje (miedzy zbiorami) = i == sa réwne. Czy slowo rdémne
oznacza tu identycznogé, czy Téwnost zakresowg ?

§ 3. Eliminacja symboléw abstrakeji. Przyjmujac pewnik
ckstensjonalnoéci, mozemy sformulowaé w bardziej zadowalajacy
sposéb pewnik definicyjny, z ktérym zapoznaliSmy si¢ w Roz-
dziale IV, §2, str. 90 1 91. ‘ .

Przede wszystkim jest jasne, ze wystarcza zalozyé isinienic
takiej relacji R, iz x pozostaje w stosunku R, do y wtedy i tylko
wtedy, gdy x i y spelniaja funkcje zdaniowa @, nic ma zaé po-
trzeby dodawaé zalozenia, ze jest tylko jedna taka relacja. Kazda
bowiem relacja S taka, ze [y [xSy =0(x, y)], jest réwna zakre-
sowo R, a wiec w my§l pewnika ekstensjonalnosci identyczna z R.

C
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Rozumowaniu temu mozemy z latwoscia nadaé postaé sfor-
malizowana, dochodzac do wniosku, ze

(12)  FIlolxRy=o(@x.yl-[TylxSy=dix.y)] >R =15).

Pewnik definicyjny dla relacji mozemy wiec napisaé w po-
stacl wzoru:

(13) Yol lw[xRy = d(x. y)].

Trzeba pamietad, iz jest to schemat, w ktérym zamiast @(x,y)
nalezy wstawié¢ konkretné funkeje zdaniowe o (co najmniej) dwu
zmiennych wolnych. nie zawierajace zmiennej R.

Dla zbioréw analogiczny pewnik brzmi

ey F v v e X =)

Jak widzimy. symbole “abstrakeji zniknely z wyslowienia
pewnika definicyjnego. Mozemy jednak p6jéé jeszcze dalej i wy-
eliminowaé w ogéle uzycie symboléw abstrakcji, pokazujac, ze
kazde zdanie, zamwierajace te symbole, jest rémwnomazne peronemu
zdaniu roolnemu od nich. '

Rugowanie to odbywa sie na podstawie tauiologii:
a5y FEFE DR Y=l {{lsy[xRy = 0(x, y)l » ¥(R)} =
=Yy {H_WJ [* Ry =®ix.y}]- '1”('1?)} )

Dowéd. Dla krétko$ci uzvwaé bedziemy symbolu M zamiast
wyrazenia (&, 7) @(x, y). Zgodnie ze wzorem (4) Rozdzialu IV (§ 2,
str. 91) mamy

(16) Lyl My=d(x, y)l.
skad na podstawie tautologii i~ p — (¢ —p-q) wynika
(17) L) > Ly [x My = 0(x, y)] - P(M).

W mysl prawa, udowodnionego w Rozdziale Il (§ 4. wzér (2),
str. 59) jest ‘
F ey lxMy=d(x.y)]- 2M) - Seil [ ¥Ry = o(x, y1- “(R).
co na mocy prawa sylogizmu daje wobec ( 17)
(18) - () > Ze [T [xRy = 0. yl- ¥(R)}.

5'}:
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Oprzemy si¢. w dalszym ciagu na ‘wzorze (12). Dla skrécenia
oznaczymy litera P poprzednik tej tautologii. Stosownie do prawa
mnozenia implikacji mieé¢ bedziemy

) FP-(ReR)—(R=09)-(Re),
poniewaz za$ zgodnie z pewnikiem ekstensjonalno$ci jest
= (R=3S)-(Re®R)— (SeR),

wiec

P (Re®R) > (SeR).
Stosujac prawo mnozenia implikacji, otrzymary
(19) P -[Ir[TeR=¥(D]-(ReR) > [[r[TeR=Y(T)]-(SeR).

W my$l prawa dowiedzionego w Rozdziale 111 (§4, wzor (1),
str. 38) jest o

[ TeIT e = W(T)| > [R e = W(R).
skad wnosimy na mocy tautologii [p = (g=r)]->(p-g=p-r), 2e
©0) = [TriTeR=¥T) ReR)=[Ir[TeR=¥(T)]- ¥(R).
W podobny sposéb wykazuje sie. ze
(21) R IIrTeR=¥(T)]-(SeR) > ¥(S).
Wzér (19) daje teraz wobec (20) 1 (21)
P [Ir[TeR=¥(T)]- ¥(R) - ().
co wobec b (p-q-r—s)=[q—>(p-r—>s)] napisa¢ mozemy jeszcze
W postaci ‘
[T eh=¥T)-> [P ¥R) > w©).

. Dola‘czn‘ly w poprzedniku maty kwantyfikator Yn. Poprzed-
mk’ przyjmie wowczas postaé Mg [[r[TeM= ¥(T)], a wiec moze
byé (.)derwa‘ny.f, gdyi jest jednym ze szczegélnych przypadkéw
peanka deflnley:]ne_go (13). Otrzymujemy zatem + P- ¥(R) - ¥(S),
czyli po podstawienin za.skrét P Jego znaczenia bedziemy mieli

F nxy [ny = @(xa y)] : ny [xSy = (D(-X', y)] . T(R) -> YJ(SI).
Po prostym przeksztalceniu na podstawie tautologii
Hp g r>s)=[p-r-(q-—s)
ofrzymamy stad '

=1L [ Ry = 0(x, y)I- W(R) - {[y xSy = D (., y)] > ¥(S)).

18 3] Eliminacja symboléw abstrakecji. 17

Dola;_pzmy w poprzedniku maly kwantyfikator Yr. a w na-
stepniku duzy Ils i zamieimy litere § na R. Dojdziemy w ten
spos6b do tautologii
)  + 2rillylxRy=0(x.y]- ¥R} -

>[Iz [ [x Ry = d(x. yll - P(R)}-

Zauwazmy wreszcie, ze na mocy prawa (2) z Rozdzialu Il
(§4, str. 59) jest ,

F [Te i 1oy [x Ry = @(x, y)l & P(R)} = ] Lyl My = Dl y)} > M)

Opierajac si¢ na prawie + [p—(q—r)] = [g = (p—r)l, otrzy-
mamy po oderwaniu tautologii (16)

(23) b= [Te {[Ts IRy = 0(x. y)l > P(R)} - (M)-

Réwnowaznosci (15) otrzymujemy teraz natychmiast ze wzo-
row (18), (22) i (23).

Po lewej stronie réwnowazno$ci (15) wystepuja symbole ab-
strakeji, po prawej za$§ symboli tych nie ma. Tym samym jest
dowiedzione, ze dowolne wyrazenie, zawierajace symbole ab-
strakecji, mozna zastapié réwnowaznym wyrazeniem, nie zawiera-
jacym tych symboli.

PRZYKEADY. Zgodnie z definicja inkluzji wzér XY znaczy
tylez co

X{M.N[]e[xeM—>xeNIY.

W my$l zatem réwnowaznosci (15) jest
24) —ECY)=3%Tun (MRAN=[];[xeM > xeN]}- XRY).

W podobny sposéb przekonujemy sig, ze wyrazenie X C X —+7,
ktére réwnowazne jest wyrazeniu X (%)(xeX-xe¥), napisane
byé moze w postaci

> {nx[erE(xeX—i—xeY)]-(}XCZ)}.

Zgodnie z (24) mozemy wyeliminowaé jeszcze symbol Z z tego
WZOTU.
W wielu wypadkach mozna zreszia wyeliminowaé symbole

“abstrakcji w prostszy sposéb. Tak jest np. w obu poprzednich
" przykladach, poniewaz

FXCY=]l.xeX—>xe¥), }—-XCX—f—YEHx[xeX—)(xeX—i——xeY)].
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7 rvozwazaf tych wynika, ze symbole abstrakeji sy zasad-
niczo zbedne. Na razie jednak bedziemy postugiwali si¢ nimi, gdyy,
pozwalaja one skrécié wzory. Kazde wyrazenie, napisane przy
pomocy tych symboli, moina réwniez napisaé wylacznie za 1)(;-
moca funktoréw rachunku zdan, kwantyfikatoréw oraz funkeji
zdaniowych postaci .

xeX, xRy, Uley,2, ..., Xek, XRY, UQXY,7),

Skorzystamy z tego w Rozdziale VIIIL

icm

ROZDZIAL V1
TEORIA RELACJI

§ 1. Relacja odwrotna. W §§ 1-8 przez relacje rozumieé
bedziemy wylacznie relacje dwuczlonowe.

Relacje odmrotna do danej relacji R definiujemy wzorem
R:d—F(aZ*, DyRx.

Symbol R czytamy: R konmers.
Mamy na mocy definicji

(1) - xRy=yRx.

Wykres relacji R otrzymujemy. obracajac wykres relacji R
o 180° dokola przekatnej y=x.

PRZYKLADY. Jesli R jest relacja <, to R jest relacja >.
Jesli R=(#,7)(x=siny), to R =(#,7) (x=arcsiny). Relacja od-
wrotng do relacji réwnosci 1° jest tez 1’; relacja odwrotna do
0’ jest 0°.

Z praw dotyczacych relacji odwrotnych wymienimy naste-
pujace:’

2 - E=R, ' (3) - R=F,
4) . FRFS=R+S, ) - R-S=R-§

Dla przykiadu udowodnimy wzér (4). Mamy

%—.\*R{Léyzy(ff —%—S}xa(ny—{—ny)*—_‘-‘(ny +x§yi5x(lu€+§)y,
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e L
zatem ] [[xR-FSy=x(R--S)y], skad wobec wzoru (17) z Roz-
dzialu IV (§3, str.94) otrzymujemy wzér (4). Dowody pozostatych
praw sa analogiczne.

§ 2. Iloczyn wzgledny. Iloczynem wzglednym albo wynikiem
zlozenia relacji R i § nazywamy relacje

R»;S? #.,9) S.(xRz - z8y).

(mnozenie wzgledne czyli zlozenie relacji oznaczamy wiec zna-
kiem ;). Z podanej definicji wynika, ze

(6) xR;Sy=23,(xRz 28y).

PRZYKYADY. Niech R=(&,7) (x=siny) i S=(&,§) (x==cos y).
Relacja zlozong R;S jest wéwezas (%, 1) [x == sin (cos y)], natomiast
S.;R=(£,_z7)[x=cos(siny)]. Wynika stad, ze mnozeniec wzgledne
nie podlega prawu przemiennojci.

Przy tym samym znaczeniu relacji R i § mamy

R;8 = (%, ) [x = sin (arc cos y)l.

Mo.Zna t.u zauwazyé, ze uzycie symbolu sin(arccosy) jest
zaﬁadmcz’o niepoprawne, gdyz dla —1<<y<<1 istnieja dwie liczby,
ktére z réwnym prawem mozna by tym symbolem oznaczaé. Wzér
xR;S‘y wyraza to samo, co w zwyklej symbolice matematycznej
wyrazamy (tfsoretycznie niepoprawnym) wzorem x==sin (arc cos y)'.

Jesli zmienne x i y przebiegaja zbiér liczb wymiernych, to
<3< = <, JeSli za§ przebiegaja one zbiér liczb calkowitych,
to <;<.=(x~,g) [y—x>2]. W obu wypadkach jest >;< =1

”ReAlaCJa (&, 9)[x jest stryjem y] jest iloczynem Wiglf;dnym re-
lﬂF:JI (#,9) [x jest bratem y] i (£,9)[x jest ojcem y]. Biorac nato-
miast czynniki w odwrotnym porzadku otrzymamy relacje

(*.0)[x jest ojcem brata yl.

Ilust.r‘ac'ja geometryczna iloczynu wzglednego jest mniej p].‘%@j—
rzysta niz interpretacja innych pojeé rachunku zbioréw i relacji.
Aby te ilustracje uzyskaé, rozwazmy uklad trzech wzajemnie
prostopadlych osi Ox, Oy, Oz i umie§émy na plaszezyZnie Oxy
wykresy ?:elacji R i §. Obracajac wykres relacji R o kat 90°
dokota osi Ox, otrzymamy zbiér A takich punktéw pla:szciyzny
O,?cz, ze (x,z)ed=xRz. Podobnie obracajac o kat 900 qiekoia
osi Oy wykres relacji S, otrzymamy zbiér B takich plihktéw
plaszczyzny Oyz, ze (y,z) e B=1zSy. Do zbioru 4 sf;os,l;j@my teraz

¢ .
-
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operacje walcowania réwnolegle do osi Oy, do zbioru za§ B —
operacje walcowania réwnolegle do osi Ox (zob. Rozdzial 11,
§2, str. 9) i bierzemy cz¢8¢ wspélua obu waleow. Jest to zbior
takich punktéw (x,y.2z), ze¢ xRz-zSy. Rzut tego zbioru na pla-
szczyzng Oxy jest wykresem relacji R:S.

Podamy teraz kilka praw, dotyczacych iloczynu wzglednego.

{. Prawo lacznoseci:
(7) = (R:8):T = R:(S:T).

Dowéd. Z (6) wynika

x(R;8);Ty= D AxR;Sz 2Tyl Ezzigt(xRt-tSz)-zTy].

Stosujac dwukrotnie prawo 46) z Rozdziatu III (§5, str. 66)
oraz  drugs z tautologii (20) tegoz Rozdzialu (§ 7, str. 75), wno-
simy, ze »

- 33 Rt-tS2)- 2Tyl = Du(xRt-15z-2Ty)=
E_Zt[xli’t-_):z(tSz-zTy)]Egg(fo-tS:Ty)ExR;(S;T)y.

Stad x(R;S); Ty=xR;(S;T)y, co na mocy prawa poda-
nego we wzorze (17) Rozdziatu IV (§ 3, str. 94) dowodzi réwnosci (7).
Toczyn wzgledny podlega wige prawu lacznosci; z przykia-
déw podanych na str. 120 wiemy, ze nie podlega on prawu prze-

miennoéci. Natomiast spelnia on nastepujace dwa
2. Prawa rozdzielno$eci:
(8) —(R—+8):T=R;T+4 8T, FRyS+T)=R;S+R;T.

Dowéd. Z (6) otrzymujemy na mocy definicji sumy relacji

l {Rozdzial IV, §3, wzor (22), str. 96)

C x(R--S);Ty=.l(xRz—+xS2)-2 Tyl

Opierajac sie na prawie rozdzielnoseci mnozenia logicznego
“wzgledem dodawania (Rozdzial 1I, §10, str.28) oraz na prawie
rozdzielno§ci malego kwantyfikatora wzgledem alternatywy (Roz-
dzial 111, § 5, wzor (12), str. 65), otrzymamy stad

FxR+8):Ty= [3.(xRz-2Ty)+ 2a(xSz-2Ty)l,
a zatem na mocy (6) i definicji sumy relacji

- x(R+S5):Ty Er[xR;Ty+xS;Ty]Ex(R;T—§—S;T)y.
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Wynika stad, ze - [Ly[x (R4 9); Ty =2 (R; T -+ S:T)yl, a wice
(Rozdzial 1V, §3, wzér (17), str.94) H(R+8);T=R;T+S;T. De-
wod drugiego ze wzoréw (8) jest analogiczny. T

3. Prawa monotonii: ’

9) FRCS->R,TCST, FRCS->T;RCT;S.

Dowod. Jest jasne, ze —R;TCR;T-+S;7T, skad wobec (8)‘
wynika - R;TC (R S);T. Wobec prawa ekstensjonalno§ei (Roz-.

dzial V, §1, wzér (6), str. 111) wynika stad, ze (E=R--S)->
- (R;TC: §;T), a poniewaz | (RCS)=(S=R--S), wigc otrzy-
mujemy od razu pierwszy ze wzoréw {9). Dowdd drugiego jest
analogiczny. ' o l ‘
Ponadto speinione sa prawa mnastepujace:
(10)  F@®-S)TC(R;T)-(S:T), = T3(R-S) - (T5R)-(T5.8).
Do w 6d. Wobec - R-SCR otrzymujemy z (9) — (R-S); T~ R; T.
Podobnie wykazuje sie, ze + (R-S);TCS;T, a poniewaz
FRCS)>[RCT)> RS- T, -
wige wnosimy stad, ze — (R-S8);T C(R;T)-(S;T). Analogicznie do-
wodzi sie drugiego ze wzoréw (10).
{11) . FR;I’=R, F1;R=R.
‘Dowéd. Z prawa ekstensjonalnosci (Rozdziat V, § 1, wzér (6),
sir. 111) wynika, ze
Fx=z-(zRy=xRy),
skad na mocy tautologii - [p - (g=r)] - (p-q=p-r) olrzymujemy
" b (x=2)zRy=(x=12)-xRy.

Zastosujmy do tej tautologii operacje¢ uogélniania (Rozdzial i1,

§ 3, operacja 7, str.56) oraz prawo rozkladania malego kwantyfi-
katora (tamze, §4, wzér (8), str. 61). Otrzymujemy

2 l(x =2)- 2Ryl = Y.[(x = 2)- x Ry].

Zgodnie z (6) oraz z prawem dowiedzionym w Rozdziale 1]
§5 (wzér (16), str.66) wynika stad Y ondriale 11,

* Fx1;Ry=xRy. ), (x =12).
Poniewas jednak | x=x (RozdzialV, § 1, w#dr(3), str. 110) i
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(Rozdziat 111, §4. wzor(2), str.39). wiec — Y. (x=12). co dowo-
dzi, ze
l—ny-Zz(x:z)Eny.
Na mocy (¥) wynika stad - ’
a1 Ry=aRy,

co juz bezpoérednio daje pierwszy ze wzordw (11). W analogiczny
sposéb dowodzi sie drugiego z tych wzoréw.

Uzywajac terminologii algebraicznej. mozemy wyslowié tresé
praw (11) w nastepujacy sposéb:-relacja réwnosci 1° jest modu-
fem pramostronnym i lewostronnym dzialania skladania relacji.

(12) - R:S=3:R.
Dowéd.
- xl\??gy zyR;SxEZZ (sz-sz)E_Zz (xS'z~zlu3y) ExS';fun’y.
(13) +IR:S C T1=[lx:[xRy-ySz ~ T4

Dowéd. Stosujac definicje inkluzji (Rozdzial 1V, § 3, wzor (11),
str. 93) oraz prawa podane w Rozdziale TIT (§ 4. wzory (9) 1 (10),
str. 62 1 63), otrzymujemy

- [R:S = T1=[Toy [xR: Sy > xTyl=[Iy { Zs[xRz- 28yl - » Ty} =
| =[[y:[xRz-2Sy - xTyl"

(4 FRSCT=R;T'CS".

Dowéd. Z tautologii  (p-g—=>r)=({p 1 —>{) ' otrzymujemy

 [Tey[xRz- 28y -+ x Tyl =[la:[xRz-xT'y —» 28yl =
= [l.yz[zRx-xT'y — zS"yl, |

po czym stosujemy prawo (13).

W podobny sposéh dowodzi sie praw:
(13) FRSCT=T:SCR, |
(16) FRSCT=RT'CS.

CWICZENIA: 1. Obliczgé R:S dla R=(&3) [xeX] i S=GD el

2. Obliczyé Q:@ i &Q dla Q=@ED y=x%
5. Dowiesé, ze je§li B;R=1 i R:S=T. to S=R:T.
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4. Dowiesé, ze - Rj1=-+1+; R’ =1*. Podaé ilustracje¢ geometryczna,
5. Podaé przyklady takich relacii R, S i T, z¢ R;S=R;T, ale S==T7,
6. Sume wzgledna dwu relacji R i § definiuje si¢ wzorem

RjrS.a—fllz[sz—i—zSy].

Udowodnié nastepujace prawa dla tego dzialania:

FRES+DY=RTHTT, R+ =R, F@RES) RYTDY=R+ ST,

S

FRES=8+R, F@:S)y=R+S".
7. Wykaiaé, ze
it ¢ B4R =] [y xRy > y Rxl.
8. Pokazaé na przykladach, ze znak zawierania we wzorach (10) nie moze
byé zastgpiony znakiem réwnoSei ).
§ 3. Sylogistyka Arystotelesa. Sposéb, w jaki korzysta sig
z praw poznanych w §1 1 §2, zilustrujemy na nastepujacym

przykladzie, obejmujacym jako przypadek szczegdluy sylogistyke
Arystotelesa. ‘ '

Niech a bedzie relacja, spelniaj'a;ca‘ WZOTY :

(17) asa(C_ a,
(18) a-a=1".

Zdefiniujmy relacje i, e, 0 za pomoca Wzoréw:
(19) i=4;a, e=T1, o=a’,

Z,l}amy wiele przykladéw relacji dwuczlionowych, czyniacych
zadosc, warunkom (17) i (18). Obejmujemy je wspélna nazwa po-
rzadkdro (lub upqrzadkomari) czedciorych (zob. dalej; §7, str. 135).

Zadowolimy si¢ tutaj podaniem dwu szczegdlnie waznych
przykladéw takich relacji.

) Rachunek relacji, z ktérego poczatkami zapoznaliémy sié w §1ig2
§-.twor.zony zostal przez logika amerykariskiego Ch. S. Peirce’a (1839—1914;
i logika niemieckiego Schrodera (1841-1909). Szezegblowy wyklad teg;)
rach.unku zawiera dzielo: E. Schrioder, Vorlesungen iiber die Algebra der
L‘oglk {f'ax{zkte Logik), Lipsk 1895, ktérego tom 3: Algebra und Logik der Rela-
t_uze poswigcony jest temu- rachunkowi. Rachunek relacji byl ostatnio przed-
miotem ciekawych badafi Tarskiego. Zob. A. Tarski, On the calculus of
relations, Journal of Symbolic Logic 6 (1941), str. 73-89 oraz J.C C Me »Ki"ﬂ se
Postulates for the calculus of binary relatives, tamze 3 (1940); sir. 85-97. v

icm

8 3] Sylogistyka Arystotelesa. 125

(1) Niech zbiér pelny 1 sklada sie¢ ze wszystkich niepustych
podzbioréw dowolnie danego zbioru X, i niech a bedzie re-
lacja inkluzji miedzy zbiorami nalezacymi do 1. Z prawa (13)
(§ 2, str. 123) wnosimy wobec prawa przechodnioéci dla inkluzji
(Rozdziat TV, § 3, wzér (13), str. 93), ze tak okreslona relacja a
czyni zado§é warunkowi (17). Warunek (18) tez jest spelniony,
gdyz Xa-d¥=XaY) YaX)=XC)-YCX)=E=1).

Relacja i ma w tym przykladzie znaczenie nastepujace: wzor
XiY zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja przedmioty
nalezace zaréwno do zbioru X jak i do zbioru Y. Relacja e za-
chodzi ‘miedzy zbiorami X i ¥ wtedy i tylko wtedy, gdy zaden
clement zbioru X nie jest elementem zbioru Y. Znaczenie relacji o
odezytaé mozemy ze wzoru

XoY=XaY)y=|[[].(xeX > xe N =X:(xeX-xeY’)

Relacja o zachodzi wiec miedzy dwoma zbiorami XiY
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja przedmioty. ktére naleza do X,
ale nie naleza do Y.

Sylogistyka, t.j. dzial logiki stworzony jeszcze przez Ary-
stotelesa (IV wiek przed Chrystusem), zajmowala si¢ wypro-
wadzaniem praw, dotyczacych wladciwie rozwazanych tu relacji
a, e, i,0. Zdania postaci XaY i XeY nazywaja si¢ w’ sylogistyce
ogélnymi: pierwsze — zdaniem ogdlno-troierdzacym, drugie —
ogélno-przeczacym. Zdania Xi¥ i XoY nazywaja si¢: pierwsze —
szczegblomwo-toierdzacym, drugie — szczegdlorvo-przeczacym.

(II) Niech zbiér pelny 1 sklada sig¢ z liczb naturalnych réz-
nych od jednosci i niech a bedzie relacja,

{(£,9) [x‘ jest dzielnikiem yl. ‘

Latwo sprawdzié, ze czyni ona zado$¢ warunkom (17) i (18).
Interpretacja relacji i, e, o jest w tym przykiadzie nastepujaca:

i=(#1)[x i y maja wspdlny dzielnik migkszy od jednoscil,
e=(£.9)[x i y sa wzglednie piermsze], '
o= (%) [x nie jest dzielnikiem yl.

Ze wzoréw (17)-(19) mozna wyprowadzi¢ na podstawie po-
przednio poznamych praw rachunku relacji szereg twierdzed.
Wszystkie te twierdzenia obowiaznja zatem. zaréwno w sylogi-
styce (1) jak w interpretacji (11}, jak wreszcie dla kazdego innego
uktadu relacji spelniajacych wzory (17)-(19).

-
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Oto I;ilka takich twierdzen:
I prawo podporzadkowania:
20 T aci .

- Dowéd. Z a=15a (zob. §2, wzér (11), str. [22) wynika
wobec (18) 1 (10) _ -
T oa=(a- )aC (a;a)-(a a)'Fﬁ-azi. ‘

H prawo podporzadkowania:
(21) ' o eCo

VD_(')'wérd. Z (20) wynika 'Ca’ '(/()b' Rozdzial 1V, §4,
wzér (38), str. 101), co na mocy (19) daje wzdr (21).

Prawa. konwersji dla 1 i e
(22) =1, d=c¢e,

Dowéd. Z definicji i otrzymujemy na moey (12) i (2)

I=d;a==4;i

)

I

co daje pierwszy ze wzoréw. (22). Drugi wynika z pierwszego
na mocy (3).. : :

“Prawo konwersji dla "a:
(23) S ’ aCl.
Dowéd. meo to wynika 7 (20) i z pierwszego ze wzordéw (22).

Sylogizmami piermszej fzgm y nazywajg si¢ inkluzje postaci
AiuCw, gdzie litery 4, 1 » nalezy zastapié w dowoln) sposdh
przez litery a, e, 7, 0. Zgodnic z (13), sylogizm pierwszej figury
rownowazny jest .zdaniu . '

[z lxry yuz—> xvz).

W tradycy;nym Wykladne sylogistyki zdanie to zapisuje sig
zazwyczaj w postaci

yuz
I xiy

XvZ

Funkcje zdaniowe, wypisane ponad kveska, nosza nazwe
przeslanek, trzecm funkeja zdamowa nazywa si¢ konkluzja czyli
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wnioskiem. Zamdast x, y 1 z pisze sie zazwyczaj S, M i P
S nazywa sie ferminem mniejszym, M — $rednim, a P—mwiekszym.

Sylogizmy drugiej, trzeciej i czmartej figury maja odpowiednio
postaé A;pCw, A;uCTw» 1 A2;uT» Tradveyjnie zapisuje si¢
je w postaci

zpy  yuz zuy
1 - xiy m yix v yix
xrz _ xrz : xvz

Kazdy sylogizm, o ile jest prawdziwy. ma swoja nazwg
(t.zw. tryb), w ktérej powtarzaja sie samogloski a,e i, 0 w teJ
samej kolejnosci, w jakiej wystepuja ome we wzorach I-IV.
Zapisujac sylogizmy w postaci inkluzji, nalezy wiec pamlqtac
o tym, ze poczatkowe dwie samogloslq wystepuja - w nazwie
sylogizmu w -przeciwnym porzadku, niz w iloczynie wzglednym.
stojacym po lewej stronie znaku inkluzji. Tak up. sylogizm
a:iCi figury III nosi nazwe trybu Disamis.

Wyprowadzimy dla przykiadu kilka sylogizméw.

Wzér (17) jest sylogizmem I flgurw o nazwie Barbara. Z (17}
i (20) wynika na mocy prawa przechodnio$ci inkluzji (Rozdzial

"IV, §3, wzor (13), sir.93) sylogizm Barbari I figury :

(24 ' a;a Ci.

Z (19) wynika i;a= (d;a);a, skad na mocy () i;a=4d:(a;a). '
Ale z (17) wynika na moey (9) &:(a;a) _d;a, otrzymujemy wiec
sylogizm Darii 1 figury: -

(25) - i;a’i .

W podobny sposéb wyprowadza sie sylogizm Disamis
11 figury: :

(260) | ai i ‘

7. sylogizmu Dzsami? wynika na mocy (14) a: i i’; na mocy
drugiego ze wzoréw (19) otrzymujemy wige sx]oglzm Celarent
1 figury:

(27) a;e_e

byloglzm ten napisa¢ mozemy Wobec (2?) v. postaci a;e (_é.
Stosujac wiec prawo (16). otrzymamy ;& ¢ Jest to sylogizm

Dimatis 1V figury:
(28) a;1 1.

-
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Prawo (15) sluzyé moze do wyprowadzania sylogizméw
I1 figury. Np. z (25) otrzymujemy na mocy tego prawa sylogizm
Camestres 11 figury: =

(29) e;dCe.

Nadajac relacjom a, e, i, o takie znaczenie jak w przykia-
dzie (1), otrzymujemy z sylogizméw prawa logiczne, dotyczace
zbioréw mniepustych, a mianowicie ich wzajemnego zawierania,
wylgezania sig 1 t. p.

Np. sylogizm Celarent wystowié mozemy jak nastgpuje: jegh
zaden element zbioru niepustego Y nie jest elementem zbioru nie-
pustego Z, a kaidy element zbioru niepustego X jest élementem
zbioru Y, to zaden element zbioru X nie jest elementem zbiory 7.

Na tym prawie opieramy sie, gdy z przestanek: zaden Europej- .

czyk nie jest Amerykaninem i kazdy Polak jest Europejczykiem
wnosimy, ze zaden Polak nie jest Amerykaninem.

Réwnie interesujace prawa otrzymamy, nadajac relacjom a, e,
i, o takie znaczenie, jak w przykladzie (II). Sylogizm Celarent
daje wowczas twierdzenie: jesli y jest rwzglednie piermsze z z,
. a x jest dzielnikiem y, to x jest mwzglednie piermsze z z.

Podobnie jak inne dzialy logiki, tak i sylogistyka wyrosta .

z poszukiwania formalnych kryteriéw prawdziwosci zdath. Sylo-
gizmy, prawa konwersji, prawa kwadratu logicznego (ktérych
szezegblnymi przypadkami sa prawa (20) i (21)), sa tautologiami
logicznymi, o ile relacje a, e, i, 0 maja takie znaczenie jak w przy-
ktadzie (). Sa to wige twierdzenia prawdziwe bez wzgledu na
tres¢ poje¢ pozalogicznych, do ktérych sie je stosuje. Oce-
_ niajac sylogistyke, podziwiamy geniusz umystu, ktéry juz przed
23 wiekami odczul potrzebe ustalenia formalnych kryteriéw praw-
dziwo$ci zdati i potrafil takie kryteria odnaleé, co prawda tylko
dla pewnej bardzo specjalnej kategorii zdaf_ (sylogizméw). Jed-
nakze na dalszym rozwoju sylogistyki fatalnie zaciggylo ograni-
czenie si¢ tylko do tej specjalnej kategorii zdat. Wy genia typu
kazdy element zbioru X jest elementem zbioru Y, ] A
zaden element zbioru X nie jest elementem zbioru ¥ it p.s nie sa
bynajmniej najczestsza ani najwazniejsza czescia skladowa zda,
ktérymi postugujemy sie w nauce, a nawet w Zyciu codZiennym;
sylogistyka zas ogranicza sie wylacznie do zdaf, zbudowanych
z t.ych wyrazef. Dlatego prawa sylogistyki rzadko kiedy znaj-
duja zastosowanie w rozumowaniach, a donioslo§é calego tego
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dzialu logiki polega nie tyle na jego wewnetrznej treSci, ile na

tradycji i znaczeniu historycznym ).

CWICZENIA. 1. Wyprowadzi¢ twierdzenia a¢ ¢ oraz e a’, zwane pra-
wami przeciwiefistwa, i twierdzenia ¥ Co oraz o' (i, zwane prawami
podprzeciwieistwa.

Umwaga. Prawa te wraz z prawami podporzadkowania (20) i (21) oraz pra-
wami sprzecznoSci e=i" i o=a' (zob. wzory (19)) tworza prawa i zw. kwa-
dratu logicznego.

2. lle jest wszystkich sylogizméw (prawdziwych i falszywych)?

3. W ponizsze] tabelce podane sg nazwy ‘wszystkich sylogizméw praw-

dziwych: .
T T Yy b ¥y
%; 1 | Barbara % Celarent | Darii | Ferio ! Barbari | Celaront
o | I | Cesare | Camestresi Festino t Baroco } Cesaro | Camestros
0| 11 | Disamis | Datisi | Bocardo l Ferison 1 Darapti l PFelapton
= | IV | Bamalip | Calemes 4 Dimatis | Fresison } Calemos ‘ Fesapo
! i

Wyprowadzié te sylogizmy na podstawie praw rachunku relacji i podaé ich
interpretacje stosownie do przykladéw (I) i (II).

4. Podaé inne przyklady relacji spelniajacych warunki (17) i (18).

§ 4. Dziedzina i przeciwdziedzina. Relacje ograniczone.
Obrazy. Dziedzing ©(R) relacji R nazywamy zbiér tych x, dla
ktérych istnieje takie y, ze xRy.

Przecirmodziedzing C(R) relacji R nazywamy zbiér tych y, dla
ktérych istnieje takie x, ze xRy (znak @ jest odwréconym D).
Napisane wzorami, definicje te maja postaé nastepujaca:
D(R)=(®) Zy=Ry, S(R)= (5) SexRy.

Wrynikaja stad od razu réwnowaznoéci:

(30) Fxe SD(R) EZynya }—y € G‘(R) EZxny-

Wrykres dziedziny otrzymujemy, rzutujac wykres relacji R na
0§ odcietych, a wykres przeciwdziedziny — rzutujac wykres re-
lacji R na 0§ rzednych.

1) Blizej zapoznaé sie mozna z sylogistyka np. z ksiazki: ], Sleszyiski,
Teoria domodu, tom I, Xrakéw 1925, wydanej przez Kétko Matematyczno-Fizyczne

Uczniéw Uniwersyteiu Jagiellofiskiego; zob. tez T. Kotarbifski, Elementy
teorji poznania, logiki formalnej i mefodologji nauk, Lwéw 1929, str. 209-226,

A. Mostowski, Logika matematyczna. 9
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Jeéli f jest funkcja np. zmienncy rzcczyvﬁstej,. to dziedzing
relacji’ (£, ) [x=F(y)] jest zbiér Warto,éqi tej funkeji, a przeciw-
dziedzing — zbidr jej argumentow. Dziedzina, relacji < w zbiorze
* liczb naturalnych jest zbiér wszystkich liczb naturalnych, a prze-
ciwdziedzing — zbiér liczb naturalnych réznych od 1.

Podajemy bez dowodu kilka praw, dotycza‘cych‘ dziedziny
i przeciwdziedziny :

Gy  OR)=C(R),
(32) FDRES)=DR)+DE), - FSERAI)=C(R)4T(S).
(33  ED(R-5)CDER)-DS), QRS CTTR)-T(S).

Sume dziedziny i przeciwdziedziny nazywamy polem (po fa-
cinie campus) relacji i oznaczamy symbolem C(R):

C(R) =5 D(R) +S(R).

QR =D(R).

Jedli €(R)=D(R)=T(R), torelacj¢ R nazywamy jednorodna.
Relacja R o dziedzinie ograniczonej do zbioru X okreSlona
jest wzorem
XerJf:(fc, DixeX xRyl
Relacja R o przecimdziedzinie ograniczonej do zbioru Y okre-
§lona jest wzorem
R|Y=(%,9)[xRy-yeY].
Wreszcie, relacje obustronnie ograniczons okreélamy jako
X!RIYd:f(at",g)[xeX-ny-er].
7 okreélefi tych wynikaja réwnowaznoSei:
FxX Ry=xeX-xRy, ‘FxR|Yy=xRy-ye?,
FxX|R|Yy=xeX-xRy-ye¥,
Relacje o ograniczonej dziedzinie lub przeciwdziedzinie tra-

fiaja_sie bardzo czesto w zastosowaniach. JeSli np. f jest funkcja
zmiennej rzeczywistej, a interesujemy sie jej przebiegiem dla

(34)

argumentéw wymiernych, to rozpatrujemy relacje R|Y, gdzie.

R=(#,0)[x=f(y)] i gdzie Y jest zbiorem liczb wymiernych.
Niech Y bedzie zbiorem, a R relacja dwuczlonowa. Obrazem
zbioru Y danym przez relacje R nazywamy zbiér

R(Y) 5 (%) 2ylxRy-y e Y.
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Wrynika stad, ze

(35) _ FxeR(Y)=2y[xRy-ye¥],
skad na podstawie (34) i (30) wynika latwo, ze
(36) FR(Y)=2(R|Y).

Wykres zbioru R(Y) jest zatem rzutem na o$ odcietych zbiora
tych ppnktéw wykresu relacji R, ktérych rzedne naleza do
zbioru Y.

Tworzenie obrazu jest operacja’addytymwna zaréwno ze wzgledu
na Y jak i na R, t.zn. ze zachodza wzory:

(579 FREA+Y)=RX+RT), FR+SF)=R¥)+S¥).

i

Dowéd. Z (35) otrzymujemy na mocy prawa rozdzielnoéci
malego kwantyfikatora wzgledem alternatywy (Rozdzial III, §5,
wzér (12), str. 65):

FxeRX+Y)=
=3, [ Ry)- e X+ V=3, [xRy-yeX) -+ xRy -ye V)] =
=2y(xRy-yeX)+ xRy ye¥)=xeRX)+xeRY)=
—xeRX)-LRY),
co dowodzi pierwszego - ze W’ZOI‘éX\; (37).
analogiczny.
Jako fatwy wniosek otrzymujemy: »
(8) FXCY-RX)CRY), FRCS>RECSX).
Dowéd. Na mocy pierwszego ze wzoi-éw (37) jest
(Y =X-1Y) > [RY)=KX) R,
poniewaz za$
FY=X1Y)=XCY) i F[RY)=RX)\-RY)|=[R(X) ZRYI],
wigc wynika stad od razu pierwszy ze wzordw (38). W podobny

sposéb otrzymuje sie drugi z drugiego ze wzoréw (37).
Pierwszy ze wzoréw (38) wyraza nastepujaca oczywisig mysl:

Dowdd drugiego jest

Jesli kazidy element zbioru X jest elementem zbioru Y, to
kazdy przedmiot,- pozostajacy mw relacji R do permnego elemehiu
zbioru X, pozosiaje tez v relacji R do peronego elementu zbioru Y.

9*
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Jest to wiec prawo réwnie oczywiste jak sylogizm Bar.bara,
nie daje si¢ ono jednak wysfowié za pomoca 7}21(1110{;0 sylogizmu,
gdyz sylogistyka moéwi wyla,czni_e o wlasno$ciach, podczas gdy
w prawie (38) jest mowa o relacjach ).

Udowodnimy jeszcze prawo nastepujace:

(39) (B3 8) (Y)=R(S(¥)).

Dowé6d. Stosujac prawo podane wzorem (16) w Rozdziale 111

(§ 5, str. 66), otrzymujemy
b~ xe(R;S)(Y) =
=3, RSy - yeV)=2,{[Z:(xRz-2Sy)|-y e Y} =
=3, Du(xRz-25y-ye¥) =, xRz 2y (zSy-ye¥)]=
=D [xRz-zeS(Y)=xeR(S(Y)),

skad wynika natychmiast wzér (39). A .

Wz6r (39) dowodzi, ze obraz zbioru Y, dany przez .r'elacy;
zlozona R;S, powstaje przez dokonanie najpierw operacji .S Y)
i utworzenie nastepnie obrazu tego zbioru, danego przez relacje R.

CWICZENIA. 1. Wykaiaé, e FDU)=1 i -D)=1. Czy prawds jest,
ze DO)=1?

2. Czy zbiory ®(R) i D(R") moga byé réwne?

3, Warunkiem koniecznym ' i dostatecznym na to, aby bylo R;i'=1";E,
jest réwnoé¢ D(R)=CG(R)=1.

4. Niech zbiér pelny 1 sklada sie z liczb naturalnych n<{p. lle jest relacji B
takich, ze D(R) zawiera m elementéw, a G (R) — n elementéw, przy czym
1<m<p i 1<np? .

m—1 »
. [P\ (P i (M) gm—i _qyn
Odp.: (m) (n) %‘0( 1) (j)(2 ™.
5. Dowiesé, z¢ + (X|R)|Y=X|R|Y=X|(R|Y). -
6. Dowiesé, z¢ D (X|R) = X-D(R).

. 7. Udowodnié¢ wzory +(X-+Y)|R=X|R+Y|R, +X|(R-S)=X|R-+X|S
i podobne wzory dla iloczynéw.

) Jak podaja Russell i Whitehead w Principia Mathematica (tom I,
str. 291), logik angielski A. de M organ mial sie wyrazié krytycznie o sylogistyce,
ze jest to nauka, kibrej prawa nie pozwalaja uzasadnié nawet tak prostego To-
zumowania: kazdy kon jest zwierzeciem, zatem glowa konia jest glows zwie-
rzecia. Prawo (38) daje uzasadnienie tego rozumowania. Wystarczy przyjaé za
X 2bi6r koni, za Y — zhiér zwierzat, a za R — relacje (%, §)[x jest glowa yl.

L3
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8. Zbadaé czy we wzorach (33) moina znak inkluzji zastgpi¢ znakiem
réownosci.

9. Dowiesé, ze obraz czefei wspblnej dwu zbioréw jest zawarty w czefei
wspllne] obrazéw, ale nie musi byé jej réwny.

10. Dowie$é, ze wzér R(X-Y)=R(X)-R(Y) zachodzi dla wszystkich Yi ¥
wtedy i tylko wtedy, gdy R:;R < 1.

11, Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby R{X)= X dla kaz-
dego X, jest R=1".

12. Dowiedé, ze na tg, by dla kazdego Y zachodzila réwnosé I?(R(X]]-——X,
potrzeba i wystarcza, by R;R=1".

15. Udowodni¢ wzory +D(R)=R(Q(R) i + Q[R)=R(D(R).

§ 5. Relacje zwrotne, symetryczne, przechodnie oraz po-
krewne typy relacji. Oméwimy teraz specjalne typy relacji,
ktére spotykamy czesto w praktyce matematycznej.

Relacja (dwuczlonowa) R nazywa sie zrorotna w X, jesli dla
kazdego elementu x zbioru X zachodzi wzér xRx. Relacja R
nazywa sie przecimzmrotna w X, je§li wzér ten nie zachodzi dla
zadnego elementu x zbioru X.

Zbiér relacji zwrotnych w X oznaczamy symbolem refl (X),

przeciwzwrotnych w X — symbolem arefl (X). Definicje te zapi-
saé mozemy wzorami:

refl (X) -d—?(l%) [IL.;X (xRx)], arefl (X) = (R) [erx (xR'x)] s
z ktérych wynikaja prawa: |
40)  Rerefl(X)=[].ex(xRx), F Rearefl (X)=[];ex (x R'x).

Wykres relacji zwrotnej w X zawiera wszystkie punkty prze-
katnej y=x ukladu wspélrzednych, lezace ponad punktami
zbioru X; wykres za$§ relacji przeciwzwrotnej nie zawiera zad-
nego takiego punktu. Opierajac sie na tym, latwo sprawdzié,
ze suma i iloczyn relacji zwrotnych w X (przeciwzwrotnych w X)
Jest znéw relacja zwrotna w X (przeciwzwrotna w X). Relacja od-
wrotna do zwrotnej w X jest tez zwrotna w X, relacja odwrotna
do przeciwzwroinej w X — przeciwzwrotna w X. Natomiast
uzupelnienie relacji zwrotnej w X jest relacja przeciwzwrotng
w X i na odwrét. Wszystkie te twierdzenia z latwofcia mozna
napisa¢ w postaci tautologii i poda¢ dla nich dowody formalne.

Relacja R nazywa sie symefryczna w X, jedli dla kazdych dwu
elementéw x,y zbioru X warunki xRy i yRx sa réwnowazne.

-
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Relacja R nazywa si¢ antysymetr yezna (lub 1)14€¢lrusyme~
tryczna) w X, jeSli warunki te wylaczaja si¢ nawzajem.

Zbiér relacji symetrycznych w X oznaczamy symbolem
sym (X), a antysymetrycznych w X — symbolem asym (X).

Mamy wiec:
sym (X) = {”x,yex[ny y Rx]},
asym (X {Hx,Jax[ny - yk x]}

wynikaja stad prawa:
=[lsyexlxRy=yRal,

=[lcyexlxRy >y R’ x]

Jesli X jest zbiorem wszystklch liczb. rzeczywistych, to poje-
ciefisymetrii 1 antysymetrii relacji ma prosta interpretacje geo-
metryczng: wykres relacji symetrycznej w X jest polozony syme-
trycznie wzgledem prostej y=x, wykres za§ relacji przeciw-
symetrycznej w X nie zawiera zadnej pary punktéw poiozonych
symetrycznie wzgledem tej prostej.

Poza przeciwsymetrycznymi pewna role graja jeszcze relacje
na ropdl przecirosymetryczne, t. . takie, dla ktérych warunki xRy
i yRx wylaczaja sie¢ nawzajem, gdy x ==y, moga za§ zachodzié
jednoczeénie, gdy x=y. Zbiér relacji na wpél przeciwsymetrycz-
nych w X oznaczaé bf;dziemy symbolem asym*(X):

R) {[Toyexl(x + y)-x Ry — yR'x1};

FResym (X
(1) '
~Reasym (X

_asym* *X)=
stad

42) ° FReasym*(X)=][[cyexl(x=y)- xRy > yR'x]

Przykladem relacji przeawsymetrycznej jest <<, na wpdt
przeciwsymetrycznej <.

Zbiér relacji przechodmch w zbmrze X Wprowadzramy defi-
nicja nastepujaca: :

trans (X) ? R)ny 26X [ny yRz— xRz].

Mamy zatem

(43) . - FRetrans(X ”xyzax[ny ‘yRz > xRz].

] ‘Relacje-przechodnie sg szczegélnie czeste w zastosowaniach.
Wymienimy- Ja];;o przyklady relacje mmiejszoéci, zawierania, po-
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dzielno$ei liczb calkowﬂych réwnoleglosci prostych, podobien-
stwa trojkatéw i t.p. Nieprzechodnimi sa np. relacje: réznosé,
#9) [x=y1, (% 7) [x jest synem y].

Jesli zbiér X jest pelny, to pisaé bedziemy krétko ,refl”
zamiast ,refl (1)°; podobnie skracaé bedziemy pozostale wprowa-
dzone tu symbole.

Relacje nalezace do zbioréw refl, arefl, sym, asym, asym*
i trans mozna fatwo scharakteryzowaé za pomoca wzoréw, zawie-
rajacych tylko symbole dzialan na relacjach oraz nazwy relacji
statych 0’ i 1. Z praw (40)-(43) wnosimy mianowicie z atwo-
§cia, ze:

Rerell =1"CR,
- Resym ER:R [——ReasymERCR',
~Reasym*=R-RC 1’ ] - Retrans =R;RCR.

Prawa te mozna wykorzysta¢ dla rachunkowych dowodéw

niektérych twierdzen o zdefiniowanych tu zbiorach relacji. Np.
ze wzoru |- RCS—-RCS wynika na mocy (12)

~R;RCR-RRCR,

skad wnosimy, ze relacja odmwrotna do przechodniej jest prze-
chodnia. ,

Inny przyklad: z (9) wynika —(I’CR)-
a poniewaz 1’;1’=1’, wiec

‘ F{{’CR)-(’CS) = (1’CR;S).

Wzér ten dowodzi, ze iloczyn mwzgledny relacji zmwrotnych
Jest zrrotny.

F Rearefl =R 0,

(£ C 8- P CTR;S),

Mozna sformulowaé wiele twierdzen tego rodzaju, nie be-
dziemy sie jednak na nie powolywali w dalszym ciagu ksiazki
i dlatego ograniczamy si¢ tylko do tych dwu przykiadow kilka
innych podajemy w éwiczeniach.,

CWICZENIA. 1. Najog6lniejszym typem relacji zwrotnej w X jest S+X|1"| X,
najogélniejszym typem relacji przeciwzwrotne] w X jest S-(X|0’|X), gdzie S jest
relacja dowolna,.

. Znaleié mnajogélniejsza postaé relacji symetryczne] oraz najogélniejsza po-
sta¢ relacji przeciwsymetrycznej w zbiorze pelnym.

2. Obliczyé ilo$é réznych relacji zwrotnych, przeciwzwrotnych, symetrycz-
nych, przecmsymetrycznych i na wpol przeciwsymetryeznych, o ile zbiér pelny
sklada sie z n element6w.
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1
-E-n(n——‘l)

3 1
__n(n—{»l)’ B—Q-n(u,-——i). on.3 )

Odp . ()n(n—n zn(n——n, 22
3. Udowodnié wzory:

FResym(N)=[], ,.xxRy~yRx) 1 FResym()=RCR -

4. Wykazaé, ze dla zadnej relacji R nie zachodzi réwnosé K== R".

5. Wykazaé, ze relacja odwrotna do przeciwzwrotnej jest tez przeciw-
zwrotna oraz ze suma i iloczyn relacji przeciwzwrotnych sa relacjami przeciw-
zwrotnymi, natomiast ze iloczyn wzgledny relacji przeciwzwrotnych moze nie byé
przeciwzwrotny.

6. Wykazaé, ze I Resym(X)=R’esym(X).

7. Wykazaé, ze jesli R jest relacjq przechodnia, to relacje R;R, R;R;R,...
sa tez przechodnie.

8. Dowiesé, ze iloczyn dwu relacji przechodnich jest tez relacja, przechodnia.

9. Dowiesé, ze jedli relacje Ri S sa przechodnie, to istnieje taka relacja
przechodnia T, ze RCT, SCT i przy tym T jest zawarte w kazdej relacji
przechodniej, zawierajacej R i S.

Wsk: T=(&7) [istnieja takie elementy Uyy Dy Uy, Dy ooy Uy Dy € xRul,
w,So, dla i=1,2,.,n, D]-Rle+1 dla j=1,2,.,n—1 oraz o, (R4+1)yl

10. Jesli relacje R i S sa przechodnie, to istnieje relacja przechodnia
zawarta w. R i w §, a przy tym zawierajaca kazda relacje zawarta w RiS.

‘ 11. Zbadaé, ézy twierdzenia wyslowione w éwiczeniach 9 i 10 pozostaja
prawdziwe dla relacji zwrotnych, przeciwzwrotnych, symetrycznych i przeciw-
symetrycznych.

§ 6. Rownowaznosci. Relacje, ktére sg zarazem zwrotne, syme-
tryczne i przechodnie w zbiorze X, nazywaja sie rdmnomwaino-
§ciami w zbiorze X ).

Zbiér réwnowaznofci w X ozﬁaczamy symbolem aeq (X).
Mamy wiec
aeq (X) = (R)[R exefl (X)-R e sym (X)- R trans (X)].
Stad o
(44) FReaeq(X)=Rerefl (X)- Resym (X)-R e trans X).

”

") Na doniostosé tych relacji dla réznych dziedzin logiki i matematyki
zwrdeil pierwszy uwage G. Frege w ksigzce: Die Grundlagen der Arithmetik,
Wroclaw 1884 (przedruk Wroctaw 1934), str. 73-80.

8 6] Réwnowaznosci., 15T

PRZYKLADY. Relacja
(., 9) [x ma te sama dlugoéé co yl
Jest rownowaznoScia w zbiorze wszystkich odcinkéw. Relacja
(*,9)[katy figury x sa romne katom ‘figury yl
jest réwnowaznoScia w zbiorze wszystkich wiebkqtéw. Relacja
(#7)[x ma ten sam kolor co y]

jest rOwnowaznoécia w zbiorze wszystkich przedmiotéw o bar-
wach jednolitych.

Przykiady te zbudowane.sa w pewien systematyczny sposéb:
relacja R zachodzi miedzy przedmiotami x a y wiedy i tylko
wiedy, gdy maja one pewna wlasnosé wspélna, np. diugosé,
kolor it.p. Tak samo relacja R, zachodzaca miedzy dwoma przed-
miotami x a y wtedy i tylko wtedy, gdy maja one kilka wia-
sno§ci wspdlnych (np. ten sam kolor i ten sam ksztalt) jest réw-
nowazno$cia. Relacja R, zachodzaca miedzy przedmiotami x a y
wtedy i tylko wtedy, gdy maja one wszystkie wlasnoéci wspélne.
Jest tez relacja réwnowaznoéci. Jest to znana nam z Rozdzialu V
(81, str. 110) relacja ré6wnosci 1°.

W celu ogélniejszego 1 bardziej precyzyjnego sformulowania
tych uwag wprowadzimy nastepujaca definicje:

Definicja. Zbiér zbior6w (czyli zbiér wlasnoéci) ¥ nazy-
waé bedziemy podzialem (klasyfikacja) zbioru X, jesli: )

1° kazdy element zbioru X ma co najmniej jedna z wlasnoSci
nalezacych.do %,

20 jesli wlasnoSci # i ¥ naleza do X, to sa one réwne albo
rozlaczne.

Symbolicznie : (
@) part ()5 (®) {[Teex Srexte e V)] [Trzex (F=2)-H(¥-Z—0)l.

Np. jesli X jest zbiorem przedmiotéw o jednolitych barwach,
to podzialem zbioru X jest zbiér ¥, skladajacy sie ze zbiorow:
wszystkich przedmiotéw ezemmymhﬂwszysfkieh przedmiotéw
zielonych it. d.

Uwaga, ze relacja, kiéra zachodzi miedzy dwoma przedmio-
tami wtedy i tylko wtedy, gdy maja one pewna wlasnoéé wspélna,
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jest réwnowaznoécia, moze byé teraz wyslowiona w formie na-
- stepujacego twierdzenia *):
6)  FXepart(X)-[TeyexlxRy=Zrea(xe¥ yeY)| - Reaeq(X).
Nasuwa sie thanie odwrotne: czy dla kazdej relacji R, kiéra
jest réwnowaznoécia w X, istnieje taki podzial %X zbioru X, ze
relacja R zachodzi miedzy dwoma elementami x a y zbioru X
wtedy i tylko wtedy, gdy naleza one do tego samego YeX?
Odpowieds jest twierdzaca. Aby okreslié taki podzial ¥
zbioru X, wprowadzimy nastepujaca definicje:

(47) UR, X) % D (YT X) Zaoxl Lyexly e Y=y Rx]}.

- W przypadku, gdy R jest réwnowainoscia, bedziemy nazy-
wali A(R,X) rodzina klas abstrakcji relacji R, zbiory za§ wcho-
dzace do U(R,X) jako elementy — klasami abstrakcji relacji R.

‘Mozna wykazaé ), ze jesli Reaeq(X), to U(R,X) jest podzia-
fem zbioru X i przy tym relacja R zachodzi wiedy i tylko wtedy
miedzy dowolnymi elementami x a y zbioru X, gdy istnieje zbiér
YeU(R, X) zawierajacy zaréwno.x Jak y wérod swych elementéw:

(46,) - Reaeq(X) > A(R,X) e part (X),

(46,) )—*”x,yex[nyaznmg,x)(xeY-y’eY)].
Twierdzenia (46,), (46,) i (46,) wyjaéniaja calkowicie strukture

FReaeq(X

icm

relacji réwnowaznoci. Trzy te twierdzenia oqutqemy laczng

nazwa zasady abstrakcji.
7 twierdzed (46,)-(46,) korzystamy w matematyce bardzo

czesto, szczegélnie gdy zachodzi potrzeba -wprowadzenia nowych
tworéw matematycznych np. dla zapewnienia wykonalnoéci pew-
nych dzialad. Rozpatrzmy kilka typowych przykladéw.

PRZYKLADY. 1. Definicja liczb wzglednych. Zakla-
damy, ze zbudowana jest juz arytmetyka liczb natyralnych, t.j.
liezb 1, 2, 3,... Liczby wzgledne pojmowaé mozemy jako wlas-
noéci uporzadkowanych par liczb naturalnych. Np. pary uporzad-
kowane (3.1), (7,5), (12,10),... maja te wlasno§é wspolna, ze po-

przednik jest wiekszy o 2 od nastepnika; te wspélng wlasnos¢

1) Dowéd tego twierdzenia podany jest w Dodatku do Bozdzm?u VI, (510,
str. 162-163), '

%) Zob. tamze, str. 163-164.
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nazywaé mozemy liczba mwzgledna-1-2. Pary uporzadkowane

2,4), (9,11),(6,8),.. maja te wspélng wlasnosé, ze poprzednik
1ch jest o 2 mniejszy od nastqpmka wlasno§é te nazywamy
liczba rzgledng — 2.

Ogélnie: aby okresli¢ liczby wzgledne, oznaczamy przez X
zbiér utworzony ze wszystkich uporzadkowanych par liczb natu-
ralnych i definiujemy w nim relacje R, jak nastepuje: wzdr
(x,y) B(z,t) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy x-+-t=y-z1).
Opierajac sie na najprostszych wlasnoéciach dodawania liczb na-
turalnych, dowodzimy, Zze Reaeq(X). Na mocy twierdzehn (46,)
i (46;) rodzina U(R,X) klas abstrakcji relacji R jest wiec podzia-
fem zbioru X, t.j. kazda para uporzadkowana (x,y) liczb natural-

-nych nalezy do jednej z klas abstrakcji i rézne klasy abstrakeji

relacji R sy rozlaczne. Wzér (x,y)R(z,f) zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy pary (x.y) i (z,t) naleza do tej samej klasy abstrakeji.

Klasy abstrakeji relacji R, czyli zbiory nalezace do A(R,X),
nazywamy liczbami rozglednymi.

Na liczbach tych okreslamy dziatania dodawania i mnozenia
w nastepujacy sposéb: liczba wzgledna Y jest suma liczb wzgled-
nych Z; i Z,, jeSli istniejg w Z; 1 Z, takie pary uporzadkowane
(%1,20) 1 (Yis¥Yo) 2e (%1 Yy, XYs)eY: liczba wzgledna Y
jest iloczynem liczb wzglednych Z; i Z,, jeSli istnieja w Z; 1 Z,
takie pary uporzadkowane (x,y;) 1 (X2.Y2), Ze (%1% + Y1y
X1Ys T Yy X)€Y,

W arytmetyce teeretycznej dowodzi sie, ze tak okre§lone
dzialania podlegaja wszystkim prawom, znanym z arytmetyki
liczb naturalnych (np. prawom przemienno$ci, acznodci i roz-
dzielnoéci), a nadto ze w dziedzinie liczb wzglednych wykonalne
jest zawsze dzialanie odejmowania?).

Podana tutaj definicja liczb wzglednych. wydaé sie moze na
pierwszy rzut oka nienaturalna; wrazZenie to jednak ustapi, gdy
uéwiadomimy sobie, ze liczby wzgledne sa to twory, ktére umoz-
liwi¢é nam maja odpowiedZ na pytanie, o ile jedna liczba jest
wieksza lub mniejsza od drugiej.

- 1) Pole relacji R sklada sie z par uporzadkowanych; definicja formalna
tego pojecia podana jest dalej, w §8, str. 148. Zaznaczyliémy juz w Rozdziale IV,
{§1, str. 83), Zze nie nakladamy zadnych ograniczen na elementy zbioru pelnego 1;
elementami jego moga wiec byé w szezegélnosci pary uporzadkowane.

3 Dowody tych twierdzeri mozna znaleZé np. w ksigzeczce: E. Landau,

" Grundlagen der Analysis. Lipsk 1930 (2-e wyd. New-York 1946).
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2. Definicja liczb wymiernych. Podobnie jak liczby
wzgledne w przykladzie 1, okre§lamy liczby wymierne jako wia-
snoéci uporzadkowanych par liczb wzglednych. Oznacziny przez X
zbiér wszystkich par uporzadkowanych (x,y) liczb wzglednych,
ktérych nastepnik jest rézny od 0. Relacja R miech zachodzi
miedzy dwiema parami (x,y) a (z,%) zbioru X wtedy i tylko
wiedy, gdy xt=yz. Latwo wykazaé, ze Reaeq(X); zbiér X roz-
pada si¢ wiec na roziaczne klasy abstrakcji tej relacji.

Klasy te nazywamy liczbami mymiernymi.

Dalsze rozwiniecie teorii liczb wymiernych na podstawie tej
~ definicji znajdzie czytelnik w cytowanej ksiazeczce Landauwa,

3. Teoria' Cantora liczb rzeczywistych. Oznaczmy

przez X zbiér ciagéw
X == (xls Xa, Xy, ---)

o wyrazach wymiernych, czynigeych zado$é warunkowi C au-
chy’ego

H8>02m11n[n>m“‘>,xn~xml< &].

W zbiorze X okre§lamy relacje R: zachodzi ona miedzy dwoma
clagami x =(x;,%,..) a y=(y,,y,,..) wtedy i tylko wtedy, gdy
Jim (xp — yn) = 0.
n-yeo

Relacja R jest réwnowainoscia w X; klasy abstrakeji tej
relacji nazywamy wedlug Cantora liczbami rzeczyroistymi*).

Z przykladéw 1-3 widzimy, ze arytmetyka teoretyczna po-
stuguje si¢ bezustannie twierdzeniami (465) i (46,) przy konstruo-
waniu coraz to ogélniejszych rodzajéw liczb w oparciu o teorie
liczb naturalnych. .

Zobaczymy w Rozdziale VII, ze i przy definicji pojecia liczby
naturalnej zasada abstrakeji gra doniosta role.

Podamy jeszcze przyklady dwu zastosowan zasady abstrakeji
W geometrii. '

) 4. Relacja réwnoleglosci prostych jest réwnowaz-
noScia w zbiorze wszystkich prostych.
Klasy abstrakeji tej relacji nazywamy kierunkami.

.

o D) .Teoria Cantora przedstawiona jest szczegblowo w ksigzce: W. Sier-
pifski, Teoria liczb nieroymiernych (Wstep do Analizy), Lwéw 1928,
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5. Definicja p6iprostej. Niech X bedzie zbiorem punkiéw
prostej, O — dowolnym punktem zbioru X, a U — relacja tréj-
czlonowsy

4,B, 6 [punkt B lezy miedzy A4 a C]Y).

Z pewnikéw geometrii %} wynika, ze relacja R=(4,B)[["(4, 0, B)]
Jjest réwnowaznoScia w X; zbi6r X rozpada si¢ wiec na rozlaczne
klasy abstrakcji tej relacji. Dowodzi sie, ze sa tylko dwie takie
klasy abstrakcji dla kazdego punktu O: nazywamy je pélpro-
stymi rozwazanej prostej, wyznaczonymi przez punkt O.

W podobny sposéb zdefiniowaé moina pdlplaszczyzny jako
klasy abstrakcji pewnej relacji miedzy punktami?).

Z przykladéw tych widoczne jest, jak liczne sa zastosowania
relacji rownowazno$ci w réznych dziatach matematyki 4).

CWICZENIA. 1. Wykazaé, ze
Reaeq (X)= Rerefl(X)-Ilcyzex [xRy-x Rz - y Rz].

2. Wykazaé, ze ~Reaeq(1)=(1"C R)-(BJR C R).

3. Wy}(azaé, ze jesli X jest zbiorem wszystkich zbioréw skonczonych, to
relacja (X,Y)[X ¥+ Y-X'eX] jest réwnowaznoscia w zbiorze wszystkich zhioréw
(zawartych w zbiorze pelnym 1).

4. Wykazaé, ze jesli G jest grupa, a H jej podgrupa, to relacja (£,5)[xy—'e H]
Jest réwnowaznoécia w G. Klasami abstrakeji sa prawosironne warstwy grupy G
wzgledemn H.

5. Okreélié przy pomocy relacji lezenia miedzy (por. przyklad 5) taka
relacje réwnowaznoéci w zbiorze uporzadkowanych par réinych punktéw jed-
nej prostej, by jej klasy abstrakeji nazwaé mozna bylo zmrotami prostej.

Odp.: Relacja ma zachodzié miedzy parami (A4,B) i (C,D) wtedy i tylko

‘ wtedy, gdy

U(C4.B)- UD,C. A+ C=4)-UWD,4,B)+U4,C.By- U'(D,C,By+
+(C=B)-U(4,B,D)+U(4,B,C)- U(B,C,D).

6. Udowodni¢ dla relacji r6wnowaznosci twierdzenie, podane w §5, str. 136,
zadanie 9°%). ‘

) Relacja ta jest jednym z pojeé pierwoinych geometrii elementarnej na-
r6wni z pojeciami punktu, prostej, przystawania i innymi.

) Np. z pewnikéw D. Hilberta, zamieszezonych w jego znanej ksigzce
Grundlagen der Geometrie, wyd. 7-e, Lipsk-Berlin 1930.

3) Zob. D. Hilbert, tamze, str. 8-9.

¢) Algebraiczng strong teorii rozpatrywanych tu relacji omawia P. Dubreil
w swe] ksiazee Algébre, Paryz 1946, Rozdzial I. W ksiazce tej podana jest dalsza
literatura przedmiotu.

% Zob. P. Dubreil, tamze, str. 15-16.
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§ 7, Relacje spéjne, porzadkujace i porzadki czeSciowe,
Relacja R nazywa si¢ spdjna w zbiorze X, jedli dla kazdych dwy
réznych elementéw zbioru X zachodzi badz xRy, badz yRx.

Zbiér relacji spéjnych w X oznaczamy (od tacifiskiego con-
nectare) symbolem con (X). '

Definicja ta, napisana wzorem logicznym, ma postaé

(48) ‘ con(X)'d—?(R)Hx,yex[(x:y)+x1{y+yRx].

W zbiorze liczb naturalnych relacjami spéjnymi sa np. <, <
i 0, relacjami za$ niespéjnymi — np. podzielnoéé, wzgledna pierw-
szo§¢ 1 rownoéé. Relacja inkluzji w zbiorze wszystkich podzbioréw
zbioru pelnego jest spéjna, o ile zbiér pelny zawiera dokladnie
jeden element; w przeciwnym razie nie jest ona spéjna. Natomiast
w zbiorze wszystkich odcinkéw osi odcietych, ktérych Srodkiem
jest punkt 0, relacja inkluzji jest spéjna. Relacja pusta jest spéjna
w zbiorze zawierajacym dokladnie jeden element, nie jest za$
spéjna w Zadnym innym zbigrze.

JeSli relacja jest zarazem zwrotna, na wpél przeciwsyme-
tryczna, przechodnia i spéjna w zbiorze X, to méwimy, ze po-
rzadkuje ona zbidr X,

Zbiér wszystkich relacji porzadkujacych X oznaczamy sym-
bolem ord (X). ‘ ‘

Formalnie definicje te zapisujemy wzorem
49) ord(X) i (R)[Rerefl (X)- Reasym*(X)- Retrans(X)- Re con(X)].

Jesli Reord(X), to wzér xRy czytamy zazwyczaj:
x jest niepdzniejsze niz y ze mwzgledu na relacje R.
PRZYKLADY. Relacje < i > porzadkuja zbiér 1iczb rzZeczy-
wistych,
Oznaczmy symbolami Z(x) i F(x) odpowiednio czeSé rze-
czywista i czeS¢ urojong liczby zespolonej x; wéwezas relacja
@& HZ (x) S EWN+ R (x)= FW] [Tx) < T}
porzadkuje zbiér liczb zespolonych.

Relacja (£, 9) [(y= D+H1<x<y)] porzadkuje zbiér liczb na-

turalnych. Te sama wlasnosé ma relacja
50) (&9 {21)-@ly)+lx)-ClyT-x < y-+Clx)- 2]y,

gdzie wyrazenie 2|x czytamy: liczba 2 jest dzelnikiem liczby x
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W ostatnim przykladzie kazda liczba parzysta jest niepdz-
niejsza niz kazda liczba nieparzysta; z dwu za$ liczb, kiére jed-
noczeSnie sa badZ parzyste, badZ nieparzyste, niepézniejsza jest
ta, ktéra jest niewieksza. Mozna wiec obrazowo powiedzieé, ze
rozpatrywane tu uporzadkowanie powstaje w ten sposdb, ze naj-
pierw szeregujemy liczby parzyste wedlug ich wielkosci, a po
nich stawiamy liczby nieparzyste tez uszeregowane wedlug wiel-
kofci. Réwnie latwo mozna sobie uzmyslowié sens Intuicyjny
pozostatych przykladéw.

W matematyce méwi sie czesto o zbiorach uporzadkomanych .
Taki sposéb wyrazania sie nie jest $cisly; poprawny bylby zwrot:
zbior uporzadkorwany ze rozgledu na taka a taka relacje. Uporzad-
kowanie bowiem nie jest cecha samego tylko zbioru. Widzielismy
na przykladach, ze jeden i ten sam zbiér moze byé uporzadko-
wany na wiele réznych sposobéw przez podanie réinych relacji
porzadkujacych. Istotna dla pojecia uporzadkowania jest wiec
relacja, nie za$§ sam zbidr. '

Badaniem relacji porzadkujacych zajmuje sie pewien dzial
teorii mnogoS$ci'). Ograniczymy sie tutaj do podania kilku defi-
nicji z zakresu tej teorii.

JeSli Reord(X) i ¥ jest niepustym zbiorem zawartym w X,
to (kazdy) taki element y¢Y, ze [[;cy[yRz], nazywamy minimum
(albo piermszym elementem) zbioru ¥ ze wzgledu na relacje R.
Element za§ yeY taki, ze [[..r[zR yl, nazywamy maksimum (albo
ostatnim elementem) zbioru Y ze wzgledu na relacje R. Ani mini-
mum, ani maksimum nie musza istnieé; jesli jednak istnieja,
to sa wyznaczone jednoznacznie.

Najwczeéniejszy element zbioru (§)[xRy-y < x], o ile istnieje,
nazywa sie nastepnikiem elementu x ze wzgledu na relacje R.

1) Zobacz np. W. Sierpifski, Zarys feorii mnogosci, tom I, Warszawa
1928, Rozdzial VIIL Definicja relacji porzadkujacych, przyjmowana zazwyezaj
w teorii mnogoSci, rézni sie nicco od tutaj podanej. O relacji takiej zaklada
si¢ mianowicie spéjnosé, przechodniodé i przeciwzwrotnosé (zamiast zwroinodei),
pomijajac warunek Re asym*{Xi; nadto zaklada sig, ze polem tej relacji jest zbiér
X (por. § 4, str. 130). Latwo wykazaé, ze jesli zbiér X ma co najmniej dwa ele-
menty i Reord(X), to relacja X:R-0"X czyni zadoéé wszystkim tym warunkom. Na
odwi6t, jesli relacja R czyni zado$é tym warunkom, to R--1’eord(X). Definicja
pedawuna w teorii mnogoSei nie 16zni sie wiec istoinie od naszej, a jest mniej
dogedas, gdyz w my$l tej definieji zbiér jednoelemeniowy nie moze byé
upurzgdkowany.
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Ostatni element zbioru (§)[yRx-y==x], o ile istnieje, nazywa sie
poprzednikiem elementu x ze wzgledu na te relacje.

Jesli kazdy niepusty podzbiér Y zbioru X posiada minimum
ze wzgledu na relacje R, to méwimy, ze R dobrze porzadkuje
zbidr X.

Zbiér relacji dobrze porzadkujacych X oznaczamy symbolem
bord (X):

bord (X)= (R) {Reord (X)- [Trcx [Y 0 -+ Zyer[[zax (y R2)]).

Przyktadem relacji dobrze porzadkujacej zbiér liczb natural-
nych jest relacja <.

Réwniez relacja (30) dobrze porzadkuje zbiér liczb natural-
nych. Natomiast relacja

(® ) [2lx)-@ly) - (=< y)+@lx)- 2[y)+ 2] %) - Qly) - (y <))

nie porzadkuje dobrze zbioru liczb naturalnych, gdyz w zbiorze
liczb nieparzystych nie istnieje element pierwszy ze wzgledu na
te relacje.

Porzadkiem (lub uporzadkoroaniem) czeécioroym zbioru X na-
zywamy relacje zwrotna, na wpél przeciwsymetryczng 1 prze-
chodnia w X. :

Zbiér tych relacji oznaczamy symbolem ord*(X):

ord*(X) = (R)[R erefl (X)- Reasym*(X)- R ¢ trans (X)].

Kazda relacja porzadkujaca zbiér X jest tez jego porzadkiem
czeSciowym, ale niekoniecznie na odwrét, gdyz porzadek czesciowy
nie musi byé spéjny w X. Przykladami porzadkéw czeSciowych
sa: relacja inkluzji (w dowolnym zbiorze zbioré6w lub relacji) oraz
relacja podzielno$ci (w zbiorze liczb naturalnych). v

~ Uogélniajac pojecia maksimum i minimum zbioru, okre$lone
dla relacji porzadkujacych, dochodzimy do pojeé najmniejszej
mwspélnej mwielokrotnoici i najmwickszego mwspélnego dzielnika zbioru
Y ze wzgledu na relacje czeSciowego porzadku R.

Zalézmy mianowicie, ze Reord*(X) i ze ¥ jest miepustym
podzbiorem zbioru X. Element d zbioru X (ktéry moze nalezeé
do Y lub nie) nazywa sie najwiekszym wspSlnym dzielnikiem
zbioru ¥ ze wzgledu na R, jesli

Her(dRy) 'Hxsx [ner (ny) - de]

]
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Element  zbioru X nazywa sie najmniejsza wspolng wielo-
krotnoScia zbiorn Y ze wzgledu na R, jesli

Her(yRID)'erx[Hyﬁy(ny)~>me].

Ani najmniejsza wspélna wielokrotnoéé, ani najwiekszy wspél-
ny dzielnik zbioru Y nie musza istnie¢ nawet w przypadku, gdy
zbiér Y sklada si¢ z dwu elementéw. Mozna jednak latwo wykazaé,
ze jesli najmniejsza wspélna wielokrotnosé —i, podobnie, najwiek-
szy wspblny dzielnik — istnieja. to sa wyznaczone jednoznacznie.

Jesli zbior ¥ sklada sie ze skoficzonej liczby elementéw x, y, ..., u.
to najmniejsza wspélna wielokrotno§é zbioru Y nazywamy po
prostu najmniejsza wspéing wielokrotno$cia tych elementéws; po-
dobnego zwrotu wuzywamy tez w stosunku do najwickszego
wspolnego dzielnika. '

Zbiér X nazywa sie strukfurg ze wzgledu na relacje R, jesli
Reord*(X) i jesli dla kazdych dwu elementéw X istnieje naj-
mniejsza wspélna wielokrotno$é oraz najwiekszy wspolny dzielnik.

Struktura X nazywa sie zupelna, jesli kazdy niepusty pod-
zbiér zbioru X posiada najmniejsza wspélna wielokrotno$é i naj-
wiekszy wspélny dzielnik.

Teoria struktur stanowi interesujace uogélnienie teorii zbioréw
uporzadkowanych i znajduje liczne zastosowania ).

CWICZENIA. 1. Udowodnié nastepujace prama monotonii:

FXCY-Recon(¥)—~ Reconl{X), RCS-Recon(X)—+Secon (X).

2. Suma dwu relacji spéjnyech w zbiorze X jest sp6jna w tym zbiorze. Zba-
daé czy jest to prawda dla iloczynu oraz iloczynu wzglednego relacji spéjnych.

5. Dowiesé, ze - Recon(l)=[1"+R+R=1]=[R"CTF+1].

. 4. Dowie$¢, ze I Recon(X)=Reasym*(X) oraz  Retrans(X)-con(X)—~
— R'etrans (X). Obliczyé na podstawie pierwszego z tych twierdzen ilo§é relacji
nalezacych do con(t), jesli zbiér pelny 1 ma n elementéw.

' 5. Udowodnié wzory '

F Reord (X)- Reord(X), F Reord* (X) > R eord*{X).

Czy analogiczne twierdzenie zachodzi dla dobrych porzadkéw?

6. Dowiesé, ze jesli X ma n elementéw, to ord (X) zawiera n! relacji oraz
ord (X)=bord(X). :

!} Teorii strukiur (nazywanych w literaturze angielskiej lattices) po$wiecona
jest monografia: G, Birkhoff. Lattice theory, American Mathematical Society
Colloquium Publications 25, New York 1940

A. Mostowski, Logika matematyczna. . iy
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7. Wzory (17) i (18) ze str. 124 mozna napisaé w postaci: aeord* (1),

8. Dowiesé, ze zbiér X uporzadkowany przez relacje R jest struktury ze
wzgledu na relacje R. Znalezé najmniejsza wspolng wielokrotnosé i najwiekszy
wspélny dzielnik dwu elementéw x,y zbioru X.

9. Dowie§é, ze zbiér wszystkich podzbioréw zbjoru pelnego jest strukturs
zupelna ze wzgledu na 1'élacj(: inkluzji. ‘

10. Dowiesé, ze jesli zbior X jest algebra Boole’a (zob. Rozdziat 1V, § 5,
str. 103), to X jest struktura ze wzgledu na relacje (£, 7).[x y'=0], ale niekqniecz—
nie struktura zupelng. °

W s k.: Najmniejszy wspélny dzielnik elementéw x,y wynosi x-y, najwick-
sza za§é wspdlna wielokrotnosé — x-y.

11. Dowie$é, ze zbiory trans (X) i aeq (X) sa strukturami ze wzgledu na re-
lacje inkluzji.

Wsk.: Por6wnaj zadanie 9 z § 5 1 zadanie 6 z § 6.

12, Dowie$é, ze obie strukitury z zadania 11 sq zupelne?).

13. Dowiesé, ze zbiér podgrup dowolnej grupy G jest strukiurg zupelna
ze wzgledu na relacje inkluzji.

14. Dowiesé, ze jeéii X jest zbiorem liczb naturalnych i Reord*(X), to
istnieje taka relacja S, ze RC S i Seord(X). ' ’

Wsk.: Ustawiamy w ciag (a;, by), (2, bs),... pary uporzadkowane, utworzone
z réznych liczb naturalnych, i definiujemy przez indukeje ciag relacji S, S;,Ss...
w sposéb nastepujacy: .

So= R, Sk+1={§:n.17) [(xSk :‘an)'(bnkSky)]:

i bnkS’k . oile

gdzie (a, i ny) Jest najwezedniejsza taka para, ze n Sk by

za$ ta para nie istnieje, to przyjmujemy S +1= S Relacja § = (#0) [.‘:kaky}
spelnia warunki zadania 2.

§ 8. Relacje jednoznaczne, odwrotnie jednozmaczne i do-
skonale. Relacja R nazywa si¢ jednoznaczna, jesli dla kazdego y
istnieje co najwyzej jedno takie x, ze xRy. :

Zbiér wszystkich relacji jednoznacznych oznaczamy symbo-
lem 1-Cls 3).

) Zob. P. Dubreil, Algébre, Paryz 1946, str 15-10,

*) Por. E. Szpilrajn-Marczewski, Sur l'extension de l'ordre. partiel,
Fundamenta Mathematicae 16 (1930), str. 386 -380. )

%) Jest to odmiana symbolu 1~ Cls, uzywanego przez Russell’ai Whi-
teheada, a majacego przypominaé charakterystyczna wlasnos§é relacji jedno-
znacznych: dla kazdego ye G (R) istnieje tylko jedno x spelniajace warunek
xRy (stad jedynka po lewej stronie symbolu), natomiast dla kazdego x e D(R)
istnie¢ moze caly zbidr (po angielsku class) takich y, ze xRy (stad znak Cls
po prawej stronie symbolu). .
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4

Wzorem mozemy zapisaé te definicje, jak nastepuje:

(51) 1-Cls= (R) {[1ey-[(xRy)- (zRy) - (x—2]].

Relacje jednoznaczne nazywamy inaczej funkcjami.

Przeciwdziedzing funkcji R nazywamy zbiorem argumentom,
dziedzine — zbiorem martodci funkeji R. .

W podrecznikach analizy matematycznej okresla sie zazwy-
czaj pojecie funkeji, méwiac ze ,okreslona jest funkcja, gdy dane
;jest prawo, przyporzadkowujace kazdej warto$ci pewnej zmiennej
okreslona warto§é innej zmiennej”. Definicja taka jest niezbyt
poprawna. Przede wszystkim definicja powinna okreslaé, czym jest
funkeja, nie za§ formulowaé warunki, przy ktérych spehieniu
funkcja jest okreslona; po drugie, pojecie prama jest doéé mgliste
i1 co najmniej w tym samym stopniu domaga sie okreSlenia, co
samo pojecie funkecji. Natomiast okre§lenie pojecia funkeji jako
relacji jednoznacznej czyni zadoéé wymaganiom Scisloei?), a po-
nadto trafia w te same intuicje, co nieéciste okreglenie podawane
w analizie. Jesli bowiem R jest relacja jednoznaczna i ye®(R),
to na mocy definicji przeciwdziedziny istnieje takie x, ze xRy,
1 przy tym — zgodnie z okre§leniem relacji jednoznacznej — jest
co najwyzej jedno takie x. Mamy zatem prawo, na mocy ktérego
kazdemu elementowi zbioru G(R) odpowiada - dokladnie jeden
element zbioru D(R) 2).

') Co prawda, sprowadziliémy pojecie funkeji do pojecia relacji, ktérego
okreslenia nie podaliémy. Jest jednak Jasne, ze jakie$ pojecie musi byé przyjete
za pierwotne, gdyz inaczej wypadioby bez kofica definiowaé jedne pojecia
przez drugie.

%) Koncepeja pojecia funkeji jako szczegllnego przypadku ogélnego poje-
cia relacji jest ostatnim stadium diugiego rozwoju historycznego. Poczatkowo
funkcje pojmowano jako kombinacje pewnych dzialad, jak dodawanie, odejmo-
wanie, mnozenie, dzielenie, potegowanie, pierwiastkowanie, logarytmowanie, znaj-
dowanie wartodei funkeji trygonometrycznych i t. p. W ten sposéb definiowal
pojecie funkcji Euler, autor pierwszego podrecznika analizy (Infroductio in
analysin infinitorum, 1748). Réwniez Lagrange (1736-1815) ograniczal sie
tylko do funkeji analitycznyeh, t.]. przedstawialnych szeregiem potegowym. Ba-
dania nad szeregami Fouriera, kiérych suma przedstawia¢ moze funkcje
nieciagle, sktonily Dirichleta (1805-1859) do sformulowania definicji funkeji
jako .prawa, przyporzadkowujacego kazdej wartosci jednej zmiennej okres-
lonej wartosci drugiej zmiennej”. Definicja funkeji jako relacji jednoznacznej
pochodzi od logika wloskiego G. Peano, Sulla definizione di funzione, Atii
della Reale Aceademia dei Lincei, Rendiconti, Classe di scienze fisiche, mate-
matiche e naturali 20 (1911}, sir. 5-5. :

10*
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Wiele pojeé rozpatrywanych w analizic (lgllic si¢ podciggnaé
pod pojecie funkeji. Ciag nieskoriczony mozna okreslié jako funk-
cje, ktérej zbiorem argumentéw jest zbidr liczb naturalnych, ezyli

- jako relacje jednoznaczna, ktérej przeciwdziedzing jest zbidr liczb

naturalnych. Pare uporzadkomwana utworzona, z dwu przedmiotéw
okreélié mozna jako relacje jednoznaczna R, ktérej przeciwdzie-
dzina sklada si¢ z liczb 1 i 2. Przedmiot x taki, Ze xR, nazywa
sie piermszym elementem pary, a przedmiot y taki, ze yR2, na-
zywa sig jej drugim elementem. Podobnie tréjki, czrworki,... upo-
rzadkomane mozemy okreélié jako relacje jednoznaczne.

+ Zbiér wszystkich par uporzadkowanych, kiérych pierwszy

L element nalezy do zbioru X, a drugi do zbioru Y, nazywa sie
\ iloczynem kartezjaiiskim lub produktem zbiovéw X i Y.

Oznaczamy go zazwyczaj symbolem X X Y.

W podobny sposéb okre§lié mozna iloczyn kartezjanski trzech
lub wigcej czynnikéw, korzystajac z pojecia tréjki, cawdrki,...
uporzadkowane;j.

Wykres relacji jednoznacznej, ktérej dziedzina i przeciwdzie-
dzina skladaja sig z liczb rzeczywistych, jest zbiorem, ktéry kazda
réwnolegta do osi odcigtych przecina co najwyzej w jednym
punkcie Y).

Nalezy starannie odrézniaé funkcje od martosci funkeji. Funk-
cja jest to relacja, warto$¢ za§ funkeji R dla danej wartosei u
argumentu jest to ten jedyny element o, dla ktérego vRu. W ksigi-
kach matematycznych. uzywa si¢ bardzo niestusznie iego samego
symbolu f(x) dla oznaczenia funkeji i wartoéci funkeji. Réwnics
nieScisle sq zwroty: sinx jest funkcjg x, albo: x? jest funkcja x,
gdyz sinx i x? sq liczbami (o ile x jest liczba), a nie relacjami. Po-
prawnie nalezy powiedzie¢, ze relacje (4. £) (y = sin x) i (7, %) (y =%
sg funkcjami. Istnieje propozycja oznaczamia tych funkeji krét-
szymi symbolami A sinx, 4.2 i ogélnie 2.f(x), gdzie f(x) jest dowol-
nym wyrazeniem, kiére przejdzie w nazwe liczby, o ile zamiast
litery x wstawimy nazwe liczby. Zgodnie z ty propozycja funkcje,
przyjmujaca stale t¢ sama warto§é ¢, oznaczyé nalezy symbolem

') Aby przej§¢ do wykresu funkeji w zwyklym znaczeniu tego slowa, nalezy
wiee zamienié role osi x i y. Moznaby uniknaé tej anomalii, przyjmujae za de-
finicje relacji jednoznacznych podany dalej wzér (57); sprzeciwialoby sie to jed-
nak ogélnie przyjetemu zwyczajowi pisania zaleznosci funkeyjnej w postaci
y=Tf{x), gdzie na pierwszym, miejscu stoi warto§é funkeji, a na drugim argument,
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Avc, a funkcje, ktdrej warto$é jest stale réwna argumentowi, sym-
bolem Z.x ). '
Z (51) wynika
. FRet-Cls=[].,.[(xRy)-(zRy) > (x =2z)].

a poniewaz b xRy-zRy=xRy-yRz wiec na mocy praw (9) i (10)
z Rozdziatu IIT (§ 4, str. 62 i 63) otrzymamy

R ei-C\ISEnxz X, l(xRy)-(yRz)]— (x=2)],
czyli zgodnie z definicja iloczynu wzglednego (§ 2, wzér (6), str. 120)
i z definicja inkluzji dla relacji (Rozdzial IV, § 3, wzér (11), str. 93):
(32) Rel-Cls=R:R— 1.

Otrzymaliémy w ten sposéb charakterystyczna wlasnoéé re-
lacji jednoznacznych, wyrazona przy pomocy symboli rachunku
relacji.

Jako zastosowanie wzoru (32) udowodnimy, ze iloczyn mwzgled-
ny dmwu relacji jednoznacznych -jest zndw relacja jednoznaczng:

- (Ret-Cls) (Se 1-Cls)—» (R;Se1-Cls).

(53)
Dowdd. Ze wzordw (7) 1 {12) wynika
- (R:S}:(E;g)zR;(.S’;S');f{’s
zatem na mocy (9)
838 1T o (R:S):(R:S) “ Ri s R,
Na mocy (11), wynika stad
F8:8 = 175 (R;8):(R:8) — R: R,
a wiec .
H(R:R = 1)(S:8 T 1) = (R:S):(R8) 1
Na mocy (32) otrzvmujemy stad od razu wzér (53).
Jest jasne, ze jesli zaleznoS¢é funkeyjna uRp napiszemy w zwyk-
lej matematycznej symbojice jako u=/{(p), a uSo jako u=g(o).
to uR:Sp napisaé nalezy jako u={f(gio).

%} Dogodna ta symbolika pochedzi od amerykanskiego logika A. Churcl’a,
-1 set of postulates for the foundation of logic, Annals of Mathematics 33 {1932),
str. 346-366.
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Jako dalsze zastosowania wzoru (52) udowodnimy  jeszcze
dwa twierdzenia o relacjach jednoznacznych: - .
(54) +RCS-Set-Cls = Re1-Cls.

Dowéd Wobee —RCS—RCS i prawa (9) z §2, str. 122,
otrzymamy

FRCS- RRCSSS,
skad na mocy (52) wynika od razu wzoér (54).
(53) b Re1-Cls-Sei-Cls-(Q(R)- &(S)=0) > (R4S e1-Cls).
D 0w 6d. Zauwazmy najpierw, ze —xRiSy— Y. (xRz-y$2),
a wiec
FxR:Sy » 2. (zeG(R)-G(S)), skad + B:S =0 G(R)-&(S) + 0.
Wnosimy stad, ze
(56) FQ(R)-®(S)=0- R;S=0.
Zgodnie ze wzorami (4) i (8) mamy
R+ 8):(RF-8) = Rs R+ B; S+ 53R +5:5.
skad na mocy (56) wynika, ze |
L FOER-SE =0 R4S C R R4S,
W myél (52) otrzymujemy stad od razu wzér (55).
Relacja R nazywa sie odmrotnie jednoznaczna, jesli dla kaz-

dego x istnieje co najwyzej jedno takie y, ze xRy.
Zbiér tych relacji oznaczamy symbolem Cls-1:

(57) Cls~1?(ﬁ’) {nyz [xRy-xRz—> y=z]}.

) ‘Przykladami relacji odwrotnie jednoznacznych sa relacje:
&P ly=x", (£,9)[y jest ojcem «x] i, ogélnie, kazda relacja od-
wrotna do f}{nkcji (por. dalej, wzér (60)).

VE’ podobny sposéb jak wzoréw t52) i (53) mozna dowieéé
wWzoréw

(58) FReCls-t=R:RC 1,

» (39) F (ReCls-1)- (SeCls-1) > (R:S e Cls-1).
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Zgodnie z (2) wzor (58) napisaé mozemy jako
FReCls-1 = fl,ﬁf 1,
a ze w my$l (32) jest IV{EI—CISEIU?;IS{CY wiec otrzymujemy
réwnowaznosé
(60)  ReCls-1=Ret-Cls.
z ktérej widzimy, ze relacje odwrotnie jednoznaczne mozna tez
okresli¢ jako relacje odwrotne do jednoznacznych czyli do funkcji.
Na mocy (60) wyprowadzamy od razun (na podstawie wzoréw
(2) i (31)) nastepujace wnioski z twierdzen (54) i (55):
(61) - RCS-(SeCls-1) = (Re Cls-1),
62) - (ReCls-1)-(SeCls-1)-(D(R)-D(S) =0) - (R SeCls-1).
Relacja, ktéra jest jednoczeénie jednoznaczna i odwroinie

jednoznaczna, nazywa sie jedno-jednoznaczna.- albo mzajemnie
jedno-znaczna, albo doskonala.

Zbiér utworzony z tych relacji oznaczamy symbolem 1-1.
Mamy wiec

(63) 1-1 d:fa?; [(R €1-Cls)-(R e Cls-1)].
Z tej definicji otrzymujemy z latwoScia na mocy (51) 1 (57)
64) —Re 1-15nyz[ny-zRy—~>x=z]'I‘]xyz{.‘ny-sz-> y=z]
Z (60) i (65) wynika dalej ‘
(65) Ret-1 =(Re1-Cls)-(Re1-Cls).
A wiec: relacja jest doskonala wtedy i tylko mwtedy, gdy jest
funkcja, i gdy relacja do niej odwrotna jest funkcja.
Udowodnimy, ze relacja odwrotna do doskonalej jest doskonala
i ze iloczyn mzgledny dmwu relacji doskonalych jest doskonaly:

{66) - (Ret-1)— (Re1-1).
(67) b (Re1-1)-(Sel-1) > (R:Set-1).

Dowéd. Z (60) otrzymujemy k- (Re1-Cls)— (ReCls-1) oraz
F (ReCls-1) > (R e1-Cls). zatem

(R e1-Cls)-(Re Cls-1) » (Re1-Cls) (R eCls-1),

co w mysl wzoru (65) daje wzor (60).
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Z (53) 1 (39) otrzymujemy stosujac prawo muozenia impli-
kacji i prawo przemienno$ci koniunkeji
- (Ret-Cls)-(Re Cls-1)-(S €1-Cls)- (S ¢ Cls-1)
-~ (R;S e1-Cls)- (R;S e Cls-1),

skad na mocy wzoru (03) wynika wzdr (67).

Zauwazmy wreszcie, ze 1 C=ir=r,
wzoréw (32), (38) i (63) wynika tautologia

skad na mocy

(68) i 1’e1-1.
A wiec: relacja identycznosci je;'t doskonala.
70341
(©9)  FRC S-(Seil-1)

(61) otrzymujemy na mocy (63) wzbr
- (Rel-1),
a z (33) 1 (62)— wzbr

(70)  +(Ret-1)-(Sel-1)- D(R)-D(S)=0)-(T(R)-C(S)=0) -

> (RS e1-1).

A wiec: suma dmu relacji doskonalych jest doskonala, o ile
ani dzwdzmy, ani przecimdziedziny tych relacji nie majg ele-
mentén rospdlnych.

7 relacjami doskonalymi spotykamy si¢ w matematyce bar-
dzo czesto. Przeksztalcenia geometryczne takie jak symetria
wzgledem punktu lub prostej, jednokladno§é, inwersja i t.d. sa
funkcjami, dla ktérych relacje odwrotne sg tez funkcjami. Sa to
zatem relacje doskonate. Permutacje sa to relacje doskonale,
kiérych dziedzing i przeciwdziedzing jest jeden i ten sam zbior
skoficzony. W zakresie funkcji ciaglych zmiennej rzeczywistej
doskonale sa funkcje monotoniczne (rosnace i malejace). W teorii
mnogoéei relacje doskonale graja doniosla role w okreleniu
pojecia réwnej liczebno$ci (réwnosci mocy), jak to l)liZej wyjas-
nimy w Rozdziale VIL

Uogélnieniem relacji jednoznacznych sa relacje m-znaczne, t.j.
takie, ze dla kazdego y istnieje co najwyzej m elementéw x,
spelniajacych wzér xRy. Podobnie mozna uogdlnié pojecie re-
lacji odwrotnie jednoznacznej i rozpatrywaé relacje odwrotnie
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n-znaczne. Relacja, ktéra jest zarazem m-znaczna i odwrotnie
n-znaczna, nazywa sie zwykle krétko m-n-znaczna. Teoria tych
relacji jest dotad bardzo stabo rozwinieta?).

CWICZENIA. 1. Dowiesé, ze b Ret-1==[R;R-L-R;R 1]

2. Relacja R;S8:R nazywa sie relacja S przeksztalcona przez R. Udo-
wodnié, ze relacja odwrotna do przeksztalconej jest przekszialcona relacji
odwrotnej, ze suma relacji przeksztalconych jest przeksztalcona sumy oraz ze
iloczyn relacji przeksztalconych przez relacje odwrotnie jednoznaczna jest prze-
ksztalcona iloczynu.

5. Jedli ReCls-1, to R(QX-Y)=R(X)-R(¥Y) i R(X—Y|i=R(X)—R(Y).

4. Wykazaé, ze F (ReCls-1)-(X-T=0) >[R(X)-R(}
jednoznacznych wzér ten moze nie byé prawdziwy.

) =0]% i ze dla relacji

5%, Wykazaé, ze | (Re1-Cls)-(ST R} - [S= R|Q(S)]. Pokazaé na przykla-
dach, ze twierdzenie to jest falszywe dla relacji odwrotnie jednoznacznych.

6. Wykazaé, ze + (Re1-Cls)-(Q(Ri=X)~[R;Reaeq (Y]]

7. Ciag nieskoficzony a,, a., a;, ... traktowaé mozna jako relacje jedno-
znaczng R, kidrej przeciwdziedzina jest zbiér liczb naturalnych (por. str. 148).
Jak zdefiniowaé ciagi czebciowe a;,a;,2;,..7

Odp.: RIX.

8. Niech Q= (4,0} [u=10%, a zbiér pelny 1 niech sklada sie z wszystkich
liczb rzeczywistych. Okazaé, ze warunkiem koniecznym i dostatecznym na to,
by funkcja R dawala sie przedsitawié w postaci S;Q, ‘gdzie Se1-Cls, jest, zeby
R byvlo funkeja parzysta, t.zn. zeby xRy=axR(—y).

§ 9. Relacje wieloczlonowe. Dzialania. Teoria relacji wielo-
cztonowych jest znacznie slabiej rozwinieta niz teoria relacji
dwuargumentowych. Ograniczymy sie tutaj do podania kilku
pojeé, zwiazanych z relacjami tréjczlonowymi

1} Definicje tych relacji podaja Russell i Whitehead w Principia Ma-
thematica, tom 1, str. 420, #70. Pewne twierdzenia o relacjach m-n-znacznych
podaje D. Ko nig Surles correspondances multivogues des ensembles, Fundamenta
Mathematicae, tom 8 (1926}, str. 114-154. Por. tez W. Sierpinski, Les corres-
puondances multivoques et I'axiome du choix, Fundamenta Mathematicae, tom 34
{1947}, str. 39-44.

Y} Russell i Whitehead {Principia. Vaihemafzca tom I, str. 441, =72-411)
ilustruja to twierdzenie nastepujacym przykladem: jesli zaden minister nie
jest wariatem, to niki nie jest jednoczesnie synem ministra i synem wariata.

% Por. Russell i Whitehead, tamze, tom I, str. 453, #72.92,
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Kazdej relacji trjczonowej U przyporzadkowaé mozemy

trzy zbiory: ' .
U)%® 2uUxy.2, D05

-l

Dy(U) F (2) ny Ulx,y, Z);

)sz U(xay: z),

zwane piermsza, druga i trzecig dziedzing relacji U.

Wykresy tych zbioréw otrzymujemy, rzutujac wykres re-
lacji U na trzy osie wspélrzednych. Zaden z nich nie jest pusty,
o ile relacja U nie jest pusta.

Zamiast jednego pojecia relacji odwrotnej, ktére wystepo-
walo w teorii relacji dwuczlonowych, mamy w teorii relacji tréj-
czlonowych pieé réznych pojeé relacji odwrotnej. Przyjmiemy
mianowicie:

Dla symetrii moznaby jeszcze przyjaé U1,2,3‘—d‘7 U. W teorii
relacji n-czlonowych mieliby§my oczywiscie nl—1 takich definicji.

PRZYKEAD. Jesli U jest relacja (#,7.2) (x =y®) miedzy liczbami rzeczywi-
stymi dodatnimi réznymi od 1, to .

U3,2,1 (x’y’z):"s(x:lgy Z) i UQ,_',J (x9ysz)E(x=1gzy)s

U2,1,‘5 {x, Y. z)={x= y’fz) i U3,1,2 (2, y,.Z) =(x= Zi"y) .

Jedli i, k.1 jest jakakolwiek permutacja liczb 1,2, 3, to réwnoéé
U=Uir
okresla pewien rodzaj symetrii relacji U, inkluzja za$
UC Uik

pewien rodzaj antysymetrii relacji U. Mamy wiec pieé roéznych

poje¢ symetrii i tylez réznych pojeé antysymetrii relacji trdj-
czlonowe;j. -
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PRZYKLADY. Relacje - U=(& 7,4 [x=y+z] i F=(&j2r=y2]
czynia zado$¢ prawom symetrii U=U;5, i V=7,

Relacja JF=(%7.2) (v =y—2z) czyni zadoéé prawu symetrii W= Wi,

Relacja M-—=(lil§ C)[punkt B lezy lrligd’zy punktami 4 i C] (por. §6,
str. 141, przykiad 5} czyni zado$é prawu symetrii M =M;,; i prawu antysy-
metrii MC M, 5. '

Pojecia przechodnioéci i spéjnoseci nie przenosza sie w natu-
ralny sposéb na relacje tréj- i wigcej-czlonowe, chociaz napoty-
kamy na wiele praw (dotyczacych rozmaitych konkreinych re-
lacji), ktére moznaby nazwaé prawami przechodnio$ci, przeciw-
przechodnioéei i spéjnosei. Tak np. relacja M lezenia miedzy dla
punktéw prostej (por. str. 141) czyni zado§é prawom:

M(4.B,C)-M(B,C.D)~M(4,B.D). M(4,B.C)-M(4,C.[)~M(B,C.D),
M(4,B,C)-M(D,B.C) > M4, B.D).
(A=B)~-(B= C)+(C= A) - M(4, B,C) - M(d, C.B) - M(B.L.C).

Systematyczne badanie praw tego rodzaju nie zostalo dotad
przedsiewziete.

Wazne jest natomiast przeniesienie pojecia relacji jedno-
znacznej na przypadek relacji wieloczionowych.

Relacje tréjezionowa U nazywamy ]ednoznaczna wz Zedem
piermszego argumentu, jesli dla danych y i z istnieje co najwyzej
jedno takie x, ze U(x,y,z). Zbiér relacji jednoznacznych wzgledem
pierwszego argumentu moze wiec byé okreslony jako

(ﬁ) {Hxxx:-yl [Lr(xls y:‘Z) * U(xﬂe Y, Z) - (

W podobny sposéb okreSlamy jednoznacznodé wzgledem
drugiego i trzeciego argumentu. Jest jasne, ze jeSli relacja U
jest Jednoznaczna wzgledem pierwszego argumentu, to relacje
Ussi i Usys sa jednoznaczne wzgledem drugiego argumentu, re-
lacje Usoq i Us1: wzgledem trzeciego drgumentu a relacja Uys.2
wzgledem pierwszego argumentu.

Relacje tréjczlonowe jednoznaczne zwiazane sa z pojeciem
funkcji o dwu argumentach, czyli funkcji dwu zmiennych nieza-
lezny ch. Niech U Dbedzie relacja jednoznaczna np. wzgledem
plerwszego argumentu i niech X bedzie zbiorem takich par upo-

e 3. U(x.y.2). Dla kazdej pary (y.z). na-
lezacej do X, isinieje wige dokladnie jeden taki przedmiot x, ze

41!
X = X)]j.

rzadkowanych (y,z), Z
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Ulx,y.z); relacja U wyznacza zatem prawo, na mocy ktérego
kazdej parze uporzadkowanej przedmiotéw (y,z), nalezacej do
zbioru X, jest przyporzadkowany dokfadnie jeden przedmiot.

Niech X bedzie dowolnym zbiorem.

Relacje tréjczlonowa U nazywamy dzialaniem okreslonym
w X, jesli jest ona jednoznaczna wzgledem pierwszego argumentu
i spelnia warunek: dla wszelkich y i z, nalezqcych do X, istnieje
takie x, ze Ulx,y,z).

Element x (ktéry jest wyznaczony jednoznacznie przez y i z)
nazywamy roynikiem dzialania U, dokonanego na elementach yiz.

Dzialanie U, okre§lone w X, nazywa sic mwykonalne w X,
jesli wynik dziatania U dokonanego na dowolnych elementach
zbioru X jest znéw elementem zbioru X.

Zbiér dziatah okreSlonych w X zdefiniowaé mozemy jako

nuzeXZ Ux y.2) }

zhior za$§ dzialad okreSlonych 1 wykonalnych w X — jako

[H Ma_yz H v.zeX £
Przykiady dzialan sa nadzwyczaj liczne.

Relacja (%,7,2) [x=y 2] jest dzialaniem okreSlonym i wy-
konalnym w zbiorze liczb dodatnich,

(C)H Lusae [U(x1, y. 2) - Ultn y, 2) —

7(2’1———.76'

Ulxy,y,2) - Ulxs, Y, 2) = (0 =) \el Ulx, 1 Y.z )}

Relacja (%, 7,2) [x=y—z] jest dzialaniem okres$lonym w zbiorze
liczb dodatnich, a okveSlonym i “ykonalnvm w zbiorze wszyst-
kich liezb rzeczywistych.

Relacje (£,7.2)[x=lgryz] 1 (£,0,2)(x=y? sa dzialaniami
okreSlonymi w zbiorze liczb dodatnich; druga jest ponadto dzia-
faniem wykonaloym w tym zbiorze.

Relacja (R,S,T)[R=S;T] jest dzialaniem okreSlonym i wyko-
nalnym w zbiorze wszystkich - relacji dwucztonowych zawar-
tveh w 1

Relacja (X,Y,Z)[X=1Y-Z] jest dzialaniem okreslonym i wy-
konalnym w zbiorze wszystkich zbioréw zawartych w 1.

Dzialanie U, okreSlone w zbiorze X. nazywa sie przemienne
w X, je§li ezyni ono zado§é warunkowi

I_I.x yexnz

/(2 x,y) =Ulz, y, x]],
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inaczej méwiac: jesli wynik dzialania U. dokonanego na elemen-
tach x i y zbioru X, jest taki sam jak wynik dzialania T, doko-
nanego na elementach y i x tego zbioru.

Przykladem dzialania przemiennego jest (X,1.7)[X=
nieprzemiennego — (R,8.T)[R=S:T].

Dziatanie U, okreSlone i wykonalne w X, nazywa sie laczne
w X, je§li czyni ono zado$é nastepujacemu warunkowi:

Y7,

Iy zummex [Uw, x. ) Ulp, u, 2)- Ulro, y. z) > U, x.m)].

Stowami mozemy wyrazi¢ ten wzér w taki sposob: wynik
dziatania U, dokonanego na elementie x i na elemencie w, pow-
stalym przez dokonanie dzialania U/ na elementach y i z, jest
taki sam jak wynik dziatania U, dokonanego na elementach:
u, powstalym przez dokonanie dzialania U na elementach x i y.
oraz na elemencie z.

W zwyklym znakowaniu matematycznym wprowadza sie
specjaine symbole dla oznaczenia’ wyniku dzialania U, dokona-
nego na danych elementach. Jeéli np. symbol x.dy oznacza wy-
nik dziatania U, dokonanego na elementach x i y. to lgcznosé
dzialania U napisaé mozna krotszym wzorem

[syzexlixdy)dz=x1(ydz)].

Przykladami dziatan laczaych sa: dodawanie liczh, mnozenie
liczb, dodawanie 1 mnozenie zbiorow. mmnozenic wzgledne relacji
dwuczlonowych. Przykladem dzialania nielacznego jest

(.5.9) le =y,
gdy za zbiér pelny przyjaé zbiér liczb dodatnich. .

Okreslimy jeszcze rozdzielnosé dzialania U wzgledem T Po-
jecie to jest dobrze znane z arytmetyki elementarnej, w kidrej
méwimy o rozdzielnoéci mnozenia wzgiedem dodawania, rozu-

miejac przez to, ze dla wszelkich liczb x.y 1 z zachodzi réwnosé

x(y+zi=xy+ax-z
Przyjmujac oznaczenia:

u=y- z p=x-U w=x-y,
mozemy réwnoSé te napisaé w postaci

u=y—+z)-p=xuw-wm=xylt=x2) > (p=nw41).
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Napiszmy teraz wszedzie U(m,n,p) zamiast m=n-|p
i Vimn,p) zamiast m=n-p, dla jakichkolwiek liter m,n,p.
Otrzymamy :
Ulw,y,2)- Vv, x,u)- Vo, x,y)- V(t, x, 2) > Ulp, m, 1)

W tej postaci mozemy pojecie rozdzielnoSei przenie$é na
dowolne dzialania. '

Méwimy mianowicie, Ze dziatanie V jest lewostronnie roz-
dzielne wzgledem dzialania U w zbiorze X, je§li U 1 V sa dziala-
niami okre§lonymi i wykonalnymi w X oraz

[y zuvmtex Uy, 2)-V(0,%,u)- Vi, x,y) - V(t, x,2) - U, ro,1)].
Podobnie okreS§lamy rozdzielnosé pramostronng V wzgledem U:
[epzwomiex Uy, 2)- V(o,u,x)- Vi, y, x)- Vit, z,x) - Ulp, w, ).

Latwo dostrzec, ze je§li "dzialanie V jest lewostronnie roz-
dzielne wzgledem U w zbiorze X, to dzialanie T/l,;,g, jest prawo-
stronnie rozdzielne wzgledem U w tym zbiorze i na odwré6t.

Niech U bedzie dzialaniem okreslonym i wykonalnym w X.
Jesli Usys jest tei dzialaniem okreSlonym i wykonalnym w X,
to méwimy, ze Ubis jest dzialaniem lemostronnie odmrotnym
do U w zbiorze X. Jesli natomiast Us 5 nie jest dzialaniem okre-
$lonym i wykonalnym w X, to dzialanie lewostronnie odwrotne
do U nie istnieje. Na to wiec, by dziatanie U (okre§lone i wyko-
nalne w X) posiadalo dzialanie lewostronnie odwrotne, potrzeba
i wystarczh, zeby dla dowolnych' x i z nalezacych do X istnial
dokfadnie jeden taki element yeX, ze Us,ys(y,x,2), czyli — co na
jedno wychodzi — dokladnie jeden taki element yeX, ze Ulx,y,z).

W analogiczny spos6b okreslamy dzialanie prawostronnie
odwrotne do U. Je§li mianowicie Uss; jest dzialaniem okres§lonym
i wykonalnym w X, to dzialanie to nazywamy pramostronnie

odrorotnym do U w X. Jesli Uss, nie jest dzialaniem okreslonym

1 wykonalnym w X, to U nie posiada dzialania prawostronnie
odwrotnego. Na to, by dzialanie U okreslone i wykonalne w X
posiadalo dzialanie prawostronnie odwrotne, potrzeba 1 wystarcza,
zeby dla dowolnych x iy nalezgcych do X istnial- dokladnie
jeden taki eclement zeX, ze Ubs(zx, y), czyli dokladnie jeden
taki element zeX, ze Ulx,y,z).

icm

[§ 9]

Relacje wieloczlonowe. Dzialania. 159

Z okreslen tych wynika np. ze dzialanie (£, §.2)[x=y—2z] jest
{lewo- i prawostronnym) dzialaniem odwrotnym do (&,7,) [x=y-}z]
w zbiorze X wszystkich liczb rzeczywistych. Natomiast dziata-
nie (£,7,%)[x=y-z|, okre§lone i wykonalne w zbiorze wszystkich
liczb rzeczywistych, nie posiada dziatan odwrotnych w tym
zbiorze (gdyz relacje Uss,; i Usys nie sa jednoznaczne). W zbiorze
liczb rzeczywistych réznych od 0 dzialanie (%, 3, 2) [x=y-2] posiada
dzialania odwrotne; oba one sa réwne (£,7,2) [x= y:z]. Dziataniem
lewostronnie odwrotnym do (£,3,2) [*=y—z] w zbiorze wszyst-
kich liczb rzeczywistych jest (#,7,2)[x = y—z], a prawostronnie
odwrotnym w tymze zbiorze — dzialanie (&£,7,2)[x =—y-+z]Y.

Dzialanie U, okreslone i wykonalne w zbiorze X, nazywa sie
pramostronnie monotoniczne w X wzgledem relacji (dwucziono-
wej) R, jesli dziedzina i przeciwdziedzina relacji R, zawieraja

zbiér X oraz

Hx,, oy zezeX [Z R Zs U(xl,y, z;)- Ulx, Y. Z:) ~> Xy Rxe];

dzialanie U jest lerostronnie monotoniczne w X wzgledem R, Jesli

Hxl,xe,ynye.zex [y Ry,- U(xla Y1 2)" U(x% Ys.2) = x Rx,].

Np. dzialanie (£,7,2) [x = y -+ 2] jest (obustronnie) monotoniczne
w zbiorze liczb rzeczywistych wzgledem relacji <. Dzialanie
(£,9,2)[x =y — 2] jest tylko lewostronnie monotoniczne wzgledem
tej relacji. Kazde dzialanie jest (obustronnie) monotoniczne wzgle-
dem relacji 1’. '

Zbi6r niepusty X nazywa sie grupa wzgledem dziatania U,
jesli U jest okreélone i wykonalne w X, laczne w X i posiada
w X obydwa dzialania odwrotne.

JeSli nadto U jest przemienne w X, to méwimy, ze X jest
grupa przemienng. -

Jesli relacja R porzadkuje X i X jest grupa wzgledem U,
a nadto U jest (obustronnie) monotoniczne wzgledem R, to m6-
wimy, ze X jest grupa uporzadkomang przez relacje R.

Zbi6r niepusty X nazywa sie piericieniem wzgledem dzialan
UiV, jedli dzialania te sa okreslone i wykonalne w X, X jest

') Wigcej szczegléw o dzialaniach znalezé mozna w ksiazce:  'W. Sier-
pifski, Adlgebra wyzsza, Monografie Matematyczne, Warszawa-Wroclaw 1946,
Rozdzial XVII, oraz w ksiazeczee: A. Tarski, O logice matematycznej i mefo-
dzie dedukcyjnej, Ksiaznica Atlas, Warszawa 1936, Rozdzialy VII-X.
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grupg ze wzgledu na U, a nadto ¥ jest laczne w X i obustronnie

rozdzielne (w X) wzgledem U. . |
Dzialanie U nazywamy dodamaniem, a V — mnozeniem pieré-

cienia.

PierScieh nazywa sie cialem, jesli dzialanie mnozenia V po
siada obydwa dzialania odwrotne w zbiorze (&) [xeX-U'(x,x,x)].

Szezegélowym badaniem wprowadzony_ch tu pojeé .zaj‘muje,
sie algebra. Jak widzimy, wszystkie te pojecia sprowadzaja si¢ do
dwu pojeé zasadniczych: zbioru i relacji. Jak zobacz.ymy w Roz-
dziale VII, wszystkie w ogéle pojecia, jakimi operuje si¢ w ma-
tematyce, sa zbiorami lub relacjami. '

CWICZENIA. 1. Dowie$é,. ze jeSli dzialanie U jest przemienne w X, to
z istnienia jednego z dzialafi odwrotnych wynika istnienie drugiego. Oba dzia-
lania odwroine sa przy tym réwne.
» 2. Niech U;=0, 5 i UP=UQ,5‘1 dla kazdej relacji tréjczlonong U. Wyka-
zaé, ze - Uy=U oraz - Uppp=U, ale ze Upp nie musi byé réwne U ).

5. Czy dziafania (£.Y.2)[X=Y+71, K00 [X=7.2), (&}.2)[X=Y-7++1".7]
i &V =T Z/4-Y'- 7} majg dzialania odwrotne w zbiorze wszystkich zbioréw
zawartych w 1? hd ,

4. Dowies¢, ze je§li dzialanie U jest prawostronnie rozdzielne wzgledem ¥,
to obydwa dzialania odwroine wzgledem U — o ile isinieja — sa tez prawo-
stronnie rozdzielne wzgledem V. Okazaé, ze twierdzenie to nie jest na ogdl
prawdziwe dia lewostronnej rozdzielnosei. )

5. Dowie$¢, ze jedli dzialanie U jest lewostronnie (prawostronnie) rozdzielne
wzgledem 7, to dzialanie U jest lewostronnie (prawostronnie) rozdzielne wzgle-
dem obydwu dzialan odwrotnych do ¥, o ile te dzialania istnieja.

6. Czy dzialapnie odwroine do przemiennego musi byé przemienne? Od-
wrotne do acznego — laczne?

7. Dowies¢, ze jesli Recon!X), a dzialanie U jest lewostronnie (prawostron-
nie} monotoniczne w X wzgledem R, to dzialanie lewostronnie (prawosironnie}
odwrotne do U— o ile istnieje — jest monotoniczne w X wzgledem K.

8. Element eeX nazywa sie lemostronnym (prawostronnym) modulem dzia-
fania U, okreslonego i wykonalnego w X, jesli H vex [U(x e,x)] ( n vex [T, x,e)]) .
Udowodnié, ze je§li istnieje zaréwno lewostronny jak prawosironny modut
dziatania U, to muszg byé one réwne. -

Wsk.: Jedli ¢; jest modulem lewostronnym, a e, prawostronnym, to U(e,. €. ep)
i [l(epepep).

) W. Sierpifiski, Adlgebra myisza, Rozdzial XVII, sir. 290 i nastepne.
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9. Dowiedé, ze jedli X jest grupa wzgledem dziatania U, to istniej‘al obydwa
" moduly dzialania U.

Wsk.: Z istnienia dzialafi odwrotnych wynika, ze dla kazdego xeX istnieje
takie e eX, iz Ulx,e,,x). Jesli yeX, to dla pewnego zeX jest Uy,x,z); z laczno-
$ci U wynika Uly,e..y), czyli ze e, jest modulem lewostronnym.

10. Dowiegé, ze zbiér wszystkich podzbioréw zbiorn pelnego jest pierscie-
niem wzgledem dzialain U=%¥.2[X=YZ+¥7] i r=& L2 X=1-2]1.

11. Dowiesé, ze zbi6r wszystkich relacji wzajemnie jednoznacznych o dzie-
dzinie i przeciwdziedzinie 1 jest grupa wzgledem dzialania (fl’,S‘,T}[I?=S;T].
‘Wyznaczyé modut i dzialania odwrotne.

§ 10. Dodatek. Dow6d wzoréw (46,), (46,) i {46,). Twierdze-
nia, wyrazone we wzorach (46,), (46,) i (46,), mozna z latwoscia
uzasadni¢ intuicyjnie 2. W ponizszym dowodzie nie idzie o takie
uzasadnienie, lecz o wykazanie, ze funkcje zdaniowe, wystepujace
w tych wzorach, sa tautologiami w sensie definicji z Rozdziatu III
(§ 3. str. 56-57). Dla .kazdej z tych funkeji zdaniowych podaé
wige nalezy ciag funkcji zdaniowych, spelniajacy warunki 1, 21 3
cytowanej definicji. '

Poniewaz takie dowody sformalizowane sa zazwyczaj bardzo
dlugie, wigc pomijaé bedziemy niektére stadia posrednie, w szcze-
gblnosci za$ nie bedziemy szczegélowo dokonywali przeksztalcen,
opierajacych sie na tautologiach rachunku zdah. Podany tu do-
wéd — mimo, iz stosunkowo diugi — nie jest wiec jeszeze caltko-
wicie sformalizowany i powinien byé przez czytelnika uzupel-
niony. Przerobienie jednego lub dwu takich dowodow jest nie-
zbedne dla kazdego, kio pragnie zajmowaé sie logika matema-
tyczna, trzeba bowiem koniecznie nabyé wprawy w zastepowaniu
dowodéw intuicyjnych przez ich odpowiedniki formalne, poste-
pujac wedlug Scile okreslonych regul wnioskowania.

Dla skrétu podajemy przy kazdej tautologii nie obja$nienia
slowne, lecz numery praw, na ktére sie powolujemy w dowo-
dzeniu tej tautologii. Duza liczba rzymska oznacza numer roz-

) M. H. Stone, Subsumption of the theory of Boclean algebras under the
theory of rings, Proceedings of the National Academy of Sciences 21 (1955},
str. 103-105.

) Por. W. Sierpinski, Teoria liczb niewymiernych (Wstep do Analizy),
Wyd. 2-e, Lwéw 1928, sir. 55-38.

-

A. Mostowski, Logika matematyczna. 11
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dzialu, mala rzymska lub arabska w nawiasie — numer prawa.
Reguly wnioskowania (Rozdzial III, str. 53-56) oznaczone sa nu-
merami od R1 do R7.

() AE =0 [ Srex(ee? - yeD))
W + M( y=Dvex(xe¥-ye¥). ()]
@ Fxd®y=yaEx [R7IE), @
@) F 4@esym(X). [(m),R7, VI41)]
() + Xepart(X) > [Teex Dvex(xeX). [VI@45)]
() + Xepart(X) > [Teex Drex[(xeX)-(xe D).
(vn) F ¥epart (X) X) > [Leexxd®) % [(v), ()]
. (vm) - Xepart(X) > A®)erefl (X). [(va), VI(40)]
(x) F Xepart(X) = [Irz:x[(Y=2)+ (Y- Z=0)].
() | Xepart(X)-Ye¥-Zex-(Y-Z=0) » (Y =2).
() + Xepart(X)-YeX-Zex- 2y (yel-Z) > (Y =Z).
[®), IV (19), IV (16), IIL(19)]
(xn) - Xepart(X)- YeX-Ze¥-ye¥-yeZ—(Y=2). [(x1),IV(23), 1I1(16), R4]
. (xm) Xepart(X)-YeX-ZeX-xeY -yeY - yeZ-zeZ —
4 . ~YeX-(Y=172)xeY -zeZ.
Gv) = (Y=172)-zeZ > zeY. [IV(16)]
(xv) Xepart(X)-YeX-Ze¥X-xeY-yeY -yeZ-ze Z—
—>YeX-xeY-zeY.
(zv)) %epart(X)-Zyex(xeY—er)-ZZex(yeZ-zeZ)»)
— Yrex(xeY-zeY). [(xv), R7,11L(8), I (16), R6}
(xvi) - Xepart (X)-x @)y -y 4®)z > x4(®)z.  [xv), (), TLG)]
(xvim - Xepart (X) - 4(%)etrans (X). [(xvn), VI(43)]
() b Xepart (X) - A®eaeq(X). (), (vm)s (evur), VI(44)]
1) F[layexlxRy=x4®)yl- 4 eaeq (X) > Reaeq (X).
(xx)) - Xepart (X)- [ [ yex[x Ry=xA(F)y] > Reaeq(X). ‘
. (0, (), VI

()]

[VI(45)]
[(x), R3]

()]

[(xmm)s (xav)]
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- Xepart (X) ‘Hx,ysx [xRy=_2rex(xe¥-ye¥)] > Reaeq(X).
[(xxa), ()]

(xsm)

Z (xxu) wynika od razu wzér (46,).

Gxm)  F[luue¥Y =ueX-uRx]-[ue¥ - ueX]. [TII(1)]

Gxrv)  FIlue¥Y=ueX-uRx]> (Y C X). [{xzm), R3,IV(9)]

(xxwf) —IulueY=ueX -uRx] - [yeY > yRx]. [III(1)] .

()  Fl.[ueY=ueX-uRxl->[yeX-yRx > ye¥]. [II{)]

(v b [u[ue¥ =ueX -uRx] - [yeX - (yel =yRx). [(xxv), (xxv1)]

ovm) +T [ueY=ueX-uRx]->[[yx [erE yRx]. [(xevo), R3]

x)  FIlueY=ueX -uRx]-xeX-xRx— xe¥. [(xxv), Ri]

(xxx) + Rerefl(X) = [xeX=xeX-xRx]. [R3,VI{40)]

xxx)  F Rerefl(X)-[[.[ueY=ueX-uRx]-xeX > xe¥. [(xxx), (xxx)]

(xxn) b+ Rerefl(X)-[]u[ueY =ueX - uRx]-xeX > YeA(R,X)-xe¥.
[(xxev), (xxvm), (xxxr), VI(47), ITT (2)]

(xxm) F Rerefl(X)- Yellu[ue¥ =ueX-uRxl-xeX - Jveumn(xel).

[(xxxm), R2, TII(B), ITI(16)]

(xxxrv) - Rerefl(X)exeX - Mreamyn (xe¥). [(xxxm), R2, V(14)]

(xxv) Fluex[ueY=uRyl-YC X-te¥ > tRy-teX. [II(1),IV(9)]

xxvi) b [[i.x[ueZ=uRz]-ZC X-teZ > tRz-teX. [III(1),IV(9)]

(xxxvn) FyeX-teX-zeX-Reaeq(X)-tRy-tRz— zRy-yRz. [VI(44)]

(xexvm) b= [ Luex [ueYEuRy].- YCX-[lx[ueZ=uRz]-ZCX-
-teY-teZ-Reaeq(X)-yeX-zeX - zRy -yRz. [(xxxv), (xxxv), (xxxvi)]-
Dla skrécenia oznaczymy poprzednik tej implikacji literg P.

(xxxix) + P-te¥Y - tRy-yRz-teX-yeX-zeX. [(xxxvm), (xxxv)]
(x1) - P-teY > tRz-teX. [VI(43), (44), (sxxix)]

(xw1) = P-tRz-teX —~ teZ. [HI(1)]

(wn) b P-te¥steZ (s (o)

(xum)  P-teZ - tel.  [dowéd podobny do (xru)l
Guy) EP-2>(Y=27). [(xem), (xeur), R3, TV(16)]

11*
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Zastepujemy P przez jego znaczenie i stosujemy R6 i III(16):
) F Dyexl [uex[ueY=uRy]- YCX-
‘_Z'ZEXH,LEX[ueZEuRz]-ZCX-
' Dt (teY -teZ)-Reaeq(X) — (Y =2).
(ov) = YeU(R,X)-ZeX (R, X)-(V-Z=0)-Reaeq (X) » (¥ =12)..
' [Gav), VI@7), IV(19)]
(xvi) - Reaeq(X) = [ Teex 2 veumny (xeY) Jlyzernl(Y - Z=0)+Y=17Z).
. [(xxx1v)s (xvi), VI(44),R5]
Jest to wzér (46,) [na mocy definicji (45)].
(xovm) Y CX-[Luexue¥Y=uRy]-yeX-se¥-teY - sRy-tRy-seX-teX.
ek _ [(xxxv)]
(six) + Reaeq(X)-sRy -tRy-seX-teXi— sRt. [VI(44)]
() F ReaeqX)-YC X-Jluex[ueY =uRy]-yeX-se¥-teY - sRt.
‘ [(xrvm), (xex)]
W +Reacq(X): 2r({YCX- X yex [ luex [ueY =uRy]} - se¥ - teY) — sRt.
‘ [(W), R6, TTI(16)]
() F Reaeq(X)-Drarn(seY -teY) > sRt. (wr), VI(47)]
m +Ilu[ueY=ueX-uRt]-sRt-seX—»se¥. [II(1)]
v) b+ RereflX)-[lu[ueY=ueX-uRf]-teX-sRt-seX —
= YeUA(R,X)-seV-teY. [(xxxm),R1, (wm)]
) FRereflX)-Dy[l.ueY=ueX-uRt]-teX-seX-sRt—
= Dvery (seYoteY). [(uv), [L(8), 11I(16), R7]
() Rerefl(X)-teX-seX-sRt - Spapn (se¥-te¥).
' [(v), R2, V(14)]
() +Reaeq(X) > [leex[sRt =2 vomxn (se ¥Y-te F)].

_ [(zr), (vr), R3]
Wzér (uvn) daje [na mocy III(4)] prawo (46,).
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ROZDZIAL VI
LICZBY NATURALNE. IZOMORFIZM

W rozdziale niniejszym pokazemy, jak mozna — po wzboga-
ceniu ukladu dotychczas oméwionych pewnikéw logicznych jesz-
cze jednym pewnikiem — uzyskaé podstawowe (t.J. takie, z kté-
rych wynikaja dalej wszystkie inne) twierdzenia arytmetyki liczb
naturalnych jako tautologie logiczne.

Poniewaz wzory logiczne, jakie wchodza przy tym w gre,
sa do$é zlozone, wiec nie bedziemy mogli wszedzie podawaé ich
dowodéw sformalizowanych. Zadowolimy sie w wielu wypadkach
naszkicowaniem tylko intuicyjnej tresci -dowodéw: czytelnik,
ktéry przestudiowal poprzednie rozdzialy, potrafissam przepro-

wadzié¢ formalizacje tych dowodéw.

§ 1. Réwnoliczno§é zbioréw. Podstawowym pojeciem, na
kiérym opiera sie teoria liczb naturalnych, jest relacja rémnolicz-
noéci zbiordrmw. :

Méwimy, ze relacja dwuczlonowa R ustala rémnolicznos¢ dwu
zbioréw X i Y, je§li Rei-t, Y jest zawarte w przeciwdziedzi-
nie relacji R i przy tym X jest obrazem zbioru Y, otrzymanym
za pomoca relacji R.

Piszemy wéwezas X ~rY.

Znak ~ jest wiec nazwa relacji tréjczionowej, zachodzacej
miedzy dwoma zbiorami i jedna relacja dwuczionowa.

Wzorem mozemy napisaé te definicje, jak nastepuje:

~=(LT.R) {(Re1-1)-[Y CCR)] - [X =R\

Mamy zatem .
(1) FX~pY=(Rel-1)-[Y TSR] [X=R(Y)].

Jesli istnieje relacja, ustalajaca réwnoliczno$é zbioréw XiY,
to méwimy. ze zbiory te sa rémwnoliczne.
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Stosunek réwnolicznodci zbioréw bedziemy oznaczali symbo-
lem ip (od greckich sléw isos = jednakowy i mvodms = ilo§é):

@ ip 7 (X, 7) Xr (X ~zY).
Mamy wiec:

(3) —Xip Y= s (X ~zY).

Pojecie to jest podstawowym pojeciem teorii mmogoéei; jego
znaczenie dla okrelenia liczebno$ci zbioru objasnié mozemy na-
stepujacym rozumowaniem:'

Jesli chcemy poréwnaé liczebnosé dwu zbioréw przedmiotéw,
np. liter zawartych w slowie Budapeszt i liter zawartych w sto-
wie Bruksella, staramy si¢ ustali¢ relacje doskonals miedzy
przedmiotami, tworzacymi oba zbiory. W danym razie mozna
np. wypisat wyrazy Budapeszt i Bruksella jeden pod drugim
1 uzna¢ litery stojace jedna nad druga za pozostajace do siebie
w relacji R. Istnienie relacji doskonalej, odwzorowujacej jeden
z danych zbioréw mna drugi, uwazamy za dowéd, ze zbiory te sg
jednakowo liczne !).

Zauwazmy, Ze pojecie réwnoliczno$ci okreslone jest wzo-
rem (2) w sposéb zupelnie ogélny: zachowuje ono sens zaréwno
dla zbioréw skoficzonych jak nieskoficzonych.

PRZYKELADY. 1. Zbiér liczb naturalnych i zbiér liczb calko-

wi‘ ych sa réwnoliczne. Relacja, ustalajaca réwnolicznosé tych
zbioréw jest ‘

) [ [r=1 1)+ (s—1—14]].

2. Zbiér X punktéw plaszczyzny symetryczny wzgledem
punktuﬂO do zbioru Y jest réwnoliczny ze zbiorem Y. Zamiast
symetrii wzgledem punktu mozna tu wzigé dowolne inne prze-
ksztalcenie (np. obrét, przesuniecie i t, p.). .

3. -Wprowadzenie ukladu wspélrzednych na plaszczyznie jest
ustaleniem  stosunku réwnolicznosci miedzy zbiorem punktéw

1) ‘W tyr’n prz_ykladzie slowo zbidr uzyte jest w znaczeniu potocznym. Za-
zwyczaj poréwnujemy liczebno$é dwu zbioréw (skoficzonych) przez liczenie
przedmiotéw, nalezacych do tych zbioréw. Liczenie jest jednak wlagénie ustala-

niem relacji wzajemnie jednoznacznej mi i i i i i
j miedzy tym
naturalnymi, €dzy tymi przedmiotami a liczbami

icm
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a zbiorem par liczb rzeczywistych?). Jesli relacja R ustala te
réwnoliczno§é i (x;,x,)Rp, to x, 1 x» nazywaja sie mspdlrzed-
nymi punktu p.

Rozpatrzmy dwa uklady wspélrzednych i dwie relacje R, i R,
przyporzadkowujace punktom ich wspélrzedne. Relacja Ry;K,
ustala réwnoliczno§¢é zbioru par liczb rzeczywistych samego
z soba. Jesli (xy,x0) RisRs (U, 1), to (w,%0) 1 (Yy.4s) sa wspol-
rzednymi tego samego punktu w réznych ukladach wspélirzed-
nych. Relacje Ry;R, okreSla sie zazwyczaj wzorami, noszacymi
nazwe mzordmw na zamiane ukladu mspdlrzednych.

Niech fi(x;,xs) 1 falys. ya) beda dw0131a wielomiapami zmien-
Jesli relacja R,:R, ustala réwnolicznosé
zbioréw

~ ~
(xls xz) [fj(xnxz):()] -1 (ylayﬂ) [fz(yxsyz)?ols
to réwnania fy(x;,2,)=0 1 f5y;,Y.)=0 sa réwnaniami tej samej
linii w réznych ukladach wspélrzednych.

Z licznych twierdzen, dotyczacych stosunkéw ~ oraz ip,
zanotujemy prawo
4) FEX~rt)- (Xy~r.Y o) (X;-Xo=0) (Y1 -Yo=0) ‘(S:R1]Y1+R21Y‘z)")

> X+ X ~s Yi+Y,).
ktére slowami wyrazi¢é mozna w nastepujacy sposob: jesli re-
lacja R, ustala réronolicznosé zbioréro X, i Y,, a relacja R, — rom-
nolicznoéé zbioréro X, i Y,, przy czym zbior X, jest rozlacznyz X, .
a zbiér Y, z Y,, to relacia R,|Y,~+R,|Y, ustala réronolicznosé
zbioréro X,~+X, i Y+ Y.

Dowéd. Ze wzordéw (34) i (35) Rozdziatu VI (§ 4, str. 130 i 131)
wynika +R|Y(Z)=R(Y-Z); stosujac wiec wzory (37) z- tegoz
Rozdzialu, otrzymamy

F(S=R1}Y1+R2EY2) -
- [S(Y1+ Yo)= R1(YJ)+R1(Y1 : Ye)‘l‘ Rﬁ(Yl ) Yz)‘{"Ra( 32)] .

Wobec I R(0)=0 wynika stad

F(S=R,Y,+ R, | ¥,) - (T - Yo=0) = [S(¥; 4 Yo} = Ry(¥) + Ro¥o)],
1) Niekiedy jest to réwnoliczno§é zbioru punkiéw i zbioru niekiérych tylko

par liczb, Np. przy wspélizednych biegunowych wylgezone sa pary (o gh
w kiérych ¢=0 i p=F0.
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a zatem
I [X1=R1(Y1)]'[X2=R2(Y2)J‘(Y1'Y2 =0) '(S=R1§Y1+R2|Yz) -
- [S(Y1+Y2)=X1+Xz]-

Wobec FOR Y, +Ro|Yo) =3 (R, |Y,) - C(R,|Y,) mamy dalej

(i) + = R1;Y1+R2[Y2)'[Y1CQ3(R1)]'[Y2 - QS(RZ)J - [Y1+ Yz CQ(S)L
gdyz FIYCOR)]-[SR|Y)=TY]. _

Zauwazmy wreszcie, ze z inkluzji ~R,|Y,CR, i FR,|Y,CR,
otrzymamy przez zastosowanie wzoru (69) z Rozdzialu VI, (§8,
str. 152): '

@) Biel-1) > RV e1-1),  (Ryel-1) = (Ry|Vyel-1).

Poniewaz za$ Q(R|Y,)CY,, FQ(R,V,)CY,, FO(R,|Y)=R(Y)

i | D(R,|Y)=R,(Y,), wiec na mocy prawa (70) z Rozdzialu VI
(§8, str. 152) otrzymujemy

- (RIJ:Y151-1)'(RZE~YQEI"1) : (Y1'Y2=O)'(R1(Y1)'R3(Y2) =0) >
> [(BY, 4R, Vo) e1-1],
skad na mocy (iii) wynika
(iv) F(R et " 1)-(Ryel- 1)- X, = Rl(Yl)) Xy = Rz(Yz» .
: (Xl‘Xs=O)'(Y1‘Y2=O)'(S:R1fy1+R2[Y2) > Sel-1.

Wzér (4 wynika z (), (i) 1 (iv) na mocy (1)

Z (4) otrzymujemy z Iatwoépiq wazny wniosek:
G) FXipY) (Xyip Ya)-(X, - Xo=0)-(Y, - Y.=0) > X+X,)ip (Y1)

~ Slowami: z rémwnolicznosci zbioréro X, i Y, oraz X, i Y. s

mymk«? romnoliczno$é sum X, X, i ¥ 1Y, 0 ile zbiory X, i X,
oraz Y, i Y, sa rozlaczne.

(i)

CWICZENIA:
zbioréw:

{a) zbioru wszystkich liczb calkowitych i wszystkich liczb nieparzystych,

(b) zbioréw wszystkich punkiéw prostej i wszystkich punktéw odeinka.

2. Udowodnié, ze H (X ~p X)) (7, ~p ¥y} >
z l:,ip X. i Yip¥, nie wynika X,-Y,ipX,-¥,
C s Udowodnié, ze

1. Podaé relacje ustalajace réwnolicznos§é nastepujacych

X Yi~pX, V) i e na ogdt

}—X~R}’E‘(Rei-1'}-[Xr:E)(Rj].[}'c (Z‘,(R)]-ny [*Ry > (ve X=yeY)].
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§ 2. Liczby kardynalne. Wykazemy, ze stosunek ip réwno-
liczno$ci zbioréw jest zrorotny, symetryczny i przechodni (w zbiorze
wszystkich zbioréw).

Mamy oczywiscie F1’e1-1 (Rozdzial VI, wzér (68), § S, str. 152)
oraz H1=08(1"), skad FXCQ(1’). Ze wzoru (36) Rozdzialu VI
(§ 4, str. 151) wynika nadto F '(X)=X. Otrzymujemy zatem
zgodnie z (1) )

X~ X

Relacja réwnosci ustala wiec réwnoliczno$é zbioru X z sa-
mym soba, co dowodzi, ze

)  Xip X.

Ustaliliémy wiec zwrotno§é stosunku ip. :

Poniewaz —Rel-1=Rel-1 (Rozdzial VI, § 8, wzér (66), str. 151),
X= R(Y)—EXCTS)(R) (Rozdzial VI, § 4, wzér (36), str. 131) oraz
F®((R)=C(K) (Rozdzial VI, §4, wzér (31), str. 130), wiec na
mocy (1) otrzymujemy

(i) FX~rY > (Ret-1) [X @ @R)).
Pozostaje wykazaé, ze

(i) FX~:Y > RBE) Y,

(i) X~ Y Y = R(X).

Pierwszy z tych wzoréw wynika z tautologii
FX=R(¥)>RX)=R;R(Y)

na mocy wzoru (39) z Rozdzialu VI (§ 4, str. 132), przy czym
FRet-1->R;RC1’ (Rozdzial VI, § 8, wzory (58) i (63), str. 150-151)
oraz — 1’(Y)=Y. '

Dla dowodu (iil) wychodzimy z tautologii

F(xRy)-(ye¥)- [X=R(Y)] - (yRx)-(xeX),

z ktérej na mocy wzoru (35) z Rozdziatu VI (§ 4, str. 131) wynika
(@ Ry)-(ye ) [X=RI)] - [y e F(X)].

Dotaczajac w poprzedniku kwantyfikator Y i opierajac sie
na definicji przeciwdziedziny, otrzymujemy
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[y e Y-SR [X =R = [ye kX,

kad 5
- }—[XzR(Y)]—>[Y-G:(R)CR(X)],

a wiec

- [X=RM}-[YC SR~ [Y TR
Na mocy (1) otrzymujemy stad WZ(’)? (111) . _ B
Mnozac teraz stronami implikacje (i)-(iii) i powolujac sie na
wzér (1), wnosimy, ze

X~ Y=Y ~iX.

Jesli wiec relacja R ustala réwnolicznoéé zbioru X ze zbio-

A 1 - O .
rem Y, to relacja odwrotna R ustala réwnolicznosé zbioru Y ze
2

zbiorem X.
W mys$l (3) wynika stad

) —XipY=YipX,

co dowodzi symetrii stosunku ip. ‘ _
Aby wykazaé przechodnioéé tego stosunku, opieramy si¢ na
prawach (39) i (67) z Rozdzialu VI (§4, str. 1321 § 8, str. 151),

otrzymujac
® FIX=RD)-[Y=S(Z)] - [X=E;SZ).
9) (Rel-1)-(Sel-1) > (R;Sel-1).

Zauwazmy wreszcie, ze [ZCQ(S)]-(zeZ) >y ySz yeS(Z),
skad B
k FIZCT(S))-(zeZ) =2y [y S@)|S 21,
a wiec :

HIZCQ ) [Y=S(Z)]-(zeZ) > [zeT(Y]|S)].
Otrzymujemy stad
FZCEE] [T =S5 > [ZCSEIS)].

Korzystajac teraz ze wzoru, wynikajacego z praw (31), (36),
(39) 1 (12) Rozdziatu VI:

O[T R)|S]=S[®R)] =S [R1)]=5;R(1)=R:S(1)=C(R;S),
wyprowadzamy z (10) wzér

FIZCTE)]-[Y=S8@)]-[Y CC(R)] -» [ZC®(R;S)].

(10)

11
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Wzory (8), (9) i (11) daja
FX=RMX)]-[YCS(R)]-(Ret-1)-[¥=S(2Z)] - [ZC(S)]- (Set-1) —»
> [X=R;S@)]-[ZCI(R;S)]-(R:Se1-1),
czyli na mocy (1)
FEX~rY) (Y ~5Z) & (X ~p;sZ).

Wzér ten dowodzi, ze jeéli relacja R ustala réwnoliczno§é
zbioréw X i Y, a relacja § — réwnolitznosé zbioréw Y i Z, to
relacja zlozona R;S ustala réwnoliczno$é zbioréw X i Z. Wno-
simy stad, ze

(12) - (Xip Y)-(Yip Z) - (Xip ).

Przechodnio$é stosunku ip zostala tym samym udowodniona.

Zgodnie z zasada abstrakcji (Rozdzial VI, § 6, ‘sir. 138) zbiér
wszystkich zbioréw (zawartych w 1) rozpada sie na rozlaczne
miedzy soba klasy abstrakeji relacji ip, przy czym dwa zbiory
X i Y naleza do tej samej klasy abstrakeji wtedy i tylko wtedy,
gdy zachodzi miedzy nimi stosunek ip.

Te klasy abstrakeji nazywamy liczbami kardynalnymi.

Liczby kardynalne sa to wiec zbiory utworzone z rGwnolicz-
nych miedzy sobg zbioréw, zawartych w 1.

W § 5 wyjasnimy dokladnie], na czym polega doniostosé
liczb kardynalnych i dlaczego podane okreslenie tych liczb uwa-
zamy za odpowiedZ na pytanie od dawna niepokojace umysty
ludzkie: czym sa liczby? '

Tu wprowadzimy jeszcze tylko pewne symbole, kt6rymi
bedziemy sie postugiwaé w dalszym ciagu.

Zbiér wszystkich zbioréw zawartych w 1 oznaczaé bedziemy

symbolem 9P: .
B=®EXC 1L

Zbiér klas abstrakcji relacji R w zbiorze X oznaczylismy
w Rozdziale VI (str. 138) symbolem A(R,X). Zbiér liczb kardynal-
nych (czyli klas absirakcji relacji ip w zbiorze ) wprowadzié
wieec mozemy za pomoca definicji?)

Ne i A(ip, P).

!) Litery Ne sa skrdétem lacinskiego numerus cardinalis-
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7 okre§lenia zbioru A(R,X) podanego w Rozdziale VI (§6,
wzér (47), str. 138) wynika, ze

FXeNe=XC B Jxep[Ires[YeX=Yip X]

Wzér ten mozemy uprofcié na podstawie tezy . X(C{,
ktéra daje HXeP i FECP?). Mozemy zatem pominaé w po-
przednim wzorze czynnik X% oraz wyrazenia XeP 1 Ye%,
wypisane pod kwantyfikatorami:

(13) XeNe=Yx[[y[YeX=YipX].

Zbiér ¥ jest wiec liczba kardynalng wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje zbiér X (zawarty w 1) taki, ze % sklada si¢ ze
wszystkich zbioréw réwnolicznych z X.

CWICZENIE. Jesli zbiér pelny sklada sie z n przedmiotéw, to zbiér Ne
sktada si¢ z n-+1 zbioréw X, ¥j,.., Xn; zbiory te mozna tak ponumerowad,

ze X ma (Z) elementéw, ktére sa zbiorami k-elementowymi, zawartymi w 1.

§ 3. Czym sa liczby naturalne? Matematyk niemiecki L. Kro-
necker (1823-1895) jest autorem stynnego powiedzenia: ,liczby
naturalne stworzyl Pan Bég, wszystkie inne sa wytworem ludzkim”.

Przypomnijmy, ze w czasie, gdy dzialal Kronecker, udato
sie¢ ugruntowaé teorie liczb rzeczywistych, sprowadzajac ja do
arytmetyki liczb wymiernych (por. Rozdzial VI, § 6, str. 140,
przykfad 3). Sprowadzenie arytmetyki liczb wymiernych do aryt-
metyki liczb naturalnych nie nastrgcza wiekszych trudno$ci
(por. Rozdzial VI, §6, str. 138-140, przyklady 1 i 2); pozostawalo
wige tylko ugruntowanie arytmetyki liczb naturalnych.

Kronecker — jak widzimy — uznal, ze rozwigzanie tego
zagadnienia przerasta sily ludzkie. Do dzi§ dnia wielu tak sadzi:
logicy ze szkoly intuicjonistycznej (por. Rozdzial II, § 13, str. 41)
wierza w <pra-intuicje» liczb naturalnych.

Nie wszyscy jednak mysliciele przychylili sie do dogmatycz-
nego pogladu Kroneckera, rezygnujac z rozwiazania zasadni-

czego.dla calej filozofii matematyki problemu: okreélenia liczb
naturalnych i uzasadnienia praw nimi rzadzacych. Byl on zreszta

') Zmienne X,Y,.. przebiegaja zbi6r wszystkich podzbioréw zbiorn 1,
a zmienzne ¥, 9),.. przebiegaja zbidr zlozony ze wszystkich podzbioréw zbioru .
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dyskutowany przez filozofé6w od dawna, zanim w koncu X1X wieku
nasungl sie matematykom.

Latwo pojaé, czemu problem ten jest tak doniosly zaréwno
dla matematyki jak dla filozofii.

Cecha matematyki jest pewnosé jej rezultatéw. Stosujemy
rachunki matematyczne do badania otaczajacego nas §wiata
i jesteSmy pewni, Ze nie popadniemy przez to w sprzeczno$é
z rzeczywistoScia. Stosujemy matematyke takze do poje¢ zupel-
nie abstrakcyjnych (np. obliczajac ilo§é pierwiastkéw réwnan)
lub do wytworéw wyobrazni (np. sumujac liczbe bogéw greckich
i rzymskich) i zawsze jesteSmy pewni, ze dojdziemy do popraw-
nych wynikéw. Stosujemy wyniki matematyki do liczb malych,
znanych nam z codziennego doswiadczenia, lecz z ta sama pew-
noScig stosujemy je do liczb wielkich, o kiérych nie podobna
sobie wytworzyé wyobrazenia (np. do liczb, przekraczajacych
prawdopodobng ilo§é elekironéw we wszechéwiecie) Méwimy
przyslowiowo: perne, jak dmwa razy dma cztery, dajac tym wyraz
wierze w niewzruszono$¢é praw arytmetyki.

Ta <absolutna» pewnoS§é twierdzen matematycznych ma swe
Zrédlo w tym, ze sa one konsekwencjami przyjetych zalozen czy
okrefleh — a zdania takie sa prawdziwe niezaleznie od tego,
jak ukladaja sie stosunki w realnym $wiecie.

Aby to blizej wyjasnié, rozpatrzmy zdanie

Ha(a=a).

Po uwzglednieniu definicji znaku = (Rozdzial V, §1, str. 109)
prawo to sprowadza sie do zdania .

[I:]]xlacX=aeX],

to za§ zdanie jest prawdziwe na mocy samego okreSlenia funk-

(14)

tora = oraz kwantyfikatora |[; uméwiliémy sie przeciez rozumieé
funktor = w ten sposéb, ze zdanie p=p jest prawdziwe dla
kazdego p, i uméwilismy sie pojmowaé kwantyfikator [] tak, ze
zdanie [].®(x) jest prawdziwe, o ile @(x) jest speione przez
dowolne x. Zdanie (14) jest wiec prawdziwe wprost na mocy
przyjetego znaczenia wystepujacych w nim wyrazen.

W filozofii przyjete jest nazywaé takie zdania analitycznymi;
zdanie (14) jest wiec przykladem zdania analitycznego, podeczas
gdy np. zdanie: Warszama jest stolica Polski jest zdaniem praw-
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dziwym, ale nie analitycznym, bo prawdziwoéé jego uzasadnié
sie daje tylko na drodze empirycznej?). ‘

Problem, jaki nasuwal sie¢ od dawna filozofom, mozna sfor-
mulowaé teraz w taki sposéb: czy twierdzenia arytmetyki sg
zdaniami analitycznymi? Gdyby udalo sie to wykazaé, charakter
absolutnej pewnoSci, jaki zdaje si¢ przystugiwaé twierdzeniom
arytmetycznym, znalazltby swe wytlumaczenie.

Zgodnie z podanym wyzej wyjasnieniem nazwy zdanie ana-
lityczne, do problemu tego podejéé nalezy, jak nastepuje: musimy

okreslié za pomoca pojeé czysto logicznych znaczenie pojecia

liczby i sprawdzié, czy twierdzenia arytmetyki daja sie wéwczas
wyprowadzié z poznanych w poprzednich rozdziatach tautologii.
Analityczny charakter matematyki bedzie wiec stwierdzony, gdy
uda sie nam sprowadzié arytmetyke do logiki. Oto uzasadnienie
doniosloéci filozoficznej problemu, poruszonego na poczatku.
Rozumiemy teraz, ze nie mozemy uznaé za nalezyte wyjasnie-

nie podstaw matematyki przyjecie t.zw. aksjomatycznych syste-

méw arytmetyki. W systemach tych nie objasnia sie znaczenia
stowa liczba; postuluje sie tylko, ze liczby sa to przedmioty,
spelniajace pewne prawa arytmetyczne (aksjomaty systemu).
Dopiero dalsze wiasnoéci liczb wyprowadza sie z aksjomatéw,
korzystajac z tautologii logicznych. To aksjomatyczne ujecie
teorii liczb naturalnych, z ktérym zapoznamy sig fragmentarycznie
w §6, a nieco dokladniej w Rozdziale IX (zob. § 4, przyklad VIII),
jest matematycznie bardzo ciekawe i jest podstawa §cistych do-
wodéw wielu twierdzefi; z dwu jednak wzgled6w nie przynosi
ono odpowiedzi na sformulowany poprzednio problem: po pierwsze
nie wiadomo, czym uzasadni¢ analityczny charakter aksjomatéw,
po drugie za§ nawet tak proste twierdzenie jak:

rownanie x*-2x—5=0 ma dmwa piermiastki

nie daje si¢ wyprowadzié z aksjomatéw. W twierdzeniu tym
bowiem slowo dma wecale nie jest nazwa tego przedmiotu 2,
o.ktérym zalozono w arytmetyce ujetej aksjomatycznie, ze spel-
nia on wesp6l z innymi przyjete aksjomaty, lecz jest ono uiyte

. ') Tradycyjoym przykiadem zdania analitycznego jest: jesli kazdy czlomiek
]L’St’ fmieﬂelny i Sokrates jest czlomiekiem, fo Sokrates jest $miertelny. Prawdzi-
wosé tegc{ zdania uznaé musi kaidy, kto tylko rozumie tresé wystepujacych
W nim pon(_’z logicznych. Zdanie to bowiem byloby prawdziwe i wéwczas, gdyby
istnieli ludzie nieSmiertelni, lob gdyby Sokrates nie byt czlowiekiem.

icm

[§ 3] Czym sa liczby naturalne? 175
w sensie naiwnym, takim w jakim uzywamy tego slowa w zyciu
codziennym.

Problem sprowadza sie wiee do uchwycenia wlaénie tego naiw-
nego znaczenia pojecia liczby, do zbadania, jaki jest jego logiczny
charakter, i do powiazania go z innymi pojeciami logicznymi.
Wynikiem pomyélnym powinna byé definicja pojecia liczby, sfor-
mulowana w terminach samej logiki, i dowdd zasadniczych wla-
snoéci liczb, znanych zaréwno z do§wiadczenia codziennego jak
z nauk §cistych.

Postawione w ten spos6b zagadnienie rozwiazal niemal catko-
wicie znakomity, acz przez wspdlczesnych mu niezrozumiany
logik i matematyk niemiecki Gotitlob Frege (1848-1925)).

Frege analizuje najpierw zdania, w ktérych wystepuja sfowa
jeden, dma, trzy it.d., czyli zdania, w ktérych wystepuja nazwy
liczb. Z analizy tej wynika, ze stowa te nie sa nazwami przed-
miotéw, ani nawet nazwami wlasno$ci przedmiotéw, lecz na-
zmwami mwilasnoéci pojeé. Np. w zdaniu:

“istnieje pieé czesci $miata
wypowiadamy pewna my$l o pojeciu czes¢ $miata, stwierdzamy,
se to pojecie ma wlasno§é, dla kiérej wystowienia uzywamy
wyrazu pieé. Te sama wlasno$é posiada pojecie: palec reki nor-
malnego czlomwieka. ‘

Zamiast méwié o pojeciach méwié mozemy o zbiorach (czyli—
jak sie wyrazaja filozofowie — o zakresach pojed). Zbiér utwo-
rzony z czeSci $wiata i zbiér paleéw reki normalnego czlowieka
maja wiec pewna wlasno§¢ wspélna, ktéra oznaczamy stowem
pieé. Podobnié zbiér (#)[x*+-2x—5=0] ma wlasnos¢, ktéra
oznaczamy sfowem dma.

Pierwsza teza, ktéra za Fregem stad wysnuwamy, jest
nastepujaca: liczby naturalne sa to mlasnoéci zbiordm.

1) Teorie swoja Frege wylozyl w przystepnie - napisanej ksigzeczce :
Die Grundlagen der Arithmetik, Wroctaw 1884 (przedruk: Wroclaw 1934), ktérej
lekture i dzi§ jeszcze mozna goraco polecié osobom, interesujacym sie podsta-
wami matematyki. Ksiazka Fregego uszta uwagi 6wczesnych matematykéw
prawdopodobnie wskutek swego filozoficznego nastawienia. Systematyczny wy-
ktad swej teorii oglosit Frege w dwutomowym dziele: Grundgesetze der Arith-
metik begriffsschriftlich abgeleitet, Jena 1891 i 1903. Tu znéw zapewne zlozono$é
symboliki stala si¢ przeszkods dla czytelnikéw. Wielkie zasiugi dla ulepszenia
i uprzystepnienia teorii Fregego polozyl cytowany juz wielokroinie logik
angielski Berirand Russell. .
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Jest dalej jasne, ze zdania:
(15) Zbiér X ma n elementé,  Zbiér ¥ ma n elementéro

-sa bads oba prawdziwe, badZz oba falszywe, jesli zbiory XiY

sa réwnoliczne, t.}. jesli XipY. Jesli natomiast zhiory X i Y nie:

sa réwnoliczne, to z prawdziwosci jednego ze zdah (15) wynika
falszywosé drugiego. Widzimy stad, ze pojeciu liczby n przypi-
sujemy (zaréwno w zyciu codziennym, jak i w rozwazaniach
naukowych) nastepujaca wlasnosé: jeéli istnieje n przedmiotéw
w zbiorze X, to istnieje tez n przedmiotéw w kazdym zbiorze
réwnolicznym z X, nie istnieje za§ dokladnie n przedmiotow
w zadnym zbiorze, ktéry nie jest réwnoliczny z X. Inaczej
méwiac: zbior mwszystkich zbioréro o n elementach jest liczbg
kardynalnag.

7 Rozdzialu IV (§1, str. 83) wiemy, ze zbi6r wszystkich
zbiordw majacych pewng wlasno$§é utozsamiamy poprostu z ta
wlasnoécia. Dochodzimy w ten sposéb do stwierdzenia, ze stowa:
jeden, dmwa, trzy it.d. uzywane sa w jezyku potocznym jako
nazwy pewnych liczb kardynalnych, okre§lonych w § 2.

W ten sposéb logiczny charakter pojecia liczby jest calko-
wicie wyjaéniony.

Nalezy tu jednak zauwazyé, ze tak okre$lone liczby stuzyé
nam moga tylko do okreélenia liczebmoSci zbioré6w, zawartych
w zbiorze pelnym 1. Dla okre§lenia liczebno$ci zbioréw, zlozo-
nych z przedmiotéw innego rodzaju niz te, ktére zaliczone sg do
zbioru 1 (np. do okreslania liczebnoéci zbioréw, skladajacych sie
ze zbioréw) utworzyé trzeba byloby inne klasy abstrakcji, a wiec
inne liczby naturaine. Komplikacje te moznaby ominaé, zakla-
dajac — jak to czynil Frege — ze zbiér pelny zawiera jako
elementy w ogéle wszystko: wszystkie przedmioty, zbiory, re-
lacje it.p. Ze wzgledéw, o ktérych mowa bedzie dalej (zob. Roz-
dziat VIII, §2), zalozenie takie jest nie do przyjecia. Ograniczymy
si¢ wiec do rozpatrywania tylko liczb, stuzacych do liczenia
przedmiotéw, kiére naleza do zbioru pelnego 1, podkreélajac
jednak wyraznie, ze rezygnujemy w ten sposéb z nadania pojeciu
liczby tej ogélnosci, jaka powinno ono posiadaé.

Rzecz prosta, nie kazda liczbe kardynalna uznamy za liczbe
naturalng (czyli jedna z liczb 1,2,3,..). Liczba kardynalna, do
ktmj){*ej nalezy np. zbiér wszystkich liczb (albo jakikolwiek inny
zbiér nieskoficzony), z pewnofcia nie powinna byé uznana za
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liczbe naturalng. Musimy wiec wyréznié sposréd wszystkich liczb
kardynalnych te liczby, ktére zgodnie z intuicjg nazwaé by moina
skoriczonymi — i te dopiero liczby nazwiemy liczbami naturalnymi.

Dla okreslenia liczb kardynalnych skoficzonych potrzebne
nam beda pewne pojecia pomocnicze, z ktérymi zapoznamy sie
obecnie.

.§ 4. Zero i nastepnik. Zgodnie ze wzorem (13) zbiér (N)[YipX]
jest (dla kazdego X 1) liczba kardynalna. Nazywamy ja liczbg
kardynalng zbioru X albo jego moca i oznaczamy symbolem Ne (X):

NC(,X)“—L',‘}?()A')[Yip il
Jest jasne, ze '

(16) Ne(X)eNe, - YeNe(X)=TYipX.

Moc zbioru pustego oznaczamy symbolem 0; jest to liczba
naturalna zero:

, OﬁNc((')).

7hiér X ma wiec moc 0 (stowami: ma zero elementom) wtedy
i tylko wtedy, gdy Xip0. Warunek ten jest na podstawie prawa
 R(0)=0 réwnowazny réwnosci X==0. Mamy wigc

(17)

t. zn. jedynym zbiorem, ktéry ma zero clementow, jest zbidr
pusty. Wynik ten pozostaje w zupelnej zgodzie z intuicyjonym
pojmowaniem liczby 0. Jak méwi Frege, pojeciu przystuguje
liczha zero wtedy i tylko wtedy, gdy zaden przedmiot nie pod-
pada pod to pojecie. Np. zdanie: Merkury ma zero ksiezycoro
znaczy to samo, co zaden przedmiot nie podpada pod pojecie: ksie-
zyc Merkurego lub proSciej: zaden przedmiot nie jest ksiezycem
Merkurego.

Oznaczaé bedziemy symbolem ((x) zbidr, ktorego jedynym
clementem jest x:

EXe0=X=0,

(x5 @) ly=~x].
7 definicji tej wynika z latwoScia, ze
(18) [y ed(x)] =y = x), - xeclx).

A. Mostowski, Logika matemaiyezna.
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Mozna tez wykazaé bez trudu, ze zbiory «(x) i ((y) sa réw-
noliczne, przy czym réwnoliczno$é ich wykazuje relacja

(@, D) [(u=1x}-(n=1y)],

oraz ze zbiér réwnoliczny z ((x) musi byé postaci «(y):

(19) - d(x)ip e(y), - Xipx) = 3, [X = (y)].

Korzystajac z pojecia zbioru «(x), okreslié mozemy nastep-
nik liczby kardynalnej, czyli—intuicyjnie rzecz biorac —liczbe
kardynalna o jedno$é wieksza od dancj. '

Analizujac intuicyjne znaczenic zdania: zbiér X ma o jeden
element mwiecej niz zbior Y, stwicrdzamy, ze orzeka ono to samo
co zdanie: zbidr X jest réwnoliczny ze zbiorem, porostajacym z ¥
przez dolgczenie: jeszcze jednego elementu, poprzednio do Y nie
wchodzacego. Nastepnik liczby kardynalnej ¥ okreslamy zatem
jako zbiér zbioréw réwnolicznych z Y+ uy), gdzie YeX, a yel”:

(20) = (0) (Yvex Dyer [Xip(Y+ o(y))]).

Definicja ta zachowuje sens réwnicz wowezas, gdy X nie jest

liczby kardynalna, lecz dowolnym zbiorem ztozonym ze zbioréw;
w praktyce jednak korzysta¢ bedziemy z tej definicji tylko w przy-
padku, gdy ¥ jest liczba kardynalna.

Zbiér ¥* moze by¢ pusty: jest tak np. wowezas, gdy jedy-
nym elementem zbioru ¥ jest zbiér petny 1.

Wykazemy, ze jedli ¥ jest liczba kardynalng rézna od Ne(1),
to X* nie jest zbiorem pustym:

(21) F (XeNc)-[X = Ne(1)] > Sy (Xex).

. Dowéd. Z XeNe wynika, ze istnieje zbiér Y nalezacy do X.
me moze byé Y=1, bo w takim razie byloby ¥=Nc(1). Zatem
Istnieje takie y, Zze yeY’, skad wynika, ze zbiér Y- i(y) jest
elementem zbioru X* ¢c.h. d o. :

Podajemy tu kilka twierdzes o nastepnikach, nie formalizujac
ich dowodéw.

(22) F (XeNc)-[X = Ne(1)] - (¥*eNc).

‘ Zatem nastepnik liezhy kardynalnej réznej od Ne(l) jest
liczby kardynalna,
2
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Dowéd. Zalézmy ze X¥eNe 1 X==Ne(1). W my$l (21) istnieje
taki zbidr X, ze XeX*. Jest wiec Xip[Y —+(y)], gdzie YeX i ye?”.
Zaléimy, ze ZeX*, t.zm., ze Zip[Y,+d(y))]. gdzie YieX i ylel’l:
Poniewaz X jest liczba kardynalna, wiec Yip Y, poniewaz za$
y)ipe(yy) na mocy (19) i Yeuly)=T,«(y)=0, 'wi?cr zgodl}ic?
z (3) wnosimy, ze [Y;—dy)]ip[Y 4yl czyli ZipX. Zvdru'glej
strony, jesli Zip X, to Zip|Y—+y)]. gdzie YeX iyel’. Wnosimy
stad, ze

[[z[ZeX*=Zip X]

a wiec na mocy (13) jest ¥*¢Ne, ¢. b. d. o. ’ o
Nastepnik liczby 0 oznaczamy symbolem 1, nastepnik liczby
1 symbolem 2 1 t. d. Zgodnie z (22) zbiory

1,23, ..

sq wszystkie liczbami kardynalnymi, o ile Ne(l) nie wystepuje
wéréd nich. -
23) X% 0.
| To iwierdzenic mozemy wyrazi¢ sfowami jak nastepuje: 0 nie
jest nastepnikiem zadnej liczby kardynalnej. N

Dowdd W myél(18) Fyel4:(y), awige !—%—}- dy) + 0, skz_}}(} :
na mocy (17) |Y-Fi(y)e0]. Poniewaz za§ Lyy[¥—:(y)eX*|

albo ¥* jest zbiorem pustym, wiec wynika stad F¥*=0, c.b.d. o.

Zajmiemy si¢ na koniec dowodem twierdzenia, orzekajacego,
ze liczby kardynalne o réwnych nastepnikach musza l)y:c réwne,
W tym celu udowodnimy najpierw twierdzenie pomocnicze:

(24) - (¥eNc)- (D eNe)- XF=9%-(XeX*) > (X =23

Dowdd. Zatézmy, ze X1 9) sa liczbami kardyualnymi: X* =?)*
i XeX*. Wynika stad, ze Xe))*, a zatem istnieja takie X, Yy,
x, 1y, ze ‘

(i) Xip [X, ()], XipYi-:(mo)l,
{i1) X, X, Y e, xeX,, yie Xy

Zgodnie z (i) jest [X;~+e(a)]ip [Y,+(y))] czyli istnieje taka
relacja R, ze

(iii) (X, E o)) ~r [ ¥+ elys)]
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Poniewaz y,eQ (R), wiec istnieje taki element z,e X4 (x)),
ze z,Ry,. Podobnie z x, ¢ D(R) wynika istnienic takiego elementu
toe Yoy, ze xRt

Okreslmy relacje S wzorem

(@,0) {ueXy) (e¥y)-[(u+z) @Rv)-(0+ 1)+ u=z)-0=t)]}.

Wykazemy, ze

(iv) X, ~s Y, |
Zgodnie z (1) nalezy w tym celu pokazaé, ze

v) relacja-S jest doskonala (t.j. SeCls-1 i §e1-Cls),

(vi) Y, CQ(s),

(vii) Xi=S5(T).

Udowodnimy najpierw, ze SeCls-1. Zalézmy w tym celu, ze
uSo i uSv,. Wnosimy stad na mocy okreélenia relacji S, z¢ albo
(u=2z)-(uRp)-(uRvo,)-(v=t,) (0, *1,), albo (u=z,)-(0=t,))-(,=t).

Poniewaz relacja R jest doskonala, wige w obu przypadkach
otrzymujemy v=mpo,, co dowodzi, ze SeCls-1.

W zupelnie podobny sposéb wykazujemy, ze Se1-Cls. Wzor
(v) jest tym samym dowiedziony.

JeSli peY,, to na mocy (iii) istnieje takie u, ze uRv. Jesli przy
tym v t,, to usz, gdyz z z, Rv wynika wobec Rel-1 i okre-
Slenia z,, ze p=y,, co na mocy (ii) przeczy zalozeniu vel,.
Wreszcie ueX,, gdyz z uRv wynika ueX,+(x,); nie moze zaé
byé u=ux,, gdyz z x,Rv wynika p=t, Kazdy element peY,
rézny od t; naleizy wiec do przeciwdziedziny relacji S.

Zalézmy teraz, ze v =t,. Gdyby z,=x,, to miclibyémy z, Ry,
i z,Rt,, skad wobec Re1-1 wynikloby y, =1, a wicc w mysl
() #eX,, wbrew zalozeniu, ze element p=t, nalezy do Y.
Zatem musi byé¢ z, +x,, skad z,¢X,, a wiec z,Sp, skad wynika,
ze 1 dla p=t, jest ve®(S). Zatem zachodzi wzér (vi)."

Pozostaje do udowodnienia wzér (vii). Z okreslenia relacji S
wynika, ze S(Y,)CX,. Je$li ueX,, to istnieje takie veY,+(y,),
ze uRo. Przy tym jest o=y, jeieli usz, gdyz relacja R jest
doskonata. Mamy wiec dla u <z, wzér uRb, gdzie veY,. Wynika
stad, ze o+ 1, gdyz w przeciwnym razie byloby u ='x1. Zatem
uSo i ueS(Y)). Kazdy wiec element zbioru X, rézny od z

nalezy do S(Y,).

1§ 51 Liczby naturalne. Pewnik nieskoficzonogei. 181

Zal6zmy teraz, ze u=z. Gdyby t,=y,, to mielibySmy z, Ry,
i x,Ry,, skad wobec Re¢l-1 wynikloby z,=ux,, co przeczy zalo-
zeniu, ze element u=z, nalezy do X,. Zatem musi byé #, +y,,
skad f,eY;, a wiec 2,8t 12,eS(Y), co dowodzi, ze i w przy-
padku, gdy element u zbioru X, jest réwny z,, mamy ueS(Y,).
Inkluzja X, CS(¥Y)). a z nia i réwno$é (vii) jest w ten sposéb
udowodniona.

Wzory (v)-(vii) daja od razu (iv). Zbiory X, i Y, sa przeto
rownoliczne, a wiee w my$l (i) liczby kardynalne ¥ i J) maja
clementy wspdlne. Poniewaz za§ liczby kardynalne jako klasy
abstrakcji relacji ip sa albo réwne albo rozlaczne, wiec wynika
stad, ze X=1), c.b.d.o.

Ze wzoru (24) wynika na mocy (21)

- (eNc)- () eNe)-[£ £ Ne(1)]- (@5 =% > (=),
czyli
F (XeNc)- (D eNe)- (¥ =% - {E=D)+[=Nc()]}.
W podobny sposéb dowodzi sie, ze
- (XeNc)- () eNe)- (¥ =% » {E=)+[D=Nc()]},
a z dwu tych twierdzen wynika od razu
(25) (X eNc)-(DeNe)- (X* =% - X=).
Stowami: liczby kardynalne o rémonych nastepnikach sa rérone.

CWICZENIA. 1. Udowodnié twierdzenie (24) w sposéb sformalizowany.

3, Wykazaé, ze kazda liczba kardynalna rézna od 0 jest nastepnikiem
pewnej liczby kardynalnej. .

5. Wykazaé, ze jedli :f jest zbiorem liczb naturalnych i ¥=Ne(4), to I*=3.

Umwaga. Liczby kardynalne X, dla ktérych ¥*=2X, nazywaja sie reflek-
syronymi albo nieskoriczonymi m znaczeniu Dedekind a.

4. Dowiesé, ze jedli liczba kardynalna ¥ nie jest refleksywna i ¥==Ne(1),
to i liezba kardynalna X* nie jest refleksywna. Wywnioskowaé stad, ze jesli
liczba Ne(1) jest rézna od liczb 1, 2, 5,.... to zadna z tych liczb nie jest reﬂeksywne.x.

§ 5. Liczby naturalne. Pewnik nieskoficzonosci. Teraz po-
trafimy juz podaé definicje liczb kardynalnych skoficzonych,
a co za tym idzie, sformulowaé ostatecznie okre§lenie liczb na-
turalnyceh.

Czytelnik méglby sadzié, ze najproSciej bedzie powiedzie¢:
liczbami skofczonymi sg 0, 1, 2, 3 i t.d- Tego rodzaju zwroty
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wystepuja czgsto w podrecznikach matematyki (przy czym za-
miast ,i t. d.” stawia si¢ zazwyczaj lrzy kropki). Jest jednak
jasne, ze nie sa to bynajmniej definicje, lecz w najlepszym razie
wskazowki, jak nalezy kontynuowaé nieskonczony cigg réznych
definicji.

Definicja poprawna powinna podaé znaczenie nazwy czy
symbolu, ktéry wprowadzamy do rozwazan. Jedli- symbol ten ma
oznaczaé zbior liczb kardynainycl, to definicja winna mieé postaé

Gt

gdzie po lewej stronie znaku == stoi nowo wprowadzony symbol,
po prawej za§ w [ ] za symbolem abstrakeji — funkcja zdaniowa
jednej zmiennej wolnej X,

Aby nie podawaé okreSlen, kidre moglyby si¢ na pierwszy
rzut oka wydaé sztuczne, zalézmy na chwile, ze znamy juz po-
jecie liczby kardynalnej skoriczonej i zastanéwmy si¢ nad wlas-
noéciami tego pojecia. . :

Jest jasne, ze 0 uznamy za liczbe¢ kardynalna skoficzona.
Zbi6r liczb kardynalnych skoficzonych posiada dalej nastepujaca
wlasnoéé: jesli ¥ do tego zbioru nalezy, to i ¥* (jesli w ogéle jest
liczba kardynalna) tez do tego zbioru nalezy.

Nazwijmy zbiér liczb kardynalnych' dziedzicznym, jesli za-
wiera on 0 i wraz z kazda liczba ¥ zawicra jej nastepnik X*
Spostrzezong wlasno$¢ wyrazié wiec mozemy w nastepujacy spo-
s6b: zbior liczb kardynalnych skoriczonych jest dziedziczny.

Z drugiej strony, kazdy zbiér dziedziczny zawicra liczbe 0,
zatem takze nastepnik liczby 0, t.j. liczbe 1, zatem takze na-
stepnik liczby 1, t.]. liczbe 2 i t.d. Kazdy zbiér dziedziczny
zawiera wiee wszystkie te liczby, ktore cheieliby$my nazywaé
skonczonymi. :

Analiza intuicyjnego pojecia skonczonoé$ci doprowadzila nas
tym sposobem do wniosku, ze liczba kardynalna jest skoriczona
wtedy i tylko mwtedy, gdy nalezy do kazdego zbioru dziedzicznego.
W tej postaci definicja zbioru liczb skoficzonych daje si¢ juz na-
pisaé w sposéb poprawny. '

Okreslamy najpierw klase zbioréw dziedzicznych:

20) . ingl==(a) [Osu-[lzw(?c""ea)].

icm
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Zbior liczb kardynalnych skoriczonych albo po prostu zbiér
liczb naturalnych') okredlamy teraz wzorem

(27) N¢ iud Fa (i) [:’c‘exc-naeind (?iea)].

Definicja (27) jest — jak widzimy metodologicznie po-
prawna 1 pozostaje w zgodzie z intuicjami, jakie wigzemy z po-
jeciem liczby naturalnej. Nie przesadza to jednak jeszcze pytania,
czy wychodzac z tej definicji mozemy wyprowadzié¢ wszystikie
prawa arytmetyki jako tautologie logiczne. .

Jak wykazal Peano, wssystkie prawa arytmetyki liczb na-
turalnych, jakimi zajmujemy si¢ w matematyce, mozna wypro-
wadzi¢ na drodze czysto logicznej z nastepujacych aksjomatow?):

—

. Zero jest liczba naturalng.

[

Kazda liczba naturalna ma nastepnik, ktory sam jest liczbg
naturalna.

Ol

. Zero nie jest nastepnikiem zadnej liczby naturalnej.

4. Jesli nastepniki liczb naturalnych ¥ 1)) sa rowne, tol te
liczby sa rdémne.

I

. Jesli « jest zbiorem, kitdry zamwiera zero i ktéry ma te
mwlasnosé, ze roraz z kazda liczba zamwiera jej nastepnik, to a
zariera mwszysikie liczby naturalne (zasada indukcji).

Aby uzyskaé odpowiedZ na pytanie, czy przyjmujac defi-
nicje (27) uzyskamy zwykle twierdzenia arytmetyczne jako tauto-
logie logiczne, wystarczy wicc sprawdzié, czy aksjomaty Peano
przejda w tautologie logiczne, jezeli zero interpretowac jako 0,
nastepnik ¥ — jako ¥*, a liczby — jako elementy zbioru Necind.
1} W logice nazywa si¢ zazwyczaj okreslone tu liczby induktymnymi. Uni-
kanie nazwy liczby skoriczone jest moze stosowne tam, gdzie rozpatruje sie
rézne pojecia skoiczonoSci; w niniejszym jednak wykladzie mozemy nazywaé
liczby induktywne po prostu skoiiczonymi, gdyz zadnego innego pojecia skoi-
czono$ci rozpatrywaé nie bedziemy.

%) Aksjomaty te ogloszone byly po raz pierwszy w artykule: G. Peano,
Sul concetto di numeri, Rivista di matematica, tom 1, Turyn 1891, str. §7-102
i 256-267. Czytelnikowi, kiéry cheialby zapoznaé sie z wywodem twierdzen aryt-
metycznych z aksjomatéw Peano, polecié mozemy ksiazeczke: W. Wilkosz,
Arytmetyka liczb catkomitych, Krakéw 1932, albo tez dzielko E. Landaua
cytowane tu na str. 139. Czesto liczby zero nie zalicza si¢ do naturalnych; jest
to oczywiscie tylko kwestia umowy.
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Sprawdzenie to podajemy obeenie.
7 (26) wynika, ze bk aeind - 0eq, zatem wobec =0¢eNc i (27)
0eNcind.
Aksjomat 1 jest wige spetiony. Aksjomat 3 wynika od razu
z ogdlniejszego wzoru (23), a aksjomat 4 z ogélniejszego wzoru (25),
Udowodnimy nastepnie zasade indukcji'). Na mocy (27) jest
- (XeNcind) - («¢ind) = (X e a),
czyli A
e (aeind) - (X eNcind > X ea).
Przez dofaczenie kwantyfikatora uzyskujemy stgd
= (¢eind) - (Neind Ca),
a stad zgodnie z definicja (20) wynika zasada indukcji:
~ [06a~nxm (¥*¢a)] > (Neind Ca).
Pozostaje do rozpatrzenia jeszcze aksjomat 2. Z (22) wno-
simy, ze
(i)  (X¥eNcind)-|¥ == Ne(1)] - (¥*eNe).
Z definicji (20) i (27) wynika z latwoscia

F (XeNcind) - (aeind) - (¥*ea),:
skad

(X eNcind) = []oeina (X% q).
A Wzér ten daje acznie z (i)
(28) — (¥eNcind)-[X 4= Nc(1)] > (¥*¢Neind).

Aby uzyskaé stad aksjomat 2, nalezaloby pominaé w po-
przedniku zalozenie ¥+ Nc(1). Mozna by to uczynié, gdybysmy
wiedzieli, ze

F &eNcind) - [¥ £ Nc(1)],
czyli w innym sformutowaniu, ze

(29) F Ne(1)eNeind'.

') Filozofowie i matematycy réznyeh szkol toczyli gorace spory o istoie

zasady indukeji. Wielu twierdzito nawet, ze zasada indukeji nie jest zdaniem -

ant.ﬂitycznym (E. Kant i H. Poincard). Zobaczymy tutaj, ze przy pewnym
pojmowaniu pojecia liczby zasade indukeji mozna udowodnié, opierajac sie na
czysto logieznych przestankach. Zasada ta jest wige niewatpliwie zdaniem ana-
litycznym, tak jak to twierdzit Frege, '
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Latwo jednak u$wiadomié sobie, ze ani (29), ani tez zdanie
powstajace z (28) przez opuszczenie czynnika ¥ == Nc¢ (1), nie moga
byé udowodnione na podstawie dotychczas przyjetych zalozen.
Pochodzi to stad, ze nie zalozyliSmy dotychezas nic o zbiorze
pelnym 1 poza tym, ze uie jest on pusty (por. Rozdzial III, §4,
wzér (3), str. 59). Wszystkie tautologie rachunku zdan, rachunku
kwantyfikatorow, aksjomat definicyjny (Rozdzial IV, § 2, str. 90)
i aksjomat ekstensjonalnosci (Rozdzial V. § 2, str. 113) pozostaja
prawdziwe, gdy zbiér pelny 1 sklada sic np. z trzech przed-
miotéw. Wzér (29) nie jest jednak w tym wypadku spelniony,
przeciwnie jest Ne(l)eNcind i zdanie powstajace z (28) przez
pominiecie czynnika X== Nc(l) przestaje byé prawdziwe dla
wszelkich ¥, gdyz 3eNcind i 3*¢Nc¢’ (3* jest zbiorem pustym).

Wnosimy stad, ze aby uzyskaé zdanie odpowiadajace pew-
nikowi 2 jako tautologie logiczng, musimy wzbogacié pewniki
logiki jeszcze jednym zdaniem, mianowicie zdaniem (29).

Ten nowy pewnik nosi nazwe pemnika nieskoriczonosci.

Ostateczny wynik dotychezasowej dyskusji strefcié mozemy
w nastepujacym twierdzeniu:

Jedli pojecia arytmetyczne: zero, nastepnik i zbior liczb natu-
ralnych interpretoroaé¢ jako 0. X¥* 1 Ncind oraz jedli mwzbogacié
uklad pemwnikdro logicznych peronikiem nieskoriczonosci (29), to
mwszystkie aksjomaty Peano, a wige tez rszystkie twierdzenia
arytmetyczne mynikajgce z aksjomatéro Peano, staja sie tautolo-
giami logicznymi.

Wynik ten posiada doniose znaczenie. gdyz pokazuje, Ze
arytmetyka liczb naturalnych daje sie ugruntormwac jako cze$é logiki
(o ile w logice przyjmiemy pewnik nieskonczonosci). _

Z drugiej strony, byloby moze przesada, gdybyémy cheieli
uznaé uzyskany wynik za ostateczne rozwiazanie zagadnienia
podstaw arytmeiyki. Juz w § 3 (str. 176) zwréciliSmy uwage na
to, ze okreSlone przez nas liczby nie sa dostatecznie ogélne,
stuzyé bowiem moga tylko do liczenia przedmiotéw, nalezacych
do zbioru 1. Widzimy teraz, ze liczby te maja tylko wtedy
wszystkie wlasnosci liczb naturalnych (w intuicyjnym znaczeniu
tego slowa), gdy zbiér 1 jest nieskoniczony. Idea Fregego,
zmierzajaca do ugruntowania aryimetyki w logice, dala sie wiec
zrealizowaé niezupelnie.
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Zrédlem napotkanej przeszkody jest oczywidcic przyjety na
poczatku relatywny charakter zbioru petnego L. Prawa logiczne,
ktére dotad wyprowadzaliSmy, nie sq zdaniami o przedmiotach
w ogéle, lecz zdaniami o przedmiotach nalezacych do zbioru 1.
W zaleznoéci od tego, co zaliczymy do tego zbioru, otrzymamy
takie lub inne twierdzenia.

Jedyna naturalng odpowiedzia na pytanie: co powinniSmy
zaliczyé do zbioru {, aby prawa logiczne byly najzupelniej
ogélne? wydaje sie: wszystko, wszystkie przedmioty, zbiory,
relacje it.p. Pewnik nieskoficzonosci dalby sie wtedy zapewne
udowodnié¢ i problem podstaw arytmetyki bylby rozwiazany
calkowicie. Niestety — jak wspomnieliémy juz na str. 176 — za-
kiadajac, ze zbiér | zawiera wszystko, dochodzi si¢ do sprzecz-
noéci (zob. Rozdziat VIII, § 2). .

Nie bedziemy dluzej zatrzymywali si¢ na tym temacie,
gdyz logika do dzi§ dunia nie umie daé odpowiedzi na zaryso-
wujacy si¢ tu problem, wskutek czego i zagadnienie nalezytego
okreélenia pojecia liczby weiaz jeszeze mozna uwazaé za otwarte.
Powiemy o nim za Frege’m: .Chociaz nie jest ono jeszeze
zupelnie rozwiazane ..., to jednak nic watpie, ze .droga do roz-
wigzania zostala znaleziona” ).

CWiCZENIA, 1. Udowodnié na podstawie aksjomatéw Peano, ze kazda
liczba naturalna rézna od 0 jest nastepnikiem pewnej liczby naiuralnej.

Wsk: Wykazaé, ze zbior ¢(0)+ (%) [(X eNcind) Y9eNcind (D*= )| jest
dziedziczny.

2. Zbi6r X nazywa sig skoriczony, gdy Ne(X)eNeind. Udowodnié, ze kazdy
zbiér zawarty w zbiorze skoficzonym jest skoficzony i ze suma dwu zbioréw
skoficzonych jest skonczona.

5. Dowie$é, ze dla kazdego zbiorn skoficzonego . istnieje relacja  dobrze
porzadkujaca ten zbi6r. .
Wsk.: Wykazaé, ze zbiér takich liczh kardynalnyceh X,

e s X z¢e dla kazdego
XeX istnieje relacja dobrze porzadkujaca X, jest dziedziczny. ‘

4. Dowie§é, ze FXeNeind > ¥*%, t.zn. ze zadna liczba kardynalna

skoficzona w sensie definicji {27) nie jest nieskoficzona w znaczeniu Dedekinda.
Wsk.: Oprzeé sie na zadaniu 4 z §4 (sir. 181). Jest godne uwagi, ze impli-
o aa . . L. ., B L
kacja ¥*3=X > XeNcind nie daje sie udowodnié na podstawie oméwionych
dotychezas pewnikéw lacznie z pewnikiem nieskoficzonosei, Aby te implikacje
udowodnié, oprzeé sie jeszeze irzeba na t.zw. pewniku ryboru ).

)} G. Frege, Grundgesetze der Arithmelik begriffsschri/'(l‘iclz abgeleitel,
tom II, Jena 1903, Poslowie, str. 205,

*) Zob. W. Sierpinki, li'step do teorii mnogoscei i topologii, wyd. 2-e,
Warszawa 1947, str. 47,
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§ 6. Definicje indukcyjne. Oméwimy tu pewien rodzaj de- -
finicji, ktére graja wazna role przy dowodzeniu twierdzen
arytmetycznych, niezaleznie zreszta od tego, czy liczby naturalne
pojmujemy jako klasy abstrakeji stosunku ip, czy jako twory
abstrakcyjne. czyniace zado§é aksjomatom Peano (jeSli stajemy
na pierwszym stanowisku, to zakladamy. ze spetniony jest pewnik
nieskonczonoscil.

W arytmetyce méwi sie czesto, ze sume dwu liczb natural-
nych mozna okreslié indukceyjnie za pomoca pojecia nastepnika,
i podaje sie wzory
(30) Yo =¥%,
ktére maja stanowié te definicje indukcyjna ). Aby umocnic
przekonanic czytelnika, ze wzory te rzeczywiScie stanowia defi-
nicje sumy, opatruje sie je zazwyczaj nastepujacym komenta-
rzem: podstawmy w drugim ze wzoréw (30) za ¥ kolejno 0.1.2....:
opicrajac sie na pierwszym wzorze, otrzymamy wiedy kolejno

TR1=X  XR2=XF EgSXEe

i, kontynuujac to postepowanie, mozemy wyrazi¢ przy pomocy
pojecia nastepnika sume X2, gdzie ¥ jest jakakolwick z liczb
ciagu 0,1,2,..; poniewaz za$ kazda liczba naturalna wystepuje
w tym ciagu, wige mozemy powiedzieé¢, ze wzory (30) wyzna-
czaja w zupelnosci liczbe X4 dla kazdego M.

Ot6z mimo niewatpliwej wartoSel intuicyjnej tego rozumo-
wania, nie mozemy uznaé wzoréw (30) za definicj¢ sumy.

Suma jest wynikiem dzialania na liczbach naturalnych,
ktére — zgodnie z okresleniem dziatania (Rozdzial VI, § 9,
str. 150) — jest relacja tréjeztonowa. Oznaczajac te relacje sym-
bolem s3), wnosimy. ze definicja sumy powinna mie¢ postaé

o W= (X o )%,

(51) 8—7,—;(_?5,?3‘, B3) O(X, 3, 8),
gdzie @ jest funkeja zdaniowa nie zawierajaca symbolu s. Taki
charakter mialy wszystkie definicje, wprowadzone w tym i po-
przednich rozdzialach. Definicje tej postaci maja t¢ wazng zalete,
ze pozwalaja w kazdej chwili wyrugowaé zdefiniowany symbol s
B

1 UzyliSmy tu znaku = zamiast powszechnie przyvjetego znaku -+, dla
odréznienia od sumy dwu zbioréw okreflonej w Rozdziale IV (§3. wzér (21}
str. 96).

3 Wzor s(X, . 3) czytamy: X jest suma 3 i 3.

-
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z dowolnie danego wzoru. Wystarczy zastapié wqm;(l/w symbol s
przez prawa strone réwnoSci (31), a olrzymanyy wzor réwno-
wazny, nie zawierajacy JllZ tego nowego symbolu,

Moznoéé wyrugowania symbolu zdefiniowanego uwazamy za
chen ze sprawdziandéw popmwnosu definicji. L]umnacm taka
musi sie daé wykonaé, jesli definicja ma ucc/)wmue nie byé
niczym innym, jak tylko wyjasnieniem zhaczenia symbolu.

W przypadku wzoréw (30) climinacja taka nie jest bynaj-
mniej oczywista: w drugim ze wzordw (30) znak =k wystepuje
po lewej i po prawej stronic réwnoSel, nie wystarczy wice za-
stapié lewej stromy przez prawa, aby go si¢ pozbyé. To jest
powodem, ze nie mozemy uznaé réwnosci (30) za definicje sumy,
przynajmniej za definicje w zwyklym znaczeniu tego stowa ).

Podobne uwagi stosuja si¢ do wiclu innych definicji induk-
cyjunych, w szezegélnoSel do definicji iloczynu i potegi.

W dalszym ciagu pokazemy, jak mozna budowaé definicje
tego typu co definicja (31) dla pojeé, ktore w zwyklym wykla-
dzie arytmetyki okre§la sie indukcyjnie. Ograniczymy si¢ przy
tym do przykfadu definicji sumy. gdyz inne definicje mozna juz
z latwoscia skonstruowaé na wzdr tego przykladu.

Aby dojsé do definicji sumy w sposéh naturalny, zalézmy na
chwile, ze znamy juz sems relagji s. Jest jasne, ze czyni ona
zado$¢ nastepujagcym warunkom:

b(\a:a )Lo 0)’ ?f, \‘)‘ 8) - 3’(}'*» :‘))« 8+)
dla wszelkich liczb naturalnych X,3 1 3.

Z drugiej stromy, jesh 10L1qa trojeztonowa o czyni zado§é

tym warunkom, t.zn. jeéh

(52) e(},%.0) 1 o(X,8)—> 0¥, 5%
dla wszelkich liczb naturalnych %, i3, tosCo.

Istotnie, niech ¥ bedzie dowolna liczba naturalna. Oznaczmy
przez a zbior tych liczb naturalnych 8, dla ktérych

[z exeina [s(%, 2, 8) = o (X, 9, 8)].

- . r a — A r - - i
Aby dowieSé, ze s p, wystarczy wykazaé, ze NceindCu
w tym za$ celu musimy udowodnié, ze Oea i ze Beu— B¥ea
Y} Ze wrzoréw (30) mozna co prawda wywnioskowaé, ze ’€+5—’f*"""**

a wige pozbyé sie znaku ok nie widaé jednak, czy i jak mozna wyeliminowaé
znak =« np. z wyrazenia X s,
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0 jest elementem zbioru a, gdyz wzér s(¥,2,0) daje (zgodnie
z intuicyjnym znaczeniem relacji s) réwno§é ¥=13, z ktérej na
mocy {32) wynika o(%,,0).

Jesli Sea i s(X, Y 3* to {(wedlug intuicyjnego znaczenia relacji s)
jest X¥=23%, glee s(L.U.8). Wobee 3ea wynika stad o(3,¥,3),
a wiec w my§l (32) o(3%, W, 3% czyli o, N, 8%). Widzimy wice, ze
wzor s(X,,3%) pociaga za sobg wzér 9(?:,13, 3%), a zatem 3%sa.

Zgodnie z zasada indukeji jest Neind ZTa, a wiec sTp.
Mozemy zatem powiedzieé, ze relacja s jest najmniejsza relacja
spelniajaca mwarunki (32) czyli: dla wszelkich liczb naturalnyech
LYW 13 wzér s W3B) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdej relacji o spehlldjqcej warunki (32) zachodzi wzér (X, 8).

Naszkicowaliémy dowdd tego wyniku, opierajae sie na zrozu-
mialym dla nas skadinad znaczeniu relacji s. Mozemy jednak
odwrdcié teraz bicg rozumowania 1 przyjaé wynik, do ktdrego
doszlifmy, za okre§lenie relacji s.

Przyjmiemy najpierw dwie definicje pomocnicze:

A ?f (Q) ”_I.’t'e'_\'riml Q(?{ :E 0)}~

(34‘) ”% 9. 5eNe un]]”\ t) )~ D(‘{* pl

5\3

w*)”1

Definicja sumy bedzie miala postaé¢ nastepujaca:

(35) 5? )C ] 8 [Yae/ ,,0 5 8)
Definicja ta ma zadana posta¢ (51); ponadto jest intuicyjnic
uzasadniona przez rozumowanie, kiére przeprowadziliSmy wyzej.
Powstaje jednak pytanie, czy z tej definicji mozna istoinie
wyprowadzi¢ wszystkie te wlasnoéci sumy, jakie ma intuicyjne
pojecie sumy. rozwazane w arytmetyce. Aby odpowiedzieé¢ na to
pytanie. wyprowadzimy z definicji (33) kilka twierdzen, orzeka-
jacvceh, ze relacja s jest dzialaniem okreSlonym i wykonalnym
w zbiorze liczb naturalnych, a przy tym spelniajacym réw-
nosci (30). Oto te twierdzenia: '

(36) - (¥eNecind) —» s(%,%,0).

) Wzér X,0,3eNeind jest koniunkeja trzech funkeji zdaniowych: X¥eNeind,
WeNcind i 3eNeind.
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Dowéd. Z (33) wynika
(o) (X ¢Ncind) — o(%,%,0),
- (XeNcind) > [(oed-p) > 0 (X%, 0)].
Dolaczajac kwantyfikator, otrzymamy
 EeNcind) [ Joer-o 0(%.%,0),
ske.u'l na mocy (33) otrzymujemy wzér (30).
57) - &, 39 eNeind)- (& Y, 8) - s(¥%, 3, %)
Dowéd. Z (34) wynika
- loerd- (8,9, BeNeind)- g% 2. 8) -> o (€%, . 8.

Tym bardziej wiec jest

skad

(1) }—‘ ( X ‘” SEN(‘III(] ()( )) 5 » IQ ﬁ;l‘/l ) Q(l"kqgh 8*”'
Zgodnie z (35) .
(i) F(oeh-p)- 1%, 8eNcind)-s(X, 3, 8) > o (X, V,8).

Wzory (i) i (ii) daja po Iatwym przeksztatceniu
(.9, BeNcind)-s(X, Y, 8) > |oeA- = o (X%, Y, %),

Pozostaje dotaczyé kwantyhkatot [ [(, W lldﬁt(‘pﬂ]l\l] aby
uzyskaé stad twierdzenie (37).

(38) (Y, 8 eNcind) - Zn\h ma $(X, 3, 8). -

Dowdd \_\’prowadzunv pomocniczy definicje:

(‘H (8)[ 3eNcind)- Zazel\cmd s(X, 3, 8)].

Zatem «(Y) jest zbiorem takich liczb 8, ze istnieje liczba na-
turalna ¥ pozostajaca do ¥ i 8 w relacji s. Wynika stad

@M  (YeNecind)- [Bea()] = Dxeneinas(®, ¥, 8).
Dla dowodu twierdzenia (38) wystarczy wige okazaé, ze
(11) F (Y eNcind) —» [Neind C a(M)],

gdyz wyniknie stad
(’\e’\&cmd (8eNc1nd) - (YeNcind)-[Bea()].

a wiee zgodnie z (i) otrzymamy od razu wzér (38).
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Wzér (ii) udowodnimy przez indukeje. Z (36) wynika

}" (\““ € N(' iI](]) e E.’c'ﬁN('iml s(?i, ?L 0).
a zatem

(iii) = (WeNeind) - [0ea().
7 (37) wnosimy (wobee b ¥eNcind = ¥*¢Neind). ze
- MeNecind) > {{BeNeind- _,1(\1,."1 (XY, 8)] >
- |8 eNeind- Yyoneind 8 (?{,‘:JL 3%,

a wiec
(iv) FeNcind) > [Bea() = 8*ea ().
Z (i) i (iv) wynika na mocy zasady indukeji (aksjomat 5
Peano, ste. 183) wzor (i), ¢ b, d. o.
(39) F (X.YeNeind)-s(¥,9,0) » X =,
Dowdd. OkreSlimy l‘e]ncjé, tréjeztonows ¢ wzorem
’(' £9,8) [&=-(3=0)+(30.

Jest jasne, ze | o(X,%,0) oraz {(wobee 8% &=0) I o(X%,3,8%).
Zgodnie z (33) i (34) wynika stad, ze +oeld-p, a wiec w mysl (35)
b= s(X, W, 8) » (¥, 3, 8). Poniewaz | o(X,,0)=%X¥=1)), wiec wynika
stad, ze - s(¥, ‘)‘, 0) > ¥=1, co dowodzi wzoru (39).

Najdiuzszy jest dowéd jednoznacznodci relacji s wzgledem
pierwszego argumentu. Nie bedziemy podawali dowodu sformali-
zowanego, naszkicujemy tylko jego my$l intuicyjna.

Oznaczmy przez f zbiér liczb naturalnych 3, ktére posiadaja
nastepujaca wlasno§é: przy wszelkich naturalnych %, %, 1 3 jest

(X, W, 8)-s(X, U, 8) > X, =X,

Wrystarczy udowodnié, ze Neind C g, a wiee, w my$l zasady
indukcji, ze 0ef i

i) Bef— B¥ep.
Dowdd, Ze 0ef, nie nastrecza frudnosci: z (39) wynika, ze
(% 0,0 -5(Xa 0, 0) > (¥, =) (K, =),

a wige ¥, =%,
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Pozostaje do udowodnienia wzér (i). Zalézmy, Zze Bef, i roz-
patrzmy relacje o5 ktéra zachodzi migdzy liczbami naturalnymi
U BiW wtedy i tylko wtedy, gdy

badz B + 8* i s(1, T, W),

badz W= 3% i istnieje takie

o~

T, se 5(T,8,8) i =T

7 latwoscia wykazujemy, ze dla kazdego mnaturalnego ¥ jest
05(%,%,0), skad pje2. Bez trudu dowodzimy réwniez, Ze dla wszel-
kich natoralnych U, 81 ® jest

0313, B) > g5 (U, B, B*),
co dowodzi, ze pgep. Wobec gged-p mamy na mocy definicji (35)
S(LY,B) > 04(1L, B, W) |
dla dowolnych naturalnych U, 8, ®. Podstawmy tu B = 8*. Z defi-
nicji relacji g5 otrzymujemy zatem
S 8% > Dfs(T, 8,
Wnosimv stad, ze -
s(X,. 3. 3%)- (X, ), 8%) -
2w [s(T U, 8)-8(Ta U, ) (¥, =T %) (¥, =T,¥)].

Dotychezas nie skorzystaliSmy z zalozenia, Zze 8¢p. Zaloze-
nie to daje

11~ I*)]

(i1)

8T, ¥, 8)5(T5, 0. 8) > T, =T,
skad wnosimy, ze z (ii) wynika
5(%,,3,8%)-s(X,, Y, 8%) - ¥, =¥X,.

Liczba 8% nalezy wiec do g i dowéd wazoru (i) jest zakon-

czony. Relacja s jest zatem jednoznaczna wzgledem pierwszego
argumentu.

Formalizujae to rozumowanie, dochodzimy do wniosku, ze

(40 b (%%, M, 8eNeind) - s(x,, ¥, 8) - 5(%,, Y, 8) » ?6_1_ =%,

Ze wzoréw (38) i (40) wynika, ze relacja s jest: dzmlamem

okreslonym i mwykonalnym mw zbiorze Neind.

Z twierdzen (30) i (37) wynika, ze dzialanie to czyni zado§é
prawom wyrazonym przez wzory (30).
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Przy dalszej budowie teorii liczb naturalnych moze byé do-
godne operowanie wynikiem dzialania s, nie za§ samym dziala-
niem (pojmowanym jako relacja). W tym celu wystarezy przyjaé
definicje :

o) = (X) [ D3 [(8, K. ) (

Moina z latwoScia udowodnié, ze

F (X, eNecind) > (X 2. X, W),
(X 8eNcind) > [s (8. X W=(@F=XkN]
Twierdzenia (30) i (37) mozna. zatem sprowadzi¢ do postaci
- (XeNcind) » (X=X 0),
= (X, eNeind) - [(X o 3¥%) = (X o *].

Wracamy w ten sposob do wzordw (30); widzimy,

one definicja sumy, lecz wnioskami z jej definicji.

Xe3)li.

ze nie sa

Przeniesienie oméwionej tu teorii na inne definicje induk-
cyjne nie nastrecza trudnoéci. lloczyn definivjemy jako najmniej-
szg relacje o, ktdra czyni zado$é (dla ¥, ¥, 3eNcind) warunkom:

O tej relacji ¢ mozna dowiesé, ze jest dzialaniem okreslonym
i wykonalnym w zbiorze Ncind. po czym mozna wprowadzié sym-
bol X x ¥ na oznaczenic wyniku dzialania . dokonanego na
liczbach X 1 .
Okresliwszy iloczyn, definiujemy potege jako najmniejsza
relacje tréjezlonows o, czyniaca zado$é warunkom:
0(1,%,0), o (X0, 8) - o(X 3, 3 B*).

Moina tez bez trudu przenie§é te icorie na przypadek ogél-
niejszych definicji indukeyjnych ksztaltu

REO=fEF),  hEY*)=g[h(®Y).X].

w ktérych f i g oznaczaja jakiekolwiek funkcje.

Powyisze rozwazania daja pojecie o tym, jak moina zbu-
dowaé arytmetyke liczb naturalnych, opierajac si¢ wylacznie na
pojeciach” logicznych. Poniewaz za§ wszystkie pojecia matema-
tyczne (funkcje, ciagi, liczby rzeczywiste, zespolone it.p.) daja
sie zdefiniowaé przy pomocy liczb naturalnych i pojeé logicz-
nych, wiec okazuje sie. ze cala w ogéle matematyka z jej niezli-

" czona — zdawaloby sie — réznorodnoScia pojeé daje si¢ wywiesc

A. Mostowski. Logika matematyczna. . 15 -
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z czystej logiki. Wniosek ten jest tym godniejszy uwagi, Ze za-
s6b pojeé, jakimi operuje logika (funktory zdaniotwéreze, kwan-
tyfikatory, zbiory, relacje), wydaje si¢ na pierwszy rzut oka bey
‘poréwnania ubozszy niz zaséb pojeé matematycznych.

7 drugiej strony, ubdstwo pojeé logicznych i prostota po-
szczegblnych regul wnioskowania, jakimi wolno si¢ w logice
poslugiwaé, powoduje nadmierng rozwlekio§é dowodow i definicji.
Widzieliémy, ile trzeba bylo okreslen i Zzmudnych rachunkéw lo-
gicznych, aby doj§¢ do najprostszych poje¢ arytmetycznych.
Byloby dla dalszego vozwoju logiki, a zapewne i matematyki,
niezmiernie korzysine, gdyby kioé znalazt sposdb skracania do-
woddéw sformalizowanych, w obecnym bowiem stadium rozwoju
metod symbolicznych logiki budowa matematyki jako fragmentu
logiki, chociaz zasadniczo mozliwa, boryka si¢ z ogrommymi
trudno$ciami natury czysto technicznej.

CWICZENIA. 1. Rozwinaé teorie dodawania liczb naturalnyeh, wychodzac
z definicji ’ '

kD= Dxex Dreg XY =0)(Zip X+ 1)1},

Dowieéé przemiennosei i lacznodci tego dziatania oraz jego wykonalnodci
w zbiorze liczb naturalnych (przy zalozeniu pewnika nieskoficzonoéci). Wykazaé
réwnowazno$é definicji sumy podanej w tym zadaniu z definicja sumy podang
w tekécie.

2. Udowodni¢ réwnowazno§é definicji (35) i definicji nastepujacej: wzor
s1X,9), 3) zachodzi wiedy i tylko wtedy, gdy istnieje relacja dwuczlonowa jed-
noznaczna R, kiérej przeciwdziedzina jest zbiér Neind i ktora czyni zado$§é
nastepujacym warunkom:

IR0, HH,‘BeNcind[um%*) U* R P*], IR3S.

3. Wychodzac z pojecia sumy, zdefiniowaé pojecie iloezynu w sposéb
wskazany w zadaniu 2. :

§ 7. Izomorfizm relacji. Liczby relatywne. Homomorfizm.
Teoria liczb kardynalnych i naturalnych, z ktéra zapoznaliSmy
sig w §§ 1-6, opierala si¢ na pojeciu réwnolicznosei zbioréw.
W teorii relacji analogiczna role do pojecia réwnolicznoéei gra
pojecie izomarfizmu (czyli rémnoksztaltnosci) relacji.

Méwimy, ze relacja R ustala izomorfizm relacji S i T, jesli
Re1-1, dziedzina R zawiera pole relacji S (por. Rozdziat VI, § 4
str, 130), przeciwdziedzina R zawiera pole relacji T i przy tym
dla x;Rx, oraz y, Ry, wzory x,8y, oraz x,Ty, sa réwnowaine.
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Bez obawy nieporozumien mozemy uzywaé dla oznaczenia sto-
sunku izomorfizmu dwu relacji tego samego symbolu ~, kiérego
azywaliSmy dla oznaczenia stosunku réwnolicznodci (p. str. 165):
wy ~ FETRRD 06 C ORI O0 S
'”xlxeyu/s (20 Raxy) - (y; Ryo) = (30 Syy = x, )]}
Zgodnie z ta definicja, relacja doskonata R ustala izomorfizm 7
relacji § i 7T, jedli odwzorowuje ona pola tvch relacji jedno na
drugie w taki sposéb, ze gdy relacja S zachodzi miedzy dwoma
przedmiotami x; i y,, to relacja T zachodzi miedzy przyporzad-
kowanymi im przez relacje R przedmiotami x, i y,, i na odwrdt.
Nietrudny rachunek logiczny pozwala dowie$é, ze

FS~rT=(Rel-1)-[ES) C DR - [ET) —QR)-(R; T:R=S5).

Relacja R;T:R gra wiec podobna role w teorii relacji co zbiér
R(Y) w teorii zbioréw (por. Rozdzial VI, § 8, str. 153, éwiczenie 2).

Relacje S i T nazywamy izomorficznymi albo podobnymi,
jesli istnieje taka relacja R, ze S~z T.

Piszemy wéwezas Sim 7.

Zupelnie podobne okre§lenia przyjmujemy dla relacji tréj-
czlonowych: . '

== (T, R) {(Re 1-0)-[D (1) + Do) 4 D) C DR)]-
D)D)+ D C (R

'H»t‘lxzxayxyzy:: {(x; Ryy)- (x5 Ry,)-(x; Rys,) "* [Ulay, xa: 03) = F (Y35 Yo Yyl

Uogélnienie na przypadek relacji n-czlonowych jest oczywiste.

PRZYKLADY. 1. Relacje <C i > w zbiorze wszystkich liczb

rzeczywistych sa izomorficzne. Izomorfizm ustala relacja

(32:.7;7) {y =_x}'

2. Relacje (funkcje)
(&, 9) {x =siny} i

sa izomorficzne. Izomorfizm ustala relacja (&,7) {x=2y}.
Ogolnie, relacja (£,7) {x =P(y)}, gdzie ¥ jest funkcja wza-
jemnie jednoznaczna. ustala izomorfizm funkcji

(&9 {Plx) =f[2WI}.

(#,9){x=siny-cos y}

(%) (= =1 1
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3. Dziatania: dodawanic liczh rzeczywistych i mnozenie liczb
rzeczywistych dodatnich sa izomorficzne. Aby tego dowiedé, wy-
starczy zauwazyé, ze relacja (&£,7){x=e'} odwzorowuje wza-
jemnie jednoznacznie zbiér liczb dodatnich na zbiér wszystkich
liczb rzeczywistych i przy tym

(xFy=2z)=(e* &/ =¢7).
4. Zbiér liczb 0,1,2,..,n—1 jest grupa wzgledem dzialania

U=(&,§,2) {x==y-+z(mod n)}.

Zbiér obrotow plaszczyzny dokola stalego punktu o katy

Qa0 2= 2 . . o
(,T,--_,...,—n(11~1) jest grupa wzgledem dziatania V skla-

dania obrotéw !). Dzialania Ui} sa izomorficzne, ich izomorfizm

ustala relacja, przyporzadkowujaca liczbic k obrdt o kat E—E-k
dla k=0,1,2,...,n—1. "

Szereg innych przykladéw dzialah izomorficznych znalezé
mozna w podrecznikach algebry wyzszej, w ktérych rozwaza
si¢ izomorfizm grup, izomorfizm cial, izomorfizm pierscieni i t. d.
Dokiadniej méwié zreszta nalezy o izomorfizmie dziatan, wzgle-
dfﬁm 'kt()rych rozwazane zbiory sa. grupami, cialami, pier§cie-
niami.

Stosunek izomorfizmu relacji (0 dowolnej liczbie argumentow)
jest—podobnie jak stosunek réwnolicznoéei zbioréw — zwrotny,
symetryczny i przechodni w zbiorze wszystkich relacji zawar-
tych w 1. Zbiér wszysikich tych relacji rozpada sic wiec na
rozlaczne migdzy soba klasy abstrakeji stosunku im, przy czym

dwie relacje sa podobne wtedy i tylko wtedy, gdy naleza do-

tej samej klasy abstrakeji.

Te klasy abstrakeji nazywaja si¢ liczbami relatyronymi.

) Liczby re!atywne sa wiec tym samym dla relacji, czym liczeb-
nosci (moce, liczby kardynalne) sq dla zbioréw.

Liczby relat.ywne, zawierajace relacje, kiére porzadkuja swe
pola (czyli relacje ze zbioru ord (X)), nazywaja si¢ typami porzad-
koroymi.

') Obrét, jako przekszialcenie plaszezyzny, jest relacja wzajemnie jedno-
znaczng; V jest zatem relacja (R, S, 7) {R=8;T}. '

-
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Liczby relatywne, zawierajace relacje, kiére dobrze porzad-
kuja swe pola (czyli relacje ze zbioru bord (X)), nazywaja sie
liczbami porzadkomwymi. ' _

Typy porzadkowe i liczby porzadkowe badane sa szczegétowo
w teorii mnogoéci. Inne liczby relatywne nie byly —jak dotad —
badane systematycznie.

Uogélnieniem pojecia izomorfizmu relacji jest pojecie homo-
morfizmu. Objaénimy je na przykladzie relacji irdjczlonowych.

Méwimy, ze relacja tréjczlonomwa U, jest homomorficzna z re-
lacjg tréjezlonorog U,, jeSli istnieje funkeja (relacja dwuczlonowa
jednoznaczna) R, ktéra odwzorowuje pole relacji U, na pole
relacji U, w taki sposéb, ze

”-\'1 nz {['/‘1(3*'1: Y1 Zy) EZ:czyeZz [(xl R x,) +(y, Ryz) -(z, Rz,)- Uyfx,, Ye» Za)” .

Pojecie to przenosi sie od razu na relacje n-czlonowe dla
dowolnego n, w szczegélno$ci (dla n=1) — na zbiory. W mysl
tej definicji zbior X, jest homomorficzny ze zbiorem X,, jesl X,
jest obrazem X, uzyskanym za pomoca funkcji (t. j. relacji dwu-’
cztonowej jednoznacznej), ktérej przeciwdziedzina zawiera X...

Przykladéw relacji homomorficznych dostarcza nam algebra.

w szczegdlnosci teoria grup. Ograniczymy sie do podania dwu

specjalnie prostych przykladéw:

PRZYKEADY. 1. Niech U, I)Q(lzic dodawaniem w zbiorze
liczb calkowitych, a R — funkcja

(£,0){x jest reszta z dzielenia y przez mi.

Jako U, otrzymamy wéwczas dzialanie dodawania zreduko-
wane modm, t. j. okreslone w zbiorze liczb 0,1,2,...m—1,
wykonalne w nim i prowadzace od dwu liczb y i z do liczby x,
réwnej reszcie z dzielenia sumy y-+z przez m.

2, Niech U, bedzie dodawaniem wektoréw przestrzennych
o poczatku w punkcie O, a R — relacja

(&, ) {x jest rzutem mektora y na plaszczyzne a
przechodzaca przez Oj.

Jako U, otrzymamy wéweczas dzialanie dodawania wekto-
réw plaskich, potozonyech na plaszczyinie a i uczepionych
w punkcie O.
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- Ogolna metoda tworzenia relacji homomorficznych z dang
relacja U, jest nastepujaca. Bierze si¢ dowolna relacje dwucato-
nowa S, ktéra jest réwnowazno$cia w polu relacji U,, i okregla
nastepnie relacje tréjezlonowa U, miedzy klasami abstrakeji re-
lacji § w taki sposéb, ze

U,(X,Y, Z)szyz[(xeX)-(y eY)-(zeZ) Uy(x,y,2)].

Relacje U; mozna by oznaczaé zapozyczonym z teorii grup
symbolem U,/S. : : '

Mozna wykazaé, ze kazda relacja homomorficzna z U, jest
izomorficzna z relacja U,/S dla odpowiedniego S.

Metoda ta jest dobrze zmana z algebry; znajduje tam ona
zastosowania do pojecia homomorfizmu grup i piercieni?).

CWICZENIA. 1. Dowiesé, ze relacja C w zbiorze wszystkich ';'podzhioréw
1 jest izomorficzna z relacja D (p. str. 97, éwiczenie 2},
2. Dowieéé, ze kazda relacja czeSciowo porzadkujaca swe pole jest izomor-
.ficzna z relacja C w pewnym zbiorze zbioréw.

Wsk.: izomorfizm ustala relacja, ktéra kazdemu elementowi x przyporzad-
kowuje zbiér (j) {yRx}.

3. Okazaé, ze relacje < i > w zbiorze liczb naturalnych nie sg izomor-
ficzne. ' :

4. Okazaé, ze dzialania dodawania i mnozenia w zbiorze liczh wymiernych
nie sa izomorficzne.

5.‘ Dowiesé, ze jesli zbior pelny 1 sklada si¢ z n przedmiotéw, to ilosé r6z-
nych‘hczb. relatywnych, skiadajacych sie z relacji Reaeq(1), wynosi pin), gdzie
pin) jest hcz.ha‘ réznych rozkladéw n na sume n skladnikéw naturalnych.

) Tylez‘ Jest réznych liczb relatywnych, skladajacych sie z relacyj Rel-l,
kiéryeh dziedzing i przeciwdziedzing jest zbiér pelny 1.

W.s k.:vdxyie.relacje R 1S nalezace do aeq(1) sa izomorficzne wiedy i tylko
wtedy, g'dy kazdej klasie abstrakcji relacji R odpowiada réwnoliczna z nig, klasa
abstrakeji relacji § i na odwrét.

Umaga. Liczby p(n)badat juz Euler w zwiazku z tak zZwana ])értiiia nume-

g . i . ‘ 1/2—F

rorum. Hardy i Ramanujan wykazali, ze w przyblizeniu p(n) ==f—/~i—3
N . 4yY3n

przy czym blad wzgledny, t. j. iloraz z bledu ﬁrzez p{n) dazy do 0 dla n-co.

Ofrz?fm;ljemy stad przyblizona iloé liczb relatywnych, rozpatrywanych w éwi-

czeniu 5. -

!} Ob. jakiekolwiek obszernie
der Waerden,
str, 31 i 41,

Jsze dzielo z algebry wyzszej, np. B.L. van
Moderne Algebra, wyd. 2-e, Berlin. 1957, w szczegolnodel
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6. Niech .~l”(11’)d=f(32') {xR"x}, gdzie R'*=R, R*=R;R, R*=R;R;R, .

Dowieéé, ze warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by dwie relacje do-

"skonale R i S, ktérych dziedzina i przeciwdziedzing jest zbiér pelny 1, byly

izomorficzne, jest isinienie takiej relacji doskonalej Te1-1, ze D(T)=CG(T}=1
i d,(R)~pd,(S) dla n=1,23,..

7. Wykazaé na podstawie twierdzenia, podanego w Cwiczeniu 6, ze jeSli
zbiér pelny jest przeliczalny, to istnieje continuum réznych liczb relatywnych,
zawierajacych relacje doskonale. '

8. Okazaé, ze homomorfizm relacji jest stosunkiem zwrotnym i prze-
chodnim, ale nie jest stosunkiem ani symeirycznym, ani antysymetrycznym.

9. Okazaé ze relacja dwuczionowa, homomorficzna z dana relacjg S. ma
postaé R:S; K, gdzie R jest relacja jednoznaczna.

10. Dowieéé, ze relacja homomorficzna z relacja

(a) jednoznaczna,
(b) zwrotna, symetryczna i przechodnia
jest znéw taka sama relacja.

Natomiast relacja homomorficzna z relacja porzadkujaca nie musi byé re-
lacja porzadkujaca.

11. Dowiesé, ze jedli relacje tréjcztonowe S, i S. sa dzialaniami oraz Rei-1,
D(R) zawiera sume trzech dziedzin relacji S;, a G(R) — sume trzech dziedzin
relacji S., to na to, by relacja R ustalala izomorfizm relacji S; i Ss, potrzeba
i wystarcza, by

szxeylyzzlzz [, Ry} (22 Ry} (2, Rz4) Sy(x, Y1 zi) = Sol 2, Yos 2]

Wykazaé, ze warunek ten nie jest wystarczajacy, jezeli S; i S, nie sy
dziataniami.

§ 8. Zasadnicze twierdzenie o izomorfizmie. Role, jaka w ma-
tematyce gra pojecie izomorfizmu, wyrazil znakomicie Poin-
caré: Matematycy nie badaja przedmiotéw, lecz stosunki miedzy
przedmiotami; obojetne im jest tedy zastapienie tych przedmiotéw
przez inne, byleby tylko stosunki pozostaly niezmienione™’).

Udowodnimy twierdzenie wykazujace, ze jesli jakiekolwiek
zbiory lub relacje spelniaja funkcje zdaniowa @, to rowniez zbiory
i relacje izomorficzne z poprzednimi spelniaja te funkcje zdaniowa,
gdy dziedzina i przeciwdziedzina relacji ustalajacej izomorfizm
jest zbiér pelny. Dla matematyka, ktéry bada, czy pewne zbiory
X.Y,.. i relacje R.,S,.. maja pewne wlasnoéci (czyli spelniaja

Yy H. Poincaré, Nauka i hipofeza (przeklad polski M. Hurwitzal
Warszawa 1908, str. 23. Poglad Poincaré’go jest niewatpliwie sluszny w od-
niesieniu do licznych dzialéw matematyki (mianowicie wszystkich, kiére zbudo-
wane sq w sposéb aksjomatyczny); trudno jednak byloby podeiagnaé pod ten
poglad aryimetyke liczb naturalnych.
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pewne funkcje zdaniowe), jest wiec rzeczywiscie obojetne, cay

bada same te zbiory i relacje, czy zbiory i relacje izomorficzne

z nimi (przy zalozemiu, ze dziedzina i przeciwdziedzing relacji
ustalajacej izomorfizm jest zbiér pelny I).

Dla uproszczenia symboliki rozpatrzymy tylko te funkcje
zdaniowe, w ktérych zmienne S,T,.. przebiegaja zbiér relacji
dwuczlonowych. Méwiac dokladniej, wezmiemy pod uwage tylko
funkcje zdaniowe, powstajace z wyrazef postaci xSy przez la-
czenie ich funktorami zdaniotwérczymi oraz poprzedzanie kwan-
tyfikatorami Jy i []. (przy czym zmienna x moze byé zastapiona
jakakolwiek inna). Oznaczamy — jak zwykle — przez

*) DSy, Sayerey Sk X1, Koy X1)
funkcje zdaniowa -opisanej postaci, zawierajaca zmienne S, ..., Sk,
X4, .., %1 jako zmienne wolne.

Twierdzenie. Dla kazdej funkcji zdaniowej @ ksztaltu (¥,
w ktdrej nie wystepuja zmienne y,,y,,....y, zachodzi tautologia
“2) - (Ret-1)-[1 =D ()] [t =C (R)]

(o Ryi)‘(x‘_’Ryz)'--- (2 Ry)- (S1 ~rTy) Sy ~r Ty)-... “(Sk ;“R Te) >
OS5 Sgreres Sk X4, X, 1) = O(T, Ts ooy Ty Yy Yy oo )] ).
Dowéd. Zalézmy najpierw, ze @ jest funkcja zdaniows

%8, %, Wzbr (42) redukuje sie wéwezas do

]_(R'?l-i)'[i2@(1{)]'“:6(R)]'(ley1)’(xaRyz)'(S1 ~rTy)—>

> [x Six=y, T,y,]. ‘
Dowéd tej tautologii uzyskujemy bezposrednio z definicji (41).
ZLaléimy teraz, ze wzér (42) jest prawdziwy dla funkcji zda-

niowej @. Korzystajac z tautologii + {p— (g=n}->{p->(¢g'=r)
uzyskujemy z (42) B

. F(Rei-1)-[1 =DR)]-[1 =T (R)]- ,
'(leyl).(szyz)':"'(x_lRyi) 8y ~r T)(Sy~r Ty ooo- Sk ~r Ti) > )
- [(b'(Sl,Sg, s Sk, Xy, Xgy oun, X)) == (T, T,,.., Tk,yl,yg, s YD)

') Moina by bez wiekszych trudnosei rozeiggnaé to twierdzenie na funkcje
‘Zdaniowe ogélniejsze, w kibrych wystepuja  zmienne przebiegajace zbiory
I zmienne przebiegajace relacje wieloargumentowe, nawet gdy zmienne te wy-
stf;pujq tez pod kwantyfikatorami. Zob. A. Tarski i A. Lindenbaum,
Uber die Beschrinktheit der Ausdrucksmittel deduktiver Theorien, Ergebnisse
eines mathematischen Kolloquiums, zeszyt 7, Wieded 1936, sir, 15-22,

i
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Z zalozenia, ze twierdzenie jest prawdziwe dla funkcji zda-
niowej @, wynika wiec, ze twierdzenie jest prawdziwe dla funk-
¢ji zdaniowej @', :

Ze wzoru (42) otrzymujemy przcz tatwe przeksztalcenia (w kid-
rych korzystamy z zalozenia, 7e zmienne yi nie wystepuja w funk-
¢ji zdaniowej @):

F(Rel-1)-[1=DR)]- [t =T(R)-
(xsRys)-... {xrtRyn- (S, ~p T)ASs~rT) e (S ~r Ti) >
> [D(S1, 8o, vy Sks Xy Xgus 1) Dy (30, Ry,) >
A)'Zm Q)(TL- Tz‘ ooy Tk: YiYasanny l/z)] .

Poniewaz jednak | [{=D(R)]—D,,,(x, Ry,)., wiec w poprzed-
niku implikacji, stojacej w nawiasie kwadratowym, mozemy
pominaé czynnik 3, (x,Ry,). Dolaczajac w nastepniku duzy

kwantyfikator [],, i stosujac wzor (9) z Rozdzialu 111 (§ 4, str. 62)
otrzymujemy tautologie

F(Ret-1)-[L =D(R)]-[1 =Q(R)|-
@Ry e (i RYD (S, ~k T (Sa ~ g To) oo (Sk ~ & T)
Bl TR X ps Ky ers X1) ST Tanee T Y1 Yo, e Y1)

)

W podobny sposéb mozemy uzasadnié tautologie, jaka po-
wstaje z niej przez odwrécenie implikacji stojacej w nastepniku.
Z dwu tych tautologii wynika

: F_([{61_1).[1:'?D(R)J-[l=G:(I{)]-(xgh’y2')-...-(x:Ryz)'
(S, ~rT) Sy ~p Ty oo (Sk ~r Th) >

- lex@(Su Sy eves Sk Xpy Xgyonns X1) EE!II @(Tl, Toeois T Yys Yorenns )]

WykazaliSmy w ten sposéb. ze jeéli twierdzenie jest praw-
dziwe dla funkcji zdaniowej @, to jest ono tez prawdziwe dla
funkcji zdaniowej ., @ (mozemy bowiem zmienna zwiazana
Yy, zastapié przez zmienna zwigzang x,).

Wykazemy na koniec. Ze je§li twierdzenie jest prawdziwe
dla funkeji zdaniowych @ i ¥, to jest ono prawdziwe dla funk-
cji zdaniowej @- ¥, Aby uproécié wzory, zalozymy, ze

O=0(S,x,y,z) 1 V=¥ x, uv).
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'len przypadek szczegdlny wystarcza do zrozumienia mysli
dowodu, stosujacej si¢ w przypadku ogélnym.
Z zalozenia mamy:

D(R)]-[1 =T(R)]- (xRx,)-(y Ry,)-(zRz)- (S ~rT) -
> [0S, x.y,2)= OT,x,, Y, 2)],
(R)][1 = B(R)]- (x R (wRuy)- (0 Roy) - (S ~# T) >
C o (S, x,u, )= (T, xp, 1. D). |

.l—— (Ret-1)-[1=

- (Rel-1)-[Lt=

Stosujac prawo przemienno$ci dla koniunkeji i tautologie

- 90— (@=n]-|(s-0 > (=] > [p-s-0 > (q-t=r-w],
otrzymujemy z dwu tych implikacji
—(Ret-1)-[1=DR)]- [t =C(R)|-
(xRx,)-(yRy,)-(zRz,)-wRu,)-(wRo,) - (§ ~r T) —
- [@(S, x,y,2) &(T, x,,Y1,2,) - P(T,x,u,0,)].

- Twierdzenie jest wiec prawdziwe dla funkcji zdaniowej @ ¥7.

(S, x,u,0)=

7 uzyskanego wyniku wnosimy, ze twierdzenie jest praw-
dziwe dla wszystkich funkcji zdaniowych, jakie daja si¢ utworzyc
z wyrazen postaci xSy za pomoca mnegacji, koniunkcji i kwan-
tyfikatora szczegotowego. Poniewaz jednak wszystkie funktory
zdaniotwércze daja sie wyrazié za pomoca negacji i koniunkeji,
a kwantyfikator ogélny wyraza sie (na mocy praw de Morgana)
przez kwantyfikator szczegélowy i negacje, wiec wnosimy stad,
ze twierdzenie jest prawdziwe ogdlnie, c. b. d. o.

Jako bezposrednie wnioski z twierdzenia (42) otrzymujemy
w szczegdlnoei:

43) = (Ret-1) [t =DR)- [t =CR)] (S ~r T)($; ~r 1)) (Ss ~r T2) >

> [§=8;8)=T=Ty;T,),

(44) - (Rel-1)-[1 =DR)]- [L =S R)]- (S~rT) = [Seord(1) =Teord(1)]-

Wzér (44) orzeka, ze jesli relacja R ustala izomorfizm miedzy
relacjami S 1 T, a przy tym dziedzina, 1 przeciwdziedzina relacji
R Jest zbi6r pelny 1, to z tego, ze S porzadkuje zbiér 1, WymLa
ze 1 T porzadkuje zbior 1.
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* Analogiczne twierdzenia wypowiedzie¢ mozna dla klas
refl(1), arefl(t), ..., aeq(t), 1-1, 1-Cls, Cls-1,
rozwazanych w §§ 5-8 Rozdzialu VI.

Dalsze zastosowania wzoru (42) poznamy w Rozdziale XI, §9.

-CWICZENIA: 1. Uogélnié twierdzenie (42) na przypadek, gdy w funkeji
zdaniowe] @ wystepujg kwantyfikatory wiazace zmienne X, V...

\ . Zastosowaé ten
wynik do dowodu twierdzenia

b (Rel-1)-[1 =D (R))-[1=QR)]- (S~ T)- (X~ 5 ¥) > [Sebord(X)= Tebord(})].
2. Udowodnié, ze wyrazenie
(Re1-1):(S~pT) > { Ly [(x = y)- (¢ S'y)- yS"x)] = Ty [x=y)- (xT'y) - T x)]}
nie jest na og6l tautologia.
Wsk.: Przyjaé za 1 zbiér liczb naturalnych, za S— relacje < i za T'—re-
lacje X|S'X, gdzie X jest zbiorem liezb parzystych.

Wynik ten dowodzi, ze zalozenia 1=D(R)}i 1= Q(R) w twierdzeniu (42)
sg istotne.
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ROZDZIAL VIII
TEORIA TYPOW LOGICZNYCH

§ 1. Systematyka typoéw logicznych. W poprzednich rozdzia-
fach zapoznaliémy si¢ z wieloma zbiorami i relacjami, nieraz
bardzo istotnie réznigcymi sie¢ miedzy soba. Postaramy sie obec-
nie usystematyzowaé poznane pojecia.

Najprostszymi sposréd przedmiotéw, jakimi zajmowalismy sig
dotad, byly elementy zbioru pelnego 1, ktére dla krétkosci be-
dziemy tu nazywaé indymiduami. Dalej zajmowaliSmy sie zbio-
rami utworzonymi z indywiduéw i pojmowali$my te zbiory jako
wlasnoéci indywiduéw. Jest wiec zrozumiale, ze uwazamy zbiory
utworzone z elementéw zbioru { za twory odmiennc od samych
~elementéw: méwimy ze typ logiczny zbioréw jest inny niz typ

logiczny indywiduéw. :

Relacje dwuczlonowe pojmowalismy jako wlasnosci par przed-
miotéw. Uwazaé je wiec bedziemy za twory rdzne zaréwno od
zbioréw jak od ich elementéw: tworza one odrebny typ logiczny.
Podobnie, relacje tréjezlonowe, czterocztonowe it.d., zachodzace
miedzy indywiduami, tworza odrebne typy.

W Rozdziale VII badaliSmy pewne zbiory, ktérych elemen-
tami sa zbiory. Zbiory takie uwazamy za réime od zbioréw

utworzonych z indywiduéw, gdyz ostatnie zbiory sa wlasnoéciami,

podczas gdy zbiory zbioréw sa wlasno$ciami wlasnosei. Zbiory
zbioréw tworza zatem inny jeszcze typ logiczny.

Do jeszcze innego typu logicznego zaliczamy zbiory relacji
(op. aeq (1), 1-Cls it.p.). Dalej napotykamy nowy typ: relacji
miedzy zbiorami (np. relacji réwnolicznosci), po tym typ relacji
miedzy zbiorem a relacja it. d. “ '

Aby zorientowaé sie w rdéznorodnosei wszystkich mozliwych
typéw logicznych, wprowadzimy symbole, stuzace do oznaczania
tych typow.
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Najprostszy typ, typ elementéw zbioru 1, oznaczaé bedziemy
symbolem .

W ogéle typ zbioréw utworzonych z przedmiotéw typu ¢
oznaczaé bedziemy przez (c). Typ relacji dwuczlonowyeh, kts-
rych dziedzina skfada si¢ z przedmiotéw typu ¢, a przeciwdzie-
dzina z przedmiotéw typu ¢.,, oznaczaé bedziemy przez (c,, c,).
Podobnie, (cy, ¢, ¢;) oznaczaé bedzie typ relacji tréjeztono-
wych, ktérych pierwsza dziedzina ma typ (cy). druga — typ (c,),
trzecia za$ — (c;). Analogiczne oznaczenia wprowadzamy dla
typéw relacji wieloargumentowych.

Typ * nazywamy niekiedy zeroroym lub typem rzedu 0: typy

(8, (5,9, (%,%,), '
tworza rzad pierrszy; typy

(=), @) ((3),6), (+.(=,9),

— rzad drugi i t. d. Ogélnie, rzad (k- 1)-y utworzony jest z ty-
POW (¢1, €, ..., €n), gdzie wszystkie c; sa co najwyzej k-tego rzedu
1 co najmniej jedno ¢; jest dokladnie k-tego rzedu.

Zdanie: przedmiot p ma typ (*,(#) znaczy to samo, co: p jest
relacja drouczlonomwa, ktérej dziedzina sklada sie z indymidudrm
przecirodziedzina zaé — ze zbioréw utworzonych z indyrmidudm,
Jest to wiec relacja tego samego typu, co relacja e (relacja nale-
zenia elementu do zbioru). Podobnie rozumiemy sens zdania:
p ma typ c, jakikolwiek wziglibySmy symbol ¢ zbudowany
w opisany sposdb. .

PRZYKLADY. 1. Dzialania dodawania i mnozenia zbioréw
utworzonych z indywiduéw maja typ ((*),(#), (*).

2. Drzialanie skladania relacji, ktérych polem jest zhior
pelny 1, ma typ ((*,%),(x,%),(*,%), gdyz jest to relacja tréjezlo-
nowa miedzy relacjami dwuczlonowymi.

5. Relacja (X,R)[X=9(R)] ma typ (%), (*,*)).

4. Jesli zbiér 1 utworzony jest z liczb rzeczywistych, to
funkcja zmiennej rzeczywistej ma typ (*,#). Taki sam jest typ

ciagu o wyrazach rzeczywistych.

5. Relacja miedzy liczba rzeezywista a ciagiem a, liczb rze-
czywistych, wyrazona wzorem g=lima,, ma typ- (%,(%,%)).
n—res ’
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6. Wzér flx)="F'(x) okre§la relacje dwucztonowa mi¢dzy
dwiema funkcjami, a wiec relacje typu ((%,%), (*,%)).
e :
7. Wzér a=ff(x) dx okre§la rclacje typu (¢,(*,%), natomiagt

—oa

wzor a=ff(x)dx okre§la relacje typu (v,%,%,(%,%).
b :

W lhistorycznym rozwoju matematyki pojawiaja sie w niej
przedmioty coraz wyzszych typéw logicznych. W stadium poczat-

kowym Tozpatrywano tylko liczby i dzialania na nich (t.j. pewne -

specjalne funkcje). Péiniej pojawilo si¢ ogéine pojecie funkeji
i rozpoczeto badanie dziatah na funkcjach (rachunek rézniczkowy
i calkowy). Dzisiejsza matematyka bada funkcjonaly czyli funkcje,
ktérych przeciwdziedzina sklada sie z funkcyj (np. zmiennej rze-
czywiste]). Sa to wige twory jeszcze wyzszego typu logicznego.
- Réwniez wprowadzenie pojecia przeksztalcenia do geometrii uwa-
za¢ mozna za posunigcie si¢ o szczebel wyzej w hierarchii typéw
logicznych.

Podzial przedmiotéw rozpatrywanych w logice na typy jest
bardzo naturalny. Nie obcy jest on takze gramatyce, ktéra
odréznia rzeczowniki (nazwy indywiduéw) od przymiotnikéw i cza-
sownikéw (nazw wlasnoéci), przy czym jedno i to samo stowo
zazwyczaj nie nalezy jednoczesnie do obu tych czeci’ mowy
(przynajmniej w wiekszosci jezykéw europejskich) Y).

W badaniach nad strukturg jezyka naukowego jest nieraz lepiej przypo-
rzadkowywaé typ nie zbiorom i relacjom — jak to zrobiliSmy wyzej — lecz ich
nazwom. Tak np. Ajdukiewicz? przyporzadkownje nazwom indywiduéw
(elementéw zbioru 1) typ n (nazwa), nazwom zbioréw (wlasnoSci) typ z:n. Sym-
bol ten wskazuje, ze z nazwy wlasnoéci i nazwy, przedmiotu mozemy utworzyé
zdanie. Nazwom relacji dwuczlonowych przyporzadkowany jest typ z:(nn),
nazwom relacji zachodzacych miedzy zbiorami a indywiduami — typ z:[(z:n)n]
it.d. Mozna wowezas przyporzadkowaé pewien typ funktorom zdaniotwérczym.

) 1) Zwiazek pojecia typu z pojeciami rozpatrywanymi w gramatyce odkryl
1 wielokrotnie podkreslal wybitny logik polski S. Lesniewski ; por. np. jego
prace Grundziige eines neuen Systems der Grundlagen der Mathematik, Funda-
menta Mathematicae, tom 14 (1929), str. 1-81, w szczegblnofei str. 13-14, Zamiast
typ LefSniewski pisal kategoria semaniyczna.

) K. Ajdukiewicz, Die syntaktische Konnexitit, Studia Philosophica,
fx%m 1 {1935), str. 1-27. Ze wzgledéw typograficznyeh zmieniono tu nieco oznacze-
nia uzywane przez Ajdukiewicza.
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Np. > ma typ z:(zz), a * — typ z:z. Ajdukiewicz pokazuje iez, jak mozna
w pewien sposéb przyporzadkowaé typ kwantyfikatorom. )

Dzigki tej metodzie wszystkie stale, wystepujace we wzorach logieznych,
otrzymuja, typ (z wyjatkiem tylko symbolu abstrakeji ~ ).

CWICZENIA. 1. Jaki jest typ liczby naturalnej, jesli zdefiniujemy ja tak
jak w Rozdziale VII (§5, sir. 183)? Jaki bedzie wéwezas typ liezb calkowitych
i liczb wymiernych, jesli okreslimy je jako klasy abstrakcji pewnych relacji
(por. Rozdzial VI, § 6, przyklady 1 i 2, str. 138-140)?

2. Obliczyé typ liczb rzeczywistych wedlug teorii Cantora i Dedekinda,
(zob. Rozdzial VI, § 6, str. 140), zakladajac, ze zbiér 1 sklada sie z liczb wy-
miernych.

Odp.: Wedlug teorii Cantora ((=,%)), gdyz liczba rzeczywista jest zbio-
rem ciagéw podstawowych. Wedlug teorii Dedekinda (%), gdyz liczbe rzeczy-
wista mozna utozsamié z dolna klasa przekroju.

§ 2. Antynomie. WidzieliSmy w § 1, ze licznym pojeciom,
jakie rozpatruje matematyka, przypisaé mozna pewien okreslony
typ. Do pojeé tych naleza liczby rdéznych rodzajéow, funkcje,
ciagi, szeregi, granice, punkty, linie, powierzchnie it.d. W zda-

-niach, stuzacych do zapisywania wlasnoéci tych pojeé, figuruja

zmienne, przebiegajace tylko zbiér przedmiotéw okreélonego typu,
np. typu * lub (#,%*). W calej t. zw. matematyce klasycznej nie
napotykamy nigdy potrzeby uzywania zmiennych, przebiegaja-
cych przedmioty wszystkich typow.

Inaczej jest w niektéryeh dzialach nowoczesnej matematyki,
a w szczeg6lnodei w teorii mnogo$ci. Teoria ta bada prawa, jakim
podlegaja wszelkie zbiory, i wprowadza operacje na zbiorach
zupelnie dowolnych, nie dbajac o to, czy zbiory te skladaja sie
z liczb, ezy z funkeji, czy z relacji, czy z innych jeszeze przed-
miotéw. Takie dzialania, jak np. dodawanie lub mnozenie zbioréw
oraz relacja inkluzji, nie majs wiec w teorii mnogo$ci Zadnego
okreslonego typu logicznego, podobnie jak nie ma go ogdlne po-
jecie funkeji. Tego rodzaju <uniwersalne» pojecia wydajg sie
czymé bardzo naturalnym: trudno dopatrzeé sie istotnej réznicy
miedzy dzialaniem dodawania np. zbioréw typu (¥ a dzialaniem
dodawania zbioréw jakiegokolwiek innego typu, np. ((*,((*)).

Zwréémy uwage na réznice miedzy uniwersalnymi dzialaniami dodawania
i mnozenia zbioréw, rozpatrywanymi w teorii mnogosci, a dzialaniami doda-
wania i mnozenia, okres§lonymi w Rozdziale IV (§3. str. 96). Sformulowalismy
tam okre§lenia tylko dla zbiordw typu () i relacji typu (# %), przy czym
od razu podkreslaliémy, ze dzialania wykonywane na zbiorach sa pojeciowo
czym$ odmiennym od dzialaA wykonywanych na relacjach (i powinny byé
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oznaczane innymi symbolami). Od dziatah tych powinniémy takie odrézniaé
dziatania wykonywane na zbiorach typu ((#)) i t.d. Ot6z w teorii mnogosci nie
ciyni si¢ tych rozréznief. Rozwaza sie tam jedno uniwersalne dzialanie doda-
wania, jedno uniwersalne dzialanie mnozenia i t.d., stosujac je do przedmiotéw
wszystkich mozliwych typdw,

Poza teoria mnogoéci napotykamy tez w niekiérych ogdl-
nych tezach dawniejszej logiki zmienne, przebiegajace wszelkie
mozliwe przedmioty niezaleznie od ich typu. Np. w prawie toz-
samoci: kazdy przedmiot jest identyczny sam ze soba, kiére
piszemy w postaci wzoru [[.(x=x), zmienna x nie przebiega
tylko zbioru indywiduéw typu *, lecz ma charakter uniwersalny,
Ograniczenie zakresu zmiennej x do zbioru przedmiotéw okre-
$lonego typu odebraloby prawu tozsamosci jego ogolnosé.

Az do poczatkéw obecnego stulecia nikt zapewne nie przy-
puszczal, ze uzycie stowa kazdy w tak ogdlnym sensie, jak réw-
niez rozpatrywanie przedmiotéw nie majacych okreslonego typu
logicznego, nasuwaé moze jakiekolwiek watpliwoéci.

"Bertrand Russell odkryl jednak zdumiewajacy faki, ze

operujac takimi cuniwersalnymi» pojeciami, doj§é mozna w wy-'

niku poprawnych rozumowan do wnioskéw niemozliwych do
przyjecia. : « ’

Rozumowania te nosza nazwe antynomii.

Sam Russell skonstruowal ich kilka, na ich wzor znale-
ziono pézniej szereg dalszych. Historyey filozofii mogli- bez trudu
dostrzec bliskie pokrewienstwo miedzy antynomiami a niekio-
rymi paradoksami, dyskutowanymi jeszeze w greckiej szkole
filozoficznej sofistow. Odkrycic antynomii stalo si¢ poteznym
‘bodZcem do gruntownego zbadania podstaw matematyki i logiki.
Dyskusja antynomii nie jest do dzié wyczerpana i nie predko

zapewne uda si¢ wyjasnié wszystkie problemy z nia zwiazane 1).

') Pierwsza antynomia Russell’a opublikowana zostala przez G, Frege'go
w postowiu do I-go tomu Grundgesetze der Arithmetik (zob. Rozdzial VII,
str. 175, odsylacz). Poslowie to rozpoczyna Frege slowami: ,,Autorowi dziela
naukowego nie moze zdarzyé sie mnic bardziej niepozadanego, jak to, gdy po
ukofiezeniu jego pracy zdruzgotana zostanie. jedna 7 podstaw, na kiérych wspie-
ral-on swe konstrukcje. W to polozenie postawil mnie list p. Bertranda Rus-
sella .. P. Russell znalazt sprzecznesé, kidra teraz wyloze®,

Dawniej jeszcze znalazt pokrewna antynomie matematyk wloski C.Burali-
Forti w pracy Una questione sui numert iransfiniti, Rendiconti del Cireolo
Matematico di Palermo, tom 11 (1897), sir. 154-164. Burali-Forti nie ‘wyciggnal
Jjednak ze swego odkrycia tyeh wnioskéw, jakie umiat wyciggnaé Russell
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Oméwimy tu kilka najwazniejszych antynomii.

I. Antynomia Russella. Méwilismy juz w Rozdziale IV
(§ 1, str. 83), ze nie uwazamy za rézne pojeé: zbidr i mwlasnosé.
Nazwijmy wlasno$ciami normalnymi takie wilasno$ci, ktére nie
przystuguja samym sobie. Normalnymi beda wiee wilasnodci: byé
czloiekiem (gdyz zaden czlowiek nie Jest identyezny z ig wila-
snoScia), by¢ funkcja, byé liczbg it p. Wlasnogé: byé mlasnoicia
nie jest juz normalna, gdyz przystuguje sama sobie.

Uzywajac terminu zbidr zamiast mlasnosé powiemy, 7e zbio-
rami normalnymi nazywamy takie zbiory, ktére nie s8 swoimi
‘wlasnymi elementami. Zbiory: ludzi, funkeji, liczh sa wiec nor-
malne, zhiér wszystkich zbioréw nie jest normalny.

Rozpatrzmy teraz nastepujaca wlasnosé ,:

by¢ mlasnoscia normalna.

(W innym sformulowaniu: 7, Jjest zbiorem wszystkich zhio-
row normalnych). Dla wszelkiej wlasnosci W zachodz wiec réw-
nowaznoéé: ’ o

(1) (W ma mlasnoi¢ W, =W Jest mlasnoicia normaina),
z ktérej na podstawie prawa transpozycji wynika druga réwno-
waznosé: :

(2) (W nie ma wlasnosci Wo)==(W" nie jest mwlasnoscia normalna).

Zapytajmy teraz, czy W, jest, czy nie Jest wiasnoScig nor-
malna.

Jedli W, jest wlasnoécia normalna, to (w my$l okreslenia
wiasno$ci normalnych) wiasnosé W, nie przystuguje samej sobie,
czyli W, nie ma wlasnosci Iy, Zgodnie z (2) wnosimy stad, ze
W, nie jest wlasnoscig normalng — whrew przypuszezeniu, ze
nia jest. ' .

Jesli za§ W, nie jest wlasnosciag normalna, to (w my$§l okres-
lenia wlasnosci normalnych) wlasnosé 117, przysluguje sama sobie.
Zgodnie z (1) wnosimy stad, ze JI, jest wlasnoScia normalng —
wbrew przypuszezeniu, ze nig nie jest.

Zaréwno wiec zalozenie, ze W, jest wlasnoécia normalna.
jak 1 zalozenie, ze W, nie Jest wlasnoécia normalna, prowadzi do
sprzecznosci, czyli W, nie jest wlasno$cia ani normalna, ani nie-
normalna, mimo ze na podstawie prawa wylaczonego Srodka je-
den z tych przypadkéw powinien zachodzié. ‘

Antynomie te latwo mozna przedstawié¢ za pomoca wzoréw.

A. Mosiowski, Logika matematyczna. - . 14
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Definicja wlasno§ci W, brzmi
Woz B)(XeX).
7 definicji tej otrzymujemy
FXeW,=(XeX),

skad przez podstawienie stalej W, zamiast litery X iuwzglednie-
nie tautologii F (p=p)=p-p’ wynika

*'— (Wa(:' Wo) '(Woe Wo)l-

2. Antynomia zbioru wszystkich zbioréw ). Nieck
Q bedzie zbiorem wszystkich zbioréw (czyli wlasnoScia: byé mwilas-
nodcia). Kazda wigc czeéé zbioru Q jest zarazem elementem zbioru
2, gdyz kazda cze§é zbioru Q jest zbiorem. Wynika stad, Zze moc
zbioru @ jest wieksza albo réwna mocy zbioru wszystkich jego
czefcl. Z teorii mnogosci wiadomo jednak, ze moc kazdego zbioru
jest mniejsza od mocy zbioru wszystkich jego czeSci — skad
sprzeczno$é: ' :

3. Antynomia Burali-Forti’ego. Niech & bedzie zbio-
rem wszystkich liczb porzadkowych. Z teorii mnogosci wiadomo,
ze relacja mniejszo§ci dobrze porzadkuje kazdy zbiér liczb po-

rzadkowych, w szczegélnosci wiec relacja ta dobrze porzadkuje

ford

zbiér E. Niech ¢ bedzie typem porzadkowym relacji mniejszosci
w zbiorze F; mamy zatem &eZ. Wszystkie liczby porzadkowe
mniejsze od £ tworza odcinek zbioru Z i odcinek ten jest przez
relacje mniejszosci uporzadkowany w typ £, gdyz w teorii mno-
goéci dowodzi sie zupelnie ogélnie, ze kazda liczba porzadkowa
a jest typem relacji mniejszo§ci w zbiorze liczb porzadkowych
mniejszych od a. Dochodzimy w ten sposéb do wniosku, ze zbiér
Z jest podobny do swego odcinka, co stoi w sprzecznoéci ze zna-
nym w teorii mnogo$ci twierdzeniem, ze zaden zbiér dobrze upo-
rzadkowany nie jest podobny do swego odcinka.

Zastanéwmy si¢ teraz nad istotng przyczyna powstawania

antynomii. Rozpoczynajac w Rozdziale IV wyklad teorii zbioréw

-1 relacji, powiedzieliémy, ze zbytnia ogdlnoéé tych pojeé uniemoz-
liwia poddnie ich definicji. W trakcie dalszych rozwazah opie-
raliSmy si¢ jednak na pewnych wlasnoiciach zbioréw i relacji,

‘) Do zrozumienia tej i nastepnej antynomii niezbedna jest znajomo$é pew-
nych twierdzen z teorii mnogosei.
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mianowicie na pewniku definicyjnym (Rozdzial IV, § 2, str. 90
i Rozdzial V, § 3, str. 115) oraz na pewniku ekstensjonalnoéci
(Rozdzial V, § 2, str. 111), a czeSciowo tez na pewniku nie-
skoficzonoéci (Rozdzial Vii, § 5, str. 185). Ponadio powolywaliémy
si¢ na wszystkie tautologie rachunku zdag j rachunku kwan-
tyfikatoréw oraz stosowaliSmy reguly wnioskowania (Rozdziat III,
§ 3, str. 53-56).

Za pomoca tych samych érodkéw doszliSmy tez do anty-
nomii. Widocznie wiec jaki§ blad czy niedoméwienie tkwi w sa-
mych tych zalozeniach.

Méwimy ,blad” lub »niedoméwienie”, gdyz nie wszystkie
zalozenia, na ktérych sie opierali$émy, byly wypowiedziane w spo-
s6b zupetnie precyzyjny. Dotyczy to przede wszystkim pewnika °
definicyjnego, ktéry — jak to Juz zaznaczyliSmy w Rozdziale IV
(§ 2, str. 90) — jest schematem, dajacym sie usciSlaé w taki lub
inny sposéb w zaleznosci od tego, jakie WZOr'y czy mapisy uznamy
za funkecje zdaniowe.

Ni(_% wchodzae na razie blizej w istote zagadnienia, stwierdzié
mozemy juz teraz, ze jesli dopuscimy jako funkcje zdaniowe
wszelkie mozliwe napisy, to z praw rachunku zdan i rachunku
kwantyfikatoréw wyniknie negacja niektérych szezegélnych przy-
padkéw pewnika definicyjnego. Kazda ze znanych antynomii
daje sie przeksztalcié w taki dowéd .

Np. antynomia Russell’a dowodzi, ze gdyby istnial zbiér
Wo wszystkich zbioréw normalnych, to 1, byloby i zarazem nie
byloby swoim elementem. Stosujac prawo transpozycji wnosimy
stad, ze nie istnieje zbiér wszystkich zbioréw normalnych.

Méwiac nieco dokladniej, rozumowanie przeprowadzone w an-
tynomii Russell’a stanowi dowéd (oparty na prawach rachunku
zdah. i rachunku kwantyfikatoréw) nastepujacej implikacji:

2wl [x[XeW=(XeX)|> Su[(We W)-(We WY].

Z implikacji tej otrzymujemy, stosujac prawo transpozycji
i prawo de Morgana, implikacje

Ilw(We W)y (We W)]-> {(Zwllx[XeW=(XeX)]V,

!) Uwage te zakomunikowal mi uprzejmie prof. B. Knaster. Por. w zwia-
zku z tq uwaga prace: D. A. Boczwar, £ mwoprosu o paradoksach matiematiczes-
koj Iagiki i tieorii mnozestmw, Matiematiczeskij Sbornik, tom 15 (1944), str. 380.
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a wiec po oderwaniu poprzednika
(Dwllx[XeW=(XeXY|}"

W ten sposéb udowodniliSmy negacje pewnego specjalnego
przypadku pewnika definicyjnego. ‘

Pewnik definicyjny stwierdza — jak wiemy — ze kazda
funkcja zdaniowa o k zmiennych wolnych wyznacza jednoznacz-
nie relacje k-czlonowa (lub zbidr, o ile k=1). Zasada ta wydaje
sie niezmiernic naturalna, nierozerwalnie zwigzana z intuicyjnym
pojmowaniem zbioréw i relacji. Widzimy jednak, ze nie rezygnu-
jac z praw, co najmniej tak samo intuicyjnych, racl\unku
zdaf i rachunku kwantyfikatoréw, nie mozemy tej zasady utrzy-
" maé w calej rozciaglodci: jesli prawa rachunku zdan i rachunku
kwantyfikatoréw uznamy za prawdziwe, to omawiana zasade,
wzigta w calej jej rozciaglodci, uznaé musimy za falszywa.

W historii nauki zdarzaty si¢ wielokrotnie takie sytuacje, ze
zasady pozornie naturalne i z intuicyjunego punktu widzenia
.prawdziwe” okazywaly sie po glebszej analizie sprzeczne. Wy-
starczy wymieni¢ jako przyklad powszechna w czasach Pitago-
rasa wiar¢ we wspolmiernoéé dowolnych dwu odcinkéw albo
powszechna w XVIII wieku wiare w istnienie liczb nieskoficzenie
malych. Logika i nauka o podstawach matematyki znalazly sie
w podobnej sytuacji wskutek odkrycia antynomii.

Przezwyciczenie takiego kryzysu wymaga wysitku zaréwno
czysto naukowego jak psychicznego: pierwszy dostarcza nam
poprawnej zasady w miejsce odrzuconej falszywej, drugi za$ jest
niezbedny, abySmy przestali wierzyé w intuicyjng prawdziwosé
falszywej zasady. Zaréwno geometria jak rachunek rézmiczkowy
oddawna juz poradzily sobie w ten sposéb z pozornymi parado-
ksami. Logika nie moze jeszcze tego o sobie powiedzieé, co wi-
doczne jest stad, ze choé znamy obecnie wiele istotnié réznych
miedzy soba zasad, mogacych wypelnié luke powstaly przez
odrzucenie pewnika definicyjnego w calej jego rozciagloéci, to
jednak intuicyjnie Zadna z tych zasad nie wydaje nam sie dotad
catkowicie przekonywujaca.

Istnieja dwie rézne drogi, prowadzace do aksjomatéw, moga-
cych zastapi¢ odrzucony pewnik definicyjny. Jedna zachowuje
zasade, ze kazdy napis lub wzér jest funkejg zdaniows, nie
wszystkie natomiast przypadki szczegélne pewnika definicyjnego
uznaje za tautologie. Druga koncentruje swa uwage na zagadnie-
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niu, jakie wzory uznaé powinni$my za funkcje zdaniowe, co
w konsekwencji prowadzi do sprecyzowania réwniez pewnika
definicyjnego ).

Ta druga metoda zajmiemy sie w § 3.

CWICZENIA. 1. Rozpatrzyé antynomie, powstajaca przez rozwazanie relacji
dwuczlonowej R, jaka zachodzi miedzy dwiema relacjami dwuezlonowymi S§i T
wtedy 1 tylko wtedy, gdy S nie pozostaje w stosunku S do 7%

2. Rozpatrujae zbiér

@l 1xe z=vez) > (vexy}),
wyprowadzi¢ antynomie analogiczna do antynomii Russell’a?),

Wsk.: Antynomie te mozna otrzymaé zakladajac, ze zmienne X,Y1,7,..
przebiegaja zbiér wszystkich zbioréw; nie nalezy wiec zakladaé— jak to czyni-
liSmy poprzednio—ze zmienne te przebiegaja tylko zbior zbioréw zawartych w 1,

.

5. Zbiér X nazwiemy normalnym k-tego stopnia je§li nie istnieja takie
zbiory Y1, Y5, ¥y, 2e (Xe Y1)+ (Yielo)- s (Y e Yo)- (Ve X). Udowodnié, ze zato-

zenie istnienia zbioru wszystkich zbioréw normalnych k-tego stopnia prowadzi
do sprzecznoéci 4).

§ 3. Prosta teoria typéw. We wszystkich antynomiach omé-
wionych w § 2 wystepuja zbiory lub relacje, ktérym nie podobna
przypisa¢ Zadnego z typéw logicznych oméwionych w § 1. Funk-
cje zdaniowe, niezbedne do wystowienia tych antynomii, napi-
sane byé moga tylko przy pomocy zmiennych, przebiegajacych
przedmioty réznych typéw. Np. zbiér 1, o ktérym mowa w an-
tynomii Russell’a, zawiera jako clementy zaréwno zbiér wszy-
stkich liczb jak zbiér wszystkich funkcji i t. d., nie ma wiec on
zadnego typu logicznego. Podobnie zbiorom Q i Z, rozpatrywanym
w antynomii zbioru wszystkich zbioréw i w antynomi Burali-
Forti’ego, nie podobna przypisaé¢ zadnego typu. W funkecjach
zdaniowych

[Tx[Xe Wo=XeXy], [lx(XeQ.

') Pierwsza metoda lezy u podstaw aksjomatyeznej teorii mnogoSci oraz

‘systemu zbudowanego przez logika amerykanskiego Quine’a. Z aksjomatyczng

teoria mnogo$ci zapoznaé sie mozna np. z ksigzki: A. Fraenkel, Einleitung in
die Mengenlehre, wyd. 3-e, Berlin 1928. Systemowi Quine’a poswiecona jest
ksigzka: W. V. O. Quine, Mathematical logic, wyd. 2-e, Cambridge 1947.
%) B. Russell i A.N. Whitehead, Principia Mathematica, tom 1, str. 60.
¥) Por. cytowana tu na sir. 211 prace D. A. Boczwara, zwlaszeza str. 580.
‘} Por. W. V. O. Quine, Mathematical logic, wyd. 1-e, New York 1940,
str. 129, oraz D. A. Boczwar, Niekotoryje logiczeskije tiearemy o normalnych
mnozestwach i predikatach, Matiematiczeskij Sbornik, tom 16 (1945}, str. 545-552,
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potrzebnych do wystowienia tych antynomii, figuruja 7nuenne
przebiegajace wszelkie mozliwe zbiory niezalezmie od ich typu.

Pr7yjm11ch t. zw. prostg teorie¢ typdm, stajemy na stanowisku,
7e w logice méwié wolno tylko o przedmiotach, majacych &cile
okre§lony typ. Kazda zmienna przebiegaé moze tylko zbiér o usta-
lonym typie ).

Ta t. zw. zasada czystoéci typoro nie jest tylko mechanicznym
zakazem, przyjetym po to, aby ustrzec sie od antynomii. Widzie-
liSmy, ze narzuca sie ona w sposéb bardzo naturalny przy ba-
daniu pojeé matematyki klasycznej, w ktérej odrézniamy od siebic
liczby, zbiory, funkcje, funkcjonaly i t. p. (por. § 1, str. 206).

Logik, przyjmujacy zasade czystoéci typdéw, odrzuca funkcje
zdaniowe, w ktérych figuruja zmienne przebiegajace przedmioty
réznych typéw, nie dlatego, ze uwaza je za falszywe, lecz dlatego,
7e sa one dla niego pozbawione sensu: sg to zestawienia znakéw,
majace tylko z pozoru gramatyczng postaé zdania.

Budowe logiki zgodnej z zasada czystosci typéw rozpoczaé
zatem musimy od podania $cislego okreflenia zdad i funkeji zda-
niowych. Okreflenie to musimy skonstruowaé w ten sposéb,
zeby méwienie zdefiniowanymi w nim zdaniami o zbiorach i re-
lacjach, nie spelniajacych zasady czystosci typéw, bylo niepodo-
biehstwem.

Funkecje zdaniowe i zdania utworzone sa ze znakéw:

=, +$ s T ,a ”s Z

(znanych nam z Rozdzialéw Il i III) oraz ze zmiennych. Zmien-
nymi sg znaki:

x*, v, z*,
R R R
P R

!) Prosta teoria typéw powstala w wyniku uproszezenia pewnych koncepcji
Russella, znanych pod nazwa rozgalezionej teorii typdro. Na to, ze prosta te-
oria typéw wystarcza do usuniecia antynomii, wskazal L. Chwistek w pracy
Anfynomie logiki formalnej, Przeglad Filozoficzny 24 (1921), sir. 164-171.
S. Le$niewski podkreslal wielokrotnie w swych wykladach i publikacjach
naturalno$¢ tej teorii. Byl on. zdania, ze prosta teoria typéw powstalaby
i bylaby przez wszystkich przyjeta nawet wéwcezas, gdyby nie odkryto zadnych
antynomii. Zob. S, Le$niewski, Grundziige eines neuen Systems der Grund-
lagen der Mathematik, Fundamenta Mathematicae, tom 14" (1929), str. 14. Z tym
pogladem trudno zreszia zgodzié sie bez zastrzezen.
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i og6lnie znaki:

3) . - X, 738 7,

anny

gdzie ¢ jest jakimkolwiek symbolem oznaczajacym typ logiczny
(por. § 1, str. 205).

g

Zmienne (3) nazywamy zmiennymi fypu c.
Przebiegaja one zbiér przedmiotéw typu c.
Najprostszymi funkcjami zdaniowymi sa wyrazenia postaci

(4) aclets e25 s cp) (y”‘, z%, ..., u“k),

w ktérych ¢, ¢y, ...,cx sa dowolnymi symbolami oznaczajacymi
typ. Litery x,y,...,u moga byé przy tym zastapione jakimi-
kolwiek innymi. :

Wyrazenie (4) czytamy: relacja k-czlonowa xfte-ci typu
(¢1; Cas -, &) zachodzi miedzy przedmiotami: y= (ktéry jest typu c,),
z% (ktory jest typu c,),...,u% (ktéry jest typu e). Dla k=1
mozna by pisaé zamiast (4) wzér ycexi, aby zachowaé zwy-
CZ&J przyjety w poprzednich rozdziatach.

Z najprostszych funkecji zdaniowych (4) tworzymy dalsze
funkcje zdaniowe, laczac dwie dowolne funkecje zdaniowe funk-
torami zdaniotwoérczymi, lub tez stawiajac za funkcja zdaniowa
znak negacji, lub wreszcie poprzedzajac funkcje zdaniowa kwan-
tyfikatorem z wypisana u dolu zmienng. :

W ten spos6éb dopiero pojecie funkeji zdanlowej zostalo na-
lezycie zdefiniowane.

Kaida zmienna wystepujaca w funkcji zdaniowej jest w niej
badZz wolna badZz zwiazana. Sposéb odrézniania zmiennych wol-
nych od zwigzanych podaliémy w Rozdziale III, § 1, str. 40.

Za tauntologie logiczne przyjmujemy wyrazenia nastepujace:

. {A) Wyrazenia powstajace z tautologii rachunku zdafi przez
zastapienie zmiennych zdaniowych dowolnymi funkcjami zda-
niowymi.

(B) Wyrazenia postaci

[yes g, yen [vyfereomend (yes, 29, .., uok) = aglon s (4, 2%, ..., usk)] >

Y [t(((:j,cg o Ck)) (xl(-cg,vg....,ck)) = flles, ez ) (lecx, rz....,ck;)] .
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Wyrazen tych jest nieskonczenie wiele, ponicwaz nieskoi-
czenie wiele jest réznych symboli oznaczajacych typy, oraz ze
wzgledu na to, ze k moze przyjmowaé dowolng z warto$el 1,2, ...

Wszystkie te wyrazenia obejmujemy wspélna nazwa per-
nikdo ekstensjonalnoéci.

Poprzednik wyrazenia (B) ma nastepujacy sens intuicyjny:
kazdy uklad przedmiotéw, miedzy ktérymi zachodzi relacja
xy (vl pozostaje takze w relacji apt~% i na odwrdt; inaczej
méwigc: relacje x;lt-K i xyle-ckl sy zakresorvo rérone (por.
Rozdzial V, § 2, str. 112).

Nastepnik wyrazenia (B) orzeka, ze kazda wlasno§é przy-
stugujaca relacji i (ot przystuguje tez relacji aylev=-k) i na
odwrét; inaczej méwiac: relacje te sq identyczne ro myél definicji
Leibniza (por. Rozdzial V, § 1, str. 110).

Tresé pewnika ekstensjonalnoéci wyrazié wiec mozna slowami
w taki sposéb: relacje zakresorvo rémwne sa identyczne.

W taki tez sposob wprowadziliSmy pewnik ekstensjonalno$ci
w Rozdziale V (§ 2, str. 113). Dla k=1 nalezy wszedzie zamiast
sfowa relacja (dokladniej: relacja k-czlonomwa) uiyé stowa zbidr.

(C) Wyrazenia postaci

__thu,w, .cm” ctper ek [lener ekl (yer ges

L UCK) == Dy, z%, ..., uH)],
gdzie Oy, ze,...,u%) jest dowolng funkcja zdaniowa, w ktérej
xlewer-cr) pie jest zmienng wolna, a youze, ..., u sg zmiennymi
wolnymi, i ktéra moze ponadto zawieraé jeszcze inne zmienne
wolne. .

Wyrazenia te nazywamy peronikami definicyjnymi.

Jest ich oczywiscie téz nieskoficzenie wiele.

Pewniki definicyjne stanowia pomost miedzy funkcjami zda-

niowymi a zbiorami i relacjami. Kazdej funkcji zdaniowej o zmien-
nych wolnych yo,...,u%* odpowiada relacja k-cztonowa (lub zbiér,
o ile k=1), ktéra zachodm miedzy przedmiotami y,...,u%* wtedy
i tylko wtedy, gdy przedmioty te spelniaja dana funkcje zda-
niowa. Relacja ta jest przy tym stala, o ile rozwazana funk-
cja zdaniowa nie zawiera zadnych zmiennych wolnych précz
Y%,...,u%k; w przeciwnym razie jest ona zmienna, zalezna od
parametréw (tak jak np. zbiér (£){x<<y} zalezy od parametru y).
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(D) W nicktérych rozwazaniach przyjmuje sie Jjeszeze jako
tautologie pewnik nieskofczonosei, ktérego tu JLdndL wypisywaé
nie bedziemy.

Z wyrazen (A), (B). (C)i (D) wyprowadzamy twierdzenia, sto-
sujac reguly wmos]\owama opisane szczegélowo w Rozdziale 111
(§ 3, str. 53-30).

Powstaly w ten sposéb system logiczny nazywamy pelnym
systemem prostej teorii typomw V).

Do wielu zastosowan wystarczaja fragmenty tego systemu.
Jesli np. usunaé z opisanego systemu wszystkie zmienne rzedu
wyzszego od 1-go 1 wszystkie wyrazenia zawierajace takie
zmienne, to otrzymuje si¢ system logiczny znany pod nazwa
rozszerzonego rachunku funkcy]nego b rozszerzonego rachunku
pred Jkafom

Jesli jeszcze bardziej ograniczyé zaséb wyrazen, usuwajac
wszystkie wyrazenia, w ktérych wystepuja zmienne 1-go rzedu
jako zmienne zwiazane, otrzymuje si¢ t.zw. mezszy rachunek
funkcyjny.

Wreszcie, zachowujac spoéréd zmiennych 1-go rzedu tylko
zmienne typu (*¥), otrzymuje si¢ t. zw. jedno-argunientomwy mwezszy
rachunek funkcyjny. -

Aksjomaty ekstensjonalnoéei znikajg juz w rozszerzonym ra-
chunku funkcyjnym; w wezszym rachunku funkeyjnym nie mamy
ani aksjomatéw ekstensjonalnoéei, ani aksjomatéw definicyjnych.
W zadoym z tych systeméw nie przyjmuje sie pewnika nieskof-
czono$ci.

Te fragmentaryczne systemy logiki sa zbyt ubogie na to, by
mozna na nich ugruntowaé cala matematyke. Mimo to wystar-
czaja one w wielu razach do sformalizowania rozumowan mate-
matycznych, a nadto stanowia same przez sie interesujacy temat
do badad logicznych.

Bez trudnofci stwierdzamy, ze wszystkie rozumowania prze-
prowadzone w Rozdzialach 1I-VII dajg sie przeprowadzié w pel-
nym systemie prostej teorii typéw. Rozumowania te bowiem byly

') Opis tego systemu wzorowany jest na pracach A. Tarskiego. Pojecie
prawdy w jezykach nauk dedukcyjnych, Prace Towarzystwa Naukowego War-
szawskiego, Wydzial I1I, N” 34 (1933), rozdzial V, oraz Einige Betrachtungen iiber
die Begriffe der w-Widerspruchsfreiheii und w-Vollstindigkeit, Monatshefie fiir
Mathematik und Physik, tom 40 {1953), str. 97-112,
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od poczatku formulowane z my§la dostosowania ich do wymagan
zasady czystosci typéw. Poza odchyleniami typograficznymi—uzy-
walismy malych liter lacinskich Jako zmiennych typu #*, duzych
liter X, Y, . Jako zmiennych typu (¥), liter R, S, . ako zmien-
nych typu (*,*) i liter gotyckich jako zmiennych typu ((#)) — je-
dyna powazniejsza r6znica miedzy systemem logicznym, jaki roz-
wijaliémy w poprzednich rozdzialach, a pelnym systemem prostej
teorii typéw jest brak w tym ostatnim definicji i symboléw ab-
strakcji *. Wiemy jednak z Rozdzialu V (§ 3, str. 118), Zze sym-
bole abstrakcji i definicje sa zasadniczo zbedne: kazda funkcja
zdaniowa, napisana przy pomocy symboli zdefiniowanych, daje
sie przeksztalcié na réwnowazna funkcje zdaniowa, nie zawie-
rajaca tych symboli. Wnosimy stad, ze cala teoria, wylozona
w Rozdzialach 1I-VII, mieéci si¢ w pelnym systemie prostej
teorii typéw ). .
Zadna z antynomii, oméwionych w § 2, nie daje sie wyslowié
w pelnym systemie prostej teorii typéw. Przy wyslowieniu anty-
nomii Russell’a uzywaé musimy wyrazenia: mwlasno$é, przysiu-
gujaca samej sobie, co wzorem napisaé mozemy tylko jako x¢(x).

Wyrazenie to nie jest jednak funkcja zdaniowa; jest ono w pel-

nym systemie logicznym prostej teorii typéw pozbawione sensu.
Co do antynomii zbioru wszystkich zbioréw, to wystarczy za-
uwazyé, ze w systemie proste] teorii typdw nie mozna opisaé
zbioru wszystkich zbioréw, a tylko zbiér wszystkich zbioréw
pewnego typu; klasa jego podzbioréw jest typu wyzszego niz on
sam, nie jest wiec bynajmniej prawda, ze jest ona w tym zbiorze
zawarta. Przeciwnie, zdanie wyrazajace taka mysl, byloby po-
zbawione sensu, gdyz nie byloby funkecjs zdaniows tego ksztaltu,
jaki opisaliémy wyzej. W podobny sposéb znika z systemu anty-
nomia Burali-Forti'ego i wszelkie inne znane antynomie.

A pieznane? Je§li z aksjomatéw usuniemy pewnik nieskon-
czonoéci, to otrzymamy system, o ktérym mozna bez trudnoéci
dowiesé, ze jest niesprzeczny, t.j. ze zadna antynomia nie bedzie

!} Teoretycznie rzecz biorac, nalezalo wyklad logiki rozpoczaé od podanych
dopiero teraz okredleri funkeji zdaniowej oraz tautologii. Unikneliby$my wéwezas
operowania w poprzedmich Rozdzialach niesprecyzowanym pojeciem funkeji
zdanwwe; Autor sadzi jednak, ze taki uklad materialu uczynilby wyklad malo

roznmiatym dla poczatkujgcego czytelnika i dlatego wolal nmiescié Scisla de-
finicje funmkeji zdaniowej dopiero ta, gdzie pojawia sie wyrazna potrzeba jej
posiadania.
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nigdy w nim znalezivna !). Dolgczenie pewnika nieskoficzonosci
powoduje znaczne komplikacje w dowodzie niesprzecznosei,
a w pewnym sensie czyni nawet taki dowéd niemozliwym, jak
to wyjaénimy blizej w Rozdziale XI, § 4. Wydaje si¢ w kazdym
razie malo prawdopodobue, aby pelny system prostej teorii typéw
wraz z pewnikiem nieskoficzonoSci mial zawieraé sprzecznosé.

Pelny system prostej teorii typéw mozna wiec uznaé za jedno
zmozliwych rozwigzan zagadnienia, polegajacego na zbudowaniu
systemu logiki, kiéry bylby dostatecznie obszerny, by mozna
bylo w nim uprawia¢ matematyke, a Ltory Jednoczesme nie pro-
wadzitby do zadnej ze znanych antynomiii™ ™"

WspomnieliSmy juz w § 2, str. 212-213, ze pelny system prostej
teorii typow nie jest jedynym mozliwym systemem logicznym,
odpowiadajacym dwu tym wymaganiom. Zasade czystoSei typéw
odczuwa sie nieraz jako zbyt krepujaca i z tego powodu poszu-
kuje sie innego ugruntowania podstaw logiki.

Wymienimy tu kilka niedogodnosci, wyplywajacveh z przy-
jecia zasady czystoSci typow.

Osobliwym i nienaturalnym zjawiskiem w systemach opar-
tych na teorii typéw jest t. zw. systematyczna mwieloznacznosc
pojec.

Objaénimy ja na przykladzie relacji inkluzji. Relacje te
okreslié mozemy zaréwno dla zbioréw typu (#), jak dla zbio-
6w typu {(®), jak dla zbioréw typu ((:%) i t.d. W systemie
opartym na teorii typéw musimy odrézniaé relacje inkluzji typu
{(®),(*) od relacji inkluzji typu (((*),((*))), od relacji inkluzji typu
(((%,#), (,#)) i t.d. Dla kazdej z tych relacji musimy podaé od-
rebng definicje i przeprowadzaé odrebne dowody. Zaréwno forma

"definicji, jak i przebieg dowodu jest za kazdym razem prawie taki

sam; jedyna réZnica lezy w tym, ze zmienne pewnego typu za-
stapié trzeba zmiennymi innmego typu. Podobnie, wszystkie inne
pojecia, w szcezegolnosei liczby naturalne, stajg sig systematycznie

!} Dowéd tego znalezé mozna w pracach: A. Tarski, Einige Betrachtun-
gen iiber die Begriffe der w-Widerspruchsfreiheit und der o-Vollstindigkeit,
Monatshefte fiir Mathematik und Physik, tom 40 (1935}, str. 97-112, E. W. Beth,
Une démonstration de la non-contradiction de la logique des fypes au point
de pue fini, Nieuw Archief voor Wiskunde, tom 19 {1936}, str. 59-62, G. Gentzen,
Die Widerspruchsfreiheit der Stufenlogik, Mathematische Zeitschrift, tom 41 {1936},
sir, 357-366,
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wieloznaczne, wskutek czego — jak zauwazyliSmy juz w Roz-
dziale VII (§ 3, str. 176) — do liczenia zbioréw trzeba uzywaé
innych liczb naturalnych niz do liczenia ich elementéw. Jest to
oczywiécie sytuacja sztuczna, wyczuwamy bowiem dobrze, ze
mamy do czynienia z jedna relacja inkluzji, jednym pojeciem
liczby i t. p. i tylko dla zado§éuczynienia zasadzie czystoSci ty-
péw podzielilimy te jednorodne pojecia na wicle szczegélnych
przypadkow.

Nawet pojecic zbioru pustego jest systematycznic wielo-
znaczne: zbior pusty typu () jest czym$ roznym od zbioru pu-
stego typu np. ((#)). Je$li pierwszy z nich oznaczymy symbolem
0, a drugi symbolem A, to réznica zachodzaca miedzy nimi uwi-
doczni sie w tym, ze funkcja zdaniowa x*e0 jest falszywa
(t. zn. nie spelniona przez zaden przedmiot), podczas gdy wyra-
zenie x*eA nie jest w ogble funkcja zdaniowa lecz bezsensow-
nym zestawieniem znakéw, nie moze byé wiec ani prawdziwe,
ani falszywe. Natomiast wyrazenie x®¢A jest funkcja zdaniowa
(falszywa).

Nieco innym niepozadanym skutkiem zasady czystodci typow
jest niemoznoéé rozwazania wlasnoSci, przystugujgcych zaréwno
indywiduom jak zbiorom indywidu6éw, zbiorom takich zbioréw
i t.d. Nie wida¢ zadnego rozsadnego powodu, kiéry uniemozli-
wiatby rozpatrywanie zbioréw, zawierajacych jako elementy przed-
mioty kazdego z nastepujacych typow:

- Nadto zbiory takie potrzebne sa w wielu konstrukcjach  ma-

tematycznych. Nie uzywajac ich, nie podobna udowodnié istnie--

nia liczby kardynalnej &, albo tez liczby

. Mo -F- 2822 |

Znamy w tej chwili wiele systemdw, ktére sa bardziej <libe-
ralne» niz system oparty na prostej teorii typéw; zaden z nich
jednak nie Jest zupelnie wolny od pewnych ujemnych cech, wy-
stepujacych juz w pelnym systemie prostej teorii typéw1).

'} Por. ksigzki Fraenkla i Quine’a cytowane na str. 213,
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Z drugiej strony, zasada czystoSci typéw jest przez wielu
uczonych uwazana jeszcze za zbyt <liberalngs. gdyz nie wylacza
rozumowail, ktére wydaja si¢ tym uczonym z pewnych wzgledéw
nieuzasadnione ).

Widaé stad, ze zagadnienie podstaw logiki dalekic jest w tej
chwili od ostatecznego rozstrzygniecia. Wydaje sie, ze zanim roz-
strzygnigcie to nastapi, bedziemy musieli poddaé glebszej analizie
nasze intuicje, dotyczace pojeé¢ zbioru i relacji. Dopiero po tym
bedziemy mogli dokonaé wyboru spoéréd wielu mozliwych sy-
steméw logicznych, ktére sa niejako jezykami, stuzacymi do zapi-
sywania i uzasadniania twierdzed o zbiorach i relacjach. Wybie-.
rzemy oczywiscie ten jezyk, w ktérym intuicje dotyczace zbioréw
i relacji znajda najwierniejszy wyraz.

Nie jest zreszta wylaczone, Ze nigdy nie dojdzie w tej spra-
wie do jednomyslnoéci. Pojecia zbioru i relacji nie sa bowiem
dane w otaczajacej nas przyrodzie, lecz sa wytworem ludzkiego
umysfu i moga byé w rézny sposéb precyzowane w zaleznosci
od naszych potrzeb i naszej woli. Antynomie logiczne sa pou-
czajace wlasnie przez to, ze dowodza, jak dalece nieokreslone

sa_masze intuicje dotyczace tych pojeé, nie przesadzaja onc
jednak mozliwosci takiego lub innego ich precyzowania.

Jest wobec tego prawdopodobne. ze dyskusje zagadnien zwia-
zanych z antynomiami doprowadza ostatecznie do stworzenia riz-
nych systemow logicznych., w ktérych pewne zagadnienia mate-
matyczne znajdowaé beda rézne odpowiedzi.

CWICZENIE. Napisaé¢ pewnik nieskoficzonosei (Rozdzial VII, § 5, wzor (29),
sir. 184) za pomoca wyrazein dopuszezalnych w pelnym systemie prostej teorii
typow.

!) Idzie tu w pierwszym rzedzie o uczonych, nie uznajacych t. zw. rozu-
mowan nieefektyonych lub niekonstrukfymwnych. Blizsze dane znajdzie czytelnik
np. w cytowanej na sir. 213 ksigzce Fraenkla lub w ksiazce: M.'Black,
The nature of mathematics. A critical survey, Londyn-Nowy Jork 1953. Por.
tez w zwiazku z koficowymi nwagami tego Rozdzialu prace: K. Giodel, Russell’s
mathematical logic, umieszezona w zbiorowym dziele The philosophy of Bertrand

Russell, Evanston-Chicago 1944, str 123-155.
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