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CZESC PIERWSZA

ROZDZIAL 1

WIADOMOSCI WSTEPNE

§ 1. Wstep. Jedna z najbardziej charakterystycznych cech
nauk matematycznych jest mozno§¢ przeprowadzania mna ich
terenie dowodéw, to znaczy mozno$é wyprowadzania jedmych
twierdzen z drugich, o kiérych prawdziwosci -przekonaliémy sig.
juz dawniej, badZz tez ktére umownie przyjmujemy za punkt
wyjbcia. ’

Wyprowadzanie jednych zdaf z innych, czyli tak zwane
rozumomanie dedukcyjne, gra wielka role réwniez w naukach
do§wiadczalnych, mianowicie przy wyprowadzaniu wnioskéw
z hipotez. Im #ecej mozna z hipotezy wyprowadzié wniosk 6w
~ zgodnych z do$wiadczeniem, tym bardziej prawdopodobna staje
sie ta hipoteza. Natomiast obalenie hipotezy wymaga wykazania,
ze z hipotezy tej wynika wniosek sprzeczny z dofwiadczeniem.
Widaé stad, ze i''w naukach przyrodniczych przeprowadza sie
czesto wnioskowanie dedukcyjne, chociaz nie ma ono dla tych
nauk tak doniostego znaczenia jak dla matematyki.

Zaréwno matematyka jak nauki przyrodnicze uzywaja rozu-
mowania dedukcyjnego_ jako instrumentu. Dla matematyka celem
‘dowodu jest uzasadnienie nowego, dotad nieznanego faktu, dla
- empiryka za$§ rozumowanie dedukcyjne jest potrzebne do obale-
nia lub utwierdzenia hipotezy.

Ani wiec matematyka, ani tym mniej nauki empiryczne nie
studiuja natury samego rozumowania dedukcyjnego. Nauka, ktéra
studium takie stawia sobie za zadanie, nosi nazwe logiki.

Potrzeba, logiki zjawia si¢ do§é pézno w psychice rozwijaja-
cego sie umyshu i nie wszyscy odczuwaja jej potrzebe jednakdwo
mocno. Wielu najwybitniejszych nawet uczonych nie zna weale

A. Mostowski, Logika matematyczna. t*
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lub prawie weale logiki, co nie przeszkadza im z :macstriq upra-
wia¢ matematyke lub inne nauki. Wynika to slad, ze rozumo-
wania dedukcyjne skladaja si¢ z szeregu kolejnych bardzo pro-
stych wnioskowan, tak zwanych krokéw dowodowych, ktore
same w sobie sa niezmiernie oczywiste, tak oczywiste, ze nieraz
nie dostrzegamy nawet niektérych z nich. Trzebha dpp‘ien;o pew-
nego kontemplacyjnego i filozoficznego nastawienia, by dostrzec
problem, polegajacy ma poznaniu i usystematyzowaniu tygh
wszystkich prostych rozumowarl, z ktérych zbudowany jest kazdy
dowéd, a takze na uéwiadomieniu sobie, skad wlasciwic bierze
sie ich oczywistoS¢.

Rozwiazanie tego problemu ma niewaipliwie duze znaczenie
filozoficzne. Czlowiek, kiéry poznal logike, patrzy na matematyke
inaczej i nieraz glebiej niz matematyk, ktéry nie zna logiki
i wyczuwa prawa logiczne tylko intuicja. Z géry jednak przestrzec
musimy czytelnika, ze studium logiki nie ulatwi mu wynajdy-

_wania dowodéw nowych twierdzefi matematycznyeh, ani rozwia-
zywania zadah. Student, ktéry przebinal przez kurs logiki, zyska
za to gruntowna wiedz¢ o matematyce, nie stanie sig jednak
automatycznie lepszym matematykiem. - ,

Sformulowane wyzej zadanie logiki jest zaréwno zadaniem
uprawianej dawniej tak zwanej logiki tradycyjnej, ktéra datuje
sie jeszcze od czasébw Arystotelesa, jak ifllogiki mlodszej,
majdujacej sie obecnie w stadium szybkiego rozwoju i zwanej
logika. matematyczng albo logistykq. Logike matematyczng laczy
7z matematyka faki, ze stworzona ona zostala przez matematykéw
dla potrzeb matematyki, a mianowicie dla wyjaénienia niektérych
zagadnied z podstaw tej nauki. ;

- Zasadniczo jednak zadanie logiki matematycznej nie jest rézne
od zadania logiki po prostu i wyniki logiki matematycznej mozna
stosowaé tez poza matematyks. Zastosowaniami takimi nie
bedziemy si¢ jednak zajmowali, lecz ograniczymy sig¢ do wylo-

zenia tych dzialéw logiki, ktérych zwiazek z matematyka jest

bliski i bezpoéredni. ‘
W Czebci pierwszej bedziemy studiowali rachunek logiczny,
tzn. umiejetno§é przeksztalcania jednych zdad w drugie tak, aby
zawsze od zdania prawdziwego przejsé do zdania prawdziwego.
W Czeéci drugiej zajmiemy si¢ analiza réznych ogélnych pojeé
matematycznych, Analiza ta ma dla logiki znaczenie kapitalne, jest
" bowiem jasne, ze nie sposéb badaé, skad bierze si¢ prawdziwo§é
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pewnych zdan, gdy nie rozumie si¢ znaczenia pojeé, wystepuja-
cych w tych zdaniach. u

Dzigki wynikom, zawartym w dwu pierwszych CzeSciach,
uzyskamy pewien zwarty poglad na istote teorii matematycznych
i wyjaéni si¢ nam choé w czeei fakt, ktéry od dawna zdumie-
wal filozofé6w: mianowicie absolutna pewno§é. twierdzeh mate-
matycznych. ‘ '

W Czebci trzeciej zajmiemy sie wreszcie zbadaniem réznych
wlasnoéci teorii matematycznych i dowodéw matematycznych.
Rozumowania tego rodzaju nosza trafng nazwe meta-matematycz-
nych (to znaczy poza-matematycznych). Chociaz sa to rozumo-
wania dedukcyjne, to jednak nie naleza one do matematyki:
matematyka jest przedmiotem tych rozumowan, podobnie jak
liczby sa przedmiotem rozumowan arytmetyki. ’

§ 2. Zmienne. Funkcje zdaniowe. Z matematyka, tak jak
z kazda nauka, zapoznajemy sie przez czytanie podrecznikéw
lub stuchanie wykladéw, a wiec ostatecznie przez zrozumienie
pewnych zdah. W zdaniach, stuzacych do wypowiadania mysli
matematycznych, wystepuja pewne wyrazenia, ktérych w mowie
potocznej badz nie uzywamy wecale, badz uzywamy ich w innym
sensie. Dlatego rozpoczniemy od objasnienia pewnych pojeé na-
tury wlaéciwie gramatycznej. -

Wiadomo z gramatyki, ze rzeczowniki $a to nazwy przedmio-
téw. Np. slowo Warszama jest nazwa pewnego miasta. Analo-
giczne rzeczowniki wystepuja réwniez w jezyku matematyki.
Np. symbole 0, 1,10,%/s, @ i t.d. sa nazwami pewnych liczb.
Uzywamy jednak w matematyce i innych symboli. Np. w dobrze
Znanym wzorze '

(a+b)?=a?+42ab+ b?
litery a i b nie sa nazwami zadnych konkretnych liczb. Mozemy

w tym wzorze zastapié litery a i b nazwami dowolnych liczb')

1y Czytelnik wolalby moze méwié o zastgpowaniu liter a i b po prostu
liczbami, nie nazwami liczb. Zwrot taki bylby jednak wtedy tylko poprawny,

gdyby liczby byly istotnie znakami napisanymi na papierze.

Dyskusji zagadnienia, czym sa liczby, poéwigcony bedzie Rozdzial VII;
tu zauwazymy tylko, ze istnieje wiele znakéw dla oznaczania jednej i tej samej
liczby, np. .10%, .,/ 100%, ,,2+-8* it.d.

Nastepujacy przyklad objaéni moze najlepiej, dlaczego méwimy o podsta-
wianiu nazm liczb za litery a i b, a nie o podstawianiu liczb. Od funkecji zda-

1*
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i otrzymamy wtedy zdania prawdziwe, np.:
(t4+22=1242:1.242% (l+m2=1242-1-7w+ a2
Podobnie w nieréwnoSci
a>2

litera a nie jest nazwa zadnej konkretnej liczby. Zast¢pujac ,a”
nazwami réznych liczb, otrzymamy zdania prawdziwe lub
falszywe: ‘

’ 1>2, T > 2, 10 > 2.

Znaki takie jak ,a” i ,b” w podanych przykladach nazy-
wamy zmiennymi. Sg to wiec symbole z ktérych mozemy budo-
waé wyrazenia, majace postaé zdan i przechodzace w zdania,
gdy zmienne zastagpimy nazwami konkretnych przedmiotéw. Wy-
razenia, zawierajace zmienne i majace postaé zdan, nazywamy
funkcjami zdanioroymi. Zamiast ,funkcja zdaniowa” matematycy
méwia, czesto ,wzoér” albo ,warunek”?).

W zaleznoéci od rodzaju przedmiotéw, ktérych nazwy mozna
podstawiaé za zmienne, méwimy o zmiennych liczbowych, punk-
towych it.d. Méwiac, ze zmienna przebiega dany zbiér przedmio-
téw, mamy na mysli to, ze zamiast tej zmiennej mozna w funk-
cjach zdamowych podstawiaé nazwy przedmiotéw z tego zbioru.
Tak np. w rozpatrzonych pr7y1dadach funkcji zdaniowych zmienne
aib przebiegaja zbiér liczb rzeczywistych. Zmienne a,b i c,
wystepujace w funkeji zdaniowej

a, b i ¢ lezg na jednej linii prostej,

niowej. x jest kriatem przechodzimy do zdania réza jest kwiatem, podstawiajac
za ,x“ slowo réza, a nie kladac na miejsce ,x* oryginalnej r6zy. Za litere
podstawiamy wiec nazwe przedmiotu, a nie przedmiot.

Piszac o symbolach, zdaniach i — ogélnie — o pewnych utworach jezyko-
wych, uzywaé musimy ich nazw. Nazwe symbolu lub zdania tworzymy, ujmujae
6w symbol lub zdanie w cudzystéw Iub poprzedzajac jednym ze stéw: znak,
zdanie, wyrazenie (czasem tez: zmienna, stala, litera it. d.).

Sprawe odrézniania znakéw od ich nazw oméwimy dokladniej w Roz-

dziale XII, § 2. Jak wazna jest ta sprawa, niechaj swiadczy choéby fakt, 7e zna-
komita ksiagka: W.V.O. Quine, Mathematical Logic, New York 1940, zawiera
14 stronic o cudzyslowach i pseudo-cudzyslowach — i to juz w pierwszym
rozdzmle

1) To okreflenie pojecia funkcp zdaniowej jest jeszcze bardzo prymitywne.
Zobaczymy w Rozdziale VIII, § 2, ze niezbedne jest posiadanie dokladnej defi-
nicji tego pojecia, Podanie jej juz teraz byloby jednak plzedwcwesne dlatego
poprzestajemy na razie na tym krétkim objaénlemu :
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przebiegaja zbiér punktéw. W funkeji zdaniowej
mielokat W ma n przekatnych

wystepuja dwie zmienne: zmienna W, przebiegajaca zbiér wielo-
katéw, i zmienna n, przebiegajaca zbiér liczb naturalnych.

‘W dawniejszych podrecznikach objasniano nieraz zmienne
liczbowe jako t. zw. liczby ogélne, kidre w odr6éznieniu od t. zw.
liczb szczegélowych moga przyjmowaé rozmaite wartosci?).
Poglady te sa z gruntu falszywe. JeS§li ograniczymy sie np. do
liczb naturalnych, to uznaé musimy, ze nie ma innych liczb natu-
ralnych préez liczb szezegblowych 1,2.3,4,5,.. Znaczek n,
wystepujacy we wzorach matematycznych, nie jest nazwa zadnej
innej liczby naturalnej, ogélnej, réznej od liczb szczegélowych;
nie jest on wogble nazwa zadnej liczby, lecz symbolem ulatwia-
jacym nam zapisanie praw odnoszacych sig do wszystkich liczb
t. zw. szczegblowych, dzieki temu, ze za symbol ten mozemy
podstawiaé nazwy dowolnych liczb.

Funkcje zdaniowa, w ktérej wystepuja zmienne (Scislej:
zmienne wolne, p. Rozdzial III, § 1, str. 45) x,y,..,u, bedziemy
oznaczaé schematycznie! symbolem ®@(x,y,..,u) lub ¥(x,y,.., 1)
Iub O(x,y,....uw) it p. } A

Funkcja zdaniowa, w odr6éznieniu od zdania, nie jest ani
prawdziwa, ani falszywa. Dopiero po podstawieniu na miejsce
zmiennych pewnych® nazw przedmiotéw (ze zbioru, kiéry prze-
biegaja te zmienne) otrzymujemy zdanie, kitére jest prawdziwe
lub falszywe. Gdy jest prawdziwe, méwimy, ze przedmioty,
ktérych nazwami zastapiliémy zmienne, spelniajg dana “funkcje
zdaniowa. Tak np. liczby 3 i 5 spelniaja funkcje zdaniows
5x—3y =0, nie spelniaja za§ funkcji zdaniowej 6x—3y=1.

Istnieja funkcje zdaniowe, spelniane przez kazdy ukfad
przedmiotéw (ze zbioru, ktéry. przebiegaja wystepujace w tych
funkcjach- zmienne). Przykladéw dostarczaja nam t.zw. réwnosci
i nieréwnoéci bezwarunkowe, np. x?41>0, (x+y)=x"+2xy+y*
i t.p. Istnieja tez funkcje zdaniowe nie spelniane przez zaden

1y Objaénienie takie znajduje si¢ m. in. u L. Eulera, Infroductio in analy-
sin infinitorum (1748) [Opera omnia, Lipsk — Berlin, serja 1, tom 8 (1922)]:
»Quantitas constans est quantitas determinata perpetuo eundem valorem ser-
vans. Quantitas variabilis est quantitas indeterminata seu universalis, quae
ommes omnino valores determinatos in se complectitur™ (str, 17),
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6 ROZDZIAL I, Wiadomo§ci wstepne.

uklad przedmlotow, np. ¥+ 1 <0. Mozna takie tunkqe zdaniowe
nazywaé prawdziwymi lub falszywymi na rowni ze zdaniami,

Dobrze znanym przykladem funkeji zdaniowych sg réwnania
liczbowe. Rozwiazanie réwnania polega na znalezieniu wszystkich
liczb, spelniajacych te funkcje zdaniows,. ‘

Funkcje zdaniowe, ktérych zmienne przebiegaja zbiér liczb
rzeczywistych, daja sie interpretowaé geometrycznie. Rozpatrzmy
np. funkcje zdaniowa o trzech takich zmiennych &(x,y, z). Od-
nie§my przestrzen do ukladu wspéirzednych prostokatnych i roz-
patrzmy te punkty, ktérych wspélrzedne a, b i ¢ spelniaja funkcje
zdaniowa, @. Punkty te tworza pewien zbiér, ktory uwazany byé
moze za obraz geometryczny (roykres) funkeji zdaniowej ®. Ana-
logiczna interpretacja jest oczywiScie mozliwa i dla funkcji zda-
niowych, zawierajacych jedna lub dwie zmienne, a takze dla
funkcji zdaniowych o dowolnej liczbie zmiennych, o ile zdecydu-
jemy sie¢ na wprowadzenie przesirzeni wielowymiarowych do
naszych rozwazan.

Przytoczona tu interpretacja geometryczna jest dobrze znana
z geometrii analitycznej.

CWICZENIA. 1. Podaé obrazy geometryczne funkcji zdaniowych:

x4y 422K, x#y—f—z.

2. Jaki jest obraz geometryczny funkeji zdaniowych
(tyr=x*+2xy+y%  x1<0?

Ogélnie: jaki jest obraz geometryczny funkeji zdaniowej prawdziwej
i falszywej? '

x>y, x=y,

icm

ROZDZIAL II
RACHUNEK ZDAN

Aby ustalié dokladnie sens zdaf, wypowiadanych w mate-
matyce, musimy $ciSle uméwié sie co do ireSci takich slow jak
i, lub, jesli.., to.. i niektérych innych, ktérymi bezustannie
postugujemy su; nie tylko zreszta w matematyce. Slowa te nazy- -
waja sie w gramatyce spopukaml miedzyzdaniowymi. W logice
matematycznej nazywa sie je takze funktforami zdaniotrodrczymi,
gdyz stuza one do tworzenia nowych zdah ze zdah juz uprzednio
utworzonych. Rola tych funktoréw w logice jest wige podobna
do roli, jaka w arytmetyce gra np. znak +, ktéry pozwala utwo-
rzyé nazwe nowej liczby z dwu dowolnie danych nazw liezb.

Podobnie, jak w arytmetyce okazalo si¢ pozyteczne wprowa-
dzenie zmiennych, przebiegajacych zbiér liczb, tak i w logice przy
omawianiu funktoréw zdaniotwérczych pozytecznym jest wpro-
wadzié zmienne, przebiegajace zbiér wszystkich zdan i funkcji
zdaniowYch. Jako takich zmiennych uzywamy liter p, q, 7, ...; na-
zywamy je zmiennymi zdaniomymi.

Opiszemy teraz*funktory najczeSciej spotykane w praktyce.

§ 1 Negacja. Jest to funktor o jednym argumencie, t.zn. po-
zwalajacy utworzyé z jednego danego zdania lub funkcji zda-
moweJ p nowe zdanie lub funkcje zdaniowa nie p. Pisaé bedziemy
.p’" zamiast ,nie p”. Negacje rozumie¢ nalezy w ten sposéb, ze
jesli p jest zdaniem prawdziwym, to p’ jest zdaniem falszywym
i na odwrét,- Uzywajac zera jako symbolu falszu, a jednoSci’ Jako
symbolu prawdy, mozemy przebieg 1ozpatrywamgo funktora opi-
saé réwnofciami:

(1) 0’ =1, =0

Jesli zamjast zmiennej podstawimy do wyrazenia p’ funkcje
zdaniowa ®(x,y,.., u), to otrzymamy nows funkcj¢ zdaniows
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®(x,y,.,u). Nie nalezy w tym wypadku méwié, ze ta nowa
funkcja zdaniowa jest prawdziwa lub falszywa w zaleinoéei od
tego, czy funkcja zdaniowa @ byla falszywa lub prawdziwa;
w1emy bowiem, ze funkcja zdaniowa nic jest ani prawdziwa,
ani falszywa. Je§li jednak podstawimy za zmienne, wystgpujace
w funkcji zdaniowej @, nazwy konkretnych przedmiotéw, spel-
111a]qcych te funkcje zdaniowa, to @’ przejdzie przy tym podsta-
wieniu w zdanie falszywe. Jeli za$§ przedmioty, ktérych nazwy
zostalty wstawione zamiast zmiennych, nie spelniaja @, to 9’
przechodzi w zdanie prawdziwe.

Wymka stad, ze wykres funkcji zdamowej D'(x, y, ..., u) sktada

sig z tych i tylko tych punktéw, ktére nie nalezq do wykresu .

funkcji zdaniowej @(X,y, ..., u).

§ 2. Koniunkeja. Jest to funktor dwu-argumentowy, t.zn.
‘pozwalajacy utworzyé nowe zdanie lub funkcje zdaniowa z dwu
danych zdan lub funkcji zdaniowych. Koniunkcje zdan (funkeji
zdaniowych) p i g zapisujemy wzorem p-.q i czytamy: p i q.
- Zamiast koniunkcja méwimy nieraz iloczyn logiczny; same p i g
nazywamy czynnikami koniunkecji lub iloczynu logicznego.

Sens koniunkeji okreslaja réwnoéci:

2) 0-0=0, - 0-1=0, 1-0=0, 1-1=1.

Koniunkcja dwu zdah jest wige prawdziwa, gdy obydwa jej
czynniki sa prawdziwe. Je§li za§ jeden z czynnikéw lub tez oby-
dwa czynniki sa falszywe, to koniunkcja jest falszywa. Umowa
ta zgadza sie calkowicie z potocznym znaczeniem spdjnika i.

Koniunkcja dwu funkeji zdaniowych jest znowu funkcjg zda-
niowa. Po podstawieniu nazw przedmiotéw .zamiast wystepuja-
cych w niej zmiennych otrzymaimy zdanie prawdziwe tylko wtedy,
gdy wskutek tego podstawienia obydwa czynniki koniunkeji
przejda w zdania prawdziwe.

Koniunkeji mozna, podobnie jak i negacji, nadaé tre$é geo-
metryczna. Zacznijmy od przypadku najprostszego: komiunkcji
dwu funkcji zdaniowych @(x,y)-¥(x,y) o tych samych zmien-
nych, przebiegajacych zbiér liczb rzeczywistych. Punkt o Wspéi~
rzednych a,b nalezy do wykresu funkeji zdaniowej @ (x,y) - ¥/

gdy liczby a i b spelniajg zar6wno funkcje zdaniows @(x,; )” y&k "

i funkcje zdaniowa ¥ (x,y). Wykres koniunkcji ®(x,y) - ¥ix, y) jest

wiec czeScig wspllng (loczynem) wykreséw poszczegolnych c;zyu- :

mkow

.
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Zal6zmy teraz, ze czynniki koniunkcji maja réine zmienne,
np. O(x,y) - ¥P(x,y,2)-O(z). Niech 4,B,C oznaczaja wykresy funkcji
zdaniowych @, ¥ 1 @; A jest wiec zbiorem plaskim, B prze-
strzennym, a C liniowym. Wykres W calej koniunkeji jest zbio-
rem przestrzennym, gdyz koniunkcja ta zawiera trzy zmienne.
Punkt (a,b,c) nalezy do W, gdy: punkt (a, b) nalezy do 4, i punkt
(a,b,c) do B, i punkt ¢ do C. Utwérzmy teraz zbiér 4* tych punk-
t6w przestrzeni, ktérych rzut na plaszczyzne (x,y) nalezy do 4,
oraz zbiér C** tych punktéw przesirzeni, ktérych rzut na of z
nalezy do C. Méwimy, ze zbiér A* powstaje ze zbioru 4 przez
mwalcomwanie (utworzenie walca) réwnolegle do osi z, za§ zbiér C**

- ze zbioru C przez walcowanie réwnolegle do osi x i y. Z poda-

nych okreSler wynika odrazu, ze W jest czeScia wspélng zbio-

16w A* B i C*.

Ogélnie: wykresem koniunkcji dwu lub wielu funkcji zdanio-
wych jest cze$é wspédlna wykreséw poszczegdlnych czynnikéw,
z tym jednak, 7e nalezy uprzednio przez operacje walcowania
zréwnaé liczbe wymiaréw przestrzeni, w ktérych poloZone sa te
zbiory. ‘

§ 3. Alternatywa. Jest to funktor zdaniotwérczy o dwu argu-
mentach, odpowiadajacy slowu lub z jezyka potocznego. Stowo
to jest w jezyku potocznym uzywane na réwni ze stowem albo
w dwu réznych znaczeniach. Stwierdzajac prawdziwo$¢ zdania .
p lub § mozemy mieé na myéli fakt, ze tylko jedno ze zdah
p» q jest prawdziwe, a drugie falszywe, lub tez fakt, ze co naj-

mniej jedno ze zdad p,q jest prawdziwe, przy czym nie wyla-

czamy priypadku, w ktérym obydwa. te zdania sy prawdziwe.
Np. w poprzednim zdaniu uzylismy slowa lub (nie wydruko-
wanego kursywa) w pierwszym z tych dwu znaczed. Przykladem
na uzycie lub w- drugim znaczeniu jest np. zdanie: student

stuchal moykladu logiki lub ezytal podrecznik z tego zakresu.

W logice i matematyce uzywamy slowa [ub w drugim
z ombwionych znaczen. Funktor odpowiadajqcy pierwszemu z omo-
wionyeh znaczeh slowa [ub nosi nazwe nieréwnowaznoéci albo
alternatywy wylaczajacej i nie gra tej roli, c6 zwykIa alternatywa.

Alternatywe nazywamy takze sumag logiczna i zapisujemy
wzorem p+q; tu p 1 g sa skladnikami alternatywy. Jak wynika
z p@dgnych objasmen przebieg alternatywy dany jest réwnofciami:

(3) 0+0=0, O0+1=1, 14+0=1, 1+1=1.
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Wynika z nich w szczegdlnobci, e np. zdania:
9.9="5 lub 3-2=06, 9.9=4 lub 3:2=0

sa oba prawdziwe.

W jezyku potocznym zdah takich na ogdl nie uzywamy, nie ma
bowiem potrzeby stwierdzania alternatywy dwu zdan, skoro
o jednym z nich wiemy, ze jest prawdziwe: wystarczy przeciez
stwierdzié po prostu prawdziwo$¢ tego wlaénic zdania. W mate-
matyce trafia sie jednak czesto taka sytuacja, Ze udowodniliémy
prawdziwoéé alternatywy, a nie wiemy, ktéry z dwu skladnikéw
tej alternatywy jest zdaniem prawdziwym; woéwczas nie mamy
moznofci zastapienia alternatywy zadnym z jej skladnikow..

Podobna sytuacja powstaje, gdy skladniki alternatywy sa
funkcjami zdaniowymi. Np. funkcja zdaniowa:

.x jest liczbg, parzysta lub dmie ostatnie cyfry liczby x*, napi-
sanej o ukladzie dziesigtnym, troorza liczbe niepodzielng przez 4

jest niewatpliwie prawdziwa, t. zn. jest speiniona przez kazda
liczbe naturalna x. Ani jednak pierwszy, ani drugi skladnik ‘tej
alternatywy nie mozé zastapié calej alternatywy.

Nalezy sie tu wzmianka o znanej 'z arytmetyki funkeji zda-
niowej a > b, ktéra czytamy: a jest wicksze od b lub a jest rémwne b.
W my$l przyjetego znaczenia alternatywy, zdania 1 >1,2>=1it p.
nalezy uznaé za prawdziwe.

Latwo sprawdzié, ze wykres alternatywy dwu funkcji zda-

niowych sklada sig z wszystkich punktéw, nalezacych do wykresu
jednego skladnika i z wszystkich punktéw, nalezacych do wykresu
drugiego skladnika. Jesli przestrzenie, w ktérych polozone sg wy-
kresy poszczeglnych skladnikéw, nie maja tej samej liczby wy-
miaréw, nalezy uprzednio zréwnaé te liczby przez operacje wal-
cowania, podobnie jak w przypadku koniunkcji. ‘

§ 4. Implikacja. Implikacje o poprzedniku p i nastepniku q
e .k

- okreSlamy jako p’-g, t.j. slowami: nie-p lub g. Symbolicznig
wyrazamy implikacje wzorem: p—q:. Z podanych w §1 i §3
wzoréw wynikaja z fatwoscia rownosci: ,
4 0->0=1 0—>i=1,  1-0=0, 1-t=1,

lmPlikafcja jest wiec falszywa, jesli jej popxz‘edﬁik jest pa ay-

dziwy, a nastepnik falszywy; we wszystkich innych przypadiach i
zed-

implikacja jest prawdziwa. Wynika stad réwniez, ze ukiad

icm

[§ 4] : Implikacja. ‘ . ii

miotéw spetnia implikacje, ktérej poprzednik i nastepnik sg funk-
cjami zdaniowymi, o ile przedmioty te nie spelniaja poprzednika
Iub o ile spelniajs nastepnik. Prowadzi to do nastepujacej geo-
metrycznej interpretacji implikacji: je§li wykresem poprzednika
jest 4, wykresem zaé nastepnika B, to wykresem calej implikacji
jest zbiér, zlozony z B i z punktéw nie nalezacych do 4. O ile
4 i B nie leza w tej samej przestrzeni, nalezy uprzednio zréw-
naé liczby wymiaréw obu przestrzeni przez operacje walcowania.

Zamiast ,implikacja® méwimy tez czesto ,okres marunkomwy”,
zamiast ,poprzednik” — ,zalozenie”, zamiast ,nastepnik” — ,feza”.

Przyjete jest odczytywaé wzér p—q jako: jesli p, to q.
Jest to bardzo niefortunne, gdyz sens wyrazenia jesli.., fo..
w jezyku potocznym jest odmienny. Wypowiadajac w jezyku po-
tocznym zdanie: jesli p, to g, chcemy zazwyczaj wyrazié taki
fakt: miedzy zdaniami p i g zachodzi pewna zalezno$é, na mocy
ktérej zdanie g moze byé wyprowadzone ze zdania p (z po-
moca ogélnie przyjetych prawidel mys§lenia, okreslen it. d.). Dla-
tego tez sklonni jesteémy uznaé za prawdziwe zdania:

jesli kroadrat perwnej liczby jest dodatni, to liczba ta jest
rézna od 0, .
jesli dzi$ jest sobota, to jutro jest niedziela;

natomiast zdania:

jesli 242, to 2-3=6, jesli 2-2=5, to 2:3=7 .

uznalibyémy za zdania pozbawione sensu. Wszystkie te zdania
musimy jednak uznaé za prawdziwe, jesli chcemy by¢ w zgodzie
z objaénionym wyzej znaczeniem implikacji. _
Wobec tej rozbieinoSci znaczed funktora — i wyrazenia
jedli.., to.. z jezyka potocznego, byloby lepiej odczytywaé
wzér p-—>q inaczej, np. q. chyba, ze nie-p. Zwyczaj odeczy-
tywania wzoru p—q jako jesli p, to g jest jednak tak silnie

.zakorzeniony, ze trudno byloby zwalczaé go systematycznie.

Donioslo$é implikacji tlumaczy si¢ nastepujaca jej wlas-
noécia: nastepnik implikacji musi byé prawdziwy, jezeli cala im-
plikacja oraz jej poprzednik sa prawdziwe. Jest to t. zw. regula
odrymania (zob. Rozdzial III, § 3, str. 53, operacja odrywania).
Dzieki temu stwierdzanie prawdziwosci okresu warunkowego
moze stuzyé do uzasadnienia prawdziwosci tezy, o ile wiemy
skadinad, ze zalozenie jest prawdziwe. Mimo wigc, ze funktor —

-
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nie odpowiada pojeciu wynikania jednego zdania z drugiego
gra on wazna role przy zapisywaniu i dowodzeniu twierdzen.

Zauwazmy wreszcie, ze jeSli zdanie g daje si¢ wyprowadzié
pIzy pomocy poprawnego rozumowania ze zdania 2 to zdanie
p—q jest prawdziwe. Istotnie, jeéli zdanie p jest falszywe, to
okres warunkowy p->¢ jest prawdziwy na mocy wzordw (4).
Jesli za$ zdanie p jest prawdziwe, to i g jest zdaniem prawdziwym,
gdyz ze zdaf prawdziwych wyprowadzié sie daja tylko zdania
prawdziwe, o ile rozumujemy poprawnie. Zatem implikacja p —q
jest i w tym wypadku prawdziwa.

Prébowano budowaé rachunek zdad tak, by implikacja pokrywala sie
z intuicyjnym znaczeniem wyrazenia je§li.., fo.., t.zn. by zdanie p-q bylo
prawdziwe tylko wtedy, gdy g jest konsekwencja zdania p. Dla edréznienia
uzywano w tych systemach terminu implikacja $cista!). Istoina r6éznica mie-
dzy implikacja écista a funktorem -» tu rozpatrywanym lezy w tym, ze impli-
kacji cistej niepodobna opisaé przy pomocy réwnoéci takiego typu jak (1)-(4),
prawdziwo$¢ bowiem zdania p implikuje $cisle q zalezy nie tylko od prawdzi~
woéci lub falszywosci zdah p i g, lecz takze od ich sensu. Zdanie prawdziwe
moze byé przecies konsekwencja pewnego, a nie byé konsekwencja innego zda-
nia prawdziwego. Z tego wzgledu préby zbudowania logiki, operujacej impli-
kacja Scista, natrafiaja na znaczne trudnoéei i wolno watpié, czy ogloszone do-
tychczas wyniki rozwiszuja zagadnienie calkowicie. Powstale w ten sposéD
systemy logiczne sy zreszta interesujace same przez sie. R '

CWICZENIE. Z wrny, w ktérej znajduja sic kartki papieru z wypisanymi
w téwnej liczbie: zdaniami prawdziwymi i falszywymi o najrozmaitszej trefci,
wyciagnieto na chybil trafit dwie kartki ze zdaniami p i g. Jakie jest prawdo-
podobiefstwo, ze jedna z implikacji: p—>g i°'g-p okaze si¢ prawdziwa;
jakie, ze obie te implikacje okaza sie prawdziwe; jakie, ze obie okaza sig
falszywe?

Odp.: 1, 1/2, 0 2).

§ 5. Rownowaznosé. Jest to znéw funktor dwu-argumentowy,

ktérego symbolem jest ,=". Wyrazenie p=g¢ odczytujemy: p
jest réronoraine q lub tez p mwtedy i tylko mwtedy, gdy g, -Sens
réwnowaznoSci wyjaéniaja wzory: ,
5y . 020———.1, o 0=1=0, 1=0=0, fem=led,

Réwnowazno§é dwu zdafi jest wiee prawdziwa wiedy,
oba te zdania sg falszywe, oraz wiedy, gdy oba te zda

54,

1) strict implication®, System taki wylozony jest w ksigzce C, L. Lewisg
iC.H Langford, Symbolic Logic, New York 1932, Rozdziat VI,

-?) Por, tamze str, 145, : G,

, gdy

icm

[§ 6] Uwaga, dotyczaca symboliki, 153
prawdziwe — krotko: gdy oba zdania maja te sama martosé
logiczng. Natomiast réwnowazno§¢ dwu zdan o réznyech war-
toéciach logicznych jest falszywa. Widoczne jest stad, ze réwno-
wazno$§é gra w logice taka sama role, co réwnoéé w arytmetyce.

Uklad przedmiotéw spelnia funkcje zdaniowa &(x, y,...,u)=
=Y(x,y, ..., u), badZ jesli spelnia on obie funkeje zdaniowe @ i ¥,
badZ je$li nie spelnia zadnej z nich. Wynika stad, ze wykres
funkcji zdaniowej &=V otrzymamy z wykreséw 4 1 B funkcji
zdaniowych @ i ¥, ujednostajniajac najpierw liczby wymiarow
przez operacje walcowania, a nastepnie biorac cze§é wspdlng
zbior6w A i B 1 dolaczajac do niej te punkty, kiére nie naleza

-ani do 4, ani do B.

§ 6. Uwaga, dotyczaca symboliki. Podana tu symbolika
logiczna nie jest bynajmmiej jedyna, bedaca w uzyciu. Niemal
kazdy podrecznik logiki. stosuje’ inna symbolike. Dla zoriento-
wania czytelnika podajemy zestawienie najcze§ciej uzywanych
symboli dla funktoré6w zdaniotwérczych wraz z nazwiskami auto-
réw, od ktérych dana symbolika w zasadzie pochodzi:

Negacja Altemétywa Konjunkeja | Tmplikacja ‘Egvgggé
Dot P’ p+a | pa | p>qa | p=q
Romo ~p) | pVad| pa | pPDq¢Y)| p=gq
Hilbert p pVqg | p&q | p>q | p~g
akasiewicz | Np 4pqg | Kpq | Cpg Epq

CWICZENIA. 1. Podaé wykresy funkeji zdaniowych:
<y -Y<2. (x<y)+ @@=y, =1+ & Fy.
‘9. Jaki jest wykres funkcji zdaniowej (&=¥), jesli wykresami funkcji
PiV¥sg diB? _
3. Tmplikacje p—~ g odczytuje sie nieraz jako: p jest mwarunkiem dosta-
tecznym na to, by g, lub jeszcze: g jest marunkiem koniecznym na to, by p.

‘Uzasadnié ten sposéb czytania implikacji.

1y Znak ~ jest zniekszialcona litera N (od nego = przecze).

?) Znak V jest znieksztalcong litera ¥ (od vel =lub).

%) Znak D powstal z odwréconej litery C (poczatkowa litera francuskiego
stowa confenir = zawieraé). Por, G, P8ano, Formulaire de Mathématigue,
tom 3, Turyn 1901, str. 5.

“
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§ 7. Dalsze funktory zdaniotwéreze. Zwiazki miedzy funk-

torami. Funktory, oméwione w §§ 1-5 nie wyczerpuja‘( listy
wszystkich mozliwych funktorow zdaniotwérezych. Wynika to

choéby z rozwazania réwnosci takiego typu j.'ak" r{)wnoéci (1)~’(5).
Mozemy z latwoécig podaé inne ukladyl takl’ch rownloém, kazdy
zaé uklad okresla pewien funktor zdaniotworczy o jednym lub
dwu argumentach. ‘ ' ]
 Fatwo stwierdzamy, ze istnieja 4 rézne ukfady takich row-
noéci, okre§lajacych funktory jednoargpmentow_ve, i 16‘11k1ad()w,
okreflajacych funktory dwuargumentowe. .Zammst wyplsywaé te
réwnoéci, zestawimy je w postaci nastepujacych tabliczek:
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A4,-A4, sa funktorami jednoargumentowymi, B,-B,;, — dwu-
argumentowymi. ‘W wierszach poziomych podane sa wartoSci
logiczne zdan 4;(p) dla p, przyjmujacych odpowiednio wartoéci
0 i1, oraz zdafd B;(p,q) dla p,q réwnych odpowiednio 0,0, 0,1,
1,0 1 1,1. ’ : .

4, jest negacja, B, — koniunkcja, B; *— réwnowaznoscia,
B, — alternatywsa i B,, — implikacja. ‘

Dowolny . funktor zdaniotwérczy F, np.- dwuargumentowy, .
pokrywa si¢ z jednym z funktoréw B;-Bj,, o ile przyjmiemy, ze
warto$¢ logiczna zdania F(p, q) zalezy tylko od wartosci .logicz-
nej argumentéw p i g. Funktory tego rodzaju nazywamy eksten-
sjonalnymi. B,-B,, sa to wiec wszystkie funktory ekstensjonalne
dwuargumentowe. Podebnie 4,-4, sa to wszystkie funkiory

~ ekstensjonalne jednoargumentowe.

W jezyku potocznym spotykamy wiele wyrazen, majacych
charakter funktoréw zdaniotwérczych, a nie posiadajacych cechy
ekstensjonalnoéci. Jako przyklad stuzyé moze wyrazenie
6) - myéle, ze p.

Podstawiajgc zamiast ,p” dowolne zdanie, otrzymamy z (6)
zdanie. Wyrazenie myéle, ze jest wiec w (6) funkiorem zdanio-
tworczym o jednym argumencie. Warto§é logiczna wyrazenia (6)
zalezy jednak nie tylko od wartosci logicznej zdania p, lecz od
jego sensu: moge przeciez myéleé o jednym zdaniu prawdziwym,
a nie mysleé¢ o innym. Innym funktorem zdaniotwérczym nie-
ekstensjonalnym jest in}plikacja §cista (por. § 4).

Funktorami nie-ekstensjonalnymi zajmowaé sig nie bedziemy,
nie graja one bowiem' zadnej roli w matematyce, ani w ogéle
w naukach écistych. Istnieje poglad, na ktérego poparcie mozna
przytoczyé wiele argumentéw, ze kazda myél, napisang przy po-
mocy funktoréw -nie-ekstensjonalnych, mozna wyrazié przy po-
mocy funktoréw ekstensjonalnych?). .

Méwiac w dalszym ciagu o funktorach, mieé bedziemy na

mysh tylko funktory ekstensjonalne. '
’ Funktory, wprowadzone w §§ 2-5, nie sa od siebie niezaleine.
Widzieliémy to juz na przykladzie implikacji, ktéra okreélilismy
jako p’+q. Pojecie implikacji jest wigc zasadniczo zbedne, kazde
wyrazenie napisane przy pomocy implikacji moze byé tez napi-
sane przy pomocy alternatywy i negacji.

3 R, Carnap, Logische Syntax der Sprache, Wieder 1934, str. 200,
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Udowodnimy, ze mszystkie funktory, wprowadzone 1 §§ 2-5,
moga, byé zdefiniorane przy pomocy alternatymwy i negacji. Ko~
111unkCJa moze byc okreélona jako (p/ vl ¢"), implikacja — jako
p'+q, réwnowaino§é — jako [(p'+¢) (¢’ +p)l. Dla dowodu
obliczamy na mocy réwnoéci (1) i(3) wartoéci logiczne podanych
wyrazen, gdy p i ¢ przy]mu]q wartoéei 01 1, 1 stwior('l'/amy, ze
olrzymane warto§ci .zgadzaja si¢ z warto§ciami podanyml w réw-
naniach (2), @) i (5). Dla przykladu przeprowadzimy ten rachu-
nek dla réwnowazno$ci, przyjmujac, ze p ma warto§é 1, a ¢
— wartoéé 0:
[(1+0y+ 0 +1)T=

[0 4 0) - (L 4 1)F==(0 - 1) s=(1 4 0)" = 1 =0,

1 . , . q [ . . . ‘
Z innych wainych 7w1q7kow mi¢dzy funktorami wymienimy

nastepujacy: romnomaznoéé p==q okreslic mozna juko koniunkceje
(p—>q)- (g—p). Réwnowaino§é¢ dwu zdai oznacza wige obu-
stronng, implikacje miedzy p i g.

Na uwage zasluguje fakt, Ze istniejy funktory dmwuargumen-
tore, ktdre same przez sie wystarczajg do zdefiniomania 1szyst-
kich innych funktorémw ekstensjonalnych. Jednym z takich funk-
toréw jest funktor B;, odkryty przez logika amerykanskiego
‘Shefferal) i nazwany przez niego dyzjunkcja. Przyjete jest
pisaé ,p|g” zamiast ,Bis(p, q)”. Z tabliczki podanej na str., 14
wnosimy, ze

) 0j0=1, Oft=1,

wzér plq czytaé wiec mozna: nie p lub nie g.
Z (7) wnosimy z latwofcia, Ze p’ mozna okre§lié jako p|p,
a p+q jako (p|p)l(glq). Wynika stad, ze koniunkeja, implikacja
i r6wnowaznoéé daja sie zdefiniowaé przy pomocy dyzjunkeji,
Innym funktorem, posiadajacym t¢ sama wlasno$é co: dyz-

10=1,  1[1=0;

junkeja, jest funktor By, nazwany przez Lukasiewicza jedno-

czesnym zaprzeczeniem. Negacje okxeshc mozna Jako
a alternatywe jako By(B;(p.q). Bs(p,q)). ~

By (p, p)s

CWICZENIA. 1. Zdefiniowaé alternatywe za p@mocé,‘ 1° negacji i kd-
niunkeji, 2° negacji i implikacji,

2. Wykazaé, ze za pomoca negacji i réwnowaznofci nie podobna zdefi=

niowaé alternatywy.

1) H. M Sheffer, 4 set of five independent postulutaa for Boolean algebr
ras, with an application to logical* constans, Transactions of the  American
Mathematical Society 14 (1913), str: 48!:-488 ‘
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Wsk.: Wykazaé, ze funktory B, Bg, By, By, By, By, By i By; daja sie zdefi-
niowaé za pomoca negacji i rdwnowaznoSci oraz ze dla i i j, przyjmujacych
dowolne spodréd wartosei 1, 6-11 i 16, zaréwno [Bi(p, ¢))* jak Bi(p, 9)=Bj(p, q)
jest znéw jednym z tych funkioréw. Poza funktorami B, B;-B,; i B;; nie po-
dobna wiec przy pomocy negacji i réwnowaznodci okreslié zadnego innego.

5. Udowodnié, ze za pomoca zadnego z funktoréw Bi (gdzie i + 5,10, 11,15),
nie mozna zdefiniowaé negacji.

Wsk.: Kazde wyrazenie, zbudowane z funktora B, i zmiennych zdaniowych
p,q it.d. przyjmuje warto§¢é 0, gdy wszystkim zmiennym nadamy warto$é 0;
wyrazenie to nie okre§la wiec negacji. Dla pozostalych funktoréw dowéd jest
podobny.

4. Poza B; i B;; zaden funktor dwuargumentowy nie wystarcza do zdefi-
niowania wszystkich innych funktoréw jedno- i dwuargumeéntowych ?).

Wsk.: W myél éw. 3 wystarezy okazaé to dla funktoréw B, i By, Otéz
oba te funktory daja sie zdefiniowaé przy pomocy negacji i réwnowaznosci,
a wigc w my$l éw. 2 nie wystarczaja do zdefiniowania alternatywy ).

5. Zdefiniowaé funktory B, - B; przy pomocy alternatywy i negacji.

6. Wykazaé, ze przy pomocy alternatywy i negacji mozna zdefiniowaé
wszystkie funktory dwuargumentowe.
Wsk: Zalézmy, ze zdefiniowaliémy juz pewien fumktor F. Przyjmujac

Gy(p, @) =Bi(p, )+ F(p,q)-B's(p,q) oraz Gi(p,q) = Bi(p,q) +F(p, 9)-B’:(p, @),

otrzymamy tunktory, ktére dla argumeniéw 0,1, 1,0 i 1,1 maja te same warto§ci,
co F, dla argumentéw za$§ 0,0 majs warto$é 0 lub 1. W ten sposéb mozna
utworzyé funktor, ktéry ma dang warto$é dla argumentéw 0.0, a wartoSci takie
jak F dla innych argumentéw. Podobnie wykazuje sie, Zze mozna zmienié
warto§é F dla innych argumentéw i doj§é w ten sposéb do dowolnego funktora.

7. Kazdy funktor tréjargumentowy ekstensjonalny mozna zdefiniowaé przy
pomocy funktoréw jedno- i dwuargumentowych?).

Wsk: Dla funktora tréjargumentowego- F wartoSci funkeji F(p, q,r-r’)
i F(p,q,r-+r1% zaleza tylko od wartofci p i ¢, a wiec pokrywaja sie z warto-
gciami pewnych funktoréw dwuargumentowych B; i Bj Funkcje zdaniowa
F(p,q, ) mozna wiec zdefiniowaé jako r’-Bi(.q)+r-Bi(p,q). W podobny
spos6b - mozna wykazaé, ze wszystkie funktory n-argumentowe ekstensjonalne
daja sie zdefiniowaé przy pomocy funktoréw jedno- i dwuargumentowych.

Zagadnienia, poruszone w éwiczeniach 1-7 z natury swej naleza I'aCZEJ do

' kthmatorykl niz do logiki.~_

1 E. Zyliaski, Fundamenta Mathematicae 7 (1925), str. 203-209.

*) W zwiazku z éwiczeniami 2-4 por. ksigzke: .E. L. Post, The fmo-valued
iterative systems of mathematical logic, Annals of Mathematic Studies Nr. 5,
Princeton 1941, w kiérej badane sg bardzo ogélnie zagad.mema definiowania
jednych funktoréw przez drugie.

« % E.L. Post, Introduction to a general theory of elementary propositions,
American Journal of Mathematics 43 (192), sir. '163-185. Uogélnienie wyniku
éwiczenia 7 na t.zw. logiki n-wartosciowe podaje W. Sierpifiski, Funda-
menta Mathematicae 33 (1945), sir. 1 3.

‘ A. Mostowski, Logika matematyezna, B . . 2
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§ 8. Tautologie rachunku zdaf. Je§li dwa zdania (lub funkcje
zdaniowe lub zmienne zdaniowe) polaczymy ktérymkolwiek
z funktoréw zdaniotwérczych, opisanych w §§ 2-7, otrzymamy
nowe bardziej skomplikowane wyrazenia, ktére z kolei faczyé
mozemy funktorami zdaniotwérczymi it.d. Dla unikni¢cia wielo-
znacznofci nalezy przed polaczeniem dwu wyrazen funktorem
ujaé kazde z nich w nawias.

Od zmiennych zdaniowych dochodzimy w ten sposéb np. do
wyrazen

@ +l@—=>@L 1)+ (@l={r) 1) @)} itp.

Wyrazenia, ktére w opisany sposéb powstaja ze zmiennych
zdaniowych, nazywaja si¢ myrazeniami sensoronymi rachunku
zdafi. Sa to funkcje zdaniowe, tym réinigce si¢ od funkeji
zdaniowych, opisanych w Rozdziale I, ze wystepuja w nich
zmienne zdaniowe, nie za§ zmienne, przebiegajace zbiér liczb.

Ujmowanie wyrazed w nawiasy przed polaczeniem ich funk-
torem zdaniotwérczym jest niezbedne, gdyz w przeciwnym razie
nie wiedzielibySmy np. czy wzér p-+q-r ma oznaczaé (p-+q)-r,
czy p+(g-r). Z drugiej sirony, zbytnie nagromadzanie nawiaséw
utrudnia odczytywanie wzordéw. Przyjmiemy zatem nastqpumce
reguly, kiére pozwola znacznie zredukowaé liczbe nawiaséw:

1. Pojedynczej zmiennej nigdy nie ujmujemy w nawias,

2. JeSli negujemy zmienng lub wyrazenie, kiére samo jest
negacja, to wyrazenia tego nie ujmujemy w nawias.

3. Kazdy z funktoréw -+, =, —, - i’ wiaze mocniej, niz

poprzedzajacy.
Ostatnia regula ma nastepujace znaezenie: w wyrazeniu,
zawierajacym zmienne oraz funktory -, =, -, - i’, nalezy

najpierw ujaé w nawias wyrazenia zanegowane, potem wyra~
zenia, miedzy ktérymi stoi funktor -, potem wyrazenia, miedzy
ktérymi stoi funktor —, potem wyrazenia, migdzy kiérymi stoi
funktor =, a dopiero na koficu wyrazenia, miedzy ktoryml stod
funktor +. .

Podobna regule przyjmujemy tez zazwyczaj w arytmetyce:
piszemy np. ,a+b-c” zamiast ,a-(b-c)”; nawias jest zbedny,
gdyz znak mnozenia wigze mocniej niz znak dodawania. Zatem
np. wyrazenie p+g=r rozumie¢ nalezy jako p-+(g==r), wyia-
zenie p—q-+r-s — jako (p->-q)~[—(7' §), a wyrazenie p - (g- r)
jako p+((g-1)).
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W literaturze logicznej spotykamy i inne sposoby unikania nawiaséw.
Bardzo rozpowszechniony jest zwyczaj uzywania kropek zaxmast nawiasow.
Tak np. zamlast wzoru [(p+4q)->71]—>s piszemy

ptg-=rrizs,

t zn. nie stawiamy zadnej kropki miedzy znakami, stojacymi w jednym i tym
samym nawiasie okraglym, stawiamy jedna kropke miedzy znakami, przedzie-
lonymi nawiasem okraglym, dwie — miedzy znakami, przedzielonymi nawiasem
kwadratowym it.p. Zgodnie z tym sposobem wzér

(P>q)=>{(p>1) >~ (g+n]}
pisze sie w postaci

P> g prTiripegtr

Aby uniknaé niedogodnoSci, wynikajacej z podwéjnej roli kropki jako
nawiasu i znaku koniunkeji, mozna wtedy koniunkcje oznaczaé np. znakiem X
lub w ogéle pomija¢ znak koniunkcji?).

Jeszeze inny sposéb pozbywania sie nawiaséw polega nma wypisywaniu
funktora przed argumentami, a wiec np. ,,+pg“ zamiast ,,p-+-q“. Podany po-
przednio wzér mozna wiedy napisaé jako

- = pg-> —)pr%p—{;qr‘
Latwo dowie$é, ze jest tylko jeden sposéb odezytania tego wyrazenia2),

Wezmy teraz pod uwage dowolne wyrazenie sensowne i za-
stapmy wystepujace w nim zmienne w sposéb dowolny symbo-
lami 0 i 1, pamietajac jednak o tym, Zeby ta sama zmienna,
wystepujaca w danym wyrazeniu wielokrotnie, zastapiona byta
na wszystkich miejscach tym samym symbolem?). Postugujac sie-

“wzorami (1)-(5), mozemy obliczyé warto§é logiczna, jaka dane

wyrazenie przyjmuje po tym podstawieniu. Je§li wartoScia ta jest
zawsze 1 bez wzgledu na to, w jaki sposéb zastapiliSmy zmienne

) Inny sposéb zastepowania nawias6w kropkami omawia H. B. Curry,
On the use of dots as brackets in logical expressions, Journal of Symbolic Logic
2 (1937), str. 26-28. Pomyst uiywania kropek zamiast nawiaséw pochodzi od
G. Peano, Arithmetices principia nova methodo exposita, Turyn 1889,

" % Ta beznawiasowa symbolika (zwana przez logikéw amerykanskich
polska) pochodzi od J. Lukasiewicza; zob. jego Elemenfy logiki matema-
tyeznej (skrypt autoryzowany, opracowal M. Pressburger), Warszawa 1929.
Yfukasiewicz pisze konsekwentnie znak negacji przed szennq (por. tabelke
na str. 13).

%) Scisle rzeez biorae, rézne egzemplarze tej samej htery, wystepujgce
W wyrazenin sensownym, nie sa tg sama, lecz taka sama litera, maja
jednakowy. kszialt. Dlatego tez poprawniej byloby powiedzieé, ze ré.wn o-
ksztaltne zmienne zastepujemy réwnoksztaltnymi symbolami, Bedziemy
jednak w dalszym ciggu unikali neologizmu ,,réwnoksztattny*.

2*
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wartofeiami 0 i 1, to méwimy, ze dane wyrazenie jest tauto-
logia albo pramem logicznym. S

Pisaé bedziemy krétko ,|-A4”, zamiast ,wyrazenic A jest
tautologia”. { o '

Tautologie sa to wigc takie wyrazenia sensowne, ktére prze-
chodza zawsze w zdania prawdziwe, o ile zmienne zastapimy
zdaniami. Prawdziwo$é czy falszywo§é tych zdai nie ma przy tym
zadnego wplywu na prawdziwoéé tautologii. Jeli zmienne wy-
stepujace w tautologii zastapimy funkcjami zdaniowymi (wcigz
pamigtajac o tym, aby ta sama zmienna byta zastapiona zawsze
ta sama funkcja zdaniowa), to otrzymamy funkcje zdaniowy praw-
dziwa, t. zn. spelniona przez kazdy uklad przedmiotéw (por. Roz-
dzial I, § 2, str. 0).

Od najdawnicjszych czaséw gtéwnym zadaniem logiki bylo
poszukiwanie formalnych kryteriow prawdziwosci zdai, inaczej
méwiac — poszukiwanie i badanic zdaf, o ktérych prawdziwosci
przekonaé si¢ mozna z samej budowy zdania (a nie przez odwo-
lywanie sie np. do faktéw doéwiadczalnych, wiary it.p.).

" Tautologie logiczne daja mam mozno§é budowania takich
wlaénie zdan i na tym polega ich doniosle znaczenie. Zobaczymy
w dalszym ciagu, ze w rozumowaniach matematycznych powo-
lujemy si¢ bezustannie na réznorodne tautologie, chociaz czy-
nimy to na ogél niedwiadomie.

Na mocy podanego okreslenia tautologii mozemy o kazdym
‘wyrazeniu sensownym rozstrzygnaé w skoficzonej liczbie krokéw,
czy jest ono tautologia. Musimy tylko dokonaé wszelkich mozli-
wych podstawied symboléw 0 i 1 za zmienne oraz spraw-
dzié, czy po dokonaniu redukcji na mocy wzoréw (1)-(5) otrzy-
mamy zawsze 1 jako ostateczny rezultat. JeSli wyrazenie zawiera
n zmiennych (réznych), to dokonmaé musimy 2° podstawief. Te

metode sprawdzania, czy dane wyrazenie jest tautologia, nazy~

wamy metods zeromwo-jedynkoroa. o
_ Stosujac te metode, nie musimy zreszta zawsze dokowywaé
wszystkich 2" podstawief. Jeéli np. badane wyrazenie sensowne
jest implikacja, to wystarczy zbadaé tylko takie podstawienia,
przy ktérych nastepnik otrzymuje wartoéé 0, pozostale bowiem

podstawienia nadadza wyrazeniu napewno wartoéé t. Podobuie

przy badaniu alternatywy dwu wyrazeA mozna z géry v
czyé podstawienia, przy ktérych jeden ze skladnikéw otrzy:
wartoéé 1. . ' ' : -
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Zbadajmy np. wyrazenie
v [(p—>q)~>pl—>p.,

Mogloby ono osiagnaé warto$é 0 tylko wéwezas, gdy za
zmienng p wstawiamy warto§é 0. Wéwezas jednak implikacja
p—>q otrzymuje warto§¢ 1, a wiec poprzednik badanego wy-
razenia przybiera warto§¢é 0 i wartoScia calego wyrazenia jest 1.
Wryrazenie to jest zatem tautologia.

CWICZENIA. 1. Sprawdzié, ze wyrazenia:
p=>(@-p i
sa tautologiarmi,
2, Jesli 4 i 4B, to B (regula odrywania). :
3. Jesli 4 i B powstaje z 4 przez zastapienie zmiennej p (na kazdym
miejscu, gdzie wystepuje ona w 4) wyrazeniem sensownym C, to B (regula
podstawiania). .

((p=q=rl=s}={s= [p=(g=n)]}

§ 9. Niektére wazne tautologie. Podamy tu kilka tautologii,
ktére sa donioste czy to ze wzgledu na zastosowania, czy to ze
wzgledéw historycznych lub filozoficznych. Sprawdzenie, ze po-
dane wyrazenia rzeczywiscie sa tautologiami, pozestawiamy czy-
telnikowi®).

1. Prawo sylogizmu warunkowego:
~(p—ag)—lg—=>r)—>p—>7)]

Z prawa tego czynimy bezustannie uzytek przy wyprowa-
dzaniu wnioskéw 2z pewnych zalozeh. Zanalizujmy np. rozumo-
wanie nastepujace:

Jedno z praw arytmetyki orzeka, ze wolno podnosié do kwa-
dratu obie strony nieréwno$ci, o ile sa one liczbami dodatnimi.
Inne prawo méwi, ze do obu stron nier6wmnoéci wolno dodaé
jedng i t¢ sama liczbe. Wnosimy stad, ze jeSli a>b>0, to
a+c>b"+ec. : '

1) Jak wykazaly badania historyczne J. Lukasiewicza, wiekszo$é poda:
nych tu tautologii znana byla w starozytnosSci (w greckiej szkole filozoficznej
stoikéw) lub w S$redniowieczu. Popadly, one jednak péZniej w zapomnignie.
Ponownie odkry? je i udostepnil nauce znakomity filozof angielski B. Russell
w - podstawowym dla logiki dziele: B. Russell i A. N. Whitehead,
Principia Mathematica, tom 1, I wyd., Cambridge, 1925.

O historii logiki zdafi poinformowaé si¢ mozna z pracy: J. Lukasiewicz,
Z historii logiki zdar, Przeglad filozoficzny 37 (1934), str. 417-437, oraz z przy-
stepnie napisanej ksiazki: H. Scholz, Geschichte der Logik, Berlin 1931,
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Oparli$my si¢ tu wlaénie na prawu, sylogizmu Warunkowogo
Podstawiajac bowiem w tym prawie za zmienne p, ¢ ir ()dpo—
wiednio wyrazenia a>b>0, a?>b' i a®+c>b*tc, otrzy-
mamy funkcje zdaniowa prawdziwa

(a>b>0 — a®>Db?) —
—%[(a2>bz~+aa+c>b3+c) - (a>b>0 — a®+c>b?4¢)].

Poprzednik tej implikacji jest prawdziwy na mocy picrw-
szego z przytoczonych praw arytmetyki, zatem prawdziwy musi
byé i nastepnik (gdyz implikacja o poprzedniku plawdnwym,
a nastepuiku falszywym jest falszywa)., Otrzymujemy wig¢c:

(@2>b > a®+c>bP+c) » (a>b>0 = a®+c>b*+ o).

I tu poprzednik jest prawdziwy na mocy drugiego z przylo-
czonych praw arytmetyki; wnosimy wigc ostatecznie, Ze :
©) a>b>0—>a*+c>btc

Przeprowadzony tu dowéd wydaé sic moze czytelnikowi nie~
potrzebnym pedantyzmem. Wynikanie prawa (8) z dwu wspo-
mnianych praw arytmetycznych jest przeciez »oczywiste«. Kto
tak sadzi, niech lepiej nie studiuje logiki. Zadaniem tej nauki
jest miedzy innymi wlaénie zbadanie, na czym polegaja takie
voczywiste« przejécia i do jakich mozliwie najprostszych proce-
séw daja sie¢ one wszystkie zredukowaé.

2, Prawo transpozycji: -

=®'~>q)=>(g-p).

r.lautologm ta znajduje szerokie zastosowanie przy t. zw. do-
wodach przez spromadzenie do niedorzecznoici, zwanych réwniez
apagogicznymi.

Schemat ogdlny takich dowodéw jest nastepumcy aby u€10~
wodnié 1mp11kac;yq q—-) p, staramy sie z zaprzeezema jej nastgp~
nika, t.j. ze zdania p’, Wyprowadzm zdanie ¢’ czyli zaprzeczenie
poprzedmka Implikacja p’—> ¢’ jest wéwczas prawdziwa, a po-

niewaz implikacja 2 jest prawdziwa dla dowolnych p i g, W;lq;; :

wnosimy stad na mocy reguly odrywania (por. § 4, str. 1“1)5 z@e
implikacja g—p musi tez byé prawdziwa.

Metode dowodzenia przez sprowadzenie do medorzecznoﬁm
uzasadnia si¢ nieraz mtulcyjme w taki sposéb: przypuémy, e
zachodzi a4 gdyby nie zachodzilo P to na mocy udowodnionej
implikacji p’— ¢’ otrzymaliby$my ¢’ whrew zalozeniu. Zatem musi
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zachodzié p, a wiec g—p. To intuicyjne wyjaénienie nie jest
w gruncie rzeczy niczym innym, jak sprawdzeniem metoda ze-
rowo-jedynkowa, ze prawo transpozycji jest tautologia.

Za przyklad dowodu apagogicznego moze sluzyé nastepujace
rozumowanie.

Jeden z pewnikéw geometrii orzeka, ze przez dwa rézne

punkty nie moga przechodzié dwie rézne proste:
Moy
(M == N)— (proste m i n, przechodzace przez M i N, sa rdémne).

Podstawmy w prawie transpozycji za zmienne p i ¢ wyra-
zenia: M=N i proste m i n, przechodzace przez M i N, sa rézne.
Wobec tego, ze zaprzeczeniem réwnoSci jest r6zno$é i na odwrét,

OtI’ZyInamy po podstamemu nastqpu‘]qce zdanie praWlewe
R s

[(M == N)— (proste m i n, przechodzace przez M i N, -sa rorone)] >
— [(proste m i n, przechodzgce przez M i N, sa rézne) —» (M = N)].

Poprzednik jest zdaniem prawdziwym na mocy przytoczonego
pewnika geometrycznego, zatem i nastepnik musi byé zdaniem
prawdziwym. Dochodzimy wige do twierdzenia, ze dwie rézne
proste maja co najwyzej jeden punkt wspdlny.

Nieraz opieramy sie na innych postaciach prawa transpo-
zycji, a mianowicie:

2. H—=>q¢)~>g->p), 2. @' —=q) @ ~>p)
2. ~(p—>q@~>(q ->p)

Maja one zastosowanie wowczas, gdy w implikacji, jaka za-
mierzamy udowodni¢ metoda sprowadzenia do niedorzecznosci,
nastepnik lub poprzednik, albo nastepnik i poprzednik, maJa, po-
staé negacji.

Mozna tez zapisaé prawa transpozycji jako réwnowazno$ci:

Fe~>q9=( ->p) = —=q)=(~p)
=@ > 9=(q~p)
Pierwsza z nich jest synteza tautologii 2 i 2. Wiemy
istotnie z § 7, str. 16, Ze réwnowazno§é okre§lié mozna jako
obustronng implikacje miedzy jej obu czlonami.

W zwiazku z prawem transpozycji przyjela sie pewna ter-
minologia. Jesli implikacje p— ¢ nazwiemy prosts, to implikacja
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g~ p mnosié bedzie nazwe odwrotnej, q'~p - pr@ecimstumncfj,
a p'—q — przecionej. Prawa transpozycji orzekaja zatem, ze
implikacja prosta i przeciwstawna sg sobic réwnowazne, jak
réwniez implikacje odwrotna i przeciwna. Wynika stad, ze jeshi
udowodniliémy juz jakie§ twierdzemic prosie, majace postaé
implikacji, to automatycznie wnosimy stad o prawdziwosei twier-
dzenia przeciws’tawnego. Natomiast twierdzenie odwrotne moze
byé falszywe.

CWICZENIE. Podaé przyklady takich zdaf p i g, by:

10 implikacja prosta byla prawdziwa i odwrotna prawdziwa;

20 implikacja prosta byla prawdziwa, a odwrotna falszywa;

30 implikacja prosta byla falszywa, a odwrotna prawdziwa;

4° obie implikacje byly falszywe.

Zbadaé w kazdym z przypadkéw 1°-4° prawdziwodé implikacji przeciw-
stawnej 1 przeciwnej,

3. Prawo Claviusa:

=@ - p)->p.

 Ta ciekawa tautologia znajduje réwnicz zastosowanie w dowo-
dach apagogicznych. Schemat rozumowania jest tu mastgpujacy.

Przyjmijmy, ze mamy udowodnié twierdzenie p. W tym celu
zakfadamy, ze p jest falszywe, t.j. p’ prawdziwe, i z tego zalo-
zenia usilujemy wyprowadzié samo zdanie p. O ile to si¢ nam
powiedzie, mamy dowdd prawdziwo§ci implikacji p’—p, a stad
na mocy prawa Claviusa wynika prawdziwo§é zdania p.

Intuicyjnie uzasadnia si¢ to rozumowanie zazwyczaj w taki
sposéb: gdyby nie bylo prawdziwe p, to byloby prawdziwe p’,
a wigc (na mocy zalozenia, ze implikacja p’—p jest prawdziwa)
otrzymaliby$my wniosek, ze p-jest prawdziwe, whrew zalozeniu.
To intuicyjne rozumowanic nie jest znéw niczym innym, jak
sprawdzeniem prawa Claviusa metods zerowo-jedynkows.

Od prawa Claviusa nie rézni sie istotnie tautologia

3. F{->p)->r,
ktéra stosujemy do. podobnych celéw w przypadku, gdy twier-
dzenie, jakiego chcemy dowieéé, ma postaé negacji, -

Np. jeden z aksjomatéw arytmetyki stwierdza, ze jefli x jest
muiejsze od y, to y niesjest mniejsze od x: '

9) x<y-(y<«x),
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Podstawmy w tautologii 3, za zmienna p funkcje zdaniowa
x <x. Poprzednik tautologii 3, stanie si¢ wtedy szczegélnym
przypadkiem (dla y=x) aksjomatu (9), a wiec otrzymamy
‘ (e < x)".

Zazwyczaj przeprowadza sie¢ ten dowdd w nastepujacy spo-
s6b: gdyby bylo x <x, to dla y = x na mocy aksjomatu (9) otrzy-
maliby$my (x<x)’. Zatem nie moze by¢ x<x. W tym ,zatem”

tkwi oczywiscie nieSwiadome powolanie si¢ na prawo Claviusa.

4, Prawo Dunsa Scotusa:
Fp'—>(p—a).

Tautologii tej nie napotykamy na ogél w rozumowaniach ma-
tematycznych, jest ona jednak ciekawa sama przez sie, gdyz
pokazuje, ze z dwu zdan sprzecznych (i.j. takich, Ze jedno jest
negacja drugiego) mozna ofrzymaé dowolne zdanie.

Poincaré stwierdzilgm@irycznie prawdziwos¢ prawa Dunsa
Scotusa. Pisze on: ,P. Russell dochodzi do wniosku, ze
z jakiegokolwiek zdania falszywego wynikaja wszystkie zdania
P. Couturat powiada, Zze wniosek ten
wyda. sie na pierwszy rzut oka paradoksalny. Tymeczasem wy-
starczy poprawié jakgkolwiek falszywa rozprawe matematyczna,
aby przekonaé sie, jak dalece mial racje p. Russell. Kandydat
zadaje sobie czesto wiele trudu, aby znalezZé pierwsze réwnanie
falszywe; z chwila jednak, gdy je otrzymal, jest juz dla niego
drobnostka nagromadzi¢ rezultaty najbardziej zdumiewajace,
wéréd ktérych moga byé nawet i prawdziwe®?). Jest prawdo-

1) Stowo mynikaja nalezy tu rozumieé w nastepujacym sensie: jesli kto-
kolwiek uzna z jakichkolwiek wzgledéw (np. wskuiek wlasnej pomylki) za
prawdziwe zdanie, o ktérym skadinad wiadomo, ze jest falszywe, to musi tez
uznaé za prawdziwe dowolne inne zdanie. Stowo mynikaja ma wige tu inne
znaczenie, niz to, ktére mu zazwyczaj nadajemy w zyciu codziennym (por. § 4,
str. 12, uwagi o strict implication). '

" H. Poincaré, Science et Méthode, Paryz 1924, str. 173-174. Czasami
udaje sie¢ ze zdania falszywego wyprowadzié wniosek najzupelniej nieoczeki-
wany, nie wyzyskujac falszywosci tego zdania, jak wskazuje nastepujgca aneg-
dota, ki6érg opowiadaja o B. Russellu. Kto§, zaslyszawszy o twierdzeniu, ze
ze zdania falszywego mozna wyprowadzié wszystkie inne, prosi Russella,
aby ze 2zdania 2+42=5 wyprowadzil wniosek, ze on sam, Russell, jest
papiezem.. Russell odpowiada: ;,0Odejmijmy od obu stron tej réwnosci po 3;
otrzymujemy 1=2. Jeéli wiec Pan twierdzi, Ze ja ni¢ jestem papieiem, to papiez
i ja jesteSmy dmiema.osobami. Zatem (wobec 2=1) papiez i ja jesteSmy jedns
osoba® (Cyt. wedlug G. Birkhoffa, Lattice theory, New York 1940, str. 125),

#
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podobne, ze rozumowania niefortunnych autoréw, o ki()r}fclx.l pisze
Poincaré, korzystaly w mniej lub wigeej ukrylej formie
z prawa Dunsa Scotusa, ' 5

Oczywicie, prawdziwo§é prawa 4 zwigzana jest écifle =z o!{re~
§leniem implikacji, a mianowicie z ta jej wlasnoScia, /(, jesli
poprzednik jest falszywy, to cala implikacja jest prawdziwa bez
wzgledu na warto§é nastepnika.

7 prawa 4 widzimy miedzy innymi, jaka doniosloe%é ma
postulat niesprzecznoci: w zadnej nauce nie moga by¢ jedno-
czeénie uznane za stuszne dwa zdania sprzeczne (méwimy o tym
szerzej w Rozdziale XI, §3). W przeciwnym bowiem razie,
w myél prawa 4, kazde zdanie, jakie mozemy w tej nauce
wypowiedzieé, dawaloby si¢ w niej automatycznie udowodnié,
a wiec nauka taka bylaby zupelnie niecickawa i do niczego nie
zdatna.

5. Prawa podwéjnego przeczenia:

i4 P - P”:

Negacja negacji dowolnego zdania jest wige réwnowazna
samemu temu zdaniu:

-p” —=p.

- p=p”.

7 prawa tego skorzystaliSmy juz w przykladzie podanym

na str. 23, méwiac, ze zaprzeczeniem roznodci jest réwnoSé.
Funkcja zdaniowa M =+ N jest bowiem zdefiniowana jako (M=NY)’,
skad wnosimy, ze funkcja zdaniowa (M==N)’, jako negacja
negacji, jest rtownowazna funkcji zdaniowej M= N.

6. Prawo wylaczonego Srodka:
~p+p.

Z dwu zdah sprzecznych jedno (co najmniej) musi byé
prawdziwe; w niektérych zreszta przypadkach mozemy nie wie-
dzieé, ktére.

Z prawa wylaczonego §rodka czynimy nieraz uzytek w do-
wodzeniu, mianowicie wowczas, gdy rozrézniamy przypadki wza-
jemnie si¢ wylaczajace. Np. jeSli stwierdziliSmy, ze liczby pierw-
sze majg pewna wlasno§é W, a liczby zlozone — wlasnosé ¥,
to. jesteSmy pewni, ze kazda liczba ma badZz wlasno§é W, badZ
wlasnosé V. Kazda bowiem liczba jest albo pierwsza, albo zfo-
zona (czyli nie-pierwsza),

icm

[s or Niektére wazne tautologie, 27

Opieramy sie wiec tutaj na prawie wylaczonego §rodka (oraz
na prawie dodawania implikacji, p. str. 29). :

Donioélejsze jednak niz te zastosowania do konkretnych do-
wodoéw sa zalozenia, jakie tkwia u podstawy prawa wylaczonego
érodka, a jakich dyskusja uczynila z tej tautologii najbardziej
bodaj znane prawo logiczne.

Intuicyjna prawdziwo§é prawa wylaczonego $rodka plynie
z naszej wiary w to, ze kazde zdanie jest albo prawdziwe, albo
falszywe (t. j. jego negacja prawdziwa); inaczej méwiac — z wiary,
ze nie ma précz wartoSci logicznych 110 (prawdy i falszu) zadnej
trzeciej wartoSci (pofredniej). Tym tlumaczy sie tez nazwa
pramwo mylaczonego §rodka. GdybySmy przypuscili, ze takie trzecie
warto$ci logiczne istnieja, musieliby$my zmienié okre$lenie tauto-
logii i odrzucié wiele praw logicznych. Zwlaszcza naturalnym
byloby odrzucenie prawa wylaczonego §rodka. Przyjmujac defi-
nicje tautologii z § 8, stajemy na gruncie logiki drmoumartosciomej,
t.j. takiej, w ktérej kasde zdanie moze byé tylko albo praw-
dziwe, albo falszywe. O prébach stworzenia innej logiki, réinej
od dwuwarto§ciowej, bedzie mowa troche obszerniej w § 13.

7. Prawo sprzecznoéci:
=(p7.

Prawo to jest uzupelnieniem prawa wylaczonego érodka.

~Z dwu zdah sprzecznych co najmniej jedno musi byé praw-

dziwe na mocy prawa wylaczonego §rodka. Prawo sprzeczmo$ei
orzeka, ze co najwyzej jedno z nich moze byé prawdziwe.
Ostatecznie wiec dwa te prawa lacznie orzekaja, ze z dwu zdan
sprzecznych prawdziwe jest doktadnie jedno. '

8. Prawa de Morgana:
Hp+q ' =p-d, -Fpg'=0@ +q)

W mys$l tych tautologii negacja alternatywy jest rownowazna
koniunkecji negacji, za§ negacja koniunkcji — alternatywie negacji.

PRZYKT.AD. Liczba n jest podZielna przez 6 (symbolicznie
6n) wtedy i tylko wtedy, gdy 2[n i 3n:

bln=(2n)- (3|n).
Na mocy pierwszego prawa de Morgana wynika stad, ze

(6ln) =[iny’ + (I,

y N ,/ / L )
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t.zn. ze liczba n nie jest podzielna przez 6 wtedy i tylko wiedy,
gdy albo nie jest podzielna przez 2, albo nie jest podzielna przez 3.

Godna uwagi jest symetria budowy praw de Morgana.
Je§li zastapimy w nich symbole alternatywy i koniunkcji wza-
jemnie przez siebie, to z pierwszego z praw de Morgana otrzy-
mamy drugie i na odwrét.

§ 10. Tautologie algebro-logiczne. Symbole -+ i . dla
alternatywy i koniunkcji obranc zostaly ze wzgledu na szereg
daleko idacych analogii, zachodzacych migdzy dzialaniami logicz-
nymi (tworzenia alternatywy i Loniuul\cji zdan) a dzialaniami
arytmetycznymi (tworzenia sumy i iloczynu liczb)*). Rachunek
zdafh nazywano tez pierwotnic Algebra logiki. Otlo LLIL& tauto-
logii, ilustrujacych te analogie.

9. Prawa tacznofeci:

FIp+ g+ =Ip+q) + 711, Fp(gr)=(p-q)r
10. Prawa przemiennofci:
F{e+9=(@+p), Fpg==q-p.

Z praw tych wnosimy, ze w alternatywie (lub koniunkeji)
wielu skladnikéw (czynnikéw) porzadek skladnikéw (czynnikdéw)
i sposéb laczenia ich w nawiasy jest obojetny. Z tego wzgledu
mozemy alternatywe (lub koniunkeje) zdati py, p,, ..., pn ozna-
czaé po prostu symbolem p,+p,+ .. +p. (lub pi-pyr .t pa),
chociaz — §ciSle rzecz biorac — nalc7y odrézniaé zdanie np.

pi+(pa+ps) od (p,+py)+ps-

11. Prawo 1ozdzlelnosc31 mnozenia wzgledem do-
dawania:

I’wp-(q+r)»”='(p-q+p~r)-

Jest to — jak widzimy — dokladny odpowiednik takiego sa-
mego prawa arytmetycznego. Jest rzecza ciekawa, ze w odréz-
nieniu od arytmetyki prawdziwe jest tez nastepujace

12. Prawo, rozdzielnoéfeci

. dodawania
mnozenia: ‘

wzgledem
Hp+q-r)E(p+q)-(p+r)-

") Na analogie te zwrécil pierwszy uwage matemalyk angielski G. Boole
(1813-1864) w dziele An investigation of the lams of thought, Londyn 1834,
Diielo to otwiera epoke wspdlczesnej logiki. .

icm

[§ 10} . Tautologie algebro-logiczne. 99
Prawdziwo$é tego prawa stwierdzamy, podobmie jak i wszyst-
kich pozostalych praw, metoda zerowo-jedynkows.

13. Prawa tautologii:
~{@+p=p, -p-p=p.

- W prawach tych.zaznacza sie wyrazna réznica miedzy alge-
bra logiki a zwykla algebra. L. Couturat charakteryzuje te
réznice powiedzeniem, ze w algebrze logiki nie ma wspélczyn-
nikéw ani poteg.

14. Prawo dodawania implikacji:
=g >p+r) >+

15. Prawo mnozenia implikacji:

F—=qg->p@r=>qr).
W dalszym ciagu skorzystamy jeszcze z nastepujacych praw:
16. Fp>{+q, Fpa—q,
17 (-9 ~>Ilp+9=dql —p—aq)
18. =(p—>q)—>Up-g+r=rl.

Zgodnie z prawami 16 suma logiczna jest slabsza niz kaidy
z jej skladnikomw, a iloczyn logiczny — mocniejszy niz kazdy
z, jego czynnikdm.,Prawa 17 pouczaja, jak przeksztalcaé sume
logiczna 1 iloczyn logiczny dwu zdah, z ktdrych jedno wynika
z drugiego, mianowicie: suma logiczna jest roronomwazna slabszemu
skladnikoroi, a “iloczyn logiczny — mocniejszemu czynnikori.
Wreszcie prawo 18 stwierdzafe w alternatymwie mozna pominaé
koniunkcje drou zdan, z ktérych jedno implikuje negacje drugiego;
istotnie koniunkcja taka jest falszywa, ‘a wiec nie zmienia war-
toéci alternatywy.

Na zakonczenie podamy jeszcze prawa:

19. Flp=q->Ilp+tr)=(g+r)l }—(péq)%(p-rEq-r),

zwane pramami ekstensjonalnoéci dla alternatywy i koniunkcji.
Orzekaja one, ze zastapienie w alternatywie (w koniunkecji) jed-
nego ze skladnikéw (czynnikéw) wyrazeniem réwnowaznym prze-
prowadza calg alternatywe (koniunkcje) na wyrazenie réwno-
wazne. Krécej: obie strony réronomaznodci mozna pomnozyé i do
obu stron rdémwnomwaznosci mozna dodaé to samo mwyrazenie.

(p-qu),
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PRZYKEAD. Zastosujemy poznane prawa algebro-logiczne do rozwigzania
nastgpujacej nieréwnodei:

Opierajac sie na znanych prawach aryimetyeznyeh i na prawach eksten-
sjonalnoéci, otrzymujemy nastepujace réwnowaznosei?):
x*+x—2
xt—x—12
={[(x—1)- (x+2)<0]-[(x+3)- (x—4)>0]+[(x—1) (x42)>0]-[(26}-3) - (w—4) <O} }iz=
%(x—1<0) < (x42>0) + (x—1>0) - (x+2<0)] « [(x+43>0) + (x—4>0) -+ (243 <0) « (0—4<0)] -
Flae—130)- (x+-2>0) -+ (x—1<0) » (x+2<0)]- [(3e+3>0) - (x—4<0) - (-3 <0) - (x—4>0)11:e.~=
=[(x<1)- (x>—2)+(x>1)+ (x<—2)] [(x>—3) - (x>4) - (x <—3) - (x<4) ] - ’
F (x> 1) - (>—2) 4 (<L) - (e <—2)] - [(x>—3) (2 <d) | (0 <—3) + (.x“)t&)]}4
Opieramy si¢ teraz na prawach rozdzielnoéci i wymnazamy sumy ]x)giuznc‘l
stojace w nawiasach kwadratowych., Otrzymujemy wéwezas nasiepujacn alter-
natywe: ’ ‘
(<) (x>—2) (x> —3)+ (x> 4) - (e <1) (20> —2) ¢ (x <—3) + (1 << 4) -
F x> 1) (x<—2)- (x> —F)« (x>4) + (x> 1) (2 <—2)« (0 <~3) - (w <4) -}
F (x> 1) (> —2) (x>—3) (x<4)+ (x> 1)« (x> —2)  (x <—3) - (x> 4) -+
+ <) (x<—2) - (x> —3) (r <4) + (e <L) (2 <—2) - (X <—3) - (x> 4),
Sktadniki tej alternatywy mozemy uprocié, korzystajae z tautologii 17,
Np. plerwszy skladnik (x <1):(x>—2)-(x>—3)-(x>4) jest wobecc twier-
dzenia arytmetycznego

x>4) > (x> —2)-(x>—3)
réwnowazny koniunkeji (¥ <1)-(x>4), a wiec w my§l praw ekstensjonalnogci

mozna ten skladnik zastapi¢ wyrazeniem (x <{1).(x>4). Upraszezajac w po-
dobny sposéb pozostale skladniki, otrzymamy:

(e <1)- (@>4) + (0 <—3) - (x> —2) + (w>4)  (x <—2) + (x> 1)+ (0 —3) +
F@x>1)- (x<4) +(x<=3) (> 4) - (x <—2) (x> —3) - (x <—3) (x> 4),
Wobee (x<1) - (x>4)’ mozemy z tej alteméitywy na mocy prawa 18

opuéf:ié pierwszy skladnik. Tak samo wykazemy, ze mozna opuécié skladniki
drugi, trzeci, czwarty, szésty i 6smy. Ostatecznie wiec:
( x4+ x—2

TEI2 )= (>0 <O+ > — ) (v <— )},

Oparliémy sie tutaj na tautologii?):

- (pi=pe=..=pn) - (p,==pn).

1) Przyjete jest pisaé

zamiast PP . =pn

(P1‘—;—P2)'(Pzéps) “we* (pr—1==pn).

icm
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CWICZENIA. 1, Wykazaé, ze nastepujace wyrazenia sa tautologiami:
p —p (prawo tozsamo§ci),
(p=q)=[(g=1)=(p=7)] (prawo sylogizmu warunkowego dla réwnowaznosci),
(p>)=(p=p-q, @PrO=lg=p+l (P> +g->p.

2. Jesli zalozenia dwu okreséw warunkowych prawdziwych wyczerpuja
wszystkie mozliwe przypadki, tezy za§ wylaczaja sie wzajemnie, to prawdziwe
sa okresy warunkowe odwrotne. Na jakim prawie rachunku zdafi opiera sie ta
regula?

Odp.: Fp-29- >+ @ +sHN>@~=>p)E->1.

3. Uogblnié éw. 2 na wigksza iloéé okreséw warunkowych. Podaé przy-
IKlady z zakresu geometrii.

4. Funkcje zdaniowa a<(b mozna okre§li¢ albo jako (a=Dd)-+(a<b), '
albo jako. (a>b)’. Na jakim prawie rachunku zdaf opiera si¢ réwnowazno§é
tych funkeji zdaniowych?

Odp.: F(p+q-(p’+q)->(p'=. :

5. Uogélni¢ prawa de Morgana na dowolng ilo§é skladnikéw (czynnikéw).

Y

§ 11, Postacie normalne. Metoda zerowo-jedynkowa pozwala

zawsze sprawdzié, czy dane wyrazenie sensowne rachunku zdan
~ jest tautologia. Zapoznamy sie jednak i z inng metoda, ktéra

czasami fatwiej prowadzi do celu.

Definicja. Dwa wyrazenia sensowne rachunku zdan 4iB
nazywamy inferencyjnie réronomaznymi, je§li |- A=B.

Trwierdzenie 1. Jedli A jest inférencyjnie rdmwnomwazne B,
to B jest inferencyjnie rémonomazne A; jesli A jest inferencyjnie
rémonomwazne B, a B inferencyjnie réronomwazne C, to A jest infe-
rencyjnie rémnomazne C; mreszcie, A jest inferencyjnie rérono-
mazne A.

Dowéd. Poniewaz - (p=¢q)— (g=p), wigc na mocy reguly
podstawiania (por. § 8, str. 21, éw. 3) mamy tez + (4=B)—(B=4).
Jesli wiec |- A=B, to na mocy reguly odrywania (§ 8, tamze,
éw. 2) mamy | B=4, co dowodzi pierwszej czefci twierdzenia.
Dowdd drugiej i trzeciej czeSci jest podobny; opiera si¢ on na

tautologiach:
F=q —Ilg=r)~> (=7l p=p-

Tmwierdzenie 2. Jesli 4 jesi inferencyjnie romnomwazne B
i 4, to B :
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Dla dowodu powolujemy si¢ na tautologic
Fp=a—>P—>9

i rozumujemy jak w dowodzie twierdzenia 1. ‘

Nazywaé bedziemy alternatyroa clementarng sume logiczna,
wtworzong ze zmiennych zdaniowych iz ich negacji; takze kazda
zmienng i kazda negacj¢ zmiennej zaliczymy do alternatyw cle-
mentarnych. ’

Koniunkeje dowolnej liczby al‘terna.tywHelemcniarl‘lych nazy-
wamy myrazeniem o postaci normalnej. W szezegolnodel kazda
alternatywa elementarna jest takim wyrazeniem.

Alternatywami elementarnymi sa np. wyrazenia: |
ptqtr+s+t, ptgts P4 op 7. ptatqld,

P

a wyrazenia: |
p+q+n-r+p+p), @+p)(a+r+q), pp, parp-st
maja postaé normalna.

7Z tych definicji wynika od razu

Trwierdzenie 3. Suma logiczna drou lub ricecej alternatyro

elementarnych jest znor alternatyrg elementarng; iloczyn logiczny
drou lub miecej mwyrazern o postaci normalnej ma zndro postaé
normalna.

Udowodnimy nastepnie

Tmwierdzenie 4. Negacja alternatymwy elementarnej jest infe-
rencyjnie réwnomazna peronemu royrazeniu o postaci normalnej.

Dowéd. Jesli p;+ pot ..+ Pat 1+ ¢s+ .+ g'n jest alter-

natywa elementarna, to jej negacja jest w myél prawa de Morgana

inferencyjnie réwnowazna koniunkeji p’y-p'a e P'ur @1 @2 0 @7 ms
to za§ wyrazenie jest w my§l prawa podwdjnego przeczenia
inferencyjnie réwnowazne wyrazeniu o postaci normalnej
P1Pate P qide e Gme il ’ ’
Twierdzenie 5. Alternatyma drou myrazen o postaci nor-
malnej jest inferencyjnie réronomwazna peronemu royrazeniu o po-
staci normalnej.’ o ;
Dowé6d. Niech 4 bedzie koniunkcja n altezmafyé«r elemen-
tarnych A, 4,-..-4,, a B-—koniunkcja m alternatyw elementar-
nych. Twierdzenie udowodnimy przez indukcje wzgledem n--m.

icm

(s 11 Postacie normalne. . 55

Jesli n+m=2, to 4 i B sa alternatywami elementarnymi;
A+ B jest tez alternatywa elementarna, a wiec ma postaé nor-
malna. Zalézmy, ze n+m=k, gdzie k>2, i ze twierdzenie jest
prawdziwe dla takich wyrazehn 4 i B, gdzie n+m<k. Mozemy
zalozy€, ze A jest koniunkcjg co najmniej dwu czynnikéw (w prze-
ciwnym razie zamieniliby§my role wyrazen A4 i B). Stosujac
prawo rozdzielnofci dodawania logicznego wzgledem mnozenia,
wnosimy, ze wyrazenia

A+B i (4;4B)-(4y-..-Ar+B)

sa inferencyjnie rownowazne. Zgodnie z zalozeniem indukeyjnym
wyrazenia 4;+B i A,-..-4,+B sa inferencyjnie réwnowazne
wyrazeniom N, i N, o postaci normalnej. Wynika stad, ze
koniunkcja (4,+B)-(4,-...-4,+B) jest.inferencyjnie réwnowazna
koniunkeji N;-N,, a wiec (por. twierdzenie 1) wyrazenia A4 -+ B
i N;-N, sa inferencyjnie réwnowazne. Poniewaz N, -N, ma postaé
normalna zgodnie z twierdzeniem 3, wiec wynika stad praw-
dziwo§é twierdzenia 5. »
Przez indukcje otrzymujemy stad od razu

Tmwierdzenie 6. Alternatymwa domwolnej liczby mwyrazer. o po-
staci normalnej jest inferencyjnie rémnomazna peronemu mwyrase-
niu o postaci normalnej.

Tmwierdzenie 7. Negacja mwyrazenia o postaci normalnej jest
inferencyjnie réronomwazna peronemu royrazeniu o postaci normalnej.

Dowéd. Jeéli A jest koniunkcja n alternatyw elementarnych
A;-4,-... Ay, to A’ jest w my$§]l praw de Morgana inferencyjnie
réwnowazne alternatywie A';+4',+..4-A4"%. Kazde z wyrazeh A;
(dla i=1,2,..,n) jest zgodnig z twierdzeniem 4 inferencyjnie réwno-
wazne pewnemu wyrazenitt N; o postaci normalnej; 4’ jest wiec
inferencyjnie réwnowazne alternatywie N, + N, ...-~N,, ktéra
zgodnie z twierdzeniem 6 jest inferencyjnie réwnowazna pewnemu
wyrazeniu N o postaci normalnej. Zatem A4’ jest inferencyjnie
réownowazne z N, ¢.b.d.o.

Mozemy teraz udowodnié nastepujace wazne

Twierdzenie 8, Kazde myrazenie sensorone jest inferen-
cyjnie rémnomwazne peronemu mwyrazeniu o postaci normalnej.

Dowéd. Wyrazenia sensowne powstaja ze zmiennych zda-
niowych przez laczenie ich funktorami zdaniotwérezymi -+, -,
—, =1’ Poniewaz kaida zmienna ma sama przez si¢ postaé

3

A. Mostowski, Logika matematyczna. - 3
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normalng, wice dla dowodu twicrdzenia 8 wyslarczy okazaé,
’ v . . P e
se jeSli wyrazenia A i B sa inferencyjnic rownowazne wyra

seniom M i N o postaci normalnej, (o 1 wyrazenia:

(10) A, A+B,  A-B,  A—B, A==DB
sg inferencyjnie réwnowazne pewnym wyrazeniom o postaci
normalnej.

Aby to wykazaé, opieramy si¢ na tautologiach:

Hp=a9—>0p'=q).

Fp=q) > {r=9~>[p+r=(¢+sl}
Hp=q)=>{(r=s)—lp-r=(q"+)1)
~(p=q)>{(r=5)

)= (p=> )= 4]

) ((p==r) =g o) 4 (s )T,

z ktérych wynika, ze wyrazenia (10) sa inferencyjnic rowno-

wazpne wyrazeniom -

(1) M’, M+N, (M'+NY, M+N, (M4 NY -+ (N4 M)T.
7 -twierdzeh 6 i 7 wnosimy, ze kazde z wyrazeh (‘ll-) jest

inferenc¢yjnie réwnowazne pewnemu wyraiel.uu 0 ‘pogtam nor-

malnej. W my§l wiec twierdzenia 1, wyraZenia (10) ‘tqz 58, infe-

rencyjnie réwnowazne wyrazeniom o postaci normalnej, c. bh.d. o.

I8

PRZYKLAD. Sprowadzimy do postaci normalnej nasi¢pujace
wyrazenie A:
' [(p = ¢) =pl=r.

W tym celu wyrazamy najpierw implikacje i r(’)wnowa?noéé
przy pomocy alternatywy, koniunkcji i negacjis otrzymujemy:
b A={l(p'>q) ~pl-r +1p'—~>q)—>pl'r}=

="+ + Plr+1p" + @)+l 7).

Stosujac nastepnie prawa podwéjnego przeczenia, prawa de
Morgana, prawo rozdzielno§ci dodawania logicznego wzglf;d’er'n
mnozenia i prawa tautologii, otrzymamy ciag réwnowaznosci:
- A=[@"-¢'+p) T +p+q)-p’ - F1=Id'+p)-p"+p) T+ +q)p'rl=

=[(g+p+p+a)- (@ +p+p) (¢ +p+r)- @ +ptpta)-

(0’ +p+p)- (P +p+r) (r+p+q)- (r+p)- (1)) =
=[p+a+q) (p+p+¢) - p+q+r)-(p+p"+e) (p+p): ’
(p+p'+1) (prg+r)- (p'r) (r+r)).
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Ostatnie z wyrazef w nawiasie kwadratowym jest wiec infe-
rencyjnie réwnowazne wyrazeniu 4. Mozna tez z latwoécia wy-
kazaé, ze , '
FA=(p+q+r)p+qgtr)-@+r).

Rachunki takie wykonywaé mozna niemal automatycznie,
jesli pamieta si¢ prawa de Morgana, podwéjnego przeczenia
i rozdzielnoéci oraz wzory, pozwalajace wszystkie funktory zdanio-
tworcze wyrazié przy pomocy negacji, alternatywy i koniunkcji.

Poczatkujacym sprawia zazwyczaj pewna trudnosé opero-
wanie prawem rozdzielnoéci dodawania wzgledem mnozenia, gdyz
do prawa tego nie jesteSmy przyzwyczajeni z arytmetyki. Aby
usungé t¢ niedogodno$é, mozna wprowadzié nowy znak dla
koniunkcji, np. &, i opuszczaé w ogéle znaki alternatywy (t.zn.
uznaé¢ brak jakiegokolwiek znaku migdzy wyrazeniami za znak
alternatywy). Prawo rozdzielno$ci dodawania wzgledem mnoze-
nia przyjmuje wowczas postaé

plg*r)=pgtpr, -
w ktérej tatwo jest je stosowaé, i rachunki, prowadzace do po-
staci normalnej, upodobnia sie Iudzaco do algebraicznych.

Metode te zastosujemy do nastepujacego przykladu:

H{llp—>q)—>rl=[r—>p)—>(s—>pl}=

={[(p'q)rI(r'p)s'p} ={(p’qd ") (rdep’)s'p} =
={p'qrs'p¥p'qp’sprrs'pAr'p’s'p}.

Powracajac do popr%d_nich oznaczer dla koniunkeji i alter-
natywy, wnosimy, ze wyrazenfe o postaci normalnej °
(P'+q+r+s+p)(p'+q+p+s+p)-(F+r+5+p)- (" p+s+p)
jest inferencyjnie réwnowazne danemu.

Po sprowadzeniu jakiegokolwiek wyrazenia do postaci nor-

malnej mozemy latwo sie przekonaé, czy jest ono tautologia.
Zachodzi bowiem

Twierdzenie 9. Alternatyma elementarna jest tautologia
mtedy i tylko mwtedy, gdy co najmniej jedna zmienna mystepuje
o niej raz po prostu jako zmienna, a raz pod znakiem negacji.
" Wyrazenie o postaci normalnej jest tautologia mtedy i tylko
wtedy, gdy kazda z alternatyro elementarnych, skladajacych sie
na to royrazenie, jest tautologia.

5*
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Dowéd. Iosh w alternatywic clementarnej A wysttdpulq
sktadniki p i p’, to JdkkolWI(,L nndumy zmiennym wartoéei 0 i 1,
otrzymamy zawsze 1, gdyz juz p +p’ bedzie zawsze mialo war-
tosé 1. 4 jest wige w tym wypadku tautologia,

Jeéli A ma postaé pitpst oo F Pt ot ¢l gduie
jadna ze zmiennych p; nie- pokrywa si¢ z zadng z¢ zmiennych
¢, to A nie jest tautologia, gdyz A4 otrzyma wartosé 0, gdy za
zmienne p; wstawimy warto§é 0, a za zmicnne ¢)— warlo§é 1.

Jesli K jest koniunkcja n  alternatyw clementarnych
A, Ay .- An 1 jest tautologia, to Ay, Ay, oy An ez musza byé
tautologmml, bo w przeciwnym razie jedna z lych alternalyw
moglaby osiagnaé (przy odpowiednim podsiawieniu warlodei 0 {
za zmienne) warto$é 0, a wtedy i K bytoby réwne 0.

Na odwrét, jesli Ay, Ay, ., An sa tautologiami, {o i K jest
tautologia, gdyz K nie moze przybraé warlofci 0, skoro zaden
z czynnikéw tej wartosei nigdy nie prazybicra. Twierdzenic 9
jest wiec udowodnione.

Twierdzenic to daje nam mozno§é sprawdzenia, czy dane
wyrazenie sensowne jest tautologia. Nalezy mianowicic wyrazenie
to przeksztalcié na inferencyjnie réwnowaine wyrazenie o postaci
normalnej i zbadaé, czy w kazdej z alternatyw clementarnych
choé jedna zmienna wystepuje raz sama, a raz pod znakiem.
negacji.

Tak np. z dwu wyrazef rozpatrywanych w przyktadach na
str. 34 i 35 drugie jest tautologia, a pierwsze nie jest tautologia.

Rozpatrzone dotad postacie normalne, t.zw. koniunkcyjne,
nie sg Jedynyml W wielu wypadkach dogodnie jest sprowadzaé
wyrazenia do pewnych innych ~form normalnych. Przyklady
znajdzie czytelnik w przytoczonych éwiczeniach.

CWICZENIA. 1. Zastapié w wylozonej tu teorii alternatywe  przez
koniunkecje i rozwinaé teorie postaci normalnych dyzjunkeyjnych.

2. JeSli wyrazenie sensowne 4 nie zawiera innych funktoréw préez ==,
to zmieniajac w 4 w dowolny sposéb porzadek zmiennych i ustawienie nawia-
séw, otrzymamy wyrazenje inferencyjnie ré6wnowazne wyragenin 4.

Wsk.: Oprzeé sie na tautologiach

F=g=@=p i Flp=q=rl=[p=(g=71)" .
3. Postaciq normalng dla wyrazen opisanych w éwiczeniu 2 jest

1=(py=(py=.. .= (Pn._xﬁpn)‘)) ‘e
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4. Je§li w wyrazeniu sensownym A4, nie zawierajacym innego funktora
précz =, skredlimy parzysta ilo§é takich samych (réwnoksztaltnych) zmiennych,
to otrzymamy wyrazenie inferencyjnie réwnowazne A.

Wsk: F[(p=p)=g]l=q.

5. Na to, by wyrazenie sensowne, nie zawierajace innego funktora précz
=, bylo tautologia, potrzeba i wystarcza, by kazda zmienna wystepowala
w nim parzysta liczbe razy %),

6. Dla wyrazef, nie zawierajacych innych funktoréw préecz = i =%,
(negacja réwnowazno$ci czyli alternatywa wylaczajaca; por. sir. 9) postacig
normalng jest

(@5 . FGp 1) -+

7. Wyrazenie typu opisanego w éwiczenin 6 jest tautologia wtedy i tylko
wtedy, gdy funktor = wystepuje w nim nieparzysta iloié¢ razy, funktor ==
— parzysty iloéé razy lub wecale, a kazda zmienna — parzystg ilo§é razy ?).

n=(p,=...=(p, =g, 5

§ 12. Dwoisto§é. Wyrazenia, ktére bedziemy teraz rozwazali,
zawiera¢ beda précz zmiennych zdaniowych tylko funktory
+, - i’ JeSli w takim wyrazeniu 4 zastapimy funktory -+ i -
wzajemnie przez siebie, otrzymamy wyrazenie 44, ktdre nazy-
wadé bedziemy dmwoistym do 4.

7 definicji tej wynikaja od razu wzory:

(12) (A +B)a=As-Bs, (A*B)y=Ada+ By, (A)a==(4a).

Jesli w wyrazeniu 4 zastapimy kazds zmienna przez jej ne-
gacje, otrzymamy nowe wyrazenie, ktére oznacza¢ bedziemy
przez A. Jest jasne, ze

(13) A+B=A4+B,

=A4-B, A'=4"

s - - - - - !
Tmwierdzenie 10. Wyrazenia A i 4s sa
rérnorpazne.

inferencyjnie

Dowéd. Twierdzenie jest oczywiste w przypadku, gdy 4
jest pojedyncza zmienna. Wystarczy zatem wykazaé, ze jeéli
twierdzenie jest prawdziwe dla wyrazef 4 i B, to ]est tez praw-
dziwe dla wyrazeh A, 4+B i A-B.

1y S. Leéniewski, Grundziige eines neuen Systems der Grundlagen der
Mathematik, Fundamenta Mathematicae 14 (1929), str. 30. .

%) H. Rasiowa, dxiomatisation d'un systéme partiel de la théorie de la
déduction, Sprawozdania Towarzystwa Naukowego Warszawskiego, Wydzial III,
tom, 39 (1946~1947).
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Istotnie, mamyr
|—'~ (A = A% =A'==A
(4 4 BYa= (4’ Bu=(As + B')=(4 -+ B)==A + B,
F(A-BYa=(A"+ B)a=A"4-Bi=A-B=A4-B,
Oparlismy si¢ przy tym na przestance indukeyjnej, wzorach

(12) i (13), prawie podwéjnego przeczenia i prawach de Morgana.
Z udowodnionego w ten sposéb twierdzenia 10 wynika

Twierdzenie 11 (o dmwoistoéci) Jedli |-4A->B, to

FBa—A4s; jesli |-A=B, to |4 =B.

N Dowéd. Zastapmy w lautologii |4 -5 kazdg zmicnng praez
Jej negacje; otrzymamy wowczas tautologic |-A-+B (por. § 8,

- str. 21, éw. 3), czyli na mocy twierdzenia 10:

e Ala—> B
Zgodnie z prawem transpozycji wynika stad:

|- By— 4.

Dowéd drugiej czeSci twierdzenia jest analogiczny, nalezy -

tylko skorzystaé z tautologii | (p'=¢')— (p==¢).
. Twierdzenie (1 jest pozyteczne, gdyz pozwala automatycznie
z jednych tautologii wyprowadzaé inne. Np. z prawa |-p-(q - r)==

=(p'q-+p-r) otrzymujemy |-(p+q¢ - r)=(p+ q)-(p-+ r), % prawa

-p-g—>p otrzymujemy [-p—>(p-+gq) it.p.
CWICZENIA. 1. Funktor o n argumentach F nazywa si¢ drooistym wzgle-
dem funktora G, jesli "
FF(ps Dy s D) 2= G(P D g s D)
‘Wskazaé w tabelce podanej na sir. 14 pary funkioréw jedno- i dwtiargu-
mentowych wzajemnie dwoistych.

. Odp.: 4, 4,; Ay Ays Ay, Ay; By, Bigy By, Byw; By, Byys By, By By By
By, B Br. B By, _Bu; By Bios Byy, By W szezegéluogei funktory 4y, Ay, By,
BBy i By sa wiec dwoiste wzgledem siebie samych.

2, Uogblnié twierdzenie o dwoistosei na wyrazenia, zawierajace dowolpe
funktory. |

'W.sk.: fld nalezy zdefiniowaé jako wyrazenie, powsiajace z A przez za-
stapienie kazdego funktora funktorem dwoistym wzgledem niggo,

3 Ja{:i? tautologie otrz.ymaé moZna na podstawie wogélnionego twierdzenia
o dwoistodci z praw: sylogizmu warunkowego, Claviusa i transpozycji?

icm
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§ 131. O aksjomatycznym ujeciu rachunku zdah i logikach
wielowartoéciowych. Przedstawiony w §§ 1-12 rachunek zdan.
mozna tez ujaé w inny sposéb, zwany aksjomatycznym.

Przyjmujemy mianowicie kilka odpowiednio wybranych tauto-
logii (bez zadnego ich uzasadniania) za aksjomaty rachunku zdan
i z aksjomatéw tych wyprowadzamy twierdzenia, posfugujac sie
regulami podstawiania i odrywania, wspomnianymi w éwiczeniach
do § 8 (str. 21, éw. 21 3). :

Oto przyklad takiego dowodu. Przyjmijmy trzy nastepujace
aksjomaty:

(14) (p—>q)—>llg—~>r)—(p—>r],
(15) p—>(p' =),
(16) (p"—p)—=>p. A%
Na mocy reguly podstawiania otrzymujemy z (2Q) twierdzenie :
(17) p—>(p'—p). ‘

Podstawmy teraz w (14) zamiast zmiennej g wyrazenie p™—p;
w my$l reguly podstawiania powstajace w ten sposéb wyrazenie ®)
[p— (p’'—pll—{l(p’ = p)=>rl=>{p—>1)}
jest wiec twierdzeniem. Poniewaz poprzednik tej implikacji jest
identyczny z wyrazeniem (17), wiec na mocy reguly odrywania
otrzymujemy twierdzenie
[(p'—p)—>rl—=>(p—>T1).

Podstawmy tu teraz zmienna p zamiast zmiennej r. Wobec
(16) zastosowaé mozemy jeszcze raz regule odrywania, dzigki
czemu dochodzimy do twierdzenia p—p.

Juz z tego przykladu widoczne jest, ze metoda aksjomatyczna
prowadzi na ogé! do rachunkéw trudniejszych niz uzyta przez
nas poprzednio metoda sprawdzania zerowo-jedynkowego. Obu
metodom wspolne jest jedno: ustalenie prawdziwosci wyrazenia
nie wymaga zadnego rozumowania, lecz sprowadza si¢ do wyko-
nania szeregu mechanicznych ‘czynno§ci

1 7 pojeé wprowadzonych w § 13 nie korzystamy nigdzie w dalszym ciagu
ksigzki. i '

%) Musieliémy tu zmienié nawiasy, gdyz inaczej wyrazenie nie dawaloby
sie odezytaé w sposéb jednoznaczny. GdybySmy jednak nie stosowali skréiéw,
dotyezacych opuszezania nawiaséw (por. § 8, sir. 18), to nie trzeba byloby po
podstawieniu zmieniaé zadnego nawiasu. ~ :
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Aksjomatly (14), (15) i (16) wybrane zoslaly 7z tego wzgledu,
se moina z nich wyprowadzié (przy pomocy JTg:gl,ll podstawiania
i odrywania) wszystkie tautologic (w sensic okrcél(‘mym.w § 8,
str. 19-20), nie zawierajace innych funktordw procz -> i . Te
sama wlasnoéé posiada takie wicle innych ukladdow aksjon’nqtéW‘,
ktére mozna wobec tego réwnicz przyjaé za podstawe do aksjo-~
matycznej budowy systemu rachunku zdan, 1'6w110wa'z,neg0 W za-
sadzie systemowi, wylozonemu w §§ 1-12 1 zwanemu logika' dwu-
warto§ciows, ).

" Nic nie stoi jednak na przeszkodzie innemu doborowi aksjoma-
téw. Gdybyémy je wybrali inaczej, np. tak, ze nie wszystkie tauto-
logie dawalyby si¢ z nich wyprowadzié, stanclibyémy na gruncice
innej logiki, réznej od logiki dwuwartosciowej (por. § 9, sir. 27).

O systemach logicznyceh, réznych od logiki dwuwartodciowe;,
wspominali$my juz, méwiac o prawic wylaczonego §rodka. Mowi-
lismy tam o tym, Ze podana w § 8 deflinicja tautologii dlatego
wydaje si¢ nam poprawna, ponicwaz wicrzymy, ze kazde zdanie
jest albo prawdziwe, albo falszywe. Jesli ktof =z jakichkolwick
wezgledéw doszediby do wniosku, Ze istnicja zdania, ktére nic
sa ani prawdziwe, ani falszywe, to musialby przyjaé inng defi-
nicje tautologii i wobec tego caty rachunek zdan musiatby uledz
przebudowie.

J. Lukasiewicz, ktéry pierwszy doszedl na tej drodze do
stworzenia systemu logicznego, ré7nego od dwuwartofciowego?),
‘podawal nastepujacy przyktad zdania, ktére nic jest ani praw-
dziwe, ani falszywe: ,Od dzi§ za rok bede w Warszawic”?).
- 1) Pierwsze aksjomatyczne ujecie rachunku zdai pochodzi od logika nie-
mieckiego G. Frege'go (1848-1925), jednego z najwybitniejszych myéhicieli
nowszych czaséw, ktérego prace jednak przez dlugi czas pozostaly njezrozu-
miane, miedzy innymi wskutek jego bardzo trudnej symboliki, Inne ujecie
aksjomatyczne podali B. Russell i A.N. Whitehead w Principia Mathe-
matica (por. ods.) na sir, 21), Uklad aksjomatéw (14), (15), (16) pochodzi od
J. Lukasiewicza, najznakomitszego w chwili obecnej znawcey rachunku zdaf.

5 W rozprawece O logice tréjmartodciomej, Ruch filozoficzny 5 (1920),
str. 169-171, Logik amerykanski E.L. Post doszed! niemal w tym samym czasie
do podobnych koncepcji w pracy Introduction o a general theory of clement-
ary propositions, American journal of Mathematies 43 (1921), str, 163~ 188, Praca
Posta miala jednak charakter bardziej formalny i wydaje sic, Ze nie docenial
on filozoficznego znaczenia wielowarto§ciowych systeméw logiki,

%) Zob. ]. Lukasiewicz, Philosophische Bemerkungen zu mehrveriigen
Systemen’ des Aussagenkalkiils, Sprawozdania Towarzystwa Naukowego Warszow-~
skiego, Wydziat Ill, tom 23 (1930), str. 51-77. :

.
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Oczywicie, nie mozna przyjmowaé zasady determinizmu, jesli
twierdzi sie, Ze zdanie to dzisiaj nie jest ani prawdziwe, ani
falszywe; nie ma jednak zadnego powodu, ktéry zmuszalby nas
do przyjecia zasady determinizmu jako prawdy logicznej.
Inne przyklady podawane przez Lukasiewicza dotycza t.zw.
zdaf modalnych: Jest mozlirwe, ze ..., Jest konieczne, ze... it.p.
Zdaniem I ukasiewicza, dla takich zdah logika dwuwarto-
Sciowa nie jest wlaSciwa; stosowniejszy jest inny system logiki,
nazwany przez f.ukasiewicza logika tréjwartoéciowa. Dalsze
uog6lnienia doprowadzily Lukasiewicza do stworzenia syste-
méw logiki n-warto$ciowej i nieskonczenie wielowartoéciowe;j.
Systemy te prébowano (jak dotad zreszta bez powodzenia) zasto-
sowaé do rachunku prawdopodobienistwa.

Inne systemy logiki, rézne od dwuwarto§ciowej, powstaly
w zwigzku z implikacjg $cisla (por. § 4, str. 12)?) oraz z pewnym
pogladem na podstawy matematyki, znanym pod nazwa intuicjo-
nizmu®). Budowano takze systemy logiki wielowartoéciowej
z myéla o postugiwaniu si¢ nimi w teorii kwantéw 3.

Zagadnienie, czy rachunek zdad ,powinien” byé dwuwarto-
Sciowy, czy wielowarto$ciowy, a nawet nalezyte sformulowanie
tego zagadnienia, jest bardzo trudnym i subtelnym problemem
filozoficznym. Natomiast zrozumienie formalnej struktury syste-
méw wielowartoSciowych rachunku zdan jest bardzo latwe?).
Mozemy takie systemy budowaé badZ na drodze aksjomatycznej,
badZ okre§lajac tautologie przy pomocy réwnoéci analogicznych
do réwnoéci (1)-(3) t.zw. metoda tablicomwa. _

Je§li obieramy metode aksjomatyczng, cala trudno$é spro-
wadza sig do odpowiedniego doboru aksjomatéw. Przy metodzie
tablicowej okre§lamy sens funktoréw zdaniotwérezych przy po-

1) Zob. ksigzke Lewisa i Langforda, cytowana na sir. 12,

2) Jako dobry wstep do studium tego interesujacego pogladu sluzyé moze
praca Z. Zawirskiego, Geneza i rozmwdj logiki intuicjonistycznej, Przeglad
Filozoficzny 16 (1946), str. 165-222.

# G. Birkhoff and ]J.v.Neumann, The logic of quantum mechanics,
Annals of Mathematics 37 (1936), sir. 823-845, Przeglad i ocene krytyczna wiek-
szo$ci zbudowanych dotychezas wielowartoSciowych systeméw rachunku zdad
zawiera pieknie napisana praca: H. Weyl, The ghost of modality, Philosophical
essays in memory of Edmund Husser]l, Cambridge 1940, str, 278-303.

%) Zob. J. Lukasiewicz i A, Tarski, Unfersuchungen iiber den Aus-

sagenkalkiil, Sprawozdania Towarzystwa Naukowego Warszawskiego, Wydzial
I, tom 23 (1930), str, 1-21,
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mocy réwnodci, zawierajacych précz symboli 00 1 (dla falszu
i prawdy) jeszcze inne symbole, reprezentujace trzecia warto§é
logiczna (fub, ogélniej, inne wartosci logiczne). Np. w pierwotnym
systemic tréjwartociowym Lukasiewicza implikacja okre-
§lona jest rownodciami: -

0_'> () _ 1, 1/2—:" () :1/2, [ ““")' () =-:'().,

0—"/y=1, Yo>fy=1, Lt y==tly,

0— 1 =1, Yoo 1 =1, Lo 1 =1,
negacja za§ réwnoSciami:

0'=1, (o) =15, 17=0.

Wyrazenie jest tautologia wiedy i tylko wiedy, gdy po za-
stapieniu zmiennych symbolami 0, '/, i 1 olrzymuje ono zawsze
warto$é 1.

Powstaje tu mnéstwo zagadnieds specjalnych, nieraz bardzo
trudnych, polegajacych np. na zbadaniu, czy system okreSlony

tablicowo moze byé réwniez okre§lony aksjomalycznie 1 na

odwrét. Jest jednak jasne, ze rozwiazanic takich czysto formal-
nych zagadnieh nie przyczyni sig do'posuni¢eia naprzid istoinego
problemu, jakim jest wyéwictlenie roli i zastosowan systeméw
wielowarto§ciowych rachunku zdas.

- Doniostoéé filozoficzna tych systeméw jest wielka: samo ich
istnienie dowodzi, ze logika nie jest nauka aprioryczna w sensic
gloszenia prawd absolutnych, w ktére nic wierzyé Dbyloby
niepodobienstwem, lecz opiera si¢ ma pewnych zalozeniach
i umowach’). Ktére zalozenia sg stosowniejsze, okazaé sic moze
dopiero w toku dalszej budowy teorii, opartych na réznych
zalozeniach. Lepsze, stosowniejsze, beda te zalozenia, ktore
pozwola zbudowaé teorig, lepiej odpowiadajaca celom logiki
1 matematyki. Nie jest zreszta wylgczone, ze odmienne zalozenia
prowadzié¢ beda do teorii w réwnym stopniu stosowalnych.
Stwierdzi¢ nalezy, ze w dzisiejszym stadium rozwoju logiki

") Rézni mysliciele (lub czeSciej pseudo-myslicicle) probuja wyzyskaé ten
fakt dla uzasadnienia relatywizmu nauki w ogdle i wysnuwajy stqd daleko idace

wnioski, dotyczace nauk humanistyeznych, a nawet spolecznych, Byloby dobize,

gdyby przed wysnuwaniem tych wnioskéw ludzie ci uswiadomili sobie, ze studia
nad logika wielowartoSciowa s dopiero w powijakach { ze poza nieliczng grupks,
matematykéw, uznajacych t.zw. poglad intuicjonistyczny (na ogél humanistom
nieznany), §wiat naukowy myéli wylacznie prawami logiki dwuwartoéciowej.

[§ 13] O logikach wielowario$ciowych. 43

systemy oparte na dwuwarto§ciowym rachunku zdai pozwolity
posunaé bardzo daleko analize podstaw matematyki, podczas
gdy inne systemy logiczne nie wyszly poza najelementarniejsze
stadium rozwoju (z wyjatkiem, byé moze, logiki intuicjonistycz-
nej) i nie wida¢ na razie, czy i do czego beda w matematyce
przydatne. Z tego wzgledu nie bedziemy sie tutaj zajmowali
systemami wielowarto§ciowymi.
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ROZDZIAL. 111
KWANTYFIKATORY

§ 1. Okre§lenia i przyklady. Précz funktoréw zdaniolwdr-
czych, z kiérymi zapoznaliSémy si¢ w Rozdziale 11, wazng rolg
w wyslowieniach twierdzenn matemalycznych grajy stowa istnieje
i kazdy. Slowa te nazywamy kmantyfikatorami. Sens ich zrozu-
miemy najlepiej na przykiadach.

Rozpatrzmy np. funkeje zdaniowy,

(@-+ b)*=a® - 2ab - b

Wiemy z arytmetyki, ze jest ona spetniona praez wszystkie
liczby, t.zn. przejdzie w zdanie prawdziwe, o ile za zmicnne a i b
podstawimy nazwy jakichkolwick liczb. Fakt ten wyrazamy,
méwiac:

dla kazdego a i kazdego b jest (a-+ b)*=a2+2ab |- b®,

4amiast odla kazdego” piszemy litere [] i zapisujemy to
zdanie w postaci

[LITola+bp=a2 +2ab + b

lub krécej ) .
Tlasl(a+ b)2= a2+ 2ab -+ b2]. :

Symbol [] (sam, a takze z wypisanymi u dotu wskaznikami)
nazywamy kwantyfikatorem duzym lub ogélnym.

Rozpatrzmy, z drugiej strony, np. funkcje zdaniowa
(a+bP=2a+1.

‘ Nie jest ona spelniona przez wszystkie liczby, ale jest spel-
niona przez niektére (np. przez a=0, b=—1). Méwimy zatem:

istnieja, a i b takie, ze (a-+bP=2a--11),

) Albo: dla pewnego a i pewnego b jest (a+b)i=2a+1,

icm
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i zapisujemy to zdanie w postaci

3 i@+ b =2a+1]

lub krécej

Dalla +hp=2a+1]

Znak > (a takze ten sam znak ze wskaZnikami u dolu)
nazywamy kwantyfikatorem malym lub szczegdlormym.

Mogliby$my poprzedzié te funkcje zdaniows jednym tylko
kwantyfikatorem, duzym lub matym, i otrzymaliby$my wyrazenia:

*) [Lia+b2r=2a+1],  Dala+br=2a+1]

Mimo, iz figuruja w nich litery a i b, wyrazenia te sa
funkcjami zdaniowymi o jednej tylko zmiennej b. Mozemy bowiem
za zmienna b podstawia¢ nazwy rozmaitych liczb, otrzymujac
zdania prawdziwe lub falszywe, ale w kazdym razie nie pozba-
wione sensu. Natomiast podstawiajac np. symbol { za zmienna . a,
otrzymaliby§my wyrazenia pozbawione sensu: dla kazdego 1
(L+b2=2-1+1, oraz istnieje takie 1, ze (1+bF=2-1+1.
Méwimy, ze w wyrazeniach (¥) zmienna b jest molna (lub istotna),
a zmienna a -— zmiazana przez kwantyfikator. Zmienne zwiazane
nazywamy tez pozornymi.

Ogélnie: rozpatrzmy funkcje zdaniowa D(x, y, ..., u), w ktdrej
zmienne przebiegaja np. zbiér liczb. Poprzedzajac te funkcje
zdaniowa kwantyfikatorem []: lub 2, otrzymamy funkcje zda-
niows o zmiennych wolnych y, ..., u. Poprzedzajac t¢ nowa funkcje
zdaniowa kwantyfikatorem [, lub Dy, zwiazemy zmienna y
i mozemy postepowaé tak dalej az do wyczerpania wszystkich
zmiennych. Otrzymane w ten sposéb wyrazenie nie jest juz
funkcja zdaniowa, lecz zdaniem, wyraza bowiem ono zupelnie
okreflone twierdzenie (prawdziwe lub falszywe), dotyczace liczb.

Wypisujac wyrazenia, zawierajace kwantyfikatory i funktory
zdaniotwércze, powinni$my ujmowaé w nawiasy kazde dwa wy-
raZenia, zlaczone funktorami —, =, +, i -, jak réwniez kazde
wyrazenie, ktére poprzedzamy kwantyfikatorem lub po ktérym

. stawlamy znak negacjl.

Wyrazenie objete nawiasem, nastepujace bezposrednio po
kwantyfikatorze, stanowi zasieg tego kwantyfikatora.
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Kwantyfikator ze wskaznikiem np. x wigze zmienng x (ylko
wtedy, gdy znajduje si¢ ona w jego zasiggu. Zmienna x, nic
lezaca w zasicgu tego kwantyfikatora, nic jest praezei /.wm,/mm
i jest zmienng wolna, chyba 7ze znajduje sic w zasi¢gu innego
kwantyfikatora.

PRZYKEAD. W wyrazeniu [, {[3, (®(x, Y| — (¥ (x, 4,2))}
sasiegiem kwantyfikatora Y, jest @(x,y), a zasiggiem kwantyfi-
katora []. — cale wyrazenie w { }. Zmienne wolne zaznaczono
sty drukiem.

Konsekwentne stosowanie regul, dotyczacych nawiasow, do-
prowadzitoby do zbytniego ich nagromadzenia. Przyjmicmy zatem
skroty oméwione w Rozdziale I (§8, str. 18), a nadio regule, ze
kwantyfikatory wiaza mocniej niz funktory zdaniotworeze, Wresz-
cie, opuszczaé bedziemy nawiasy, obejmujace zasicg kwantylika-
tora, o ile w zasiggu tym znajduje si¢ wyrazenic proste, jak
np. Dx,y), x=2y-+1, la—y|<e itp.

Zgodnie z tym wyrazenia:

Zx Zx”z}p‘(xo z)—

znacza tylez co:

(2sloe >0 A2 (L0, )~ (T D]+ (0],

Rozréznienie miedzy zmiennymi wolnymi a zwigzanymi jest
stosowane nie tylko w logice, lecz i w matematyce.
1
Np. sin xy jest funkcja dwu zmiennych x iy, a fsm xydy jest

([ (x) + 0 )

O(x, y)—¥(y),

juz funkecja jednej tylko zmiennej x. Wyrazenic f [ fsin xy dy| dx
Q0 0

nie oznacza juz w ogéle funkcji, lecz liczbe:
zwigzane. Litery dx, dy, ...
ratora catkowego; np.

obie zmienne sg
stuza do ograniczenia zasiggu ope-
zmienna Yy jest wolna w wyrazeniu

cos (f]/,.__ +J) =—siny.

Uzywajac kwantyfikatoré6w, nalezy pamictaé, ze zumienna

zwigzana musi przebiegaé pewien okreSlony zbi6r

przedmiotéw,
up. liezb, _ punktéw,. funkeji i t.p.

Zdania npapisane z pomoca

icm
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. kwantyfikatoréw wyrazaja pewne fakty, dotyczace calego tego

zbioru przedmiotéw, a mianowicie, ze kazdy przedmiot tego zbioru
ma pewna wiasnoéé, albo ze w zbiorze tym istnieja przedmioty
o pewnej wlasnoéei.

W szczegblnym przypadku, gdy zmienne przebiegaja zbiér
zlozony ze skonczonej liczby przedmiotéw, np. tylko z przed-
miotéw a, b, ¢ i d, kwantyfikatory sa w ogéle niepotrzebne, gdyz:

Hx(p(x)

®(a)-P(b)-P(c)-2(d).

3. 0 =[(a) + D) + D) +

Ze wzoréw tych widaé, ze duzy kwantyfikator mozna by na-
zywaé uogolniona koniunkcja (albo uogdlnionym iloczynem logicz-
nym), a maly kwantyfikator — uogélniong alternatyma (albo uogdl-
niong suma logiczna). Uzywanie liter [] i ), ktére w matematyce
oznaczaja iloczyn i sume, znajduje w ten spos6b usprawiedli-
wienie?). ‘

Kwantyfikatory maja do§é przejrzyste znaczenie geome-
tryczne. Zalézmy, ze zmienne przebiegaja zbi6ér liczb rzeczywi-
stych i rozpatrzmy funkcje zdaniowa @(x,y). Wyrazenie Dy &(x,y)
jest funkcja zdaniows zmiennej .
Liczba a spelnia te funkeje zda-
niowa, jezeli istnieje takie b, ze aib
spelniaja funkcje zdaniowa @(x,y),
t.j. gdy (a,b) jest punktem wykresu
funkeji zdaniowej @(x,y) (por. Roz-
dzial I, § 2, str. 6). Widaé stad
(p. rys. 1), ze otrzymamy zbidr liczh
{punktéw osi odcu;tydl) speiniaja—

D).

cych funkcje zdaniowa, 2y B(x, 1),
rzutujac na of odcietych wykres
funkcji zdaniowej @(x, y).

W podobny sposéb mozna sie
przekonaé (p. rys. 1), Zze wykres

) Symbole [ i Z, jak i sama nazwa kmantyfikator, pochodza od logika
amerykanskiego Ch. S. Peirce’a (1839-1914). W symbolice Peano-Russella
duzy kwantyfikator wiazacy zmienng x oznacza sie zazwycza_y symbolem (x),
a maty — symbolem (7 x).
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funkeji  zdaniowej [l, @, y) skiada si¢ z takich punktéw a osi.
odcietych, 7e prosta o réwnaniu x==a jest catkowicie zawarta
w wykresie funkeji zdaniowej P(x,y) ).

CWICZENIA. 1. Wyr6znié zmienne woloe i zwigzane w nasiepujocych
wyrazeniach logicznych i matematycznych: :

[T, e @+1za],  [L[X, =2 > 2y +0)],

I_Ix ny [(w=2y) - (e==2y -+ D, Eu ,[70 P, 0) > Zt Dt v),
e 1010

a - % . e 'f." q
[sin ay dy, [sin x* dx + g, PP RCE L 2 v
0 ety neo1 lecl P L

9. Podaé wykresy funkeji zdaniowych:
N . N
1<x <y, Dl x <y, Dyl x T ),
w ktérych zmienne przebiegaja zbiér liczb rzeczywistych.

5. Podaé wykresy funkeji zdaniowych:

(1) X=Y1,
@ Dy e =y-2),
®) [T{z=10+@E=x+[3,x=y-4|},

gdzie zmienne przebiegaja liczby naturalne.

0dp.: Zaznaczmy w przesirzeni x,y,2 punkty o wspbhzednyceh natural-
nych (t. zw. punkty sieciomwe):

(1) Wykres sklada sie z tych punkidw sieciowych przestrzennych, kidre
leza na paraboloidzie hiperboliczne] x =y z,

(2) Wykres sklada sig z wszystkich punkiéw sieciowyeh plaszczyzny x,z
dla ktérych z=1, z co drugiego punktu prostej z=2, z co trzeciego punktu
prostej z=13 it.d.

(3) Wykres sklada sie z punktéw, ktérych odciete sq liczbami pierwszymi
Inb jednocia. ' :

Sprawdzié na tym przykladzie interpretacje geometryczna kwantylikatoréw,

') Geometryczna interpretacja kwantyfikatoréw stanowi podstawe waznych
zastosowad logiki do niektérych dziatéw teorii mnogoSei; por. K. Kuratowski
i A. Tarski, Les opérations logiques et les ensembles projectifs, Fundamenta
Mathematicae 17 (1931), str. 240-248. Interpretacja ta (lecz nie jej zastosowania)
znana byla zreszts juz dawniej; ob. K. Schridey, Vorlesungen ither die Algebra
der Logik, tom 3, Lipsk 1895, str. 52 i H. Weyl, Das Kontinuum, Lipsk 1918, sir. 15,

I§ 2] Kwantyfikatory o ograniczonym zakresie. 49

§ 2. Zastosowanie kwantyfikatoréw do zapisywania twier-
dzen matematycznych. Kwantyfikatory o ograniczonym za-
kresie. Podamy tu kilka przykladéw, ilustrujacych zastosowanie
kwantyfikatoréw do formulowania tez matematycznych.

1. Definicja granicy ciagu nieskoficzonego {an):

{g=lima,}=[],[n>0 —>2J(1106A7) Jli{neN—[n>n,—> a,—g| <7]]F‘].

We wzorze tym funkcje zdaniowa neN nalezy czytaé:
n jest liczba naturalng; zmienne pod kwantyfikatorami przebie-
gaja zbiér liczb rzeczywistych.

Mozna skrécié nieco te definicje, wprowadzajac t.zw. kmanty-
fikatory o ograniczonym zakresie. [est mianowicie przyjete pisaé:

[ P(x) zamiast [1:[®(x) > ¥ ()],
Do P(x)  zamiast  D[@(x) P(x)].

Gdyby w funkcji zdaniowej @(x) wystepowala précz zmien-
nej x jeszcze inna zmienna, nalezaloby dodaé pod kwantyfika-
torem jeszcze wskaZnik x.

Stosujac kwantyfikatory o ograniczonym zakresie, napiszemy
definicje 1 w postaci: '

{g=1lim an}=[],50 XDgen [ Tnen [n > ny— |a,—g| <7l

2. Definicja jednostajnej ciaglosci funkecji f(x)
w zbiorze Z:

Hn>o Zd>0”x1xgez [jx1~x2| <d-> If(xﬂ‘—f(xz)] <nl.

Funkcje zdaniowa xx,e¢Z nalezy czytaé: x, i x, naleig
do zbioru Z.

3. Warunek Cauchy’ego istnienia granicy funkeji
f(x) dla x dazacego do a:

H’q>.0 26;0 was []xl_al < 6 : 1x2—3| < 6 - if(xﬂ_f(xz)[ <77]

4. Twierdzenie Moore’a-Osgooda. Twierdzenie to
orzeka, ze jesli funkcja f(x,y) jest dla x dazacego do a jednostajnie
zbiezna ze wzgledu na y, a dla y dazacego do b zbiezna (choéby
nie jednostajnie} dla kazdego x, to funkcja f(x,y) jest zbieina

A. Mostowski, Logika Matematyczna. 4
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dla (x,y) dazacego do (a,b). Wzorami logicznymi zapiszemy to
twierdzenie, jak nastepuje:

”ﬂ>o Zd>o ”yx;xu [lxl_&|<6"xz"““l‘(a">M(xny)'”"“f(-x'ze?/”<"'/]'
-HmH 2d>o”y:yo [Iy1—b\<5-|ya—-bi<3">1fx, yo—1 e,y <ul->
~'>I¢LZ>0 L8>0 HxlszlJz [lx;——él|<5 }x‘,——-'{ll/(s lljl'—-1)|/5 |l/u--1)|<6~>
= |F (s, y1) — Floea, ya) | <l ).

5. Hipoteza Goldbacha. Brzmi ona: kazda liczba pa-
rzysta wieksza od 4 jest suma drou liczb pierrszych nieparzystych.

Zapiszemy to zdanic przy pomocy wyrazeh logicznych oraz
dwu funkcji zdaniowych Plx,y,2) i Sk, y,2), ktore h(;dzicmy
czytaé: x jest iloczynem y i z oraz x jest sumg y i z. Zakfa-
damy, ze zmienne przebiegaja zbiér liczh naturalnych.

Zachodza oczywicie réwnowaznoSci:

(x=1)=P(x, x, x),

(w=2)=2 [(u=1) S(x,u W= [P(u, u, u)-S(x, u, wl,

(x=4)=D) [(0=2): P(x,0,0)] =2 ou [P, u, u)-S (0, u, u) P(x, v, v)],

(x>4) -_2,11[2244 (x, 2, D)= 2tuo [P(u,u,u) - S(0,u, 1) - P(z,0,0)S(x,2, 1),

(x jest liczba piermszg)=(x=1)"-] Ly P(%,y,2) = [[y==1)-F(z==1)]} =
EP(x=x3x)'”yz P(x5y5 >[P(l/=ya ) I" P(?,Z, )]}
{c jest liczba parzysta)= S (x,s, ).

Twierdzenie Goldbacha mozemy wigc napisaé w postaci:
Hx{me (w,u,u) - S, u,u) - P(z,0,0)-S(x,2,0] - s S(ac, 8,5) >
> D [(2,Sm 5,8) " P'(m,m,m)- [ Iz {P [P,y y)+P(z,2,2)]}
(XsSm,s,s)) - P Hyz (n,y,2)—~>[P(y,y,y)+P(z,z )]}-S(x,m,n)]}.

Mozna tez latwo wykazaé, ze twierdzenie Fermata- (doty-
~czace . nierozwiazalnoSci w liczbach calkowitych réwnania
s"+yr=2z" dla n>2) daje si¢ napisaé przy pomocy symboli
logicznych i funkeji zdaniowych P(x,y,2) i S(x,y,2), o ile n jest

(m,y,2)

n n,n

1) Zob. Archie Blake, A Boolean derivation of the Moore-Osgood
theorem, The Journal of Symbolic Logic 11 (1946), str. 65-70,

icm
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jakakolwiek dang liczba, np. n=3 lub n=5 it.d. Znacznie
trudniej natomiast byloby napisaé przy pomoecy tych §rodkéw
twierdzenie Fermata dla dowolnego n czyli zdanie

nyzn [(71‘ > 2) = (x" + Yy z"].

Glebsze badania wykazuja jednak, ze jest to mozliwe ).

CWICZENIA. 1. Napisaé z pomoca symboli logicznych nastepujace zdania:

(a) dwie proste réwnolegte do trzeciej sa do siebie réwnolegle,

(b) jesli dwie proste nie sa réwnolegle, to maja punkt wspélny.

Wskazéwki:
funkeje zdaniowe:

(a) wprowadzié¢ funkcje zdaniowa k|l (b) wprowadzié
kiil, k jest prosta, A4 jest punktem, .1 lezy na k.

2. Napisaé przy pomocy kwantyfikatoréw o ograniczonym' zakresie defi-
nicje zbieznosci ciagu funkeji {f,(x)} w kazdym punkcie zbioru Z i definicje
jednostajnej zbieznoSci tego ciaggu w zbiorze Z.

* 3, Napisaé przy pomocy kwantyfikatoréw funkcje zdaniowa: f(x) ma
pochodna w punkcie x.

§ 3. Reguly wnioskowania. Tautologie. W §1 i §2 zapo-
znaliémy sie z rozmaitymi funkcjami zdaniowymi, zawierajacymi
kwantyfikatory. Niektére z tych funkeji zdaniowych sa praw-
dziwe, inne falszywe. Zasadniczym naszym zadaniem — podobnie -
jak w Rozdziale II — bedzie zbadanie tych wyrazed, ktére sa
prawdziwe, 1 to nie ze wzgledu na tres¢ wystepujacych w nich
pojeé pozalogicznych, lecz o ktérych prawdziwosei decyduje
sama ich budowa. Méwiac nieco dokiadniej, bedziemy rozpatry-
wali wyrazenia, dajace sie zbudowaé przy pomocy kwantyfika-
torow i funktoréw zdaniotwérezych z funkeji zdaniowych:

® : P (), 8(x,y.2), ...,

i wéréd wszystkich tych wyrazen bedziemy poszukiwali takich,
ktére sa prawdziwe dla dowolnych funkeji zdaniowych (3)2).
Wryrazenia te nazwiemy — podobnie jak w Rozdziale Il — taufo-
logiami lub pramami logicznymi. Graja one zatem w rachunku
kwantyfikator6w te samg role, jaka odgrywaly w rachunku zdah
tautologie okreslone w Rozdziale IL

Y(x, y),

1) Ob. K. Gsdel, Uber formal unentscheidbare Sétze der Principia Mathe-
matica und verwandter Systeme, I, Monatshefte fiir Mathematik und Physik 38
(1931), str. 173-198.

9 Litery &, &, 0, sg wiec tu zmiennymi,
wszystkich funkeji zdaniowych.

przebiegajacymi zhiér

4*
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Zagadnienie nalezytego okreslenia tautologii jest jednak
w rachunku kwantyfikator6w bez poréwnania trudniejsze niz
w rachunku zdan. Pochodzi to stad, ze zdania majg tylko dwie
warto$ci logiczne, prawde i falsz, funkcje zdaniowe za$ nie sag
ani prawdziwe, ani falszywe, lecz ich warto§é logiczna zalezy
od wartoéci, jaka nadajemy wystepujacym w nich zmiennym.
Na ogoél tych wartoéci jest nieskonczenie wiele (np. w przypadku
zmiennych przebiegajacych zbiér liczb, punktéw, it.p.); dlatego
rachunek kwantyfikatoréw jest w odréznieniu od rachunku zdan
systemem infinistycznym: nie mozna oczekiwaé, ze uda si¢ nam
znalezé metode prob podobna do sprawdzania sposobem zerowo-
jedynkowym, ktéra by pozwolifa w zupelnosci scharakteryzowaé
tautologie.

W niektérych prostych przypadkach mozemy zorientowaé
sie na podstawie znaczenia, jakie przypisujemy stalym logicz-
nym (funktorom zdaniotwérczym i-kwantyfikatorom), ze rozpa-
trywane wyrazenie jest prawdziwe dla wszelkich funkcji zda-
niowych w nim wystepujacych. Tak jest np. z wyrazeniem

[1:[®(x) > ®(x)].

Juz jednak dla nieco dluzszych wyrazen ta metoda, oparta
na bezposrednim wgladzie w sens wyrazenia, zawodzi. Nie jest
na przyklad bezpoérednio widoczne, ze wyrazenie

nny nu Eo ['I"{u, D)+ (b[x, y]l

jest prawdziwe dla kazdej funkcji zdaniowej @.

Z tego wzgledu, jak rowniez z uwagi na to, ze pojecie praw-.

dziwoéci zdania nie jest bynajmniej jasne i zrozumiale samo
przez sie, musimy rozejrzeé¢ sie za pewna metoda, ktéra pozwa-
lalaby nam ustalaé prawdziwo§é zdan niezaleznie od wszelkich
intuicji. ;
Metoda, ktéra sie posluzymy, nosi nazwe aksjomatycznej.
Przyjmujemy w niej najpierw pewne okreslone wyrazenia za
tautologie podstawowe (aksjomaty), nie uzasadniajac blizej ich
wyboru. Naturalnym jest przyjecie za tautologie podstawowe
wszystkich tautologii rachunku zdan i wszystkich ich podstawien.
Przyjmujemy nastepnie kilka t.zw. regul mwnioskomwania, t.j.
operacji, ktore, wykonane na wyrazeniach, daja nowe wyrazenia.
Wybér tych regul jest zasadniczo dowolny; dbaé jednak bedziemy
o to, by reguly wnioskowania, zastosowane do zdah intuicyjnie
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prawdziwych, prowadzity znéw do takich zdan. W przeciwnym
razie budowany przez nas rachunek bylby tylko formalng gra,
nie za§ systemem logicznym, dajacym si¢ stosowaé w praktyce.

Potem juz okreSlamy tautologie jako wyrazenia, dajace sig
uzyskaé z aksjomatéw przez wielokrotne stosowanie regul wnio-
skowania.

Zaznaczmy od razu, ze metoda aksjomatyczna ustepuje pod wieloma wzgle-
dami metodzie sprawdzania zerowo-jedynkowego. W rachunku zdah moglismy
0 kazdym dowolnie danym wyrazeniu rozstrzygnaé (dokonunjac skonczonej liczby
préb) czy jest ono tautologia, czy nie.

Natomiast przy metodzie aksjomatycznej nie wydaje si¢ to a priori moz-
liwe, Mozemy sprawdzié czy jedno-, dwu-, trzy-.. i n-krotne stosowanie regul
wnioskowania do okreélonych aksjomatéw doprowadzi nas do danego wyrazenia,
czy nie doprowadzi. Jesli jednak wynik jest negatywny, to nie wiemy, czy jest
to spowodowane tym, ze w ogéle dowdd nie istnieje, czy tez tym, ze dowdd
wymaga wiekszej liczby krokéw dowodowych.

Druga wada metody aksjomatycznej lezy w tym, ze nie daje nam ona
zadnej pewno$ci, czy w wyniku stosowania regul wnioskowania do aksjomatéw
otrzymamy wszystkie wyrazenia intuicyjnie prawdziwe, czy tylko niektére.

Dyskusja obu wspomnianych tu zagadnien zajmiemy sie szerzej w Roz-
dzialach XI, § 8, XIII, §§6-8 i XIV. Na razie zauwazymy tylko, ze mimo brakow
i wad metody aksjomatycznej jest ona najdoskonalsza ze wszystkich, jakie
znamy, i wiele kryteriow obiektywnych $wiadezy o tym, ze zastgpienie jej
metods istotnie lepsza nie jest mozliwe.

Przystagpimy obecnie do oméwienia regul  wnioskowania.
Wszystkie one maja postaé nastgpujaca: jesli pewne wyrazenie
(lub wyrazenia) zostaly juz uznane za prawdziwe, to wolno tez
uznaé za prawdziwe nowe wyrazenie, powstajace z danych przez
zastosowanie jednej z nastepujacych operacji:

1. Operacja odrywania. Operacja ta prowadzi od wy-
razen @ 1 ®> ¥ do wyrazenia V.

W mysl wyjasnien z Rozdzialu 1l, § 4, str. 11, operacja ta
prowadzi zawsze od dwu wyrazen prawdziwych do wyrazenia
prawdziwego.

2, Operacja podstawiania. Operacja ta prowadzi od
funkcji zdaniowej @(x), zawierajacej zmienna wolng x, do
funkeji zdaniowej @(y), powstajacej z @(x) przez zastapienie
zmiennej x zmienna y na kazdym miejscu, -gdzie zmienna x jest
wolna, jednak przy zaloZeniu, Ze zmienna y nie stanie sie zwig-
zana na zadnym miejscu, na ktérym zmienna x byla wolna.
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Jesli zalozenie to nie jest spelnione, to operacja podsta-
wiania wykona¢ si¢ nie daje.

Latwo zorientowaé si¢, ze operacja podstawiania prowadzi
od funkeji zdaniowej intuicyjnie prawdziwej znow do takiej
funkecji zdaniowej. Istotnie, prawdziwoé§é funkcji @(x) znaczy, ze
kazdy przedmiot spelnia te funkcje zdaniowa, a ta wlasno§é jest
niezalezna od tego, czy za zmienna wezmiemy litere x, czy y.
Zastrzezenie, by zmienna y po podstawieniu nie stala si¢ zwia-
zana, wynika z odmiennej roli zmiennych wolnych i zwiaza-
nych; utozsamienie zmiennej wolnej i zwigzanej -zmieniloby
wiec tre§¢ wyrazenia.

PRZYKEADY. Podstawienie zmiennej y za zmienng x w funk~
cjach zdaniowych:

[LI®(x,w) » ¥)],  e[@(x) + [T, ¥(x, Yl > 3.6, y, ),

daje:
[.[2(, v > P,

W funkeji zdaniowej
2P, y) - [[.6(x, y, v

podstawienie zmiennej y za zmienng x jest niewykonalne, bo
po podstawieniu zmienna wolna x, wystepujaca w poprzedniku,
przeszlaby na zmienna zwiazana. Podobnie, niewykonalne jest
podstawienie zmiennej x za zmienng y w funkcji zdaniowej

(*%) =1 [l:lx+1) > (y <)

Widzimy na tym przykladzie celowos§é zakazu, ograniczaja-
cego wykonalnoéé podstawiania. Jesli zmienne przebiegaja zbior
liczb naturalnych, to funkcja zdaniowa (**) jest prawdziwa. Jesli
jednak zastapimy zmienng wolng y przez zmienng x, to otrzy-
mamy funkcje zdaniowsg

Zx I(D(x) - ”y Ep‘(x, y]] - Zu@(y’ Yy, u)~

(r=1) > [L:[(x + 1) > (x <],

ktéra juz nie jest prawdziwa. Istotnie, liczba 1 nie spelnia tej
funkcji zdaniowej, gdyz po wstawieniu jedynki na miejsce zmien-
nej wolnej x, otrzymujemy zdanie falszywe: jesli 1=1, to kazda
liczba rézna od 1 jest mniejsza od samej siebie. .
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3. Operacja opuszczania duzego kwantyfikatora.
Operacja ta prowadzi od wyrazenia ®—[][.¥(x) do wyrazenia
D - ¥(x). :

Znéw latwo sie przekonaé, ze operacja ta, zastosowana do
funkcji zdaniowej prawdziwej, daje w wyniku zawsze funkcje zda-
niowg prawdziwa. Istotnie, prawdziwo$¢ wyrazenia @ - J1.%(x)
znaczy, ze jeSli spelnione jest @, to dla kazdego x zachodzi ¥(x).
Zatem jesli spelnione jest @, to musi byé spelnione i ¥(x), a wu;c
implikacja @ — ¥(x) jest prawdziwa.

- 4. Operacja opuszczania malego kwantyfikatora.
Operacja ta prowadzi od wyrazenia 2:P(x)> ¥ do wyrazenia
D(x) >V,

Zal6zmy prawdziwo$¢é wyrazenia 2« ®P(x) > ¥. Jesli spelnione
jest wyrazenie @(x), to spelnione jest tez wyrazenie D D(x),
a wiec w mysl zalozenia spelnione byé musi i wyrazenie Y.
Widzimy zatem, ze prawdziwo$§é zdania (lub funkeji zdaniowej)
2«P(x)>¥ pocigga za sobg prawdziwo§é funkeji zdaniowej
D(x) > V.

5. Operacja dolaczania duzego kwantyfikatora.
Operacja ta prowadzi od funkeji zdaniowej @ - ¥(x), w ktorej
poprzedniku nie wystepuje zmienna wolna x, do funkeji zdanio-
wej lub zdania @ - [[. ¥ (x). Jesli zmienna x jest wolna w po-
przedniku funkcji zdaniowej @ —¥(x), to operacja dolaczania
kwantyfikatora duzego wykonaé sie nie daje.

Aby wytlumaczyé intuicyjng tre§é tej operacji i znaczenie
zastrzezenia, by zmienna x nie wystegpowala w poprzedniku
jako zmienna wolna, zalézmy prawdziwo§é wyrazenia @ - ¥(x)
i przyjmijmy, ze zmienne przebiegajg zbiér liczb naturalnych.
Zdania (lub funkcje zdaniowe):

D->Y(1), DY), @ ¥(3),

sg wigc wszystkie prawdziwe, a to nie znaczy nic innego, jak
tylko, ze wyrazenie ® - [[.¥(x) jest prawdziwe. Oczywiscie, nie
mogliby$my tak wnioskowaé, gdyby zmienna x byla wolna w @;
mozna by wtedy tylko twierdzié, ze zdanie [[.[®(x) > ¥(x)] jest
prawdziwe,
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6. Operacja dolagczania malego kwantyflikatora,
Operacja ta prowadzi od funkeji zdaniowej @fx) »¥, w kidrej
nastepniku nie wyslepuje zmienna wolna x, do zdania (111]‘)
funkeji zdaniowej) . ®(x)-> W,

Zalézmy prawdziwo$é funkcji zdaniowej @ (x)->¥ i pray-
pu$émy, ze istnieje przedmiot x,, spelniajacy poprzednik. Zdanie
D (xo) jest wige prawdziwe, a poniewaz implikacja @ (x,) > ¥ jest
prawdziwa na mocy zalozenia, wice i zdanie ¥ musi byé praw-
dz%we. Zatem zdanie (lub funkeja zdaniowa) D, d(x) > ¥ jest praw-
dziwe i widzimy, Ze stosowanic operacji dotyezania matego kwan-
tyfikatora do funkeji zdaniowej prawdziwej prowadzi do zdania

(lub funkcji zdaniowej) prawdziwej. Jasne jest (ez, dlaczego nie-

zbednie jest zastrzezenie, by zmicnna x nic wyslepowala w na-
stepniku jako zmienna wolna: w przeciwnym razie z prawdzi-
wosci funkcji zdaniowej @(x) > ¥ nic wynikalaby prawdziwoéé
zdania @(xy) > ¥, lecz prawdziwosé zdania @ (i) > Wix,), a wige

* moglibySmy wywnioskowaé stad tylko, 7ze prawdziwe jest z(lanic
(lub funkcj‘a zdaniowa) Ex(l)(x) > D Y (x).

7. Operacja uogélniania. Operacja ta prowadzi od

funkcji zdaniowej @ (x) do funkeji zdaniowej (lub zdania) | Lo (x).h'

Uzasadn-lezne. intuicyjue jest w tym wypadku oczywiste (por.
podane dalej éwiczenie 1, str. 58). '

- ) o . . .
Zauwazmy wreszcie, ze wybér zmiennych a i y przy formulo-

waniu regul 2-7 jest nicistotny. Bedziemy stosowali te reguly do’

_]aklchkolwml'( z.mien_nych, a wige np. dotgezali kwantyfikator [[.
.lub' podstawiali zmienng u za zmienng # i t. p. — oczywiscie
o ile spelnione sa warunki, w ktérych operacje te daja sic

wykonaé.
Mozemy podaé obecnie dokladne okreslenic tautologii.

Definicja tautologii. Zdanie (lub funkcja zdaniowa) @

: Z . ] ?

() o, 0,

viesy D,

.speiniajqcych nastepujace trzy rarunki:
1° @, jest identyczne z ®;

icm
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20 @, jest tautologia rachunku zdan lub porvstaje z tautologii
rachunku zdan przez podstamienie peronych mwyrazen na miejsce
zmiennych zdaniorych;

30 jedli 1< i <n, to ®; bads jest tautologia rachunku “zdan
(lub jej podstarieniem), badZ porostaje z jednego lub drou wyrazeri
@j, (gdzie j<i oraz k<i) przez zastosomwanie jednej z ope-
racji 1-7. ‘

Zamiast méwié: @ jest tautologia, pisaé bedziemy krétko @
podobnie jak w Rozdziale I[; czesto bedziemy jednak dodawali
slowo tautologia nawet wtedy, gdy wystepujacy po nim znak -
czyni je wladciwie zbytecznym. '

Ciag (+*) nazywamy domodem zdania (lub funkcji zdaniowej) .

Przyklady tautologii poznamy w § 4; tutaj zwrécimy jeszcze
uwage na doniosfo$é tego pojecia i podanego tu jego okresle-
nia. Méwili§my juz poprzednio, ze zadaniem logiki jest badanie
formalnych kryteriéw prawdziwoéci zdad. Tautologie sa wlaénie
takimi zdaniami prawdziwymi formalnie; ich prawdziwo§¢ nie
wynika ze znaczenia wystepujacych w nich pojeé pozalogicznych,
ani tym bardziej nie musi byé uzasadniona przez poréwnanie
z doéwiadczeniem (jak tego wymaga uzasadnienie praw przy-
rodniczych): prawdziwo$é tautologii wynika z samej ich budowy.
Jest jasne, ze zdania takie wyrazaja najogélniejsze prawa, na
ktérych opieramy sie w kazdym rozumowaniu.

Okreélenie tautologii, z ktérym zapoznaliSmy si¢ przed chwila,
pozwala uzasadniaé te prawa w spos6b zupelnie mechaniczny,
nie odwolujac si¢ do zadnych intuicji, ani innych praw logicz-
nych. Posiadanie takiej metody dowodéw jest oczywiicie bardzo
wazne z uwagi na to, ze tautologie logiczne maja byé wlasnie
podstawowymi prawami my$lenia, na ktérych wszystkie inne beda
sie dopiero opieraly. Jednoczesnie stykamy si¢ tutaj po raz pier-
wszy z charakterystyczna dla logiki tendencja zastgpowania ro-
zumowan intuicyjunych formalnymi przeksztalceniami wzoréw lo-
gicznych ).

1y My$l zastapienia rozumowaf rachunkiem formalnym powzigl pierwszy
G.W. Leibniz (1646-1716). Przypisywal on tej myéli wielka doniosto$é, piszac:
.,Nikt inny, sadze, tego nie spostrzegl, bo inaczej... porzicilby roszystko, aby sie
tym zajaé; nic borwiem miekszego czlowiek nie moze dokonac*. Leibniz sam
nie wprowadzil jednak myé&li swej w zycie i dopiero w XX wieku udalo sie ja
urzeczywistnié (zapewne jeszcze w sposob daleki od doskonalosei).
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CWICZENIA, 1. Udowodnié, nic opicrajae si¢ na regule uogdlniunia, e
jedli @), to ][, B,

Odp.: Dowodem tautologii l-—”x () jest cing funkeji zdaniowyeh

B(x) > I(p > p) > D), D), (po>p)> D) (porp) > [ ), pop, | [ 000
poprzedzony dowodem funkeji zdaniowej @ (x).

Czwarta z nich otrzymuje si¢ 2z {rzeciej przez zastosowanie operacji doly-
czania kwantyfikatora ogélnego,

2. Wykazaé, ze jedli kd-»¥(x) i zmienna x nie jest wolna w @,
to & -]]gum T

Uogélnié w podobny sposéb.inne reguty wnioskowania na kwantyfikatory
o ograniczonym zakresie.

3. Udowodnié, ze podana w tekéeie definicjn taulologii réwnowazna just
nastepujacej:

@ wledy i tylko mwledy, gdy isinieje clyg Byo By D, Luki, 2e:
(%) @, jest idenlyczne z @;

52 ). @, badz jest podstamieniem fawtologii rachunku zdait, byd% ma Jedny
z postaci:

[[2& >0, w@-3, 00, 6=][.6 o6=Y0,

gdzie zmienna x nie jest wolng v O (litera x w tych wyrazeniach moze byé
przy tym zastapiona jakakolwiek inna);

. (3% jedli 1< i <n, to byds @, spelnia warunek (%), badZ istniejy fakie
mniejsze od i lezby j,k, ze @, powstuje z @; przez operacje podstawiania,
albo @, pomwstaje z @; i @y przez operacje odrywanid, albo rreszcie @) ma
postaé W(x) - O(x), a @; postac [[: ) [ [ 6(x) lub postad 2l = 3 6 (x)
(litera x moze byé przy {ym zastapiona dowolng inng zmiéimm).

§ 4. Przyklady tautologii. Przystepujemy obecnie do wy-
prowadzenia na podstawie definicji, podancj w §3, szerégu waz-
nych tautologii, na kiére bezustannie powolujemy si¢ w najprost-
szych nawet rozwazaniach matematycznych. Nie majac zdefinio-
wanego ogct»lnie pojecia funkeji zdaniowej, wzory, jaicie podamy,
uznac musimy raczej za schematy taufologii niz za konkretne
Lautl(:lo?e: Fl,of}j)ielzo‘zastqlzlujqc wyrazenia @ (x), ¥(x), (l)(aé,y) itd.

onkretnymi tunkcjami ‘zdaniowymi, otrzvmamy z tv 3ma-
i bt tJologie,' lowymi, otrzymamy z tych schema

(1) H 11 #(x) > o(y).
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Dowéd. Z =[] ®(x)>]]- D(x) otrzymujemy — [ ®(x) - D(x),
stosujac operacje opuszczania duzego kwantyfikatora. Nastepnie
podstawiamy zmienna y zamiast zmiennej x (zakladamy tu mil-
czaco, ze spelnione sa warunki, w ktérych operacja podstawiania

jest wykonalna, a wiec ze zmienna y po podstawieniu nie stanie -

sie nigdzie zmienna zwiazana).

- Tautologia (1) nosi nazwe prawa dictum de omni. Stwierdza
ona, ze jeéli wszystkie przedmioty (rozwazanego zbioru) maja
pewna wlasno$§é, to i dowolny poszczegélny przedmiot nalezacy
do tego zbioru wlasno§é te posiada.

@) = Oy 2xD(x). .
Dowéd. Z -2 -P(x) =D« P(x) otrzymujemy - @(x)'——> D B(x),

stosujac operacje opuszczania malego kwantyfikatora. Nastepnie
podstawiamy zmienna y za zmienng x, znéw zakladajac, ze ope-
racja ta jest wykonalna (dla pewnych zatem funkcji zdamio-
wych @ nalezy podstawié za zmienna x nie zmiennag y, lecz
jaka$ inng zmienng).

Zdania, zaczynajace sie¢ od kwantyfikatora szczegdlowego,
nosza nazwe egzystencjalnych. Prawo (2) podaje pewien sposéb

dowodzenia takich zdah: jeSli mianowicie uda sie nam wykazad,

ze jaki§ przedmiot a ma wlasno§é, wyrazona funkcja zdaniowa
®(x), to zdanie 2. P(x) bedzie tym samym udowodnione. Np. 2 jest
liczba pierwsza i parzysta, zatem istnieje liczba pierwsza i pa-
rzysta. Takie dowody zdah egzystencjalnych moinaby nazwaé

“dowodami przez podanie przykladu. Pézniej zapoznamy si¢ z in-

nymi formami dowodéw zdan egzystencjalnych (por.§7, str. 74),

zaznaczymy jednak od razu, ze te inne dowody nie przez wszyst-

kich logikéw sa uznawane. )
7 (1)i(2) wynika na mocy prawa sylogizmu i reguly odrywania
G) : —:9(x) > 2. 2().

Z tautologii (3) widaé, ze reguly wnioskowania dostosowane
sa do przypadku, gdy zmienne przebiegaja zbidr, zawierajacy
choéby jeden przedmiot '), w przeciwnym howiem razie nastgpnik

1) Reguly wnioskowania, dajace sie zastosowaé i do przypadku pustego za-
kresu zmiennych, podal S. Jaskowski w pracy: On the rules of suppositions
in formal logie, Studia Logica 1 (1954), str. 27-30. Latwo zdaé sobie sprawe, ze
samo uzywanie zmiennych wolpych zaklada implicite istnienie przedmiotéw,
nalezacych do zakresu zmienno$ci tych zmiennych,
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we wzorze (3) bylby zawsze falszywy, podezas gdy poprzednik
moglthy byé prawdziwy.

Jedli zatozymy, ze w @ (x) dopuszezalne jest podstawienie
zmiennej y za zmicnng x i ze zmicnna y nie jest wolna w @(x), to
bedziemy mieé tautologie (1), z kidrej przez zastosowanie operacji
dolaczania duzego kwantyfikatora otezymamy [ [« ®(x)-> ], b(y).

Réwnie fatwo wudowodnimy implikacje odwrotng. Wobee
F(p= q) =g~ p) =~ p=q)] olezymamy wigc

4 |- I1: P (x) ”ZIIJ/ B (y).

W podobny sposdb dowollzi si¢ tautologii

6)" | 2 P)= Ty 0(y).

Z tautologii 4) i (3) wynika, ze zastgpieniec w funkeji zda-
niowej zmiennych zwigzanych innymi zmiennymi (tak jednak, by
spefnione byly zalozenia, przy ktérych wyprowadzilismy tauto-
logie (4) i (5)), powoduje przejécie funkeji zdaniowej w wyrazenie
réwnowazne. lak np. dla zmicnnych, przebiegajacych zbiér liczb
naturalnych, zdania:

2ullslc+w-su<x)l  Dollyly=0v) >0 <y)

sa sobie réwnowazine; natomiast zdanie [[.2,(x <y) nic jest
réwnowazne zdaniu [ D« (x < x). .

Podobna wlasnos¢ maja takze zmienne zwigzane, wystepujace
we wzorach matematycznych: zmienng zwigzany mozna zastapié
dowolng inng zmienna, byleby Zadna zmienna wolna nie stala
si¢ wtedy zwiazana. Np.: ’

=

1‘ } 1 1
J sinxzdz = [sinxydy # [sinx?dx.
0 0

©) - I1106) > P () - D) » ¥,
Dowéd. Z (1) wynika

H 1119 () > P ()] - (D) » ¥ (y)]

(t. z0. stg_sujemy tm}tologiq (1) nie do funkeji zdaﬁiowcj ®tx), locz
do funkcji zc}anxowejl P(x) » ¥(x); tautologia (1) byla udowodniona
dla wszystkich mozliwych funkeji zdaniowych). Podstawmy teraz
w tautologii

Lo p=(g->ml->(p-q-1),

icm
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za zmienne p, ¢, r odpowiednio wyrazenia [[.[®(x)—> ¥(x)], P(y)
i P(y). Po oderwaniu otrzymamy tautologie (6). '
Prawo (6) znane bylo logice tradycyjnej i nieslusznie utoz-
samiane z t zw. sylogizmem Barbara (por. Rozdzial VI, § 3).
Na tautologii (6) opieramy sie np. w takim rozumowaniu: kazda
liczba podzielna przez 2 i przez 3 jest podzielna przez 6; 12 jest
podzielne przez 2 i przez 3; zatem 12 jest podzielne przez 0.

(?) - =L 2) » P - (T2 - [ [P ()]
Dowéd. Opierajac sie na prawie mnozenia implikacji (Roz-
dzial 11, § 10, str. 29), otrzymujemy z (1)

=1 1P() > ¥ ()] - [1e D) [ [0(x) > Pl - 2 ()

stad i z (6) wynika przez zastosowanie prawa sylogizmu
118 (x) > P ()1 [ ] 0(x) > P(y)-

Dotaczamy tu w nastepniku kwantyfikator [1, i zastepujemy
zmienna zwiazana y przez x. Wreszcie przeksztalcamy otrzymany
wzér na mocy tautologii —(p-g—=>r)=>[p—>(g—>r).

Tautologia (7) nazywa sie prarem rozkladania duzego kmwanty-
fikatora. Treéé jej nietrudno zilustrowaé geometrycznie, zakla-
dajac np., ze zmienne przebiegaja zbiér punktéw prostej. Niech
mianowicie 4 oznacza wykres funkeji zdaniowej @(x), a B —
wykres funkeji zdaniowej ¥(x). Zalozenie tautologii (7) stwierdza,
ze kazdy punkt zbioru 4 nalezy tez do B, t.j. ze A4 jest czedcia B.
Zdania [[.®(x) i [[.¥(x) orzekaja, ze 4 i B pokrywaja cala
prosta. Widzimy stad, ze tautologia (7) wyraza nastepujaca ba-
nalng prawde geometryczna: jesli zbiér punktéw A4 jest zawarty
w B i przy tym A zawiera wszystkie punkty, to i B zawiera
wszystkie punkty.

®) [T [0() > P > [ S @) > e Pl
Dowéd. Z (1) otrzymujemy
() - [1:12(x) - ¥ (+)] - [2() > ¥ ()

Z (2) wynika —¥(y)—> D P (x), skqd na mocy tautologii
=p=>q—I[r->p)—>r—>g)l
otrzymamy
(ii) H@(y) - Pyl > [P(y) > 2= (]l

-
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Opicrajac si¢ na prawie sylogizmu, otrzymujemy z (i) i (ii):
T 00 () > W] > [0() > X Wil

Zastosujmy teraz do (i) nast¢pujacy tautologic, zwany pra-
mem komutacji:

i

o> (g->nl->lq > >l
ktéra pozwala zmieniaé porzadek poprzednikéw w implikaeji
p->{(g-1). Olrzymujemy wowczas:
- y 1
@) > {11060 > ¥ (] > 2s V().

W tej tautologii dofgczamy w poprzedniku maty kwantyfi-
kator 2y (z0b. § 3, operacja 6, str. 50), po ¢zym zmieniamy zmien-
ng zwigzang y na x (por. tautologi¢ (3)). Wreszeie stosujemy
raz jeszcze prawo komutacji i olrzymujemy taulologic (8).

Tautologia (8) nazywa si¢ prarem rozkladania malego kwanty-
fikatora. Interpretacja geometryczna jest véwnie prosia jak dla
prawa (7): je§li zbior 4 jest zawarty w B, 1o z zalozenia, 7e 4
ma choé jeden element, wynika, Ze i B ma ¢hoé jeden clement.

Zblizona do (8) jest tautologia

9 100 (%) > W] -5 [ X B () - ¥,

w ktérej ¥ jest zdaniem lub funkeja zdaniows, nie zawicrajaca
zmiennej wolnej x.

Dowdéd. Prawo (1) daje‘

[ (@) - W] = [D(y) > W],

Stosujac prawo komutacji, otrzymamy

= 0) > 1[0 (x) > #]-> ¥},
po czym stosujemy to samo
logii (8).

Tautologii (9) uzywamy bardzo czesto w dowodach matema-
t}ircznych,_’ mianowicie wtedy, gdy w trakcie dowodzenia konstru-
ujemy rozne przedmioty (liczby, punkty, funkcje it.d), nie
figurujace w tezie twierdzenia, lecz potrzebne {ylko dla dowodu.

. Dla przykladu zanalizujemy -dowéd nastgpujacego twierdze-
nia geometrycznego: suma katémw mw tréjkacie rémwna sie 180°,

Rozpatrzmy dowolny tréjkat ABC. Niech k bedzie prosta,
przechodzacy przez wierzcholek C i réwnolegly do AB, a X i Y

postepowanic co w dowodzie tauto-

[s 41 Przyktady tautologti. 63

takimi. punktami tej prostej, ze C lezy mie- i b4
dzy nimi (p. rys. 2). Z pewnika Euklidesa
wynika w znany sposéb, ze kat BAC przy-
staje do kata XCA, kat za§ ABC —do
kata YCB. Zatem suma katéw tréjkata jest
réwna sumie katéow XC4, ACB i YCB,
t.j. katowi XCY czyli (zgodnie z definicja kata pélpelnego) 180°.
To rozumowanie streszcza sig w nastgpujacym wzorze:

() [lxrl(k przechodzi przez C)-(k||4B)- (X i Y leza na k).
< (C lezy miedzy X a Y)> (JA+ B+ 2XC=1809].

Z drugiej strony, pewniki geometrii pouczaja nas, ze istnieja:
prosta k, réwnoleglta do proste] 4B i przechodzaca przez C,
oraz takie punkty X i ¥ na k, ze C lezy miedzy X a ¥:

@) Dxxr [(k przechodzi przez C) - (k JAB) - (X i Y lezg na k)-
-(C lezy miedzy X a Y)].

Ze wzoréw (i) oraz (i) wyprowadzamy teraz twierdzenie
A+ B+ JC=180°, opierajac sie na tautologii (9). Przed-
miotem, zbudowanym specjalnie dla dowodu twierdzenia, jest
w tym przykladzie: prosta k oraz punkty X i Y.

Jest rzecza ciekawa, ze prawdziwa jest tez implikacja od-
wrotna do tautologii (9): ‘

10 R[S 0@ P[0 > P

Rys. 2

Dowé6d. Na podstawie prawa sylogizmu mamy:

=P » 2 D] {[Xe 0(x) > P] > [B0) - P11,
Na mocy (2) mozemy do tej tautologii zastosowaé operacje -
odrywania, co daje
=2 0) > V] > [D(y) > 1.
Pozostaje dolaczyé duzy kwantyfikator w nastepniku i zmie-
nié zmienns zwiazana y na x (na mocy tautologii (4)).‘
CWICZENIA. 1. Zanalizowaé pod wzgledem zastosowania tautologii (9)
dowod twierdzenia: jesli g =1lima, i g=lima’, fo g+ g =lim(a,-}a").
n n n
2. Zbadaé prawdziwo$é implikacjinodmotnych do (7} i (8).

3. Zbadaé prawdziwo$§é implikacji

D8 > B> [, 86 - Y, B
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4, Udowodnié, Z¢
F 3000 » Wl [ [e o) > X ),
i okaza, ze wyrazenie [ [ 16 (x) > ¥ (x)] I,}J\ ZRR ?/"(-\")] nie jest taulologiy,
§ 5. Tautologie dotyczace rozdzielnosei. Wyprowadzimy obee-
nie tautologie, ktére mozna by nazwad prawami  rozdzielnosci,

Idzic mianowicie o zwiazki migdzy. zdaniami

[Liowo ¥l i [[iowoll ¥

. . <y Y
S0 0PN i 2ab(x)o dW(x),

gdzie znak O zastapié nalezy ktérymkolwick z [unktoréw zda-
niotwoérezych dwuoargumentowych, Zauwazy, z¢ juz prawo roz-
ktadania duzego kwantyfikatora mialo charakicr takicgo prawa
rozdzielnodcei. 4 7
(t1) g0 @) - P = Lo @ [l

Dowéd. Z tautologii |-p - g->p olrzymujemy

- D(x) - Plax) > D (x).

Zastosujmy do tej tautologii operacje uogdlniania (§ 3, str. 50),
a nastepnie prawo rozkfadania duzego kwantylikatora. Tak
otrzymujemy

oraz

- [ [@() - P ()] ] [ D).
W podobny sposéb dowodzimy, z¢
1@ ) - ¥ ()] > T W (),
b= @)= [(p->1) > (p > q-1)l,

F 106 P - [T 09 - [T ¥)-

Aby udowodnié implikacje odwrotna, wychodzimy z tautologii

, FILo@ >0k i ¥ P
Mnozymy te dwie implikacje przez siebie, korzystajac z tau-
tologii = (p=>g) = [r>s)—>(p-r->q-s)] Do otrzymanej w ten
sposéb tautologii ‘

a wiec korzystajac z tautologii
otrzymamy

10 - [1 P () - d(y) - ¥ (y)

stosujemy operacj¢ dofaczania duzego kwantyfikatora i zmie-
niamy zmienng zwiazang y na x. Dowdd prawa (11) jest w ten
spos6b zakonczony.

icm
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~Geometryczny sens prawa (11) jest bardzo prosty: stwierdza
ono, ze jeSli czeS¢ wspblna dwu zbioréw liniowych 4 i B zawiera
wszystkie punkty prostej, to kazdy ze zbioréw A iB tes zawiera
wszystkie punkty prostej, i na odwrét.
Istnieje Scisly zwiazek -miedzy prawem (i11) a znanymi nam
z rachunku zdah prawami tacznosci i przemiennosci koniunkeji.-
Jesli bowiem zalozyé, ze zmienna x przebiega zbi6r skoficzony,
skladajacy sie z przedmiotéw a, b, ..., k, to mozna zastgpié kwan-
tyfikatory przez wielokrotne koniunkcje. Lewa strona prawa (11)
Jest wiee wtedy réwnowazna koniunkeji

[B(2)- ¥(a)] - [B(B)- T(B)] - .. - [B(k) - ¥ (K],
prawa za§ — kouiuchji
['@(a)-@(b) (] B LA GV 20 (k).

Na mocy; praw przemiennoéci i lacznosci koniunkecji obie
strony prawa (11} sa wiec réwnowazne. :

(12) F 2 [0(x) + P =Y. 0(x) + 3. ¥ ().

Dowéd tego prawa otrzymujemy z dowodu prawa-(11) przez
nastepujace przeksztalcenia formalne: znaki - i [] nalezy wsze-
dzie zastapi¢ przez znaki + i D, a wszystkie implikacje nalezy
zastapi¢ odwrotnymi. W pierwszej czesci dowodu nalezy sie¢ po-
wolaé na prawo rozkladania nie kwantyfikatora duzego, lecz
malego. , _

Geometrycznie prawo (12) orzeka, ze jesli suma dwu zbioréw
A i B zawiera choé jeden punkt, to co najmniej jeden ze zbioréw
A i B zawiera choé jeden punkt i na odwrét.

Prawo (12) pozostaje w analogicznym stosunku do praw prze-
miennosci i facznodci dla alternatywy, jak prawo (11) do analo-
gicznych praw dla koniunkecji. -

, Godna uwagi jest dwoistosé praw (11)i (12): zamieniajac sym-
bole []i - na 2 i +, otrzymujemy z (11) prawo (12) i na odwrét. ™~
Taka dwoisto$é wzoréw odnajdziemy w wieln jeszcze przykla-
dach. : ) : )
(13) T 26) + 12 ()] > [T [0(x) + ¥ ().
Dowéd. Z tautologii | p - (p+q) wynika

= @ (x) > [D(x) + P(x)],

A. Mostowski, Logika matematyczna. 5
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skad przez uogdlnicnie i rozklad duzego kwantylikatora otrzy-
mamy -
L T @) > [ [0 () + W),
W podobny sposéh wykazujemy, ze
IR > el 1 W),
a stad na mc;cy tautologii |- (p->r)->{(g->r) > [p Fq)>rl} wy-

nika prawo (13).
Dwoiste wzgledem (13) jest prawo

DB () )] > (B D) - D ¥ ()]
Dowéd. Korzystajac % tautologii
(P -1 8) > (p 7> g )
mnozymy przez siebie stronami implikacje :
- 0(y) > 2 (),
i otrzymujemy - . :
- () ¥(y)-> e O(x) X W),
 Wystarcza teraz zastosowaé operacjo dolaczania malego
kwantyfikatora i zmienié zmienng zwigzana Yy na . )

7 praw (13) i (14) wnosimy, Zc rozdzielnobé .kwantyi:llmtorq,
duzego (malego) wzgledem alternatywy (ko:‘f),iunkcji) zachod?n
w jedna strong. Wykazemy teraz, zc jedli tylko jeden skladnik
alternatywy (czynnik koniunkeji) zawiera zmienng, wolng x, to
rozdzielnoéé zachodzi w obie strony:

(15) - I1:1% + @@ll=1¥ + [ 2,
(16) AP P = 2 O()

Udowodnimy obydwa te prawa jednocze§nie. Z (i) .i (2)
otrzymujemy na mocy praw dodawania i mnozenia implikacji
(Rozdzial II; § 10, str. 29):

R+ L) > P+ O, |- WPy > P D Dlx).

Stosujemy teraz operacje dolaczania kwantyfikatoréw i zmie-
niamy zmienne zwigzane y na x:

) R > [T + D], el ()] > W s Pl)-

(14)

’
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- Aby wykazaé stuszno$é implikacji odwrotnych, zauwazmy,
ze z (t) i (2) wynikaja tautologie: ‘ - ‘
L B S P B, - E0(y) > D[P0
Przeksztalémy te tautologie na mocy praw rachunku zdaf:
Flp=lg+r=(p-g 1),
Otrzymamy wéwczas:"

LY+ 02 > 0y), = 0y) > (¥ S [¥ o))

Do tych tautologii stosujemy operacje dolaczania kwanty-
fikatoréw 1 zmieniamy zmienne zwigzane y na x. Przeksztalcajac
wreszcie otrzymane w ten sposéb tautologie na mocy réwno-
wazno§ci (ii), otrzymujemy:

L + ()]l » [P + [0 (x)], ¥ 2 B(x) > Ya[¥- O (x)].

Na mocy (i) wynikaja stad od razu prawa (15) i (16).

Tautologie (i) mozna by tez wyprowadzié z praw (13) i (14),
opierajac si¢ na nastepujacych dwu prawach, ktére siwierdzaja,
ze jesli poprzedzimy kwantyfikatorem wyrazenie nie zawierajace
zmiennej, to otrzymamy wyrazenie réwnowazne poprzedniemu:

(17) HILy=Y, =)=V,

Dowéd. Do implikacji — % > ¥ stosujemy w mnastepniku
operacje dolaczania duzego kwantyfikatora oraz w poprzedniku
operacje dolaczania malego kwantyfikatora. Operacje te sa wy-
konalne,, gdyz zmienna x nie wystepuje w ¥. W ten sposéb
uzyskujemy tautologie —¥-[L.¥ i +2.¥ >¥. Implikacji
odwrotnych dowodzimy, stosujac do tautologii + [[.¥—[].¥
operacje opuszczania duzego kwantyfikatora, a do tautologii
=¥ Y. ¥ — malego.

CWICZENIA. 1. Podaé przyklady funkeji zdaniowych @(x) i ¥(x), dla
ktérych implikacje odwrotne do (13) i (14) bylyby falszywe.

=g r=lg—p->r)l.

2. Z jakich praw rachunku zdat uzyskaé mozna prawa (13), (14), (15) i (16),
gdy zmienna x przebiega zbiér skofiezony?

3. Udowodnié, ze:
FI 18 =0~ [[[ 0)=]] 2]
8@ =] > [}, o)=Y, T)].
Zbadaé prawdziwesé implikacji odwrotnych.
5%
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4. Zbadaé rozdzielno§é kwantyfikalora ogdlnego i szezegdlowego wagloden
funktoréw: dyzjunkeji i jednoezesnego zaprzeczenia (por. Rozdzial 11, § 7, six, 16)

5. Uogblnié prawa (1)~(17) na praypadek, gdy wystepujo w nich szmtyhn
katory o ograpiczonym zakresic,

§ 6. Zastosowania do dowoddéw matematycznych. Podamy
tu dwa dowody matemalyezne, w ktérych korzysia si¢ z kilky
spoérod tautologii (1)-(17). i

1. Dowéd istnienia dwusiceznej dowolnego kala
przeprowadzi¢ mozna, jak nasi¢puje. Na obu ramionach kata
odktadamy od wierzchotka O odeinki OA, AB, OA’ i A'B,
W&/ystkiu praystajace do siebie (L. ], véw-
no] dfugoéci). Nastepnie tyezymy 4 z B
i Bz A Prosta k, fyczyea O 7 punkiem
przecigeia ' prostych AB i BA’, jest
dwusicezny, (rys. 3).

Rozumowanie, prowadzgee do ilego
wniosku, opiera si¢ na pewnych {wicr-
~dzeniach geometryeznyceh i na pewnych
prawach logicznych. Prayjmicmy bez do-
wodu iwierdzenia geometryczne, uza-
sadnimy za§ szczegélowo przeksztatcenia logiczne.

Funkcje zdaniowa: 4 i B lesa na jednym ramicniu kata,
i B' na drugim oraz odcinki O4, AB, OA’ i A'B’ praystaja, do
szeble zapiszemy dla krotkodci jako @(X), pray czym litera X

zastepuje tu uklad liter O, 4, A B, B'. Niech ¥(X, () bedze
funkc;q zdaniowa : |

Rys. 3.

I

C lezy na prostych AB i A'B,
O(C, k) — funkcja zdaniowa:
k jest prosty OC(
i wreszcie A (k) — funkeja zdaniowq:
k jest dmwousieczng danego kata.

Przyjmujemy za udowodnione nasigpujace cztery twierdzenia
geometryczne:

(i) _ [Ix[2(X) - Yew(X, C)),

(i) xcr [2(X)- ¥ (X, C)-0(C, k) > 4 k)],
(1) 2xP(X),

(iv)

[Ic 2 0(C k).

icm
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Pierwsze z nich orzeka, ze proste 4B’ i A’B przecinaja sig,
drugie — ze katy COA4 i COA’ przystaja do siebie, trzecie — ze
na kazdym z ramion kata mozna odlozyé odcinki 04, 4B,
04’ i A’B’ przystajace do siebie, wreszcie czwarte — ze przez
punkty O i C zawsze przechodzi prosta ).

Zastosujmy teraz do twierdzeh (i)-(iv) nast¢pujace prze-
ksztalcenia logiczne. Z (i) wynika na mocy (1):

[I[@(X)-P(X, C)-6(C, k) - A(K)].

Stosujac prawo rozkladania malego kwantyfikatora i prze-

ksztalcajac poprzednik na mocy prawa (16), otrzymamy:

?(X)-¥(X, C)- 2x0(C. k) » Xr4(k),
czyli (na mocy tautologii . (p-gor)=[g—> (p—->T1)}):
3,0(C. k) - [0(X)- ¥(X.C) » X3 A(K)l.
Zastosujmy do tego twierdzenia operacje uogélniania, a na-

stepnie prawo rozkladania kwantyfikatora [ [c. Po oderwaniu
twierdzenia (iv), otrzymujemy:

[IcloX)- ¥, C) » XAk,
i {9) wynika:

D(X)- NcP(X, C) —» 2i4(k)
Twierdzenie to przeksztalcamy na mocy tautologii

Hprgon-lp2>9—> @l

skad na mocy praw (16)

otrzymujac:
[@(X) > P C)] - [B(X) - 2 A(K].

Stosujemy znéw operacje uogélniania i prawo rozkladania
duzego kwantyfikatora. Po oderwaniu (i) wyniknie stad:

[NIx[e®) - Xea)],

czyl na mocy (9)

2xD(X) - XrA(k).

Odrywajac (iii), otrzymamy juz twierdzenie 2 A(k), ktérego
mieliSmy dowie§é.

1) Twierdzenia te mozna wyprowadzié np. z aksjomatéw geometrycznych
Hilberta. Zob. slynna ksiazke D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie,
wyd. 7-e, Lipsk-Berlin, 1930, str. 1-35.
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Widzimy z lego praykiadu, jak liczne i voznorodne 51, pPrawa
logiczne, na ktérych opiera si¢ tak proste (wicrdzenie, ‘

Zauwaznmy, e i twierdzenia (i)-(iv) mozna by wyprowadzié
podobnym rachunkiem logicznym z aksjomalow geomelrii. Wy-
wéd taki bythy jednak. niezmicrnie dtugi, Matematyk musi wige
w swych dowodach pomijaé szereg przeksztuteen logicznych
i zastepowaé rozumowaniami intuicyjuymi $wiadome stosowanie
tautologii logicznych. Kazde jednak intuicyjue rozumowanie da
sig (po wiekszej lub mniejszej pracy) zastapié formalnym rachun-
kiem logicznym,

2. Uproszczenie definicji granic y. W o lym pray-
kladzie zmienna n prachiegaé bedzie zbie N liezb naturalnych,
a zmienne x i y — zbior licsh racczywistyel. If'unkeja zda-
niowa neN bedzie wige miata takic samo znaczenic Juk w g2
(ob. str. 49, przyktad 1). :
 Zalozymy, s¢ ®(x) jest [unkejy alaniowy, dla kiorej praw-

. dziwe jest twierdzenice:

(i) 0@ (y> x) > dy)).

Ponadto oprzemy si¢ na dwu prawach aryimetyeznych:
0 [l [T Sl
( nel\n ~ xp0 LanaN\X > )
Udowodnimy nastepujacy réwnowaznodé:

[Lowow=]],0(}).

1;
n

(i)

(iv)

Z (1) i z definicji kwantyfikatorsw o ograniczonym zakresic
wynika:

0 @) = [ >0) = 00,

skad wobec |-[p—> (=7~ {5>q)>[p-> (s~ rl} otrzymujemy:

[neN) = (x> 0] 5 {[Teso® () -> [(neN) - ()]}
1
Podstawmy ufamek o % zmienng x. Po. oderwaniu twicr-

. 1 oo . '
dzenia (neN)-> (;i>0)f wynikajacego z (ii) na mocy (1), olrzymu-

ny(, D(x) - [(ne N) N fl)( )],

jémy; i |
n o 5
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a wigc po dolaczeniu kwantyfikatora [],:

[ 2@ [Loo(L).

Dla dowodu implikacji odwrotnej stosujemy (1) do () i pod-

™)

. 1 3
stawiamy zmienng x za zmienng Y, a ufamek;— za zmienng x:

q)(i) (1 >i) S ().

n n!

(vi)

Z (1) wynika dalej:

nneN {D(_iﬁ) - {neN—) @(%‘)]’
skad na mocy fautoldgii - [p— (g 1] = (prg-s—T-9):
1. o[2) e 1) of2) e ).

Na mocy (vi) wynika stad wediug prawa sylogizmu:

[T (2] el (5> ] > o0

Stosujemy teraz operacje uogélniania oraz prawa (9) i (16).
Otrzymujemy woéwezas: '

HneN 4 (";1{) . Zn [(neN)-(&> %)] - ®(x),

co mozemy tez napisaé w postaci:

[Tve(h) Deanle>3) > 0.

Zastosujmy wreszcie operacje uogélniania, dolaczajac kwanty-
fikator [].>0, i prawo rozkladania duzego kwantyfikatora:

o ”x>0 [nnewf (%) . Z"EN(x > %)] ki ”x>0 (D(x?.

Czynnik H neN @ (i) mozemy wynieéé przed kwantyfikator
n

JHs>0 na mocy praw (1.7) i(11): .

”neN dj(L) ' ”m Zn‘eN(x> ”717) - Hx>o D(x),

\ 1L
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a stad przez zastosowanie tautologii |- (p‘q' ) r? =¥ g ->(p -1
; oderwanic twierdzenia (iii) wzyskujemy implikacje

(vii) [l gp(i) 5 [ 1o 9.

Wzér (iv) jest w ten sposéb udowodniony.

‘Zauwazmy, ze zalozenie (i) jest spcln‘iorm ZaWSZe, gdy (])(.?c)
jest nieréwnoécia postaci z<x albo implikacja, kiorej nastepnik
ma te postaé. Opierajac si¢ na twierdzcniu (iv), mozemy zatem
nadaé np. definicji granicy (§2, str. 49, przayklad 1) postaé naste-
pujaca:

R
{g:hin an} E”p eN ZnoeN HnaN [(" > 1) "”’ll"wgl < rl

§ 7. Prawa de Morgana dla kwantyfikatoréw. Prawa prze-
stawiania kwantyfikatoréw. Jako dalsze prayklady taulologii
udowodnimy przede wszystkim dwie wazne tautologic, zwane
prawami de Morgana dla rachunku kwantyflikatoréw:
18 Lo =3w - (Z.ow=]l0w.

Dowéd. Z (2) otrzymujemy na mocy prawa dodawania
implikacji (Rozdzial II, § 10, str. 29):

HB)+ W] = [0 (y) -2 &)
Poprzednik mozemy oderwaé na mocy prawa wylgczonego
§rodka (Rozdziat II, §9, str. 26); otrzymujemy:
- 0(y)+ '),
skad na mocy reguly uogélniania (§ 3, str. 56, operacja 7) wynika:
- HIL o)+ 0.
Stosujac prawo (15), otrzymamy stad:

11y 0(y) -2 0 ().
Zmieniajac zmienna zwiazana y na x. i stosujac tautologic
- (P+q)E(p'—+q), otrzymamy wreszcie:
( @] >3 ).

- Dowéd implikacji odwrotnej jest ki:étsz*y‘: z (1) wynika na
mocy prawa transpozycji ‘

lf‘ (D'(y) - [”xdj(x)]’

icm
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1 wystarczy zastosowaé operacje dolaczania malego kwantyfika-
tora przy jednoczesnej zmianie zmiennej zwiazanej y na x, aby
uzyskaé tautologie

(it B2 @) > [[T- o)
Z (i) i (i) otrzymujemy pierwsza z tautologii (18). Druga

wynika z pierwszej w sposéb nastgpujacy. Stosujac udowodniona
juz tautologie do funkeji zdaniowej @'(x), otrzymamy

) FT 0] =3.0").

Ale - ¢"(x)=d(x), skad (por. §5, str. 67, éwiczenie 3):
HILo =01 1 0=, o).

Zatem z (iii) wynika: ,
(iv) I 6 @) =3 o).

Stostijac teraz tautologie -~ (p'=¢q) > (¢’=p), otrzymamy
z (iv) drugie z praw (18).

Prawa (18) pokazuja, Zze negacja zdania egzystencjalnego jest
réronomazna zdaniu ogélnemu (t.j. rozpoczynajacemu sie od du-
zego kwantyfikatora) i na odwrét. Wynika stad, ze maly kwanty-
fikator daje sie zdefiniowaé przy pomocy duzego kwantyfikatora
i negacji; podobnie, duzy kwantyfikator daje sig¢ zdefiniowaé
przy pomocy malego kwantyfikatora i negacji. .

Tautologia (iv) stuzyé moze za definicjg zdania egzystencjal-
nego. Zdanie: istnieje przedmiot, spelniajacy marunek @(x) jest
réwnowazne zdaniu: nie jest pramds, ze zaden przedmiot nie
spelnia marunku @(x). Tak np. twierdzenie: istnieja proste rém-
nolegle jest rGwnowazne twierdzeniu: nie jest pramda, ze kazde

‘dmoie proste przecinajg sie (czyli sa nie-réwnolegle); twierdzenie:

istnieja liczby pierrosze parzyste jest réwnowazne twierdzeniu:
nie jest prarda, ze kazda liczba pierrosza jest nieparzysta, i t.p.

Z tych przykladéw widaé, ze intuicyjna shisznoéé praw
de Morgana nie podlega dyskusji. Czytelnik moze sie zatem
zdziwi, gdy uslyszy, ze istnieje caly kierunek logiczno-matema-
tyczny, znany pod nazwa intuicjonizmu?), ktérego przedstawi-

") Inne nazwy: empiryzm, realizm, konstruktymizm. Twérca intuicjonizmu
jest wspélczesny matematyk holenderski L.E.]. Brouwer. Jako wstep do
studium tego ciekawego systemu logicznego polecié mozna cytowana juz na
str, 41 prace Zawirskiego. N )
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ciele zaprzeczaja stusznofci praw de Morgana. l,’t)gl‘a}(l {en
_zwigzany jest ze specyficznym pojmowanicm J{wzlull.yhkuiom
szczegblowego. IntuicjoniSci uznaja mianowicie zdanie cgzysien-
cjalne J.®(x) za prawdziwe tylko wiedy, gdy wskazana jest
metoda konstrukcji przedmiotu, spemiajacego funkeje zdaniowy
®(x). Otéz zdarzyé sie moze taka sytuacja, %e umicmy obalié
przypuszczenie [[. @(x), np. potrafimy wyprowadzié z tego przy-

puszczenia sprzeczno§é, dzigki czemu zdanic [[].o0x) jost

udowodnione, ale nie jest wskazana metoda konstrukeji przed-
miotu, spetniajacego funkcje zdaniows @'(x). Dlatego lez intuicjo-
niéci nie uznajg implikacji ([T 0@x)] - 2 @'(x), chociaz implikacja
odwrotna jest przez nich uznawana za prawdziwg. '

Poglady intuicjonistéw na znaczenie kwantyfikatora szcze-
gblowego prowadza w konseckwencji do odrzucenia nictylko praw
de Morgana, ale i wiclu innych praw rachunku kwantyfika*
toréw i rachunku zdan, np. prawa wylaczonego. drodka, z ktdrego
korzystalismy w dowodzie implikacji (i). Z wyprowadzonych do-
tychczas tautologii tylko (15) i (18) nic sg uzmawane przez
intuicjonistow,

Zwrécimy jeszcze uwage na droisto$é praw de Morgana:
- wystarczy maly kwantyfikator zastapi¢ przez duzy i na odwrét,
zeby z pierwszego z praw de Morgana otrzymaé drugic i na
odwrét. .

- Jest jasne, ze w przypadku, gdy zmicnna przebicga  skon-
czony zbiér przedmiotéw, prawa de Morgana dla kwantylika~
tor6w sa bezpoSrednimi wnioskami z praw de Morgauna ra-
chunku zdaf (por. Rozdzial I, § 10, str. 3t, éwiczenic 5).

Moina fatwo uogélni¢ prawa de Morgana na kwantyfika~
tory o ograniczonym zakresie (por. § 2, str. 49). Zachodza miano-
wicle réwnowazno§ci:

1) o2l =2 60, - [Suyo] =[Tuy 0.

Dowéd. Hgf@ ®(x) w mysl definicji jest

| | rownowaszne
zZ H;[![’(x)——) P(x). . W my$l wiec (18) '

0 Fly el =S - 0wy
' Poniewajw jednqk F1P(x) - o(x)] = W(oé) -Q’(x), wige \
() F2a ) > O = D[ )

icm
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Prawa strona jest réwnowazna z X w.®(x) w myél defi-
nicji kwantyfikatora o ograniczonym zakresie; z (i) i (ii) wynika
zatem na mocy prawa sylogizmu pierwsza z tautologii (19). Do-
woéd drugiej jest analogiczny.

Tautologie (18) i (19) daja fatwy sposéb tworzenia negacji

wyrazefi, rozpoczynajacych si¢ od kwantyfikatoréw: wystarcza

mianowicie kazdy duzy kwantyfikator zastapié malym, kazdy
maly — duzym, a po kwantyfikatorach wypisaé negacje pierwot-
nego wyrazenia podkwantyfikatorowego. Z praw de Morgana
rachunku zdaf wynika przy tym, Ze je§li tym wyrazeniem pod-
kwantyfikatorowym byta implikacja p—gq, to negacja jego jest
réwnowazna koniunkcji p - ¢’ (zob. Rozdzial 11, § 9, str. 27). -

Zastosujmy to postepowanie do przykladéw 1-3, podanych
w §2 (str. 49). Otrzymamy nastepujace réwnowaznoséci:

{ciag {a.} nie jest zbiezny do g}=
= Dy50 [ Lngern Dnen[(n > ng)- (an—g| =),
{funkcja f(x) nie_jest jednostajnie ciagla ro zbiorze Z}=
=50 [lso meez [y — 201 <) - (f (o) — Flova) = )],
funkcja f(x) nie spelnia marunku Cauchy’ego dla x-»a}=

EZ«;>0”6>02x1x2 [(‘x1;a§ <0)-(x—a|<9)- ('f(x1)_f(x2)[> "7)]

Zakohczymy przyklady tautologii trzema twierdzeniami
o przestawianiu kwantyfikatoréw.

('30) F‘Hxny‘p(xay)gnynx@(xsy)s E“Zny@(x,y)EZny@(xsy)-
Dowod. Z (1) wynika, ze
A_Hxny@(xsy)'_)ny@(xay) i

a wiec

Iy &(x,y) > O(x,y),

— Hxn_,,qj(x,y) - O(x,1).

Poniewas zmienne x i y sa zwigzane w poprzedniku, wiec
mozemy zastosowaé operacje dofaczania kwantyfikatora ogélnego.
Dolaczajac najpierw kwantyfikator []., a potem [[,, otrzymamy

T LT @(x,y) = T 1:0(x,y).
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Dowéd implikacji odwrotnej jest analogiczny. Otrzymujemy
w ten sposéb pierwsza z réwnowazno§ci (20),

W podobny sposéb udowodnié tez mozna drugic z praw (20),
Mozna takie wyprowadzié je =z pierwszego na  mocy praw
de Morgana. Istotnie, z |-[ L[], ®Ge.y)== 11, [ @ (%, 1) wynika

1

w. myél prawa transpozycji 11 Ix”_u (b'(x,y)l l”//[ [.ﬂ/”(x, y)]', ‘

skad na mocy praw de¢ Morgana:

e 2y @7, y) = iy D 07 (%, ),

a stad na mocy praw podwéjnego przeczenia otrzymujemy drugy
z tautologii (20). ~
Tautologie (20) uogdlnié mozna na wickszg iloéé¢ kwaniyfi-

katoréw. Bedziemy dla krdtkosei pisali zawsze [[e.. zamiast
Y | Y

ILI1,]1... i podobnic dla kwantyfikatoréw matyeh.

(21) =21y @G, y) = T, 2 d(x, ).

Dowéd. Z (1) i (2) wynika, z0
Iy oGxy) > d(x,y) i

a zatem

- D, y) > X Dlx, ),

{_ ny(—b(x, y) ">2-\"{p('xa y)'

Stosujac do tej tautologii operacjg dotaczania kwantylikatora
ogélnego w nastepniku i szczegblowego w poprzedniku, olrzy-
mamy wzér (21). ‘ ‘

Prawo (21) jest bardzo wasne i warto objani¢ jego sens:

poprzednik orzeka istnienie takiego przedmiotu a,, #e jakiekol-
wiek byloby b, przedmioty a i b spetniaja funkcje zdaniows
gD(x,y}. Nastepnik “ stwierdza, ze dla kazdego b istnicje takie a,
ze ai b spelniajg @(x, y). Jest wige oczywiste, ze z poprzednika
wynika nastepnik, gdyz za a wziaé mozemy] a, (bez wzgledu na
wartoSé b). -

-]eszpze wyrazniej przedstawié mozna tresé prawa (21), uzy-
Wajac. Interpretacji geometrycznej. Poprzednik stwierdza, = z¢

ﬁw&m@_«lﬁz&cagﬂ@wwww “wykresie funkeji
zdaniowej &(x,y) ( ‘ ] T ‘

P- rys. 4), a nastepnik — ze ‘kazda prosta

icm

do (21) jest mna ogél falszywa.
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_pozioma przecina wykres @(x,y) co najmniej w jednym punkcie

(p. rys. 5). Widoczne jest stad takze, ze implikacja odwrotna

Rys. 4.

Rys. 5.

PRZYKLADY. 1. W zbiorze liczb naturalnych istnieje liczba
najmniejsza (mianowicie liczba 1). Je§li wiec zmienne przebiegaja
zbiér liczb naturalnych, to

.any(xgy)-

Opierajac si¢ na prawie (21), otrzymujemy stad [[, > (x < )
t.zn.: dla kazdej liczby naturalnej istnieje liczba od niej mniejsza
lub jej réwna. '

Z drugiej strony [[,):(y <x), gdyz do kazdej liczby natu-
ralnej istnieje liczba od niej wieksza, ale zdanie 2l y< )
jest falszywe, bo nie istnieje najwieksza liczba naturalna. Widaé

_ stad, ze implikacja odwrotna do (21) jest falszywa.

2. Z analizy matematycznej znane sg rézne pojecia jedno-
stajne, np. jednostajna ciaglo$é, jednostajna zbieznosé i t.p.
Definicje pojeé¢ jednostajnych réznig si¢ od definicji pojeé ZWy-
ktych tylko kolejnoScia pewnej pary nastepujacych po sobie
kwantyfikatoréw [] 1 3.

Pokazemy to na przykladzie pojeé: zbieznoéci ciagu funkeji
{fa(x)} w kaidym punkcie zbioru Z i zbieznoici jednostajnej
tego ciagu w zbiorze Z. - :
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|

Definicje ') tych polj(;é sg naslepujace: .
Hn>0 [Leez ZnoeN Hn;nz on [(ny > nq) - (nz‘ > ng) = (|fan(x) — fua()| < nl.
Hn>0 ZnoeN HxsZ ”nlneeN [(nl > ”‘0) ) (na > n()) - (|/"1"l(x) M/lm('x'” < 77)]7

Dostrzegamy w drugim wzorze charakierystyczne dla pojeé
jednostajnych nastepstwo kwantyfikatoréw 2ol [ Loz, podezas
gdy w pierwszym wzorze nastepstwo ich jest odwrotne.

Zgodnie z tymi uwagami oraz z tautologia (21), pojecia jedno-
stajne sa na ogdl wezsze od zwyklych: ciag jednostajnie zbiczny
w zbiorze Z jest zbiezny w kazdym punkcie tego zbioru, funkeja
jednostajnie ciagla w zbiorze 7 jest ciagla w kazdym punkcie
tego zbioru i t.d. Fakt, ze pojecia jednostajne nic sy na ogdt
réwnowazne zwyklym, stanowi jeszeze jeden dowéd na, to, e
implikacja odwrotna do (21) nie jest lautologig.

Jak zauwazyliSmy juz w §4 (str. 58), prawa udowodnione w § 4,
§51§7 sa nie tyle tautologiami, ile schematami tautologii,
"Dopiero zastepujac w tych wzorach wystepujace w nich wyra-
zenia O(x), Y(x)it. d. konkretnymi funkcjami zdaniowymi, otrzy-
mujemy konkretne tautologie.

CWICZENIA. 1. Wyprowadzié tautologic (14) z (13) przy pomocy praw
de Morgana. - '

] Wsk.: Zastapi¢ funkeje zdaniowa @(x) przez rl}’(x), ca U(x) przez U(x)
1 zastosowaé prawo transpozycji.

2. Wyrazenie W nazywa si¢ dwoistym wazgledem. V, jeshi ‘pow.&stnjc ono
z‘V przez zastapienie kazdego funktora zdaniotwdrczego funktorem wzgledem
niego dwoistym (zob. Rozdzial II, §12, str. 38, éwiczenie 1) oraz kazdego kwan-
tyfikatora II kwantyfikatorem 2 i na odwrét, Piszemy wéwezas W=V,

Wykaza¢, ze z U~V wynika FV;»U, a z bUs=V wynika
= UdE Vd‘ )

Wsk.: Przeprowadzié rozumowanie takie, jak w Rozdziale II, § 12, str, 38.

3'. Napisiaé”przy pomocy kwantyfikatoréw definicje ciaglodci i résniczko-
walnoSei funkeji f [x) w punkcie x, oraz otrzymaé siad na podstawie praw
de-Morgana definicje nieciaglodel i nierézniczkowalnogei.

4. Napisaé przy pomocy kwantyfikatoréw definicje jednostajnej ciaglofei

funkeji w zbiorze Z i poréwnaé j AR o
Ja z definicjy ¢ i f : ‘
punkeie 2biora 7 ja ciaglodel funkeji w kazdym

W %) Sa to whéciw.ie tylko prawe strony definicji, czyli t. zw. difiniensy.
podobnym znaczeniu uzyliSmy juz stowa definicja na str. 49,

icm

[§ 8] Postacie normalne. e
-5. Udowodnié i objaéni¢ geometrycznie tautologie
Fw (0@ ] =[Y, 0] [X, v
6. Wykaza¢, e I [[[8x)+2] > Y [][8x)+T#H: natomiast
wyrazenie

[T 18w+ 2, 0] = 3 [ [ [0 w)+ Tt w)]

nie jest tautologia. Podaé przyklady funkcji zdaniowych, dla kiérych wyrazenie
to jest falszywe.

§8. Postacie normalne. Méwimy, ze wyrazenie W ma postaé
normalna, jeSli rozpoczyna si¢ ono ukladem kwantyfikatoréw, po
ktérych nastepuje wyrazenie wolne od kwantyfikatoréw. System
kwantyfikatoréw, umieszczony na poczatku wyrazenia W, nazywa
sie jego charakterystykq (nie wylaczamy przypadku, gdy charak-
terystyka liczy 0 kwantyfikatoréw); wyrazenie za§ bez kwanty-
fikatoréw, nastepujace po charakterystyce, nosi nazwe macierzy
wyrazenia W. '

Np. jeéli funkcje zdaniowe &(x,y) i ¥(z,u) nie zawieraja
kwantyfikatoréw, to wyrazenie '

HnyH;Hz [@(x,y) "E“ ¥(z,u)]
ma postaé normalna. Charakterystyka jest uklad kwantyfikatoréw

I Zy [1.I]., a macierza wyrazenie ®(x,y)-+ ¥(z, u).

Zastosujemy tautologie, z ktérymi zapoznaliSmy si¢ w §4,
§5 i §7, do sprowadzenia dowolnego wyrazenia do postaci
normalnej.

Tmwierdzenie 1. Jesli W ma postaé normalna, to [[.W i 2. W
tez maja postaé normalng (zmienna x moze byé przy tym zasta-
piona dowolng inna).

Dowéd wynika wprost z definicji.

Trierdzenie 2. Jedli W ma postaé normalns, to istnieje
takie mwyrazenie o postaci normalnej V, ze |-W'=V. Wyrazenie V
ma przy tym te same zmienne rolne co W.

Dowd6d. Wmyél praw de Morgana wyrazenie V, powsta-
jace z W przez zastapienie kazdego duzego kwantyfikatora malym
i na odwrét oraz umieszczenie znaku negacji po macierzy wyra-
enia W, spelnia warunek —W’=V. Tak powstale wyrazenie V'
ma oczywiScie postaé normalng i te same zmienne wolne co W.
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Twierdzenie 3. Jedli wyrazenia W i V maja postaé nor-
malng, to istnieje takie royrazenie U o postaci normalnej, ze
U= (W-V). Wyrazenie U ma przy tym te same zmienne mwolne
co W-HV.

Dowéd. Zalézmy, ze charakterystyka wyrazenia W ma n,
a chardkterystyka wyrazenia ¥ ma p kwantylikatoréw. Zastosu-
jemy indukeje wzgledem n-|-p.

Jesli n4-p==0, to twierdzenic jest oczywiste, Zatézmy zatem,
se n+p=Kk>0 i ze twierdzenic jest prawdziwe dla takich
wyrazei W i V, dla kiérych suma n--p jest mnicjsza od k.

Wobec k>0 charakterystyka jednego z wyrazen W iV za-
wiera co mnajmniej 1 kwantyfikator. Mozemy zatozyé, 7e od
kwantyfikatora rozpoczyna si¢ np. wyrazenic V. Allernatywa
WV ma wige jedna z postaci:

I’V‘i“[}x I/’j, I’V’“‘I‘"Zm Vl .t
- Zmienng zwiazana x mozemy na mocy lautologii (4) i (5)
zamieni¢ na inna zmicona, nie wystepujaca w W. Mozemy za-
tem od razu zalozyé, ze zmienna x nie wystepuje w W. Na mocy
tautologii (15) i (16) alternatywa W--V jest wige réwnowaina
jednemu z wyrazen
Hx(VV"]‘VD: Zx(W”[Vl)
Suma n-+4-p dla wyrazenia W--V, jest mnicjsza od k.
W myél zalozenia indukcyjnego istnicje wice wyrazenie U, o po-
staci normalnej takie, ze |—(W-+V)==U, i zmienne wolne w U,

sg te same co w WV, Alternatywa W--V jeslt wice réwno- |

wazna jednemu z wyrazen
—_
” x U.‘l ’ Zx U] >
kiére w mysl twierdzenia 1 maja postaé normalng, pray czym
- zmienne wolne w 1ych wyrazeniach sa oczywifcie e same co
w W-V. Twierdzenie 3 jest w ten sposéh udowodnione.
Z twierdzen 1-3 wynika jako atwy wniosck
Trwierdzenie 4. Dia kazdego myrazenia W, ktdre porvstaje
'z funkcji zdanioroych bez kroantyfikatorém praez laczenie ich funk-
torafmz zdaniotrodrezymi, poprzedzanie  krantyfikatorami  oraz
umieszczanie pod znakiem negacji, istnicje takie wjraienie V
o postaci normalnej, ze |-V=W i pray tym zmienne wolne w V
sq te same co m W. '

icm
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Dowdd. Twierdzenie 4 jest oczywiste dla wyrazed bez
kwantyfikatoréw. Z twierdzen 1-3 wynika, ze jeéli iwierdzenie 4
zachodzi dla wyrazein W, i W,, to zachodzi ono tez dla wyrazen

[ Wi, 2:Wu WL i Wit

Poniewaz wszystkie funktory zdaniotwércze daja sie wyrazié
przy pomocy alternatywy i negacji, wiec wnosimy stad, ze twier-
dzenie jest prawdziwe takze dla wyrazen

W, W, W,»W, i W,=W.

Twierdzenie 4 jest wigc prawdziwe dia wszelkich wyrazen,
powstajacych z funkcji zdaniowych bez kwantyfikatoréw przy
pomocy wymienionych w tym twierdzeniu operacji.

PRZYKL.ADY. 1. SprowadZmy do postaci normainej wyrazenie
) 2y 0x,y) > I1, s 0, y).

 Zmieniamy w tym celu zmienne x i y w poprzedniku na
u i p oraz wyrazamy implikacje przez alternatywe. otrzymujac

Hu ZU.@I(us D)+Hy 23: D(x, y).

Stosujac teraz tautologie (15) i (16), przeksztalcamy kolejno
to wyrazenie w nastepujacy sposoéb:

nu L_S_:D ' (u, D) + Hy Zx @(x;y)] s [Iu Zv [@"(u, D) _;*Hy Zx D(x, y)l,

[ 2 Lo wo)+ 2oyl [Lu2o[]y 21 o)+ 0, y)l.
Sprowadziliémy wige dane wyrazenie do postaci normalnej.
Mozna tez wynie$¢ kwantyfikatory przed nawias w innej

kolejno$eci. Wyrazenia

I]u Hy Zv .jx [(Z),(ua D)_;_ O (x, y)l i ”y Zx]]u Ev [QY(U, D)+¢(xs y)] )

sg takze réwnowazne danemu wyrazeniu. Sprowadzenie do po-

staci normalnej daje sig¢ wigc na ogél wykonaé na wiele sposobow.

2. Sprowadzimy do postaci normalnej implikacje

(11) rIny@(x;y)”}Exny @(x:y)’
odwrotna do (i). Stosujac analogiczne postepowanie jak w przy-
kladzie 1, dojdziemy do jednego z wyrazen:

Zu IYquI_.,y {@’(Ufu)‘l_@(“& y)]. ZxZu ny ]YD {@/(U: ll)-*—d’(ﬁu‘, y)}

A. Mostowski, Logika matematyvezna. . 6
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82 ROZDZIAE III. Kwantyfikatory.

WleHIlY z tych przykladéw, ze postacie nolmalne tautologii
nie réznia si¢ niczym szczegélnym od postaci normalnych do-
wolnych wyrazen. W. przeciwiefstwie wiec do rachunku zdan
(por. Rozdzial I, §11, str. 35, tw. 9) nie mozna przez analize
struktury wyrazenia o postaci normalnej rozstrzygnaé od razu, czy
jest ono tautologia.

CWICZENIA. v'1.'Sprowadzié do postaci normalnej tautologie (1)-(21).

2. Kazde wyrazenie mozna przeksztalcié na réwnowazne wmu wyrazenie -

o postaci normalnej, kiérego charakterystyka rozpoczyna si¢ du/ym kwantyfi-
katorem, a koficzy maltym.

Wsk.: Oprzeé sie na tautologii
FW =W+ 00 Do @]

i sprowadzié prawg jej stron¢ do postaci normalnej.
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CZESC DRUGA

ROZDZIAL IV

ALGEBRA ZBIOROW I RELAC]I
i

§ 1. Zbiory i relacje. W CzeSci pierwszej tej ksiazki zajmo-
waliémy si¢ badaniem praw logicznych, na ktérych opiera sie
kazde rozumowanie .matematyczne. W Czeéci drugiej badaé
bedziemy tresé pojeé, z kiérymi mamy do czynienia w mate-
matyce, a wigc pojeé takich jak liczba, funkeja, dzialanie i in.
Wykazemy, ze wszystkie te pojecia daja sie sprowadzi¢ do dwu:
zbioru 1 relacji, ktérych juz okreslaé nie bedziemy; objaénimy
jednak ich znaczenie na przykladach.

Bedziemy zakladali, ze w kazdym rozumowaniu dany jest
pewien dowolny, lecz w ciagu tego rozumowania juz nie ulega- -
jacy zmianie, zesp6l przedmiotéw. Bqdz1emy go nazywali zbiorem
pelnym i oznaczali przez 1.

Aby dopoméc wyobrazni, mozemy np. zalozyé, ze 1 sklada
sie z liczb natmalnych albo z punktéw plaszczyzny, albo z figur
geometryczaych 1 t. p.

Kazda wlasno§é plzednnotow wyodrebnia ze zbioru pelnego
pewien na. ogél inny zespdl przedmiotéw, mianowicie zespél tych
przedmiotéw, nalezacych do zbioru pelnego, kiére te wlasno$é
posiadaja. Takie zespoly przedmiotéw nazywamy zbiorami.

Pojecie zbioru utozsamiamy zatem z pojeciem wlasnoci w tym
sensie, Ze wyrazenie: przedmiot x ma mlasno$é X uwazamy za
réwnoznaczne z wyrazeniem: przedmiot x nalezy do zbioru X.

Np. wlasnoéé: byé liczba pierroszg utozsamiamy w tym sen-
sie ze zbiorem utworzonym z lic;'b naturalnych 2, 3, 5, 7, 11, ...

. o
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