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PRZEDMOWA

- Druk niniejszej ksigzki profesora Banacha by} rozpoczety przed
wojng. Miala ona stanowié dwutomowe dzielo utrzymane na wy-
8okim poziomie naukowym, a zaragem mogace stuzyé za nowo-
ozesny podrecznik teorii funkeji zmiennej rzeczywistej dla studentéw
matematyki. Pierwszych 10 arkuszy znajdowato sig juz w korektach,
gdy rozpoczeta sie druga wojna fwiatowa. Hitlerowiee W. Haude,

- ktéry z ramienia wojsk okupacyjnyeh zarzgdzat Drukarnig Uni-

wergytotu Jagielloriskkiego w latach okupacji Krakowa, rozkazal
fklad rozebraé, rekopisy zniszezyé i korekty spalié. Podwiecenin
i odwadze pracownikdw tej najstarsze] w Polsce drukarni naukowej,
kiérej chlubne tradycje w sluzbie nauki naszej siegaja XVII w.,

‘zawdzigezad nalezy, ze w drukarni tej zostata potajemnie przecho-

wana czed§é skladu wspomnianych arkuszy, zwlaszeza zad lwia ezedé
0dbié korektowych, specjalnie sporzgdzonych i ukrytych. Caty reko-
pis tych arkuszy, jak i dalszego ciggu dzieta, nlegh niestety straceniu.

Smieré profesora Banacha 31 sierpnia 1945 r. uniemozliwila
rekonstrukeje jego dzieta przez niego samego. Na proshe Komitetu
Redakcyjnego ,Monografii Matematycznych” uczniowie zmarlego,
profesor Wiadystaw Orlicz i docent Andrzej Alexiewicz, podjeli sie
uzupelnienia brakujacych ezesci tych rozdziatéw, ktoéryeh. fragmenty
ocalaty. Zmali oni intencje autora z wieln rozméw, ktére prowadzil
on z kolegami i uczniami o zamierzonej ksiazce. Pierwszy jej tom
mial zawiera¢ wstegp do teoril funkeji zmiennej rzeczywistej, a w dru-

.. &im miata byé¢ wylozona sama teoria. Ten drugi tom mial zawieraé
“m. in. rozdzialy o mierze i calce Lebesgue’a, o calkach krzywo-

liniowych i powierzchniowych Lebesgue’s wraz z dowodami twier-
dzefi Greena, Gaussa i Stokesa — rzeczy, ktére w- zadnym pod-
reczniku nie byly dotgd systematycznie i scisle wylozone. Niestety,
tomu tego odiworzyé jui sie nie da wobec doszezetnej utraty
rekopisu.

Dlatego Komitet Redakeyjny postanowil wydad jedynie oca- -
laly cze§é tomuepierwszego, z Gakimi uzupelnieniami, by mozliwie

stanowila ona zamknigtyg calogé. Studenci matematyki na wyzszych
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latach studiéw znajdg w niej rozszerzenie i poglgbienie nicktdrych
dzialow analizy matematycznej, znanych im juz z wykladéw ra-
chunku rézniczkowego i cafkowego. Bedzie ona ez dla nich pray-
gotowaniem do samodzielne] lektury wigkszych dziel z teorii funkeji
i Iaczacych sie z nig dzialéw analizy, jak teoria réwnari calkowych,,
teoria szeregow trygonometrycznych, teoria szeregdw ortogonalnych,
analiza, funkeyjna, topologia przestrzeni euklidesowych. Zgodnie
z tym w niniejszej ksigzce jest mowa o tak podstawowych poje-
ciach, jak granica gérna i dolna, zbieznoéé jednostajna i calka.
Riemanna, lecz ujetych i potraktowanych znacznie &cidlej i obszer-
niej niz to si¢ zazwycza] robi w podregeznikach analizy., Zuarazem,
aby wprowadzié czytelnika w kreg metod i idei wyzszych dzialéw

analizy, uzupeiniono ten kurs wiadomoseiami z teorii miary Jordana,

zwykle pomijanej w podrecznikach, jako tez wiadomogciami o przy-
blizaniu funkeyj cigglych i-o przedinzaniu tyeh funkeyj. Wprowas
dzeniem zag w teorig funkeji zmiennej rzeczywistej sg poczgtkowe
rozdzialy, traktujace o symbolice logicznej i rachunku logieznym,,
bodajze pierwszy rez i — miejmy nadzieje — na stale wprowadzone
odtad -do literatury podrgcznikowe], a dalej: o teorii-mocy zbiordw,
o zbiorach punktowych w przestrzeniach m-wymiarowych, o funk-
_ cjach Baire’a i o krzywych cigglych.
' Do zrozumienia tej ksiazki wystarcza znajomodé uniwersy-
teckiego kursu rachunku rézniczkowego. o 5
_ Uzupelnienia piéra Orlicza I Alexiewicza obejmiunja frag-
menty dotyczace przestrzeni m-~wymiarowe] (str.. 73 -108), funkeii
ciggltych (str. 104 -114 i 119-122), zbieznoéei ciagéw funkeyjnych
(str. 127-130), funkeji Baire’a (str. 144-160) oraz o krzywych ciag-
tych (str. 155 -161); reszta ksiazki, to przedruk zachowanych korekt.
z bardzo nieznacznymi zmianami, ‘ .

W uzupelnieniu i wydaniu tej ksigzki cenna pomoe okazali
Lzeslaw Ryll-Nardzewski i Marceli Stark.

Wrochw, w lutym 1950 rokn. ‘
Komitet Redakeyiny
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WSTEP
LICZBY RZECZYWISTE

1. Aksjomaty 1 definicje. Arytmetyke liczb rzeczywistych
mozna oprzeé na nastepujacych 13 pewnikach (aksjomatach):

Aksjomaty dodawania. Kazdej parze liezb a,b praypo-
rzgdkowana jest liczba a--b, zwana ich sumaq i czynigea zadodé
nastepujacym 3 aksjomatom:

I at-b=b+a;

II. {(a+b)-}+e=a+(b+c);

1II. Réwnanie a-+ao=>0 jest jednoznacwnie roxwiqealne, b, zm.

istnieje dokladnie jedna liczha z, kitdra je spelnia.

7 aksjomat6éw I-IIT wynika istnienie dokladnie jednej (6. zn.
jednej i tylko jednej) liczby rzeczywistej-0 takiej, ze a-+-0=a dla
wazystkich liezb a.

‘Aksjomaty mnozenia, Kazdej parze liczb a,b przypo-
rzadkowana jest liczba ab, zwana ich iloczynem i spemiajaca naste-
pujace 4 aksjomaty:

IV. ab=bha;
V. {able=a(bo);
VI. Réwnanie an=h jest jednoznacenie rozwizalne dla kaidej
liczby a==0; '
VIL. a(b+¢)=ab-+ac. . _
% I-VIT wyniks istnienie dokiadnie jednej liczby rzeczy-
wistej 1 takiej, ze al=gqa dla wazelkich a.
Aksjomaty nieréwnosei. Pomiedzy liczbami okreflony jest
stosunek wighszodot; gdy o jest wigksze od b, piszemy a>>b lub b<a.
Dla stosunku tego przyjmujemy nastepujacych & aksjomatdw:

S, Banach, Watep do Teoril tunbeyl. 1
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Aksy‘omat Dedekinda 2, Zermeli (wy-
boru) 40, -y dodawania 1, -y mno-
#enis 1, -y nierdwnodei 1.

Algebraicane liczby 2, 26.

Arzeli twierdzenie 132.

Baire'a klasyfikacja 144, 148, 150.

Barycentryoene wspdlrzedne 95.

Bernisteing twierdzenie 19, erlomlany
141.

Bezposrednio nastepujacy element 38.

Borela-Lebesgue’a twierdzenie 98.

Brzeg przedzialu 76, zbioru 69, -owy
punkt, zbiér 62.

Catka ‘dolna, gérna 165, 183, 205
Riemanna 162, wielokrotna, 182.

Contora-Bendizsona twierdzenie 101.

Cantora twierdzenie 21, 88, warunek 89,
zbiér € 65, 85.

Canchy’ego twierdzenie 48, warunek 48,
78, 123.

Charakterystyczna funkeja 206, hczba
kraty 77.

Cigg 15, czefciowy 48, malejgey (nie-
rosngey) 47, monotoniczny 47, nie-
skoficzony 15, normalny 162, 180,
ograniczony 48, 78, regularny krat
77, rosugey (niemalejacy) 47, slkon.
ozony 15, fcidle malejacy 47, &cifle
rosngey 47, funkeyj wspdlnie ogra-
niezony 122, zhiesny 48, 78, zste-
pujacy 77, -w granica 48, - gra-
nica dolna B3, -u granica gérna 53,
-4 punkt gra.mczny 51.

Ciggle funkeja 106, w punkcie funkeja
105, 106, 112, krzywa 150.

Otaglodei modul 114.

- Liczby oznaczaja stronice,

Cogéé wspdlna zbioréw p. Lloceyn zbié-
réw, zbioru 4,

Dedelinda aksjomat 2.

Definiejo Heinego 106.

De Morgang wiory. 5. .

© Dhivichleta funkcja 148, 166.

Diugosé przedziadu 48, 76.

Dobrze uporsadkowany zbiér 37,

Doduwanie aksjomaty 1.

Dotne calka 165, 183, 205, granica 53,
guma 164, 188, -y kres 47.

Doskonaty shidr 64.

Flemeni bezposrednio nastepujacy 38,
- obraz 14, -u przeciwobraz 14,
Buklidesowa przestrzen &7 73,

Funkeja 14, calkowalna w sensie Rie-
manna 163, 205, ciggla 106, ciagla
w punkeie 105, 106, 112, charalkte-
rystyezna 206, Dirichleta 148, 166,
jednostajnie ciggla 111, ograniezona
105, pierwotna 178, zdaniowa 8,
-¢ jednakowo ciagle 117, _¢ liniowo
niezalezne 134, i granica 104,
-t przediuzenie 118, prayblizanie 138,

wykres 188, -yj ciag wepdlnie ogra-
niczony 122.

G’-@stg] zbiér 65.
Gérno calka 185, 183, 205, granica 53,
suma 164, 183, -y kres 46.

" Granica ciggn 48, ciagu funkeyj 122,

dolna ciggu 53, funkeji 104, géum
ciggn 53.
Graniczny punkt 51,

Skorowidz nazw 219

Heinego definicja 106..
Homotetycane odwzerowanie 113.
Holdere nieréwnodé 74, warunek 115,

Identyczfny Zbibr 4. .

Jlocayn liczh 1, zbioréw 4, 6.

JTndukoji pozaskoficzonej zasada 43, ZU-
pelnej zagada 43.

Infimum p. Kres dolny.

Jednakowo ciggle funkeje 117.

Jednostajne zbletnosé 123, -ie cingla

, funkeja 111.

Jordane miore 201, wewnefrzna 196,
zewnetrzna 195, ’

Kategorfia zbioru 68.

Klase wezystkich funkcy] Baire’a 150,
zbioréw 5.

Klasyfikacjo Baire'a 144, 148, 150.

Kofhce odeinka 76, przedziatu 44,

Kondensocji punkt 99.

Kontinwum 68, BI.

JKrat ciag regularny 77, -& 77, -y liczha
charakterystyczna 77.

Kres dolny 47, gérny 46.

Krzywe ciaglta 150, Peany 152, Sier-
pihskiego 164, -ej. opis parame-
tryezny 151.

Kulag otwarta 79, zamknigta 79, 215

Kwantory 9.

Lebesgue’a. miara 170, 187.

Leksykograficene uporzadkowanie 37.

Tiezb iloczyn 1, przekréi 2, suma 1,
-¢ charakterystyezna kraty 77, -dwa
0§ 3, -y algebraiczne 2, 26, -y nie-
skohezone .3, -y niewymierne 2,
-y otoezenie 45, -y przestepne 26,
-y skofhczone 3, -y wymierne 2.

Linia prosta 75, -owe zbiory 3, 75,
-owo niezaleine funkeje 134.

Limes inferior p. Granice dolne, si-

. perior P. Granica gérna.

Timdelifa twierdzenis 97.

Lipschitza warunek 115.

Luka 37.

Lamma 76.
FBametol ¢ 89.
Lk prosty 151.

_Mwle;iq&y elag 47.

Metoda przekatniowa - 17.

Migra Jordana 201, Jordana ' we-
wnetrzna 196, Jordana zewngtrzna
195, Lebesgue’'a 170, 187, prze-
dzialu 76, 180.

Mierzalny zbiér 201.

Maopienia aksjomaty 1.

Moe kontinuum (contmuum} 27, f 34,
Ro 22.

Modut ciagtodei 114, oseylacji 114.

Monotoniceny ciag 47.

Nastgpczy podzial 179.

Nastepstwa stosunek 35.

Nisgeigglofei punkt 108.

Niemalejacy ciag 47.

Nierosmqey ciag 47.

Nieréwnoéé Holdera 74, Schwarza 74,
tréojkata 71, 73, -¢i aksjomaty 1.

Nieskoticzons suma 6, -6 Lezby 3,
-y clag 18, -y .iloczyn 6, -y’ pro-
dukt 15, -y przedziat 45, -y zbior 22,

Niewymierne liczby 2

Nigdeie nie gesty zbidr 86.

Normalny .ciag ‘162, 180.

()iraz elementu 14, zhioru 14.
Obszar 68. .
Odcinel 38, 44, 76, -ko kohce 76,
Oddalone zbiory 72

Odlegloéé dwu punktéw 71, 73

Odosobniony punkt 58, zbiér 59.

Odstep dwu zbioréw 7L, punktu od
zbioru 71.

Odwrorowanie zbjoru 14, homotetyozne
113, podobne 35, wzajemnie jedno-
znaczné- 14,

Ograniczona funkcja 108, -y ciag 48, 78,
-y . Ebidr 46.

Opis poramelryczny krzgwej 151.

« Dseyluejn funkeji 106, -4 modud 114

04 liczbowa 3.
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Otoczenie liczby 45, punktu 80, %
Otwarta kula 79; -y preedzial 44, .78,

-y zbiér 63.

Pary uporzadkowane 10, 15. i

Peany krzywa 152. ' -

Pierwotng funkeja 178,

Plaski zbidr 75.

Plaszezyzna 75.

Pochodna zbioru 59,

Podobne odwzorowanie (podoblenstwo)
35, zbiory 35.

Podebidr 4.

FPodzial przedzialn’ 162, 179, nast%puzy
179. .

Polkrycie zbioru 69, 97.

Porzadek 35.

Powloka wypukla 93,

Produit 10, nieskohezony 5.

Prosta linia 75, -y Wk 151.

Przeciwobraz elementu 14.

Przediugenie funkeji 118.

Przedzial 44, nieskofczony 45, otwarty
44, 76, wymierny 44, zamknioty 44,
76, -u brzeg 76, -u dlugo&é 45, 76,
- kofice 44, -u podzial 162, 179,
- - miara 76, 180, -u siatka 179,
-4 szerokofé 76, .u beiana 76,
-u wnetrze 44, 76, -y niezacho-
dzmace na siebie 44, 76, -y stykajace
gie 44, 77,

Przekatniows metoda 17.

Przekréj liczb 2, 2zbioru 36.

Preeliczalng shidr 22. -

Praestopne liczshy 26.

Preestreest 5, euklidesowa &7 73.

Preesunigoie 204,

Przyblizanie funkeji 138.

Pamkt 13, brzegowy 62, graniceny 51,
kondensacji (zageszezéhii) 9%, nie-
ciaglodei 108, odosobriony 58, sku.

_ pienia 57, B0, wewnetrzny 62, wy-
" mferdy 73, -u ‘otoczenie 80, - teut
13, 187, -u wspélrzedne 3, 73,
-y réwne 73,
Pusty zbidr 4.

220 Skorewidz nazw

Regulamy cigg krat 77.
Rismanna calka 162,
Rodzing zbioréw 5. °
Rosnqoy clag 47.

Rozlgcane zbiory 4.

Ldwne punkty 73.
Réwnowasne zdania 6.
-Résnica zbioréw 4.

Ezut punktu, zbioru 13, 187.

SNohwarza nieréwnobé 74.

Siatha przedsiatn 179.

Sierpiiskiego krzywa 154,
nie 158,

Simpleks 94, -u $ciana 96.

Skladowas zbiorn 88. . g

Skok 87.

Skondensowany zbiér 99.

Skorezone liezby 3, -y ciag 15, -y zbior
22

Skupienia punkt 57, 80.

Spéjny zbiér 67, 87.

Stosunek nastepstwa (porzadkujacy) 35,
wigkszodei 1, wynikania 7.

Sume dolna 164, 183, gérna 164, 183,
liezb 1, zbioréw 4, 6, szeregu 5L.

Supremum p. Kires gérny.

Szereg 51, -4 suma 51.

Szerokosé przedziatu 76.

Scumm przedzialu 786, eumpleksu 96,
wielofciann 97.

Seisle malejacy ciag 47, rosnacy ciag 47.

Srednica zhioru 72,

Tréikata niexéwnoss 71, 73.
Tr6iki wporzadkowane 10, 15.
Twierdzenie Arzeli 132, Bernateina 19,
Borela-Lebesgue’a 98, Cantora 21,
#8, Cantora-Bendizsona 101, Cau-
chy'ego 48, Lindelsfa 97, Sierpin-
- gkiego 158, Weierstrassa 58, 79, 110,
139, Zermeli 40,
Typ 5, A 36.

twierdze-
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Upormdicowmc pary 10, 15, tréjki 10,
18, -ieleksykograficzne 37, -y 2bi6ér35.
Uaupelniende (dopelienie) zbioru 5.

Warunek Cantora 89, Canchy’ego 48,
78,123, Holdera 113, Lipschitza 115.

Weierstrassa twierdzenie 58, 79, 110,
139.

Wewnegtrany punkt 62.

Wigkazodei stosunek 1.

Wielokrotne ca¥ka 1820

Wielomiany Bertsteina 141.

Wielobetan 97.

Wlasnodd (8) 1BB.

Wagtrze przedzistu 44, 76, zbiorn 80.

- W sobie gesty zbiér 65.

Wspdlnie ograniczony eiag funkey] 122,

Wspslrzedne barycentryczne 95, punktu
3, 73.

Wezedzie gesty zhidr 66.

Wyboru aksjomat 40.

Woylres funkeji 188.

Wymierne liczby 2, -y przedzial 44,
-y punkt 73.

Wynikania stosunek 7.

Wypukle powtoka 93, -y zbidr 92.
Wzajemnie jednosnacsne odwzorowanie
14. i

Wzory de Morgana 5.

Zageszezenia punkt 99, -ony zbidr 99.

Zamkniecie zbioru 61, -tw kula 78, 215,

-ty przedzial 44, 76,
Zasade indukeji pozaskoficzonej 43,
indukeji zupetnej 43.

Zhietnoéé jednostajna 123.

Zbiesny ciag 48, 78,

Zbiér brzegowy 62, Cantora € 65, 83,
dobrze uporzadkowany 37, dosko-
naty 64, ¥, 102, Gy 102, gesty 65,
identyczny 4, mierzalny 201, mocy f
, 34, mogy kontinnum {continuuim)
27, nieskohczony 22, nigdszie nie
gesty 66, odosobuniony 59, ograni-

" ezony 46, otwarty 63, o wlasnodci
(8) 155, plaski 75, przeliczalny
(mocy X,) 22, pusty 4, skondenso-
wany (zageszczony) 99, skodczony
22, spéjny 67, 87, typu 4, 4 36,
uporzadkowany 35, w sobie gesty 65,
wazedzie gesty 66, wypuldy 92, za-
geszezony 99, zamkniety 60, zwarty
130, -6w iloczyn 4, -6w Klasa 5,
6w rodzina B, -dw réinica 4, -6w
suma 4, -u brzeg 62, -u czefé 4,
-u kategoria 68, -u obraz k4, -u od:
wzorowanie 14, -u pochodna 59,
. pokryeie 68, 97, -u przekrdj 36,
- rzut 13, 187, -u skladowa. 88
- érednica 72, -u uzupetnienie (do-
peinienie) 5, -4 wnebrze 80, -u.za-
mknigeie 61, -y liniowe 8, 75,
-y miary Lebesgue’s 170, 187, -y od«
dalone 72, -y podobne 35, -y roz-
lyczne 4, -y réwnej mocy 15.

Zdania réwnowaine 6, -owa funkeja 8.

Zermeli aksjomat 40, twierdzenie 40.

Zstgpuigey ciag 7.

Zwarty zbidr p. Zbisi ewarty.
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Liczby oznaczajs stronice.

Arzelfl 132.

Baire 144, 148.
Banach 1388, 217.
Bendixson 101.
Bernstein 19, 141.
Borel 98. :

Cantor 21, 85, 85, 89, 98, 101.

Cauehy 11, 13, 48, 78, 105, 123.

Dedekind 2.
Dirichlet 148, 186.

Hausdorft 105.
Heine 106.
Holder 74, 115.

Jordan 195, 201.

" Btroniea, wiersz:

10517
10520

Lebesgne 98, 170, 172, 187, 190..
Lindeléf 97.
Lipschitz 115.

Marczewski 127.
Morgan, de 5, 6. ) .

Nosarzewska 127.
Peano 152, 154.

Riemann 162, 163, 163.

Schwartz 74.
Sierpifiski 51, 95, 150, 154, 158..

Weierstrass 58, 79, 110, 139.

Zermelo 40,
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SPIS RZECLY

PRZEDMOWA . . . . . . .

WSTEP. Llczby rzeczywiste
1. Aksjomaty i definicje. 2. Zbiory liniowe. 3. L1czby nieskoficzone.

ROZDZIAL I. Teoria zhioréw.

§ 1. Algebra zhioréw. .
1. Dziatania na zbiorach. 2. Dzislania nieskonczone. 3. Znakowanie logiczne.
4. Produkt zbioréw. Funkcje zdaniowe wiela zmiennych. 5. Interpretacja
geometryczna kwantora.

§ 2. Odwzorowania zbioréw, pojecie ciagu, produkt nieskoficzony zbioréw
1. Odwzorowanie (funkecja). 2. Ciag. 3. Produkt nieskoficzony.

§ 3. Moce zhioréw . - - .« - .. oo ool e e e e e
1. Réwnosé mocy. 2. Moc produktu. 3. 0 poréwnywamu moocy zbioréw.
4. Zbiory przelicsalne. 5. Zhiory mocy ¢ (continuum). 6. Zbiory mocy f.

§ 4. Zhiory uporzadkowane - - - .+ - . s s o s e . a e e e e e e e
1. Porzadek. 2. Zhiory podobne. 3. Zbiory typu 5 i A. 4. Przekrdj.

§ 5. Zbiory dobrze uporzadkowane. e e e e e e e e e e e
1. Pojecie dobrego uporzadkowania. 2. Odeinlki ZblOl‘ll dobrze uporz&dko-
wanego. 3. Twierdzenia o podobienstwie. 4, Twierdzenie o dobrym upo-
rzadkowaniun. 5. Indukeja pozaskoficzona.
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" ‘walnoei R. 7. Zbiory miary Lebesgue’a 0. 8. Warunki Lebesgue'a callo-
walnogci %, 9. Whasnoéei catki wielokrotnej. 10. Caltka Wielﬁftrotna, ]ako
. eadka iterowana.
§ 3. Misra Jordana, Calka R ona zhiorze . .. . . . . Lo L Lo.o. 198
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