ROZDZIAL V
CALKA RIEMANNA
§ 1. Calka pojedyncza

1. Podzial przedzialu. Weimy pod uwage w przedziale
zamknietym <a,b> skofczong liczbe punktdw a=2,<&;<...<&,=b.
Zbi6r przedziatéw zamknigtych <zg,#), ..., {Ln—1,2n) nazy-
wamy podziatem A przedziatu <{a,b). ‘
Dhugosé przedziatu {r;q,»y oznaczamy przez Ox;:
OL;= X;—Xi1 dla ¢= 1,2,...,')2:,

a przez |4| — najwiekszg z liczb dzy, ..., 0%

Cigg podzialéw {4,} nazywamy normalnym, jezeli |4n|— 0
dla n—oo, tzn. jezeli dilugodé najdluzszego przedzialu podzialu 4,
dazy do zera, gdy n wzrasta nieograniczenie.

Jezeli np. 4, jest podzialem przedzialu <a,b> na n réw-
nych przedzialéw, to ciag {4,} jest ciggiem normalnym, gdyz
|4n|=(b—a)/n—0 dla n—oo.

2. Calka Riemanna. Niech f(z) bedzie funkcjg ograniczong,
okreg§long w przedziale zamknietym <a,b>. Wezmy pod uwage
w kazdym przedziale {r;_s,x> podziatu A dowolny punkt &
1 utwérzmy sume

1) R=J f(£)om:.

i=1

Jezeli dla kazdego ciggu normalnego podzialéw {4,} odpo-
wiadajace im sumy R, dazg do jednej i tej samej granicy (nieza-
leznie od wyboru punktow &;), to granice te nazywamy catkq Fie-
manna funkeji f(¢) w przedziale {a,b) i oznaczamy przez

b
ff (z)da.
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Funkcje f(x) nazywamy wowezas catkowalna R czyli catkowalng
w sensie Riemanna w przedziale {a,b>.

Uwaga. Jezeli dla kazdego ciaggu normalnego podzialéw od-
powiednie sumy (1) sg zbiezne, to sg zawsze zbiezne do tej
same] granicy. Jezeli bowiem {4,} i {43} sa dowolnymi ciggami
normalnymi podzialéw przedzialu <a,b>, a {R,} i {R;} — ciagami
zbieznymi odpowiednich sum, to poniewaz ciag {4y,4i,4s,43,...}
jest réwniez ciggiem normalnym podzialéw, ciag {R,Ri,RsRs,...}
jest zbiezny. Zatem ciggi {F,} i {R,} sa zbiezne do tej samej
granicy.

(2.1) Dla kaidej funkeji f catkowanej R w przedziale {a,b> zacho-

dzi wzor:

b \
(2). m(b—a)\{ff(a:)dwglk{(b-—a),

gdzie m 1 M oznaczaja kresy dolny i gorny funkeji f(z) dla a<a<b.

Dowdd. Dla kazdego podziatu A i kazdej sumy (1) mamy
m<f(&)<M, gdzie i=1,2,...,n. Zatem

M0, + ...+ o) S B M (6, -+ ...+ diep).
Poniewaz o+ ...+ 0rp,=>b—a, wiec otrzymujemy nieréw-
nosé (2), e. b. d. d. '
(2.2) Jezeli funkcja f(x) jest catkowalna R w przedziale {a,b>, to

[ da| <L(b—a),

a

(3)

gdzie L oznacza kres gorny wartosci |f(x)] w tym przedziale.
Nieréwnosé (3) wynika latwo z (2), gdyz —L<m<<M<L.

(2.3) Jezeli funkeja f(x) jest calkowalna R i nieujemna w przedziale
<a,b, to

f f(@)dz>= 0.

Wiynika to z tw. (2.1), gdyz m>0.
11%¥
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3. Calka sumy funkeyj. Okazemy teraz, ze:

(8.1) Suma oraz réénica dww funkeji f(z) i p(x) catkowalnyeh R
w preedziale {a,b> jest catkowalna R i

b b b
JU@) £ pl@)dz= [ flz)do £ [ oz)da.

Dowoéd. Biorge jakiekolwiek punkty & w przedziatach po-
-dzialu 4 i oznaczajac przez R, R’ i B odpowiednie sumy dla f4-¢,
i ¢ mamy R=R'+R". Dla ciggu normalnego podzialéw {4,}
mamy zatem R,= R,4 R,. Poniewaz R, i R, daza do calek z funk-
cy] flz) i p(x), wiee R, dazy réwniez do granicy, ktérg jest suma
(réznica) calek funkeyj f i e. |

Réwnie prosto dowodzi sie, ze:

(3.2) UIloczyn funkcji f(z) catkowalnej R w preedziale <{a,b> przez
liczbe stalq ¢ jest funkcjq catkowalng R w tym preedziale i

bcf(m)dm:c b]‘(m)dw.
J dee=ofr

(3.3) Jezeli fi(2),...,fa(®) sa funkcjami catkowalnymi R w przedziale
aybp, a ey..., 0, sq dowolnymi stalymi, to

a

b l? b
f[01f1($)+ v Cof (@) | A= 01/ fl@)de—- ...+ C’n_/fn(m)d‘r

Dowéd wynika od razu z (3.1) i (3.2).

4. Sumy dolna i gérna. Oznaczmy przez m; i M, kresy
dolny i gérny funkeji f(z) w przedziale {Zig,2;> pOdzialu A.
Niech -

n n
(4) s= D m;dy, S= D Mdx,.

Sume s nazywamy sumaq dolng, S 7a$ — suma gdrna odpowia-
dajaca podziatowi 4.

Niech m i M oznaczajg dolny i gorny kres funkeji f(x) w pree-
dziale {a,b)>; wéwezas mamy oczywidcie na mocy (3) i (1):

(5) mb—a)<s<RSKM(b—a).
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Udowodnimy, ze S jest kresem gérnym wartosci sumy R, odpo-
wiadajqcej podziatowi A dla wszelkich moiliwych wyboréw punkidw &
(p. wzér (1), str. 162).

Niech bowiem e£>0. W i-tym przedziale podzialu 4 mozemy

€

wyznaczy¢ taki punkt &, by j(&)=; S Sa—, skad:
R—Zf (&) 5xi>2(ﬂ,- a)ax,_.s—-s.
i=1 i=1

Poniewaz >0 jest dowolne oraz R< S na mocy (5), wige S
jest kresem gérnym wartosci sumy R.

Podobnie dowodzi sie, ze s jest kresem dolnym wartosci sumy R
dla podziatu A.

Zauwazmy, Ze na mocy (3)

S—s= D (M;—m;)5x;.

=1
Oznaczajac wieec przez o; oscylacje funkeji f(z) w plzedzmle
dx;, tzn. przyjmujac e¢;=23;—m;, dostajemy

n

(6) S—S#Zc!s,-éxi.

=1

-

5. Calki gérna i dolna. Kres dolny sum gérnych § przy
dowelnych podziatach 4 przedzialu {a,b> nazywamy catke gdrng
funkeji f(x) w przedziale {a,b)> 1 oznaczamy przez :

4
[ flx)dx.

Analogicznie kres gérny sum dolnyeh s nazywamy catkq dolng
funkeji f(z) w przedziale {a,b) i oznaczamy przez

t/Qf(lTJ)(Z.Z’

Dla kazdego podzialu 4 mamy na mocy okreslenia calek gornej
i dolnej: .

b 5
(7) s< [flayde,  [fl@yde<s.
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PRZYKEAD. Niech y=f(z) bedzie funkcjq Dirichleta okreg-
. _ __ {0 dla » wymiernych,
long w przedziale <0,1), tzn. f(m)——{ { dla ‘@ niewymiernych,

Dla kazdego podzialu 4 mamy woéwezas s=0 1 S=1, zatem:
1 1
[iwde=0,  [f@)de=1.
o 0
0

(5.1) Do kazdego >0 istnieje takie n>0, ge jeseli podziat A spetnia
nierownosé
(8) | 4| <,

to sumy s 1 S spelniajq nieréwnosc:

b b
(9) s> [fla)de—e,  S<[flo)dn+e.

Dowéd. Udowodnimy drugg z nierdwnosci (9). Poniewaz catka
gérna jest dolnym kresem sum gérnych, wiec do liczby &> 0 istnieje
podzial 4, dla ktérego suma gérna S spelnia nieréwnogé

b )
(10) §< [fle)do+ ef2.

Niech 7 spelnia nieréwnosé
(11) . 0<n<|4]

1 wezmy pod uwage podzial 4 spehiajacy nier6wnogé (8).

Niech I bedzie dowolnym odecinkiem podzialu 4, a Ij, Iy, ..., I
odeinkami podziatu 4, ktére calkowicie lezg w I n a wiec ktore
zawieraja kazdy punkt przedzialu I, odlegly od jego korcow
o wiecej niz |4|. Z (9) dostajemy zatem

I
(12) I, —21,<2.
Niech M i m oznaczajg kresy gérny i dolny funkeji f(a)
W przedziale <a,b>, a M;i M, — kresy gérne tej funkeji w prze-
dziatach [, i I,. Mamy

— - J _ _ ]
(13) ék(M—-Mk)=Zér(M-Mk)+ (0r—26r) (M —I}).

r=i r=i
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Poniewaz Mp>M,, wiec M—M <M —M, dla r=1,i+1,...,5;
zatem na mocy (12) i (13)

T _ j
{14) Ou{ M — BT ) < D)0, ( M —DM,)+ 20 M —m).

Podobne nieréwnosci zachodzg dla pozostalych przedzialow
podzialtu 4. Dodajac te nier6wnodci stronami, otrzymujemy po
lewej stronie M(b—a)—~S. W sumach po prawej stronie nieréw-
nosci (14) nie wystepuig skladniki odpowiadajgce tym odcinkom
podzialu 4, ktére nie mieszcza Sig calkowicie w zadnym przedziale
podziatu 4. Sumy te po dodaniu nie przekroczg wiec

Zé,(ﬂ[—ﬂ[,):ﬂ(b.——a)——-ts*.

o or=1

Niech @ bedzie liczba odcinkéw podzialu A. Ostatnie wyrazy
po prawej stronie nierdéwnosei (14) nie przekrocza wiee lgcznie
o7my(M —m). Tym sposobem w wyniku dodawania stronami wszyst-
kich nieréwnogei (14) otrzymamy .

M(b—a)—S<M(b—a)—S+ 2ay( M —m),

skad
{15) C 88+ omn( M —m).

Przyjmujac zatem, ze 7 spelnia procz nieréwnosei (11) jeszcze
nierownosé
(16) . oM —m)< /2, ,
otrzymamy z (15) i (10) nieréwnos¢ S< f jle)dr—+¢e, t.j. druga

z nieréwnosei (9), zachodzgcg — jak udowodnilismy — dla kazdego
podziatu 4 5peln1a]@c go nier6wnos¢ (8), gdy tylko 7 speinia nie-
réwnosei (11) 1 (16).

Podobnie dowodzi sie pierwszej z nieréwnosci (9).

(5.2) Dla kasdego ciggu normalnego podzialéw {4,} ciag sum {S.}
daty do calki gornej, a cigg sum {s,} — do catki dolnej.

Dowéd. Niech dane bedzie dowolne &>0 i dobrane do
niego 7>0 wedlug lematu (5.1). Poniewaz {4,.} jest z zalozenia
ciggiem normalnym, wiec istnieje takie N, ze n >N pociaga PMES/R
Na mocy (5.1) otrzymujemy zatem

(17) Sa<< [Hle)da+e  dla n>N.
a
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Poniewaz catka gérna jest kresem dolnym sum gérnych S, wiec

R4
(18) ff(m)dm< Sp.

Z (17) 1 (18) dostajemy
K
OgS,,—ff(m)dxgs dla n>N.
a

Wrynika stad, ze S, dazy do calki gérnej. |
Podobnie dowodzi sie twierdzenia dla sum dolnych ¢,
(5.3) Calka dolna jest niewigksza od calki gornej:

b
ff(“’)dwg\f_f(m)dm.

Wrynika to z (5.2), poniewaz s,<N, dla dostatecznie wiel-
kich =.

6. Warunki calkowalnosSci funkeji wedlug Riemanna.
(6.1) Jezeli catki dolna i gorna funkeji f(x) w przedziale {a,b> sa
rowne, to funkeja f(x) jest catkowalna R w tym przedziale i

& b

b
/f(av)dm-:/f(a:) d;vzf_f(a:) dzx.

a

Dowo6d. Dla kazdego ciagu normalnego podziatéw {4,} mamy
8, <Rp<8,. Poniewazs, i S, dazag dla n->co do calek dolnej
i goérnej, ktore wedlug zalozenia sa réwne, wiec R, dazy réwniez
do granicy. Wynika stad, ze funkeja f(z) jest catkowalna w przedziale
{a,b> 1 ze jej catka réwna sie calce gérnej i dolnej, e. b. d. d.
(6.2) Jezeli funkcja f(x) jest catkowalna w przedziale {a,b>, 10 jej
catki gorna 1 dolna w tym przedziale sq réwne.

Dowé6d. Niech {4,} bedzie dowolnym ciagiem normalnym
podzialéw. Poniewaz suma dolna s, jest wedlug okredlenia kresem
dolnym, suma za$ gorna S, — kresem gérnym sum E, odpowia-
dajacych podzialowi 4,, wiec istnieja dla podzialu 4, sumy R;i Ry,
dostatecznie wielkie, by

(19) Ry<sp+1/n oraz S,—1/n<k,.
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Poniewaz R, i R, dazg do calki funkeji f(x), wiec s, i &, daza
na moey (19) réwniez do calki fisj funkeji. Na mocy tw. (5.3) calka
gérna i dolna funkeji f(x) sa wiec réwne catce funkeji f(x).

Z twierdzen (6.1) i (6.2) wynika od razu twierdzenie
(6.3) Warunkiem koniecznym t wystarczajqcym na to, by funkcja
ograniczona w przedziale {a,b> byla w nim calkowalna R, jest, Zeby
jej catki gorna © dolna w tym przedziale byty rowne.

Twierdzeniu (6.3) mozna nadaé postaé nastepujaca:

(6.4) Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, by funkcja ogra-
niczona f(x) byla w przedziale {a,b> catkowalna R, jest, zeby do kai-
dej liczby &>0 istnial podzial A, dla kidrego zachodzitaby nierdwnosé

n

(20) S—s=widx;< &,
i=1

gdzie ; oznacza oscylacje funkeji f(x) w przedsiale dx;.

Dowdd. Jezeli funkeja f(x) jest calkowalna w przedziale {a, b>, to
na mocy tw. (6.3) jej calki gérna i dolna w tym przedziale sg réwne.
Zatem dla kazdego ciagu normalnego podzialéw {4,} ciagi {Sn} 1 {sn}
dazg do tej samej granicy, skad 8,—s, — 0. Wynikastad, ze do kazdej
liczby &>0 istnieje taki podzial 4,, dla ktérego S,—s,<e, tzn.
dla ktérego zachodzi nierdwnosé (20). Warunek jest wiec konieczny.

Na odwr6t, jezeli do liczby >0 istnieje podzial 4 o wlasnosdel
(20), to na mocy (7), str. 165

b b
0< f ha) (Za:—f f(z)dr< e.
a a

Poniewaz >0 jest dowolne, wiec wynika stad, ze calki gérna
i dolna sgréwne. Na mocy tw.(6.3) funkeja f(x) jest zatem catkowalna R
w przedziale {a,b>. Warunek jest wiec takze dostateczny, c. b. d. d.
* . PRZYEKLADY. 1. Kadda funkcja f(x) ciagta w przedziale {a,b)
jest w nim catkowalna R.

7 jednostajnej ciagtosei funkeji f(x) w przedziale {a,b) (tw.(£.2),
str. 112) wynika bowiem, ze do kazdego &> 0 istnieje taki podziat 4
na odcinki I, I, ...,I,, ze oscylacja e; funkeji f na odeinku I; spel-
nia nier6wnosé w;<e/(b—a) dla i=1,2,..,n. Stad dla podziaiu 4

E 5$i= &y

I
S—s= Z (L‘iﬁil'i < Z———
i=1 —& =1

na mocy wiec tw. (6.4) funkeja f jest catkowalna w przedziale {a,b>.
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2. Kaida funkeja f(x) monotonicena w przedziale <a, b> jest
w nim catkowalna R.

Niech bowiem f(x) bedzie funkcja niemalejaca w <{«,b>, a A
dowolnym podziatem tego przedzialu punktami zpy=a<ay<...<x,=.
Poniewaz oscylacja w; w przedziale Iy={x;_1, %) jest niewieksza niz
Ha)) —f(imy), wige

S—s= é’ @iy < Y el A< H0)—f(@)]- 4]

Jezell zatem do dowolnie danej liczby >0 dobierzemy 4 tak,
by [f(b)—f(a)]-[4]< e to otrzymamy S—s<e Na mocy tw. (6.4)
wynika stad catkowalnosé R funkeji f(z) w przedziale {a,b>.

7. Zbiory miary Lebesgue’a 0. Méwimy, ze zbié» liniowy B
ma miare Lebesgue’a zero, albo ze jego miara Q jest 0, i piszemy
m(B)=0, jezeli do kazdej liczby &> 0 istnieje skoriczony lub przeli-
czalny ciag przedzialéw {I,}, spelniajgcy warunki: . -

(i) ECYI,
(ii) Don<e, gdzie 6,=6(L,).

PRZYKLADY. 1. Punkt jest 77/2.2?0:1'3/ g zero. Punkt o miedc
sie bowiem w przedziale {a— /2, a-+e/2> o dlugodei ¢, gdzie ¢ jest
dowolng liczbg dodatnia. :

2. Kagdy #bior skoticzony lub yreelicealny jest miary L zero.
Jezeli bowiem FE jest zbiorem skodczonym lub przeliczalnym zlo-
zonym z punktéw {a.}, a ¢ — dowolng liczba dodatnig, to ozna-
czajagc przez I, przedzial {a,— ¢/2n, an+¢/27>, stwierdzamy latwo,
ze spelnione sg warunki (i) i (ii). ’

3. Zbior Cantora C jest zbiorem miary L zero. Przy konstruk-
-¢ji bowiem zbioru Cantora (str. 65) po wyrzuceniu przedzialéw
otwartych srcdkowych w = pierwszych przyblizeniach pozostaje
z przedziatu <{0,1> 27 réwnych przedziatéw zamknigtych I,,...,1,
0 lgcznej dlugosel 2 (3 =(3)". Oczywidcie CCI,+..+In. Do
kazdej liczby >0 istnieje takie m, ze (3)"<e, skad T, |4... 411 n| e.
Miara g zbioru C jest wiec zerem.
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Na mocy okreslenia
(7.1) Kaéda cze$¢ chioru miary R zero jest sbiorem miary 2 zero.
Np. kazda czeéé zbiorn Cantora jest zbiorem miary zero.
(7.2) Jezeli zbidr E jest miary  zero, to do kaidej liczby e>0 ist-
nieje skonczony lub preeliczalny 2bidr preedziatéw {15} spelniajacych
warunki (1) 7 (ii) oraz stanowiqeych pokryeie zbioru E

Dowé6d. Na mocy zalozenia istnieje skonczony lub przeli-
czalny zbidér przedzialéw {I,} spelniajacy warunki:

(i) ECLi+Ie+ ..

W) ||+ <2

Oznaczajac przez I, przedzial zawierajgcy w swoim Wnetrzu 1,
i taki, by |In|<2|Ia|, stwierdzamy latwo, ze przedzialy {I.} spel-
niajg warunki (i) i (ii) oraz stanowia pokrycie (str. 69) zhioru K.

7 tw. (7.2) wynika w szczegdlnosci, ze:
(7.8) Jezeli E jest zbiorem zamknigtym ogramiczonym miary & zero,
wéwezas do kaddej liczby >0 istnieje skoticzony =bidr preedziatow
1., Iy, ..., Iy spetniajacy warunki (i), (ii) i stanowiqcy pokrycie zhioru L.

Jezeli bowiem przedzialy {I,} tworza pokrycie zbioru E
i ||+ L]+ -.-<&, to na mocy tw. (6.2), str. 70, istnieje wsrod tych
przedzmlow skoriczona liczba przedzialéw Il,. ,Iy stanowigcych
réwniez pokrycie zbioru FE i oczywiscie mamy tym bardziej
AL+ | Ix|<e
(7.4) Suma skoiiczonej lub preeliczalnej iloSei zbiordw miary £ zero
jest zbiorem miary £ zero.

Dowo6d. Niech Ey,Es,...,En... bedg zbiorami miary 8 zero.

-

Na mocy tw. (7.2) do kazdej liczby >0 istnieje wiec cigg prze-
@)

dziatow 1(1) (1),_'_ pokrywajacy E,, ciag przedzialow I(‘“) I, ...
pokrywajacy E, itd. tak, by
©@1)  IOIHIO+ <2, IP[HI <2 itd.
Przedziaty I, 180,.., 19,19, ... itd. pokrywaja oczywiscie sume
E+E,+..1 ponadto na mocy (21)
(O 4 0]+ )+ (IO I9] 4 )+ e S ef2 462+ . <

Poniewaz &> 0 jest dowolne, wiec miara £ sumy E.+ Ey+ ...
jest zerem.
{7.5) Preedziat nie jest zbiorem miary £ 2er0.
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Dowdd. Przypusémy, ze miara £ przedzialu {a,b> jest zerem.
Zatem dla e=1(b—a) istnieje takie pokrycie przedzialu <a,b)
przedzialami Iy, I, ..., 15, ..., Z€

(22) |+ Lo} oo+ L] - < 3 (0—0).

Przedzial zamkniety (a’,b’>, gdzie a'=a-+¢e/4 1 D'=b—e/4, jest
zawarty w <a,b>; zatem przedzialy Iy,I,,... tworza rowniez pokrycie
przedzialu {a’,b'>. Na mocy (7.3) istnieje wiec takie N, ze przedziaty
I, I,,...,I, pokrywajg przedziat {a’,b’>. Wynika stad, ze

L]+ L)+ o+ a2 b —a' = b—a—e[2=}(b—a),

whrew (22). Doszlismy wiee do sprzecznosci.
(7.6)  Zbidr miary Q zero nie posiada punkidw wewnelrznych.
| Dowdéd. Gdyby bowiem punkt a zbioru E miary L zero byl
jego punktem wewnetrznym, wowczas istniaiby przedziat otwarty
>a’,b' CE. Poniewaz na mocy (7.5) przedzial nie jest zbiorem miary
2 zero, wiec na mocy (7.1) miara £ zhioru ¥ tez nie moglaby byé
zerem.

W szezegélnosel
(7.7) Zaden zbidr otwarty nie jest miary & zevo.

8. Warunki Lebesgne’a calkowalnosci R funkeji.

(8.1) Warunkiem koniecznym 1 wystarczajacym na to, by funkcja f(x)y
ograniczona w przedziale {a,b>, byta w nim calkowalna R, jest 2eby
2bidr punktow mnieciqglosci funkeji f(x) w tym przedziale byt zbiorem
miary L zero.

Dowoéd. Zalézmy, ze funkeja f(z) jest calkowalna w <a,b).
Oznaczmy przez w(z) oscylacje tej funkeji w punkecie x i przez Ej
zbiér tych punktéw z przedzialu <{a,b)> w ktérych w(z)=1/k. Na
mocy tw. (6.4) do kazdej liczby ¢>0 istnieje taki podziat 4 prze-
dzialu <a,b>, ze

(23) s 80, s k.
i

=
Wezmy pod uwage te sposréd odeinkdw I; podzialu 4, na
ktorych oscylacja funkeji f przybiera wartosel w;=>1/k. Oznaczmy
te odeinki przez I3, Is,...I., a oscylacje funkeji f na nich przez
4 4 .
1, Wy ..., p. Zatem

(24) ‘ wi= 1]k dla i=1,2,..,r
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Lo

Pozostate odcinki podzialu 4 oznaczmy vprzez I7,1s...., 1%,
a oscylacje funkeji f na nich przez oy, s, ..., ws. Zatem

n Ir 8 r
Mw;ori= Noill;| - VYol l!1>= NI,
P o ) £ I~ . i+ 10

=1 =1 1_1 i=1
skad na moey (23) i (24)

(25) o<t ey Yin<e
k= k ) =1

A

Poniewaz oscylacje funkeji f na odeinkach I7,15,...,1 33
- mniejsze od 1/k, wiec w punktach polozonych wewngtrz tych od-
cinkéw s3 one réwniez mniejsze od 1/k. Wynika stad, ze kazdy
punkt zbioru Ej, nalezy do jednego z odeinkéw I3,1s,...,I1.. Zatem
na mocy (25) miara £ zbioru Ej jest zerem, gdyz >0 jest dowolne.

Niech H bedzie zbiorem punktéw niecigglodei funkeji f w prze-
dziale <{a,b>. Oczywidcie

(26) . H= ) Ep,

k=1
w kazdym bowiem punkcie niecigglo$ci x oscylacja w(z) jest
dodatnia, a zatem punkt ten nalezy do jakiego$ zbioru Ej, mia-
nowicie do takiego, ze w(x)>1/k.

Poniewaz kazdy ze zbioréw K, jest miary € zero, wiec
na mocy (26) i tw. (7.4) zbiér H jest tez zbiorem miary & zero.
‘Warunek jest zatem konieczny.

Na odwrot, zalozmy, ze zbiér punktéw niecigglosei funkeji f(x)
na odcinku <a,b> jest miary Q zero. Dla kazdej liczby naturalnej &
zbiér tych punktoéw 2, w ktorych o(x)>1/k, tj. zbiér E, jest na
mocy (7.1) nmiary £ zero.

Poniewaz nadtc E, jest na mocy tw. (2.6), str. 108, zbiorem
zamknietym i ograniczonym, wiec na mocy (6.2), str. 69, istnieje do
kazdego &>0 skonczony zbidr przedzialow otwartych Iy,1s,...,1I,
tworzgey pokrycie zbioru Ey, przy czym |[Ii|-+|Te|+ ...+ 1| <e.

Utwérzmy taki podzial 4 przedzialu <{a,b>, by kazdy z od-
cinkéw Iy,...,I, byl sumg skoiiczonej liczby odeinkéw podzialu .
Oznaczmy przez Ii,Is,...,I. odeinki podziatu 4 pokryte przez od-
cinki Iy,Is,...,I,, & przez wi,...,w; oscylacje funkeji f na tych od-
cinkaeh. Mamy :

(27) - ||+ T3]+ .. | T <.
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Pozostate odeinki podziaiu 4 oznaczymy przez Iy ooy
W kazdym punkcie # przedziatu zamknigtego I, gdzie j=1,2,.
oscylacja funkeji f spelnia nieréwnosé oz )<1l/k, gdyz xe Ek
Mozemy wiee podzielié odcinek I; na tak mate odcinki, by oscy-
lacja na zadnym z nich nie przekraczata 1/k. Dzielge w ten sposob
kazdy z przedziatéw I1,Ia, ..., Lm, otlzymamy nowe odeinki Iy, I7, ..., Ig,
na ktérych oscylacje f,cy,...,c s funkeji f speniaja merownosm

(28) o] <1k dla i=1,2,...,s.

Przedzialy I.,I3,...,1;, I7,I5,..,I{ tworza pewien podziat 4,
dla. ktdrego
'——8-—2sz1'!+ 5’0 P11,

=1

skgd na mocy (27) i (28) otrzymujemy
S——sgws—l—%(b—a),

gdzie o jest oscylacjg funkeji f w przedziale <a,b>.

Poniewaz ¢ i 1/k moga byé dowolnie matymi liczbami dodat-
nimi, wiec na mocy tw. (6.4) funkcja f(z) jest catkowalna R w <{a,b>.
Warunek jest zatem dostateczny, c¢.b.d.d.

PRZYKEADY. 1. Kaéda funkejo ciqgla w przedziale zamknie-
tym jest w nim catkowalna R.

Jest bowiem na nim ograniczona i jej zbiér punktéw niecigg-
lodei jest pusty, zatem miary £ zero.

2. Kaida funkcja ograniczona w przedziale zamknigtym ¢ majaca
w nim skonceony lub przeliczalny zbidr punktow nieciqgtosci jest
catbowalna R w tym przedziale. |

Zbhiér skofczony lub przeliczalny jest bowiem miary £ zero
(p. str. 170, przyklad 2).

9. WlasnoSci funkeyj calkowalnyeh R. Uzyjemy teraz
twierdzenia (8.1) do dowodu nastepujacych twierdzen:

(9.1) Wartosé bezwegledna funkeji catkowalnej R w przedziale {a,b>
jest funkejg catkowalng R w tym przedziale.

Dowod. Jezeli funkeja f(x) jest catkowalna R, to punkty nie-
ciggtosei funkeji [f(z)| sa zarazem punktami niecigglosci funkeji f(«).
Poniewaz zbiér ostatnich jest miary £ zero na mocy tw. (8.1),
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wiee zbior punktow niecigglodei funkeji |j(x)| (jako czesé poprzed-
niego) jest na mocy tw. (7.1) réwniez miary  zero. Na mocy tw. (8.1)
funkeja [f(z)] jest wiec calkowalna R, gdyz jest ograniczona.

(9.2) Iloczyn dwu funkeyj fi(x) i fy(x) calkowalnych R jest funkejq
catkowalna R.

Dowdéd. Niech H,,H, i H bedy zbiorami punktéw niecigglodei
funkeyj fi(z), folx) 1 fi(z) fo(®). Oczywidcie HCH,-+H,. Poniewas
H, 1 H, 53 na moey tw. (8.1) zbiorami miary € zero, wiec na mocy
tw. (7.4) H jest miary & zero. Poniewaz nadto f,(z) fo(z) jest funkeja
ograniczong, wieec na mocy tw. (8.1) jest catkowalna R.

(9.3) Funkcja calkowalna R w przedziale {a,b> jest catkowalna R
w kazdym przedziale zawartym w <a,b>.

Dowdd. Woéwezas jej zbidr punktéw niecigglosei w ealym
przedziale jest miary  zero na mocy tw. (8.1). Tym bardziej wiec
miary £ zero jest, na mocy tw.(7.1), zbiér jej punktéw nieciag-
todei w kazdym przedziale czesciowym.

(9.4) Jezeli funkcja f(x) ograniczona w przedziale {a,b> praybiera.
w nim wszedzie wartosé¢ 0 z wyjatkiem punktdw pewnego zbioru
zamknietego A miary L zero, to jest ona catkowalna R w tym

b
przedziale 1 f flz)dz=0.

Dowéd. Jezeli jaki§ punkt  nie nalezy do 4, to z uwagi,
ze* A jest zbiorem zamknietym, 2 nie jest punktem skupienia tego
zbioru i wobec tego istnieje pewne otoczenie punktu 2 rozlgczne z 4
(p. tw.(7.5), str. 72). W tym otoczeniu funkeja f(z), jako tozsamo-
dciowo réwna 0, jest cigglta, w szczegdlnosei wiee jest ciagla
w punkcie 2.

Punkty niecigglosei funkeji f(x) mieszczg sie zatem w A i przeto
stanowig z zalozenia zbiér miary £ zero. Na mocy tw. (8.1) funkeja
f(z) jest wiec calkowalna R.

Niech A bedzie dowolnym podzialem przedzialu <a,b>. Ponie-
waz A, jako zbiér miary @ zero, nie zawiera na moecy tw. (7.6) zad-
nego odeinka, wiee w kazdym odcinku dz; podzialu A istnieje punkt.
x; nie nalezacy do A. Oczy\mscle fla)=0, skad R=2f(z;)6z:=0,.

1

a zatem ff (z)dz=0, c. b. d. d.
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(9.5) < Jedeli cigy funkeyj {fu()} calkowalnych R w preedeiale {a,by
jest w wnim jednostajnie zbiesny do funkeji f(x), to f@anlgcja f(@) qest
catkowalna w tym przedziale <

n-»co

b b
(29) o /'f(m) dr=1im ff,,(az)daz.

a

Dowéd. Niech H, bedzie zbiorem punktéw nieciaglosei funkeji
fu(®) 1 niech H=H,+ H,+- ... Poniewaz zbiory H,, H,,... sg miary
£ zero, zatem na mocy tw. (7.4) A jest réwniez zbiorem miary £ zevo.
Jezeli wige punkt 2 przedzialu {e,b> nie nalezy do H, to wszystkie
funkeje ciagu {f.(@)} sa ciagle w x,, skad na mocy tw. (2.5), str. 125,
funkcja f(z) jest ciagla w a,. Zatem zbiér punktéw niecigglogei funk-
cji f(z) miedei sie w H, wiec jego miara Q jest réwnieZ zerem na
mocy tw. (7.1). Poniewaz nadto funkeja f(z) jest na mocy tw. (2.4),
str. 125, ograniczona w przedziale <a,b>, wiec na mocy tw. (8.1)
jest ona calkowalna R w tym przedziale.

Wobec zalozenia, ze f(:c)=1i_1>n fo(®) w przedziale {a,b>, istnieje

n—>

dla kazdego >0 takie N, ze |fo(z)—f(x)|<e dla n >N, skad

, b b b
(30) [ Tale) da— [ 1) da|=] [ Tfalw) ()1 42| < elp—al

a a a

dla xe<a,b> i n>=N. Z nierdwnosci (30) wynika (29): poniewaz
£>0 bylo dowolne.

10. Calka Riemanna a funkecja pierwotna. Mozemy te-
raz dowies¢ nastepujacych wlasnogei calki Riemanna: ‘

(10.1) Jeteli funkcja f(z) fest catkowalna R w pé"zedzialaoh {a,c)
@ <¢,b>, oraz a<e<b, to funkeja fz) jest catkowalna w preedziale

<a,b> i
b c b
(31) o [ f(@)dz= [ fw)dn+ f f(x) da.

Dowoéd. Zbiér punktéw niecigglosci funkeji f(x) w przedziale
<a,b> jest na moey tw.(7.1) miary £ zero, jako suma zbioréw punk-
tow nieciaglosei tej funkcji w przedzialach La,c> i <e,b>, ktore
83 miary 8 zero na mocy tw. (8.1). Zatem na mocy tw. (8.1) funkcja
f(z) jest calkowalna w przedziale <a,b>.
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Niech {4,} bedzie ciggiem podzialéw przedzialu <a,b> za-
chowujacych stale punkt ¢ jako punkt podziatu. Oznaczajac przez R,
sume dla podzialu 4,, a przez R, i R; sume skladnikéw, ktére od-
powiadajg odcinkom podzialu A, mieszezacym sie w przedzialach
La,cy i Le,b>, otrzymamy R,= R,-+E;,. Otrzymujemy stad réw-
nosé¢ (30), przechodzace do granicy dla #—>co.

Uwaga. Jezeli funkeja f(x) jest calkowalna w przedziale {a,b>,
fo przyjmujemy, Ze f |

a b a
f {r)der=— f fle)de, ff(;zr) dr=20.
b a a
Dowodz! sie latwo, ze w tym znakowaniu wzor (31) zachodzi
dla dowolnych liezb a,b,c, byleby istnialy wszystkie calki wyste-
pujgce w tym wzorze.
Jezeli funkeja f(z) jest calkowalna w przedziale o koncach a,b
i K jest kresem gdérnym funkeji |f(2)| w tym przedziale, to

b
(32) ][ f(;E)daT’<lb—~(l~lK.
Gdy a<b, nier6wnosé (32) jest identyezna z nieréwnoscig (3),
str. 163. Stad wynika latwo nieréwnogé (32) dla a=b.

(10.2) Jegeli funkcja f(z) jest catkowalna R w preedziale <a,b>,
10 funkeja

X
F(I):fj(t)dt, gdzie a<lc<b i a<<ae<b,
c .

jest ciqgta w przedziale <a,b>, a ponadio w kaidym punkcie xg,
w ktorym funkcja f(x) jest ciagla, istnieje pochodna F'(xy) 1

, B'(ag) = f(,)-
Dowdd. Oznaczmy przez K kres gorny funkeji |f(z)] w prze-

dziale <{a,b>. Dla dowolnych punktéw a’' i &' tego przedzialu mamy,
stosujac tw. (10.1),

xfl Xt x xll

[F(m’)——F(w")]:l f f(t) dt— ff(z)dt}: [iwat+ [feyat— /’f(t)dt': |

c [ X c

—_=]ﬁf(t)dt| <l —a"| K.

S. Banach., Wstep do Teorii funkcji. 12
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Fankeja F(s) spelnia wiec w przedziale {a,b> warunek Lip-
schitza, a tym samym jest ciagla w <{a,b>. |
Niech teraz ,  {a,b> bedzie punktem cigglosei funkeji f(z). Dia.
kazdego # € {a,b)> oznaczmy przez K, kres gorny réznicy |f(@)—f(x,)|
w przedziale {x,x)y. Wowezas '

]F(.’L‘) —F(.’E‘-,)
| 3=

- %f[f f(, ]dtl<K

Z cigglodei funkeji f(x) w punkcie z, wynika, ze H,—0 dla
=20, Skad

0

lim Pla)—F(z)
w=>xn T
czyll F'(zy)=flx,), ¢. b. d. d.
Funkeie F(x) nazywamy funkcjq pierwotng funkeji f(») w prze-
dziale <a,b>, gdy w kazdym punkcie tego przedziatu F'(z)=f(»).

== f(,),

(10.3) Jezeli F(z) jest funkejq pierwotng fu%kcy@ flz) catkowalnej R
w przedziale {a,b>, to ‘

b

(33) f f(z)de=F(b)—F(a).

a

Dowdd. Niech A bedzie dowolnym podzialem odcinka <a,b>
punktami a=ry<1<...< Zp=>b. Mamy

F(b)—F(a) = (Flay) — Flay) + (F(@2)—F(@1)) + .. + (F(#n) — F(@pes)).
Na moey twierdzenia o wartosei Srednie]
F(ax)—F(x,_ )=F'(&) (, &), gdzie x,_ <& <,
Poniewaz F’(Ei)—-—f(fl.), wiee dla d2;=<{@ 4, 2> otrzymujemy
F(b)—F(a)= Z'lf

Jezeli wige {4,} jest dowolnym ciggiem normalnym podzialéw,
dostaniemy F(b)—F(a)=R,, skad otrzymujemy (33), przechodzge
do granicy dla n— oco.
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§ 2. Calki wielokrotne.

1. Podzial przedzialu. Niech I bedzie dowolnym prze-
dzialem zamknietym przestrzeni &”.

Podziatem przedziatu I nazywamy dowolny skoriezony zbiér 4
nie zachodzacych na siebie przedzialéw zamknietych Ii,...,I,, ktd-
rych sumg jest I. '

Podzial przedziatlu I=<ay,...,an; by,...,by> mozemy otrzymad np.,
tworzge najpierw dla kazdego i=1,2,..,m dowolny podzial 4;
przedzialu <a;,b;> za pomocyg punktow

(1) =10 <P <. <a®=p,

Podziatem przedzialu I bedzie wdwczas zbidr wszystkich prze-
dzialdéw postaci .

'y 7. ) 3 ~+1 2 1
(2) a0y g, s,

gdzie j, jest dowolng z liczb 0,1,....k—1, a wiec gdzie rd?,adrtDy.
jest dowolnym odecinkiem podzialu 4; odeinka <{a;bs).

Taki podzial nazywamy siatkq przedziatu I.

Siatke prostokgta otrzymujemy np., dzielage go na prostokaty
za pomocy prostych réwnolegtych do jego bokéw. Podobnie, siatke
prostopadloscianu I=<a,,a,,a4; by, 0,,05> dostajemy, dzielge go
na prostopadlosciany plaszezyznami réwnoleglymi do plaszezyzn
Xy, yz i zx.

(1.1) Jezeli przedzialy I,,...,I1, (zachodzace na siebie lub nie) ledq
w preedziale I, to istnieje siatka A o tej wlasnosci, e kazdy prze-
zial I, gdzie 1=1,...,m, jest sumaq pewnych przedzialéw tej siatki.

Niech bowiem I; bedzie postaci (2). Utwérzmy podzial 4;
odcinka <a;,b;> za pomocg punktéw (1). Siatka A otrzymana z po-
dzialéw 4; dla ¢=1,2,..,n speinia oczywiscie teze twierdzenia.

Uwaga. W szcezegblnosci, jezeli przedzialty I, ..., 1, nie zachodzg.
na siebie, to dolgczajac do nich te przedzialy siatki 4, ktére nie-
sg w nich zawarte, otrzymamy siatke, w ktérej sklad wchodza
przedzialty I, ..., I,.

Podziat 4, nazywamy podziatem nastepczym podziatu A, jezeli
kazdy przedziat podziatu A; jest zawarty w jakim§ przedziale po-
dziatu 4.

12%
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Oczywidcie :
(1.2) Jezeli A, jest podziatem nastepczym podeiatu 4,, a Ay podziatu
4y, to Ay jest podziatem nastepezym podziatu A,.

Z (1.1) wynika, ze
(1.3) Dla katdego podzialu A stnieje siatha 4y, kidra jest jego po-
dziatem nastepezym.

(1.4)  Dla kaédych dwdch siatek 4’ 1 4" preedzialu I isinieje siatka A,

ktdra jest podzialem nasigpezym zardwno siatki A' jak siathi A"
Niech bowiem siatka 4’ powstaje z podzialéw odcinkc')w

La;, by dla i=1,...,n za pomoca punktow = §(°’< < < £ =

a A" za pomocy punktéw al—ni‘» < 771 <. <.»], l)~bi Wowczas

siatke A nastepczg siatek A7 i 4" otlzymmmy, tworzac siatke po-

wstajgeg 2z podzialdw odeinkéw <{a, D> za pomocg punktéw

0 0 i
( ) 5(1) :Sl‘z)’ ?71( )’ 75 ), (S,)‘

(1.8) Dla kazdych dwdch podzialéw A' 1 A" przedzialu I isinieje
siatka A, kidra jest podeiatem nastepezym zaréwno podziatu A’ jak
podziatu A".

Na mocy tw. (1.3) istniejg bowiem siatki A’ i 4" nastepcze po-
dziatéw 4’1 A"”. Na moey za$ tw. (1.4) istnieje siatka 4 nastepcza
siatek 4’ i A”. Oczywidcie siatka 4 jest na mocy (1.2) podzialem
nastepczym podziatdw A’ i A"

Najwieksza srednice przedzialéw Iy, ..., I, podzialu 4 0ZNaczany
przez |A|:

| 4] = nlla}: d(1;).

Ciag podzialow {4,},=1,.. nazywamy normalnym, jezeli |4,]—0
dla v — co. ‘ ' :

Np. dzielge przedzialy <a;b> na »=1,2,... réwnych czesci
I tworzac do tych podziatéw siatki 4,, otrzymamy cigg normalny

podzialéw. Mamy bow1em ]A,,!-:;l/(bl——ai)z—{—...+(bn—-a-,,)2->0 dla

P> 0.

2. Miara przedzialu. Miarg pwed tatu zamknietego lub
otwartego [=/[ay,...,an;: by,..., 0] nazywamy iloczyn

3) T|= (b1—a) (b —a) .. (Bp— )= (D1 —aty).

i=1
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W szezegblnosel wiee miarg przedzialu [a, b] linii prostej ]Ebt
jego dlugosé |b—al; miarg przedzialu [a,,a.; by, b,] plaszezyzny &
jest jego polepole (b,—a,) (b,—a,); miarg przedzmlu [y, 05,055 by, boybs]
przestrzeni & jest jego objefosé (b,— ay) (by— @) (b;— @) itd.

(2.1) Jedeli przedziat zamkniety I jest suma skonczonej liczby prze-
dziatéw I1y,...,I, nie zachodzacych na siebie, to ' ' '

(4) I ARSI ]

Dowéd. Zalézmy najpierw, ze przedzialy te tworzg siatke .»_I
otrzymang z podzialéw punktami a;=a" .zﬁl)< <J“’1)—— b;, gdzie
1=1,2,...,n. WOWCZas [l},——a,\—-E PP+ {J“"l) &Y a zatem

na mocy (3)

!

1| = (jaf? — a4 o 0 ) () =+ lx“") gty

_ Skladniki sumy, jakie otrzymamy po Wykona‘niu ‘mnozenia,
sa to miary przedziatéw Ii,..,I, tworzacych siatke 4.

Zalézmy teraz ogdlnie, ze przedzialy te tworza dowolny po-
dzial A przedzialu I. Utwérzmy siatke 4 bedaca podzialem nastep-
czym podziatlu A (p. str.180). Kazdy przedziai I; dla j=1,...,m jest
sumsa pewnej liczby przedzialdw siatki A4’ (Ltore, jak latwo widzied,
tworza siatke przedzialu I;). Zatem miara przedzialu I; jest sumg
miar tych przedzialow. Wynika stad, ze suma miar przedzialéw
Iy, ....,In xOWna jest bU.IIU.e miar przedzm}ow siatki A’, a wiec mierze
przedzlalu I, e. b.ad.

(2.2) Jezeli przedzzalfy Il,...,lm nie zachodzq na sicbie t zawaite sd
w sumie przedzialéw Ji,...,J1 1o

(5) PAESIIE T IES YIS

.

Dowé6d. Niech I bedzie dowolnym przedzialem zamknietym,
zawierajacym wszystkie przedzialy

(6)  Iyeedm, Jiendt

Na mocy WL (1.1) istnieje siatka A przedziatu I o tej wiasnosei,

ze kazdy z przedzialéw (6) jest sumg pewnej liczby przedzialow
siatki 4. A zatem miara kazdego z przedzialéw (6) jest sumg miar
tych przedzialow siatki A, ktore w nim lezg. Stad wynika juz latwo (5).
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3. Okreslenie calki wielokrotnej. Niech f(ml, veeyp) bedzie
funkeja ograniczona, okredlong w przedziale zamknietym

I=Layg, .., 0n; byy ..y b
Utwérzmy dowolny podzial 4 przedziatu I, ztozony z przedzialéw

Iy, ...;.Jm. Dla kazdego j=1,...,m wezmy pod uwage W przedziale I,
dowolny punkt p, o wspélrzednych £ gD D i niech

(M R=JHEDED, D) L =31p ) |T)|.
j=1 2 ! J=1 !

Jezeli dla wszystkich ciggéw normalnych podziatéw {4,} prze-
dziatu I sumy R dazg do tej samej granicy (niezaleznie od wy-
boru punktéw pj), woOwezas  granice ta nazywamy n-krothq calkyg
Riemanna funkeji f(y,...,2,) w I i oznaczamy ja przez

f...ff(a:i,...,mn)(lwl...dm,, lub przez fj(p)(lp.
1 I ‘

Funkcje f nazywamy wéwezas catkowalng R (czyli catkowalng
wedtug Riemanna) w przedziale I.

Uwaga. Jezeli dla kazdego ciagu normalnego podzialéw sumy
(7) 83 zbiezne, to sy one zbiezne do tej samej granicy (p. str. 163).

(3.1) Niech f(p) bedrie funkeja calkowalna R w przedziale 1. Wowezas:
(i) Jezeli ki K sq kresami dolnym 1 gérnym funkeji f(p) w I, to

k|| <Iff(p)dp<lflfl-
(i) Jezeli I jest kresem gérnym funkeji lf(p)] w I, to
1w el <t |
(iii) Dla kazdej liczby c fuﬁkaja cf(p) jest catkowalna R w I 4
[dmap=c[tp)ap.

I I

(iv) Jezeli ¢(p) jest rownies funkeja catkowalng R w preedeiale I,
to suma f(p)-+q¢(p) jest funkeja catkowalna R w I i

JU0)+e)dp= [Hp)dp-+ [o(p)ap.
7 ‘ I I

Dowody przebiegaja podobnie jak dowéd tw. (3.1), str.164.



s 21 Calki dolne i gorne. 183

4., Sumy dolne i gérme. Oznaczmy przez %; i K; kresy
dolny i gérny funkeji f w przedziale I;.
Suma dolna s i gérng S nazywamy wyrazenia (p. str. 164):

5= k]I S=2K}|I}|.
F=1 j=1
~ Oznaczajac przez &k i K kresy dolny i gérny funkeji f w prze-
dziale I, mamy k=>Fk 1 K;<K, wiec
EI<s<S<K|I|.

Podobnie jak na str.165, mozna udowodnié, ze S jest kresem
gérnym, s za$ kresem dolnym sum R odpowiadajacych podzia-
towi 4 przedziata I i dowolnie obranym punktom p; e I;. Oznaczajac
.oscylacje funkeji f w przedziale I; przez wo;, t.zn. przyjmujgc
wj=K;—k;, mamy (p. str. 165): '

S—s=Sw]I.
J==1

5. Calki dolne i gérne. Kres gérny sum dolnych s i kres
dolny sum gérnych S nazywamy odpowiednio catkq dolng i calka
gorng funkeji f w przedziale I. Calke dolng oznaczamy przez

[ [Ty oy 2y .dzy Lub [#p)dp,
T T

catke za§ gbérng przez

f ff(xi, Zn)dxy...dr, lub ff

Podobnie jak dla calek pojedynczych (str.166), dla calek
wielokrotnych zachodzi nastepujacy lemat:
(5.1) Dla kazdego £>0 istnieje takie 7> 0, 2e jezeli podzial A spelnia
nieréwnodé |4|<n, to

(8) [itpyap—e<s oraz S<[f(p)dp+e.
T 1
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- Dowdd. Dla kazdej liczby &>>0 istnieje podzial 4, dla ktérego
suma gérna § spelnia nieréwnodé «

(9) | §<fmmw+a&
I

Oznaczmy przez 7 najmniejsza szerokosé (str. 76) przedzialéw
podzialu 4 i niech

(10) | 0<n<q/2.
Utwérzmy dowolny podzial A przedziatu I tak, by

(11) A

<7.

’ Wezmy pod uwage dowolny przedzial 1 i podzialu 4 i oznaczmy
przez Iy,.., I, przedzialy podzialu 4 zawarte w I, Przedzialy te
pokrywaja zatem wszystkie punkty przedzialu I; odlegte od jego
brzegu co najmmniej o 5. Jezeli wieec I;=(as,...,an;byy..., 0>, to
Iy+...4- I, zawiera przedzial {a; + 7, ..., @y 4 1301 —, ..., bn—17>. Zatem

.
l:[l,l} (by—as—2n)- ... (bp—an—27),
1=

skad
l‘-[-.ll__-f-lzllll <[.(b1—-a1) PP (l)n—a,,)]—[(bl — al—fL";y) Ceest (b,,—a,,—:h;)] <

‘) ]
<(61“a1)'“3'(bn—a")[1_<1_ J?*)'-..'(l‘“b = )}

b1 — {1

(12)

Z okreslenia liczby % wynika, ze
n<[bi—a), .., < [pa—aa.
Na mocy (10)'ma.my wiee
29/(by—a,) <1 itd.

Opierajgc sie na nieréwnosei (1—eg)-...-(1— tn)=l—eqe e, dla
U<eaxl, ..., 0< e, otraymujemy tedy z (12) '

o~ T 2 o 1 _onll]
(13) = 2 <] [ T ]( '%'_I' 7.

i=1
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Oznaczame przez k i K kresy dolny i gérny funkeji f w I,

a przez K;i K; jej kresy gome w I; i I;, mamy

_ I

(K — “lle E—Ep -+ E’!TDE K},

a poniewaz ff}l{i dla i=1,...,r, wiec na mocy (13)

2|1
7ﬂ li](]i
1

Sumujac ostatnie dwa. Wzmy stronami dla wszystkich m pue-
dzialéw I; podziatu A i stosujac podobne rozumowanie jak na
str. 167, otrzymujemy ‘

INE—E) < ‘"II (E—K)+

—%).

RITET ]Il

E[1|—F<K|1|—5+ =

W E—k),
skad
(14) ST+

Dobierajac wiee liczbe # tak, aby précz nieréwnosci (10)
spelniona byla jeszeze nierdwnosé

_ onm|l £
(15) 2y m—n<ss
otrzymamy z (14} i (9)

| S< [fip)dp+e
i

dla kazdego podzialu A spelniajgcego warunek (11) i dla kazdej}

lieczby 7 >0, spelniajgce] warunki (10) 1 (15): S
Podobnie wyprowadza sie pierwsza z nieréwnosei (8).

(5.2) Dla kaidego ciagu normalnego podzialdw {4,} przedzictu I

clag sum {s,} daéy dla v—oo do calki dolnej, a ciqg {S,} do gorne;j.

(5.3) Catka dolna jest niewicksza od calki gornej:

[tw)ap< [1p)ap.
v 1

Dowody twierdzen (5.2) i (5.3) za pomocy lematu (5.1) sg,
podobne do dowoddw twierdzen (5 2)1 (5.3), str.167 i 168, za po-
mocg lematu (5.1). ’ ' ‘ :
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(5.4) Jezeli f(p) jest fumkcjg ogramiczong w preedziale I, a A jest
dowolnym podziatem tego przedzialu na przedzialy I, cery Ly, 10

_ ) m _. m
(16) [imap=3 [itw)ap,  [itm)dp=_7 [f(p)dp.
7 i=11; T =17

Dow6d. Niech {4;} bedzie ciggiem normalnym podzialow
nastepezych podzialu 4. Oznaczajac przez §; sume goérng dla po-
dzialu 4;, a przez Sff" sktadniki (sumy goérnej) odpowiadajace
tym przedziatom podzialu 4; ktére zawarte sg w przedziale I;
{gdzie i=1,...,m), dostajemy

m
(17) 8= dla j=1,2,...

==1
Poniewaz na mocy tw. (5.2) §; dla j—oco dazy do lewej strony

pierwszej z réwnosei (16), a ;S’f-i) — do catki gérnej f f(p)dp, wiec
. I,

z (17) otrzymujemy pierwszg z réwnosei (16) dla 9—>co.
Podobnie dowodzi si¢ drugiej z réwnosci (16) (dla catek dolnych).

6. Warunki calkowalno$eci . Nastepujacych twierdzen
dowodzi sie podobnie jak twierdzen (6.1)-(6.4) dla calek poje-
dynezych (str. 168 i 169):

(6.1) Warunkiem koniecanym i wystarczajacym na to, by funkcja
ograniczona  f(2y, ..., x,) w przedziale I byla w tym preedziale catko-
walna wedlug Riemanna, jest o, seby jej catki dolna i gorna byty
rowse.
(6.2) Jeteli funkeja f(@y, ...y @n) jest calkowalna R w preedeiale I,
wowcezas .
(18)  [itwryap= [fw)dp= [1(p)dp.

T b4 i
(6.3) Wearunkiem koniecznym i wystarczajacym ma to, by funkeja
&gy ..., ) byta catkowalne R w preedziale 1, jest, zeby do kaidej liceby
>0 istnial podzial A przedzialu I na preedzialy Iy,..., 1., ceyniqey
zado$é nierdwnosei

(19) §—s=Sa|T|< ¢
i=1

(gdzie o; 0znacza, jak poprzednio, oscylacje funkeji f w przedziale I,).

(6.4)  Kaida funkcja ciqgla w._przedziale I jest w tym przedziale
catkowalna R. :
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7. Zbiory miary Lebesgue’a 0. Mo6wimy, ze zbiér E,
lezgey w przestrzeni &, jest miary Lebesgue’a zero lub miary L zero,
Jezeli do kazdej liezby ¢>0 istnieje skoriczony lub przeliczalny zbiér
przedzialow {I;}, dla ktérego

(i) ECT; (i)  2|Li<e.

Twierdzenia (7.1)-(7.6), str. 171 i 172, dla zbioréw liniowych
miary £ zero zachodzg réwniez dla zbioréw miary € zero w prze-
strzeni &" i dowodza sie podobnie.

{7.1) Brzeg kaidego przedzialu ICE" jest sbiorem miary L zero.

Dowéd. Niech I={ay,...,an; by,....b,>. Oznaczmy dla kazdego
i=1,...,m przez A, zbiér punktéw (xy,...,x,) przedziatu I, dla ktérych
&;=ay, a przez B; zbiér punktéw przedzialu I, dla ktérych o;=b,.
Brzeg przedzialu I jest oczywiscie sumg zbioréw A4;i B;. Wystarczy
zatem dowies$é, ze kazdy ze zbioréw A;i B; jest miary € zero. Ze
wzgledu na symetrie zatozen mozna ograniczyé dowdd np. do zbio-
oW Ai.

Niech &> 0. Latwo stwierdzié, ze zbiér A; zawarty jest w prze-
dziale

, .
Ii=<(117 ey i1y Ai— &y vy Upj bl, ceey bi—l; bl+ Eyanny bn>

" Poniewaz miara przedzialu I; jest réwna |I|2e/(b;—a;), wiec
z uwagi na to, ze £¢>0 jest dowolne, A4; jest zbiorem miary £ zero,
¢. b. d. d.

Reutem punktu (2y,...,Zn4q) przestrzeni "' na &" nazywamy
punkt (ay....,a,) przestrzeni &", a rzutem zbioru ACE™™ na &" —
zbiér rzutéw punktéw nalezgcych do A, t.j. zbidr (p. Rozdzial I,
str. 13)

r(d)=F Jl(zy-... 'i’m Tny1) € 4]

(7.2) Jezeli reut ghioru ACE™™ na &" jest miary L zero w &, to
A jest miary 8 zero w &

Dow6d. Poniewaz zhiér r(4) jest z zalozenia mlary L zero
w &, wiee do kazdego ¢>0 istnieje skodezony lub przeliczalny
zbiér przedziatéw {I,} przestrzeni &", spelniajacych warunki:

i) AT, (i)  2<e
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Dla dowelnego k=1,2,... weZmy pod uwage w przestrzeni &
przedzial I,=<{—%,...,—k; +k,...,-~k> oraz przedzialy J; zlozoné
z punktow (xy,...0541), dla ktéryeh (@y,..&n)el; 1 —b<<w,q 1 <k:

Ji= Bl(#15 vy @) € Ti] [—h<nga <E].

xl,:..,xn_*_]

Oczywiscie |J;|=2k|I;|. Zatem na moey (ii)

(20) : 2T <2k D)\ T < 2ke.
i i

Poniewaz, jak latwo widzie¢, A-I,C2J;, wiee dla kazdego
i

k=1,2,... zbiér 4.7, jest na mocy (20) miary £ zero w’ &t
(gdyz wzér (20) zachodzi dla dowolnego £>0). Z uwagi na to, ze
A=4-I+4 I+ ..., zbiér A jest réwniez miary & zero w & jako
suma przeliczalnej rodziny zbioréw miary £ zero. | ‘ ’

| Wykresem lub wykresem geometrycznym funkeji o wartodeiach
rzeczywistych f(ay,...,u,) okreslonej w zbiorze ACE" nazywamy
zbiér takich punktéw (zy,...,2n41) przestrzeni &, ze (g, ..,zn) e 4
i ;z?nj,_l_—_—j(a*l,...,;z:n), tj. zbior

W= F(x1,...,85) € A1 [tny1=flary, ..., n)].
XpaensXp 1y .
Udowodnimy obecnie twierdzenie, z ktérego w szezegélnogei
wynika, ze wykres funkcji ciagle] nie moze zawierad przedziahn
przestrzeni & -

(7.3) Jezeli funkcja f(xy,...,2n) jest ciagla w zbiorze zamknigtym A
preestreent 6", to jej wykves jest zbiorem miary £ zero w prze-
straeni & ' | |

Dowé6d. Niech I bedzie dowolnym przedzialem zamknietym
przestrzeni &". Iloezyn A-I jest wiee zbiorem ograniczonym zam-
knigtym, a przeto funkeja f(xy,...,,) jest jednostajnie ciggla w A -I.
Dla kazdego £>0 istnieje wiec takie >0, ze :

(21)  op,p")<n Dpociaga  |j(p))—f(p')|<e dla pp" e A-TL.

Utwiérzmy dowolny podziat A przedzialu I i -oznaczmy przez
Iy, ..., I, te przedzialy podziatu 4, ktére majg punkty wspélne ze:
zbiorem 4. Niech k; i K; beda kresami dolnym i gérnym funkeji f
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.
.

w I;i niech J; bedzie przedzialem przestrzeni &"' zlozonym z pun-
ktow (mi,l...,."l?n_]_l); dla k’cérych (.’I’i,...,;l’n) € L' 1 ]c,-<;2:,,+1 i;Ei'—f-&'
J,':E{{Tl, ‘eny ;l?n) € Ii]'[]x'i\<\a1?H+1<]fi+8].
xi,...,xn_H

Oczywiscie |Ji|=(K;—k;+&)|[] dla i=1,2,...,7. Jezeli przyj-
miemy [4][<#, to na mocy (21) bedzie K;,—k;i<e, zatem |J,|<2¢]|I},
skad :
(22) || o T < 2e(| L]+ o L) < 26T

Latwo widzieé, ze wykres geometryezny funkeji f dla zbioru
A-1I jest zawarty w sumie J;-...4J,. Na mocy wiec (22) ta czesé
wykresu funkeji f jest zbiorem miary  zero (gdyz ¢>0 jest dowolne).

Jezeli teraz przestrzenn &" podzielimy na przeliczalnag mnogogé
przednalow zamknietych I (por. pojecie kraty, str. 77), to czesel
wykresu funkcji f, odpowiadajace tym przedzialom, beda zbiorami
miary & zero. Na mocy tw. (7.4), str. 171, caly wykres funkeji f,
jako suma przeliczalnej rodziny zbioréw miary £ zero, Jest wiec
zbiorem miary £ zero, c. b. d. d.

(7.4) Jezeli wspdtrzedne xy,...,05 pzmlltou zbioru ograniczonego A
lezacego w przestrzeni & spelniajq rdwnanie

{23) - a+ a4+ ...+ apr,=0,

w ktdrym praynajmniej jeden ze wspolczynnikow wo,...,a, jest réiny
od 0, to A jest zbiorem miary 2 zero w &

Dowd6d. Twierdzenie jest prawdziwe dla =1, gdyz w tym
przypadku zbiér A redukuje sie do jednego punktn z,=-—a/q,.
Zalézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla n—1.

Jezeli a,=0, to punkty rzutu zbioru A4 na & spelniaja
réwnanie a--a,@-+...4-,_17,-1=0, zatem rzut jest zhiorem miary &
zero w &Y, wobec czego na mocy tw.(7.2) zbiér A jest miary &
zero w &,

Jezeli za§ a,#=0, to zbiér A jest zawarty w wykresie geome-
trycznym funkeji @, = (& @@+ ...+ Gy Tn1)/tn, clafgleJ w &7,
wobec czego na mocy tw.(7.3) 4 jest zbiorem miary & zero w (‘5“.

Na mocy zasady indukeji twierdzenie zachodzi wige dla kaz-
dego n=1,2,...,, ¢. b. d. d.

7 tw. (7.4) wynika od razu dla zbioréw plagkich (p. str. 75), ze

(71.5) Katdy zbidr plaski w &" jest miary 8 zero w &"
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W szezegélnogei zbiorem miary & zero jest linia prosta W Fosd
dla n>2, plaszezyzna w &" dla >3 itd. Na mocy tw.(7.5), zbio-
rem miary Q zero jest wiec takze odcinek w &" dla n>=2, wielokat
plaski w & dla n>3 itd. Wynika stad, ze linia tamana w &" dla.
n>=>2, brzeg wielofcianu w &" dla n>3 itd. sa rdwniez zbiorami
miary @ zero w tych przestrzeniach.

PRZYKLADY. 1. Wykres funkeji y=f(»), ciaglej w przedziale
liniowym {a,b>, jest zbiorem plaskim miary £ zero, gdy tymcezasem —
jak widzieli§my (p. tw. (2.1), str. 152) — wykres dwéch funkeyj
cigglych w przedziale liniowym (krzywa ciggla) moze zawieraé prze-
dzial plaski (kwadrat).

2. Powierzchnia, ktéra jest wykresem geometrycznym funkeji
z=f(»,y), cigglej w przedziale plaskim a, <z <by, a4, <<y <by (b.).
w przedziale {ay, ay; by, b,>), jest zbiorem miary & zero w przestrzeni
trojwymiarowej. : :

3. Okrag kola a2+ y2=1 jest zbiorem miary £ zero w pilasz-
czyznie, gdyz jest sumg wykreséw funkeyj y=— Vl—aﬂ i y:l/l-—-—mz,.
ciggtych w przedziale {<—1,1>, a wige sumg dwu zbioréw miary @
zero w plaszezyznie.

4. Powierzchnia kuli 22-+924-22=1 jest zbiorem miary & zero
w przestrzeni & jako suma wykreséw funkeyj e=)1—a2—y2

i z=—~l/1~—-.192-—,y2, cigglych w kole 224 y2<1.

8. Warunki Lebesgue’a calkowalno$ci R. Nastepujace
twierdzenia dowodzg sie zupelnie podobnie do twierdzer dla calek
pojedynezych:

(8.1) Warunkiem koniecznym i wystarczejacym na to, by funkcjo
ograniczona f(p), okreSlona w przedziale I preestrzeni &, byla w tym

preedziale catkowalna R, jest, zeby 2bidr jej punktdw nieciqglodei by¥
zbiorem miary L zero.

(8.2)  Wartodé berwzgledna funkeji catkowalnej R jest junkejq catko-
walng R.

(8.3) Iloczyn dwdsh funkeyj catkowalnych 8{ jest funkeja catkowalng R.

(8.4) Funkeja calkowalna R w preedeiale I jest calkowalna R w kas~
dym przedziale JCI.
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(8.5) Funkeja ograniczona f(p), okreslona w przedziale I przesirzeni &
Kidra przybiera w nim warto$é 0 z wyjqthiem zbioru zamknietego
miary 8 zero, jest funkcjq calkowalng R w I i jej catka réwna jest
geru: ff(p)dp=0.

I

Z tw. (8.5) otrzymujemy nastepuigcy wniosek:
(8.6) Jegeli wartodci funkeji ograniczonej ¢(p) eatkowalnej R w pree-
dziale I zmienié dowolnie w zbiorze zamknietym miary 8 zero, tak

jednak, by otrzymana funkcja y(p) tes byla ograniczona, to w(p) b@dzw
réwnied funkejq catkowalng R w I ¢ f (p)dp= f (p)dp.

I I
Wynika to tatwo z twierdzenia (8.5), jezeli zastosowaé je do
funkeji f(p)=q(p)—n(p).

9. WlasnoSci calki wielokrotnej. Poprzestaniemy tu na
nastepujacyh trzech twierdzeniach:

(9.1) Jezeli ciag funkeyj {f.(p)} catkowalnych R w przedziale 1 dgdy
w nim jednostajnie do funkeji f(p), wiwezas f(p) iest funkeja catko-
walng R w [ 1

lim [f(p)dp= [f(p)d
(23) tim i)

Dowodd przebiega podobnie do dowodu tw. (9.5), str. 176.
(9.2) Jezelr preedziat I jest podzielony na przedzialy Ii,...,1n i funk-
cja f(p) jest w nich calkowalna R, to jest ona catkowalna &R w catym
przedziale I

(24) ff(p )dp= fo p)dp-

i=11I;

Dowéd. Poniewaz dla kazdego i=1,...,m punkty nieciaglosci
funkeji f(p) w przedziale I; tworzg na moey tw. (8.1) zbior H;
miary £ zero, wiec zbiér H=H;+ ...+ H, punktéw nieciggtosci te]
funkeji w calym przedziale I jest rOwniez miary & zero.

Poniewaz ponadto funkeja f(p) jest ograniczona w I, jako ogra-
niczona w kazdym z przedzialéw Iy,...,I, wiec na mocy tw. (8.1)
jest ona calkowalna R w I. Stad i z tw. (5.3) wynika latwo wzér (24).
(9.3) Jezeli funkeja f(p) jest ograwmiczona w przedziale I, a poza
tym preedziatem wszedzie f(p)= 0, wiwezas dla kazdego przedziotu J CI:

(25) f_f(p)dpr—- f_.f(p)dp, f f(p)dp= f f(p)dp.
J I T T

J
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Dowdd. Utwérzmy dowolny podzial A przedzialu J, tak
jednak, by I byl jednym z przedziatéw podzialu 4. We wnetrzu
kazdego przedzialu I; podzialu 4, réznego od I, funkeja f(p) jest
zerem. Poniewaz brzeg przedzialu I; jest zbiorem miary 2 zero
na mocy tw. (7.1), str. 187, wiec na mocy tw. (8.1) funkcja f(p) jest
catkowalna R w I; i calka je] w tym przedziale jest réwna zeru.
Wzory (25) wynikaja stad na mocy tw. (5.3), str. 185.

Uwaga. Jezeli do zalozen twierdzenia (9.3) dodamy zalozenie,
ze funkcja f(p) jest calkowalna R w I, wéwczas —jak to wynika

ze wzoréw (25) — funkeja f(p) jest catkowalna w kagdym prze-
dziale JDOI i
(26) [itw)an= [f(p)ap.

J I ,

10. Calka wielokrotna jako calka iterowana. Niech
dany bedzie w przestrzeni &" przedzial

(27) ' I=Lay,...,an; by,...,bn>,

a w przestrzeni §°C&", gdzie k jest jedng z liczb 1,...,n, przedzial
(28) S R TR

wreszcie, w przestrzeni " *C&" zmiennych @y, ..., 2y — przedzial
(29) S =Upt1y ey Onj Dpygy ..y bnp.

(10.1) ovedeli funkcja f(ay,...,2,) jest catkowalna R w przedziale I,
wowezas funkeje:
(i) @ (a1, ...,;zrk)_—_f... H(@1y ey @n) dgyy ... Ay,

J7’

(ii) Pty cony )= [ oo [H0ty ooy ) Aty ..y
Ji

sa catkowalne R: pierwsza w J', a druga w J"', i ponadio

/f(p)(lpzf.../[/ijf(mi, ...,mn)clwk+1...dwn]clm1...clxkz
1 g J

=f,,_f[fi—.7:f(o:1,...,w,,)dwi... flwk]dwk+1...d$n,
Tt 7 ;

przy czym catki gérne we wzorach (i)-(iii) moina zastqpic dolnymai.

(iii)
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Dowdd. Niech A’ bedzie dowolnym podziatem przedziatu J' na
przedzialy Jy, ...,{;, a A'" podzialem przedziatu J'' na przedzialy
J1,...,Jn. Oznaczmy przez I; przedzial przestrzeni &% ztozony z pun-
ktow p=(21,..., % Tot1y-- %)y dla ktéryeh (ay,...,2) ed; oraz
(@rg1y -y @) € j. Wazystkie tak okreflone przedzialy Iy dlai=1,2,...,¢ .
1 j=1,2,...,v tworzg pewien podzial 4 przedzialu I i miary ich
spelniaja réwnosei

(30) Lyl =73 171,
a frednice ich czynig zadogé nierdwnosciom
, ALY =AW+ auP<VA P+ R .
ezyli
(31) TR T

Wezmy pod uwage dla kazdego i=1,2,...,n dowolny punkt
(50, .., &D) e.J; i utwérzmy sume

H . ;
(32) B=Yp(ED, ... £0)- 7).
i=1

Na mocy tw. (9.2)

D, oy 60)= [ [P,y 80, @y Yy i, =
(33) o

=3[ [HED 80, gy ) Ay

Niech my i M oznaczajg kresy dolny i gérny funkeji f(#y, ..., n)
w przedziale I; Woéwezas na mocey okreflenia przedzialu I

T [ [HED, 80, s )8y o ST,
¥/ :
skad na mocy (33)
gnzulJ”[<qf( e, ., £ <ZM ]J"{,
a stgd wobece (32)

u o n v
ZI’ [_Z;mijl‘]},mJ;'IgR\{.Z; [J_ZI'MU'IJ}’H[J}[-
=1 j= ) . =1 Jj=

S. Banach. Wstep do Teorii funkeji. : 13
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Na moey wiec (30)

ZZPHU]I,J[<R<’Z Z.ZI.[UI]U]

=1 j==1 _
: Lewa strona powyzszej nieréwnosci jest sumg dolng s, a prawa —
sumg gérng S dla funkeji f(ay,...,xrn), dla podzialu A przedzialu I.
Zatem
(34) s<RLA.

Niech teraz {4;} i {7} beda ciagami normalnymi podzialéw
przedzialéw J' 1 J". Utwérzmy za ich pomocy ciag podzialéw {4;}
przédzialu I tak, jak poprzednio utworzylismy podzial 4 za po-
mocg podziatéw A’ i A", Z (31) wynika, ze ciag {4;} bedzie ciggiem
normalnym podzialéw przedzialu I i na mocy (34) otrzymamy
(35) s<R<S  dla 1=1,2,..

Poniewaz sumy s;i §; daza dla l—oco do catki funkeji f(ay, ..., 2,)
w przedziale I, wiec na mocy (35)

Rr-—)-[ ff Xqy .- dJ1 .dirp, dla l—»oo._

Wynika stad catkowalnos¢ R funkeji ¢(ay,...,0) W przedziale J”,
a ponadto pierwsza cze$¢ wzoru (iii). Podobnie dowodzi sie drugiej
czedei wzoru (ili), jak réwniez analogicznego twierdzenia dla calek
dolnych.
(10.2) Jezeli funkcja f(ry,...,x,) jest ciaglta w przedziale zamknie-
tym I, woweczes

f Jdp= f ./[f ff(h, y L) ATpyy .. dmn]da,'i...(lwk:
(iv) , xff f f]‘(xi, rn)day .. dzk](lxk_[_l .
o

Wzor (iv) wynika ze wzoru (iii) twierdzenia (10.1), w kté-
rym dzieki zatozeniu ciggtosci mozemy calki gérne zastapié calkami
zwyklymi (p. tw. (8.1), str. 190).

Uwaga. Wzor (iv) zachodzi przy zalozeniach ogdlniejszych.
Wiystarczy zatozyé, ze funkeja f(xy,...,x,) jest calkowalna w I i ze
istnieja catki wystepujace w nawiasach [ ]: pierwsza dla kazdego
ukladu wartosci (xy,...,2%) eJ’, a druga dla kazdego uktadu wartosci

‘(*Z’k-}-i; ...,mn) ed’.
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Wzér (iv) wyraza réwniei twierdzenie o zmianie porzqdku
catkowania.

(10.3) Jezeli funkeja f(xy,...,2n) jest ciqgta w preedziale

) I:—-(al,...,an; b],...,bn>,
Wwowezas

by b by
(v) [iprap=[ ... 121, crta) s .. 2.

I ay 4a;

We wzorze tym granice a; i b;, gdzie ¢=1,2,...,n, 0dnoszg sie
oczywiscie do zmiennej x;, przy czym calki pojedyncze mozna
napisa¢ w dowolnym porzadku.

Dowéd polega na zastosowaniu wzoru (iii) nie do calki w prze-‘
dziale I, lecz do catek w przedzialach J' i J* itd., az si¢ dojdzie
do calek pojedynczych.

PRZYRKEADY. 1. Jezeli f(z,y) jest funkcja ciggla w prosto-
kacie a<<a<h, e<<y<d, tj. w przedziale plaskim I=<a,¢;b,d),
WOWCzZas

d b

b d )
[ [i@yazay= [ [iwy)dy]az= [{ [fz,y)dz]ay.
I a c c a
9. Jezeli f(z,y,2) jest funkeja ciagla W prostopadioscianie I
a<<a<<h, e<y<<d i e<e<f, to

. b d f
[ [ [itw,y,)anaydz= [ [ [f,y,2)dy @ |da=
I a c €

bd f b I
= [ [[ [#(@,9,2)8z |z ay = I f [ f f(2,y,%) 42 dy}de.

a C e

§ 3. Miara Jordana. Calka % na zbiorze.

1. Miara zewnetrzna . Niech A4 bedzie zbiorem ograni-
czonym w przestrzeni &, a Iy,..., I, dowolna skonczong rodzing
przedzialéw tej przestrzeni, ktérych suma zawiera (pokrywa) zbiér 4.

Kres dolny sumy miar przedzialéw dla wazelkich takich rodzin
nazywamy miarq zewnetreng Jordana lub miarq 2ewngirzndg 5 zbioru 4
w przestrzeni &" 1 oznaczamy przez m(A4). Zatem:

(1.1) Jezeli ACI i+ ...+ Iy, to

ma A)<|Iy|+ .+ [Tl
18*
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(1.2) Do kasdej liczby >0 istaieje iaka skoficzona rodzina preze-
dziatow Ii,..., Iy, Ze

(i) ACIi+ ..t T (i) ma(d)de>|T|+ ... |T)-

W szezegdblnosei:
(1.3) Dla przedziatow (otwartych i zamkniegtych) miora ewnetrena
t miara (w sensie okreflonym w Rozdziale III, § 2, str. 76) sq
rowne:

l'm'z(‘l)z [Il

Istotnie, ICI, wiee m,(I) <|1|. Z drugie] strony, jezeli I CI+.. 41,
to |I|<|L]+ ...+ |14, a zatem |I|<<my(I).

Z okredlenia miary zewnetrznej J§ wynika bezpodrednio, ze:
(1.4) Jezgeli zbior A sklada sig  jednego punkin, to m(A)=0.
(1.5) Jezeli ACB, to m(A)<mAB).

2. Miara wewnetrzna J. Niech I3j,...,I; bedzie dowolng
skoriczong rodzing niezachodzgcych na siebie przedziatéw prze-
strzeni &", zawartych w zbiorze A.

Kres gérny sumy miar przedzialéw dla wszélkich takich ro-
dzin nazywamy miarg wewngirzng Jordana lub miarg wewnegireng S
zbioru A w przestrzeni &" i oznaczamy przez mg,(4).

Przy tym, jezeli A jest zbiorem brzegowym w &", a przeto
(p. definicje str. 62 i tw. (4.1), str. 79) nie zawierajacym zadnego
przedzialu, wowczas przyjmujemy m,(4)=0. Zatem:

(2.1) Jegeli Ii4-...4+-I1;CA i preedzialy Ii,..,I; nie zachodeq na
siebie, to '
L[+ T < maf 4).

(2.2) Jedeli ma(A)E0, to do kasdej liczby >0 istnieje taka skos-
czona rodzing niezachodzqcych na siebie preedziatéw I3,...,I5 ze:
i) ILi+..+IiCA, (i) I+ T > ma(4) —e.
W szezegblnosdei:

(2.3) Dia przedziatéw (otwartych ¢ zamknietych) miara wewnetrana <
© miara (w sensie okreflonym w Rozdziale ITI, §2, str. 76) sq
réwne:

mo(I)=|I]|.
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Istotnie, ICI,wiec |I|<my(I). Z drugiej strony, jezeli Ii4-...+1:CT
i przedziaty I4,...,I; nie zachodza na siebie, to ARSI FES AN
a zatem m,(I)<<|I|.

7 okredlenia miary wewnetrznej J wynika wprost, ze
(2.4) dJedeli ACB, to my(4)<mylB)-

3. Wlasno$ei miary Jordana. Miedzy miarami zewne-
trzng § a wewnetrzng J dowolnego zbioru A zachodzi zwigzek

(3.1) Mp( Ay m(4).

Dowéd. Jezeli my(d)=0, nieréwnosé (3.1) jest oczywista.
W przeciwnym razie do kazdego £>0 istnieja na mocy (1.2) i (2.2)
przedziaty Iy,...I, oraz Ii,..,I; czynigce zado$é warunkom (ii)
oraz (ii’), skad na mocy tw. (2.2), str. 131, VARSI R T AR AN
wiee Mp(d)—e<m(A)+ e Stad wobec dowolnosei liczby ¢ wynika
_ pier6éwnosé (3.1), ¢. b. d. d.

Poniewas dla kazdego zbioru A mamy oczywiscie m(A)=0
i m,(4)>0, wiee wnosimy stad na mocy (3.1), ze
(3.2) Jeseli m(A)=0, to réwniez My(A)=0.

(3.3) Dla kaidej rodziny skoficzonej shiordw ogramiczonych Ai,...,d:
zachodzi wzor - '
'7722(A1+ '“'{—Ar)g‘nlz(:ii)'}— et 'nzz(—Ar)'

Dowdd. Wystarczy oczywifcie dowiesé, ze

(1) mo( A1+ o)< m(As) 4 ma(da).

Do kazdego &> 0 istnieja na mocy tw. (1.2) przedzialy Iy, ...,1g,
i Tpoi1y.y 1y, 0 wilasnodeiach: |

(2) 4‘11C11+---+Ik,; *‘1;‘&611?1-}—1'{‘--‘;'}‘11327
(3) L] A e <ma(d1) T¢, [T popt] + - [ < ma(d2) +-e
Na mocy (2) jest di-+4;CIi+ ...+ Iy, skad
, mA A1+ A< L]+ o I,
a stad na mocy (3)
my(A+Ada)<m(41)+ dizz(Ag) 4 2e.

Wobee dowolnodei liczby & wynika stad nieréwnogé (1), ¢. b. d. -
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(3.3") Dla kazdej rodziny skoneczonej ehioréw ograniczonych rozlgez-
nyeh A, ...,A. zachodzi wzor

My(A1) 4 ...+ Myp(A ) <Mp(A14- ... 45).
Dowdd. Wystarezy oczywiscie dowiesé, ze
(1) My A1)+ Myp(A2) <M A1+ 4s). |

Do kazdego ¢>0 istniejg na moey (2.1) niezachodzgce na sie-
bie przedziaty I3,...,I; i niezachodzace na siebie przedzialy Tj .4, o 4
0 wlasnosciach:

(2') I+ ...+ I;CAy, et o I,C A,
(37) " mu(dr)—e<|Ii|+ .. +|T1],  mu(de)—e<|Liqa]+ ... +|I}.

Wobec rozlgeznosei zbioréw 4,1 4,, wnosimy z (2'), ze prze-
dzialy catej rodziny Ii,...,I;, nie zachodzg na siebie, a ponadto ze .
L+ ..+ 1,CA; -4, skad ]+ I < mp(d14+-4,), 2 stad na
mocy (3') ‘ .

Ma( A1)+ mup(As) —2e<my(d,+45).

Wobec dowolnosei liczby ¢ wynika stad nieréwnogé (1 ), ¢ b.d. d.
(3.4) Dla miar J dowolnego zbioru ograniczonego A i jego pochodnej
A’ (p. str. 59) zachodzi wzér

M A) <Mp(A ) KA )=m,(4).

Dowé6d. Pierwsza z nieréwnogci wynika stad, ze jezeli prze-
dziat jest zawarty w zbiorze, to jest zawarty takze w jego pochodnej.
Druga jest bezposrednim wnioskiem z (3.1).

Niech Iy,...,I; beda takimi przedziatami zamknigtymi, ze

ACI +...4-I,. Poniewaz suma tych przedziatéw jest zbiorem zam-
knietym, wiec A'CI;+ ...+ 1,. Zatem

(4) mA A" )<m(4).

Z drugiej strony, dla kazdego &>0 istniejg takie przedziaty
otwarte Jy,...,J,, ze

(5) | A'CI .,
(6) |To| oo || < mf A )+ 2.
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Na mocy (5) zbiér 4 nie ma punktéw skupienia poza
przedziatami J,...,J,, 8 wiec poza tymi przedzialami lezy co naj-
wyzej skoficzona liczba punktéw zbioru A. Punkty te moznd tedy
pokryé skonczong liczbg przedzialéw o .yi,...,Js 0 sumie miar nie
przekraczajacei e. Poniewaz ACJ + ...+J,, wiee

m{A) K[|+ - Tl < mf A7) - 2e
na mocy (6). Wobec dowolnosci & mamy zatem
{7) | M A)Km(A).
Z (—1) i (7) wynika ré6wnosé my(A’)=my4), c. b. d. d.

PRZYKLADY. 1. Zbiér liezb postaci 1/n, gdz1e n=1,2, ...,
ma miare zewnetrzng  réwng zeru, taka jest bowiem miara po-
.chodnej tego zbioru, jako zlozonej z jednego punktu (punktu 0).

9. Zbiér liczb wymiernyeh przedziatu <0,1)> ma miare ze-
wnetrzng 5§ réwng jednosci, czyli mierze tego przedziatu (jako swej
pochodnej), miare za§ wewnetrzng J réwng zeru, poniewaz jest
zbiorem brzegowym.

To samo dotyezy zbioru liezb mewymlernych przedzialu <0, 1>

3. Kazdy zbiér gesty w przedziale ma miare zewnetrzng 3
réwng mierze tego przedziatu.

(8.5) Jezeli A jest zbiorem ogramiczonym, a B(4) jego brzegiem, to:
my B(4)]=0, mJB(A)]=m(4)—myu A4).

Dowb6d. Pierwsza réwnosé jest oczymsta, poniewaz zbidr B(4)
nie ma punktéw Wewncgtrznych

Na mocy (i), (ii), (i') i (il') istnieja dla kazdego >0 prze-
dziaty zamkniete Iy,...,Ip Jrti;- ., I, i niezachodzace na siebie prze-
dziaty I3,...,I7 o wiasnosciach:

(8) I\t ... LCACI+ ...+ I, |
©)  mod)Fes|Ll bt Ll mald)—e<|I+ I
(10) BIA)CTas+ -t Ir,

an BN+ > Ll + -+ L



200 Rozdzial V. Calka Riemanna.

Nieeh I bedzie przedzialem zamknietym, zawieraj adcy.m Iy, .., 1 "
a 4 podzialem przedziatu I na takie podprzedzialy, zeby Il,...',Ir,
byly ich sumami. o - o

Oznaczmy przez Jy,...,J, te spofréd przedzialéw podziatu 4,
ktorych wnetrza zawarte sa w réznicy (Ii+4...4+Ip)—(Ii+ ...+ Ij),
a przez Ji,..,J, te, ktéryeh wngtrza zawarte sa w réznicy
A—-(IA+1+...+IT). Zatem:

Lit ot L=dit -yt Lt 1,
ACT i+ o+ L+ .+ 1,

i na mocy (8) i (10) po prawej stronie kazdego z tych wzoréw wy-
stepuja przedzialy nie zachodzace na siebie. Na moecy (9) i (11)

otrzymunjemy wiec:

M A)+ e 1|4 ... | W]+ mp(A)—e,
12 .
t2) M A)< |1 ..+ ||+ m[B(A) ]+ e.

- Poniewaz zbiér B(4), jako brzeg zbioru 4, jést zawarty na.
mocy (8) w Ji+...+J,, wiec '
(13) BT+ )
8 poniewaz wnetrza przedzialdw J,...,J, sa zawarte w 4, wiec'
(14) Mo A) S| T4+ .4 |T5].
Z nieréwnosei (12), (13) i (14) otrzymujemy
Ma(A) =My A)— e <ML BIA) < Mo A)—~my(A)+ 2

dla kazdego £>0, a wiec réwnosé, c. b. d. d.
(3.6) Jeseli A jest zbiorem ograniczonym, a W(A) jego wnetrzem, to

Mol W(A)]=my(4).
Istotnie, wobee W(4)CA mamy na mocy (1.5)
Ml W(A)]<my(4).

Z drugiej strony, kazdy przedzial otwarty, zawarty w 4 ,;
jest zawarty w W(4), skad Mp(A) < mu[ W(A4)].
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4. Zbiory mierzalne J. Zbiér ograniczony A nazywamy
mierzalnym w sensie Jordana lub mierzalnym S5, jezeli jego miary
zewnetrzna J 1 wewnetrzna J sa rdwne, t.j. jezeli my(d)=m(4)-

Wspdlng wartosé obu miar nazywamy wowezas mmm 3
zbioru A i oznaczamy przez m(4).

PRZYKLADY. 1. Kazdy przedzial I jest zbiorem mierzalnym
RES -m(I)-—-[I] (por.(1.3) i (2.3)).
. Zbiér W liczb wymiernych przedzialu <0,1) nie jest mie-
1za,]ny S, gdyz mu(W)=0 i m,(W)=1 (p. przyklad 2, str.199).

(4.1) Jezeli m(A)=0, to A jest zbiorem miary L zero.

o

Wynika to wprost z okreslenia miary zewnetrznej J i miary
{ zero. | |

(:4.2) Jeseli m,(A)=0, to A jest zbiorem mierzalnym [ 1 'i)z,(A):O.

Na mocy bowiem (3.1), str. 197, mamy wtedy mg(4d)=0.

Natomiast zbiér miary £ zero moze nie by¢ mierzaluy 3,
jak wskazuje przykiad zbioru liczb wymiernych, ktory nie jest mie-
rzalny g, a jako przeliczalny jest miary £ zero. '

(4.3) Kaidy zbidr A zamkniety, ograniczony i miary L zero jest
mierzalny I ¢ m(A4)=0. .

Istotnie, na moey tw.(8.2), str. 92, dlakazdego ¢ > 0 istnieje wow-
czas skoliczona liczba przedzialéw pokrywajacych zbidr A, ktoérych
suma miar jest mniejsza niz e. Zatem m(4)<e dla kazdego ¢>0,
skad my(4)=0. Zatem na mocy tw. (4.1) jest m(4)=0.

W szezegélnosei, poniewaz brzeg przedziatu jest zbiorem za-
mknietym i ograniczonym o mierze  zero (tw. (7.1), str.187), wiec:

4.4) Miara X brzegu ‘rzedz’iabzi jest zerem.
qgu p ]

~/
(4.5) Jeseli A jest zbiorem mierzalnym J, to jego pockodna A’ jest
rownies zbiorem mierzalnym J i m(A)=m(A").

‘Wynika to wprost z tw. (3.4).

Uwaga. Twierdzenie odwrotne byloby falszywe: pochodna
A’ moze byé zbiorem mierzalnym J, a sam zbioér 4 moze nie byé
mierzalny J. Np. zbi6r liczb wymiernych przedzialu <0,1)> nie jest
mierzalny 5 (przyklad 2, str. 201), podeczas gdy jego pochodna jest
przedziatem <0,1>, a wiec zbiorem mierzalnym 3.



202 ) Rozdzial V. Caltka Riemanna.

(4.6) Warunkiem koniecznym 1 wystarczajacym na to, by 2bidr ogra-
niczony byt mierzalny 3, jest, zeby jego brzeg byt ebiorem miary < zero.
Wynika to z tw. (3.6). ‘
Uwaga. Poniewaz brzeg jest zbiorem zamknietym, wiee
tw. (4.6) pozostaje prawdziwe, gdy miare J brzegu zastapi¢ miarg Q.
Z tw. (3.7) Wynik'a, ze
(4.7)  Mierzalno$é 5 cbioru A jest réuwnowaina 77§.iev*zal'noémi 3 jego

wnetrza W(A4) 1
m(4)=m[W(A4)].

PRZYKLADY. 1. Wielokqt jest zbiorem mierzalnym <.

Brzeg jego jest bowiem linig lamang, a wiec zbiorem miary g
zero (p. tw.(7.3), str. 188). ‘

2. Kolo #2+y*<r? jest zbiorem mierzalnym 5. :

Brzeg jego jest bowiem suma wykreséw funkeyj y=)rr—g2,
y=—rr—2z, cigglych w przedziale {—r,7>; na mocy tw. (7.3),
str. 188, jest on wiec zbhiorem miary @ zero.

Podobnie, kula jest zbiorem mierzalnym <.

3. Kazdy wieloScian w preestrzeni &" jest zbiorem mierzalnym .

Brzeg wielodcianu tworzg bowiem jego sciany, a kazda §$ciana
jest zbiorem miary @ zero (p. str. 190).
(4.8) Swuma skoviczonej liczby sbioréw A1y .y Ay mierzalnych X jest
zbiorem mierzalnym < i

M4+ .. A )< m(d) 4 ...+ m(4,).

Mierzalnod¢ sumy A;+..+4, wynika z tw. (4.6), poniewaz

brzeg sumy zbioréw A, ..., A, zawarty jest W sumie brzegéw tych

zbioréw. Wzér za§ wynika z tw. (3.3), str. 197, przez zastapienie
W nim miary zewnetrznej § przez miare 3-

(4.9) Jezeli zbiory Ai,...,A, sq mierzalne 3 @ rozlaczne, to
(15) M( A1+ ...+ A )=m(ds)+ ... m{4,).
Istotnie, zastepujac w tw. (3.3'), str. 198, miare wewnetrzng S
przez miare J, dostajemy ' 4
(16) (A A= m(Ar) 4 ...+ m(d,),
a nierdwnog¢ odwrotng mamy z tw. (4.8).

Uwaga. Tw. (4.9) zachodzi juz pray zatozeniu, ze ebiory Ay, ..., A,

mierzalne I maja wnetrza rozlgesne.
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Mamy bowiem wobec tw. (3.3") _
A7) M WA+ WA m [ WA+ ..o m [ W(A4,)].

_Poniewaz na mocy tw. (4.6) jest m, [ W(d;)]=my(d;)=m(4;)
dla i=1,2,...,v oraz W(41)+ ...+ W(4,)Cd,+ ...+ 4,, wiee

M W(A1)+ ...+ WA m(41+ ... +A,).

Stad na mocy (4.7) dostajemy (16), a z (4.9) réwnosé (15).

{4.10) Iloczyn skodticzonej liczby zbioréw mierzalnych J jest zbiorem
mierzalnym J.

Wiynika to z tw. (4.7), poniewaz brzeg iloczynu zbioréw jest
zawarty w sumie ich brzegow.

{4.11) Dopelnienie zbioru mierzalnego J do preedzialu jest zbiorem

mierzalnym 3.

Dowéd. Jezeli zbior A jest zawarty w przedziale I, to brzeg
zbioru I—A jest zawarty w sumie brzegu zbioru A i brzegu prze-
dzialu I. Poniewaz oba brzegi sg zbiorami miary £ zero na mocy
tw. (4.1) i (4.6), wiec ich suma, a tym bardziej brzeg zbioru I—A4,
jako jej czes$é, ma miare £ zero. Na mocy tw. (4.6) zbiér I—A4 jest
wiec mierzalny . '

(4.12) Jezeli zbiory A i B sq mierzalne J, to roénica A—B jest zbio-
rem mierzalnym J.

Jezeli ponadto BCA, wowczas

m(A —B)=m(A)—m(B).

Dowé6d. Niech I bedzie przedzialem zawierajgcym A--B.
Woéwezas A—B=A-(I—B) i réznica A—B jest zbiorem mierzal-
nym S na mocy tw. (4.10), jako iloczyn zbioréw A i I—B, z kt6-
rych pierwszy jest mierzalny J z zaloZenia, a drugi na mocy
tw. (4.11).

Jezeli ponadto BCA, wowezas A= B+-(4—B), skad

m(4)=m[B+ (4 —B)]=m(B)+ m(4d—B),

gdyz zbiory A i A—B sy roziaczne.
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5. Przesunigcie réwnolegle. Niech E bedzie dowolnym
zbiorem ograniczonym w &", a (a1...y¢n) dowolnym ukiadem
# liezb. Niech kazdemu punktowi p=(#,...,%,) zbioru E przypo-
rzagdkowany bedzie punkt ﬁl;(wi,...,??;l)j za pomocg réwnan

(18) , o (l‘;:l'z—]— G; ' : (7/:—], 27.‘..,7’?,)2.

Przyporzgdkowanie to jest odwzorowaniem wzajemnie jedno-
znacznym 1 ciggtym zbioru E na zbiér B’ punktéw p'.

Odwzorowanie (18) nazywamy preesunigeiem (réwnoleglym ).

7 okreslenia wynika, ze odwzorowanie odwrotne )

(19) L= T;—a; (?,21,2,.,%)

jest przesunieciem (réwnolegtym) zbioru E’ na zhiér E. “
Przez przesunigeie réwnolegte przedzial I=={ay, ..., Uy, ey O >

przechodzi na przedzial I'=<a;+ ayy..., 0+ an; b1+ ay, ey b+ ap>

1 miara przedzialu zostaje zachowana, t.j. |I|=II'|. Ogélnie:

(5.1) Jezeli zbidr ograniczony B przechodzi przez przesuniecie réwno-

legle w zbidr E', to

My B)=my(E’), MAL)=m,(E").

Dowd6d. Niech ECIi+..+1,. Zbiér E’ jest oczywiscie
zawarty w sumie przedziatdéw Ij,..., I, na ktore przejda przedziaty
Iy,..., I przez przesuniecie (18). Poniewasz przesuniecie réwnolegte
zachowuje miare przedzialéw, wige [Ii]4-...+|Ln|=|I{|-+ ...+ |I5],
skad my(E)=m(E'). Na odwrét, poniewaz przez przesuniecie (19)
E’ przechodzi na H, wiec dostajemy m,(E')> m.(E). Zatem
m(E)=m(E").

Podobnie dowodzi sig réwnodei miar wewnetrznych.

- Wynika stad od razu twie;dzenie nastepujgce:

(5.2) Jezeli 2bidr E jest mierzalny S, to jego preesuniecie B’ jest
réwniez zbiorem mierzalnym S i miary < obu ehiordw sq rdwne.

6. Calka R funkeji w zbiorze. Niech E bedzie zbiorem
ograniczonym w &°, a f(p) funkeja ograniczong, okreslong w F.

Oznaczmy przez f* funkeje, ktora jest przedluzeniem funkeji f
na calg przestrzen & przyjmujge f*(p)=0 dla p nie nalezgcych do B.
Zatem funkcja f*(p) jest okreslona W cale] przestrzeni ‘&" i ogra-
~ niczona w tej przestrzeni.
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Dla dowolnych dwéch przedziatldw zamknietyeh I' i I, z kté-
rych kazdy zawiera FE, mamy :

(20) [rwap=[Fwap,  [Fw)ap=[tp)dp.
_ ? i 2 77 4

, W przypadku, gdy I'CI", wzor (20) wynika z tw. (9.3), str.191.
W przypadku przeciwnym, oznaczajac przez I dowolny przedzial
zawierajacy I'+ 1", widzimy, Ze caiki funkeji f* w I' i I' sa réwne
jej calce w I, a zatem rowne miedzy soba.

Yatke gorng (dolng) funkeji f(p) w zbiorze EF nazywamy calke
gérng (dolng) funkeji f*(p) w przedziale I zawierajacym F i ozna-
czamy ]a przez _

[tpap  ([f)dn)
E E
Zatem wedlug okreslenia

£

ey [iode=[odap,  [ip)dv=[ip)dp,
E I F T
przy. ezym catki gérna i dolna funkeji f w zbiorze F nie zaleﬁé od
wyboru przedziatu I, zawierajacego ten zbior.
Jezeli calki gérna i dolna w E sa réwne, mowimy, ze funkeja
f(p) jest calkowalna R w zbiorze B i calke jej w tym zbiorze oznaczamy
przez |
[ip)ap.
E
Na moey (20) funkcja f*(p) jest wowezas calkowana R w kazdym
przedziale I zawierajagcym K i
[Hp)yap=[1*(p)dp.
E i
Dla catek @ w zbiorach zachodza niektére sposrod twierdzen
zachodzgcych dla catek R w przedziatach. A ,
(6.1) Jezeli funkeje f(p) © ¢(p) sa catkowalne R w zbiorze ograniczo-
aym B, to funkcje f(p)+ #(p) i ¢f(p), gdzie c=const, sa catko-
walne R w B 1 :

(22) [titp)=elpNap= [ fp)dp [#(p) b,
E- ‘ E E
(23) - [eftp)ap=c[ip)ap.
E E
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Dowdd. Weimy pod uwage przedtuzenia funkeyj f(p) i g(p)

fp) dla peB, i ~~{qp(p) dla peE,
LI —_ —
f(p)“"{ 0 dla pe—E, #*(p) 0 dla pe—E.

Latwo zauwazyé, ze woéwezas funkeja f*(p)L-@*(p) jest prze-
dluzeniem funkeji f(p)d-q¢(p) i ze réwniez f¥(p)d¢*(p)=0 dla p
nie nalezgcych do E. Na mocy okreflenia calki funkeji w zbiorze
wynika stad calkowalnosé sumy (réznicy) dwdeh funkeyj i wzor (22)
na jej calke. Podobhnie dowodzi sie pozostalej czesei twierdzenia
oraz wzoru (23).

7. Miara Jordana jako calka. Niech EC&" i niech f(p)
bedzie funkejq charakterystyczna zbioru E, t.j. funkeja

(1 dla pekE,
ﬂp)‘{o dla pe—A.

(7.1) Jezeli zbidr E jest ograniczony, to

(24) My B)= f 1dp, m(H)= ﬁ dp.

Dowéd. Niech e>0. Na mocy tw. (1.2) i (2.2), str. 196, ist-
niejg przedzialy zamkniete I4,...,I1, oraz I, ..., I3, spelniajace wa~
runki:

(25) Li+ +IICECIL+ ..+ 1,
(26) 'mz(EH—s>]IIH—..‘+[Ik[, My(E)—e<|I{]+ ...+ |1}
Niech I bedzie dowolnym przedzialem zawierajacym sume
Liv I+ .+ 1)

Na mocy tw. (1.1), str. 179, istnieje taka siatka A przedziatu I,
ze kazdy z przedzialéw wystepujacych w (25) jest sumg pewnych
przedzialow tej siatki. Oznaczmy przez s i § sume dolng i gérng
dla funkeji f, odpowiadajacg podzialowi 4. Suma dolna s jest
wiec sumg miar tych przedzialéw siatki A4, ktére sy zawarte w E.
Poniewaz przedzialy Ii,...,I; sg zawarte w B i kazdy z nich jest
sumg przedzialdw siatki 4, wiec na mocy (25)

(27) L]+ - I < s< ma( B).
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Podobnie § jest sumg miar przedzialéw siatki 4, majacych
punkty wspélne z E. Poniewaz przedzialy takie pokrywaja E,
a zarazem sg zawarte w Iy .. 1, wiec na mocy (25)

(28) m A E)< S<| L]+ AT

Z (27) i (28) dostajemy na moecy (26)

M B)—e <ff(‘P) dp<mu(E), 1, E)iﬁ(p) dp< m,(E)+ e,
T | I |

skad wobec dowolnosci liczby >0

mw(E)sz(p)(Zp, mz(E)=ﬁ(Z’)d}",
= 7

I
co daje wzory (24) na moey okreflenia funkeji f(p).
Otrzymujemy stad od razu twierdzenia nastepujace:
(7.2) Warunkiem FKoniecenym 1 wystarczajacym na to, by zbidr B
byl mierzalny 5, jest, seby funkeja charalkierystyczna zbioru E byla
catkowalna w E.
(7.3) Jezeli zbidr E jest mierzalny J, to

m(E)= f 1ldp.
E

8. Warunki calkowalno$ci R funkeji w zbiorze. Udo-
wodnimy teraz, ze
(8.1) Warunkiem Loniecenym i wystarczajacym na o, by fumkcia
ograniczona, okreslona w zbiorze E mierzalnym J, byla w nim catko-
walna R, jest, seby zbidr punkidw nieciqglosci tej funkeji w =biorze E
byt miary L zero.
Dowéd. Zatézmy, ze funkeja f(p) jest calkowalna R w zbiorze
ECI. Jej przediuzenie _
flp)  dla peBF,
f*(p)“_"{ 0 dla pe—FE

jest wiec funkeja calkowalng R w I, a przeto na mocy tw. (8.1),str. 190,
zbiér H* jej punktéw niecigglosei w przedziale I jest miary & zero.
Poniewaz H* zawiera zbiér H punktéw niecigglosei funkeji f(p)
w zbiorze E, wiee i H jest miary £ zero. Warunek jest zatem
konieczny.
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Zatbzmy teraz, ze zhiér H punktéw niecigglodei funkeji f(p)
jest miary £ zero. Poniewaz zbi6r Fjest z zatozenia mierzalny J, wiec
namocy tw. (£.6), str. 202, jego brzeg B(F) jest miary £ zero. Poniewaz
funkeja f*(p) jest stata (bo réwna 0), a zatem ciggla w punktach
wewnetrznych zbioru [—E, wiee H*CH4 B(E). Wynika stad, ze
H* jest zbiorem miary & zero, a zatem ze funkcja f*(p) jest calko-
walna w I, ezyli ze funkeja f(p) jest catkowalna w E. Warunek jest
wiec dostateczny. '
(8.2) Jeseli zhiory Ay,...,An ogramiczone i mierzalne 5 nie zachodzq
na siebie i funkcja f(p) jest w kasdym z mich catkowalna R, to jest
ona cathowalna R w sumie E=A...+A4, i

(29) Jitp)ap= [f(p)ap+ ..+ [f(p)dp.
E Aq Ay

Dowd6d. Wezmy pod ‘uwag@ przediuzenia funkeji f(p):

{]‘(p) dla p eA?
0 dla pe—A4;

{ flp) dla peE,
0 dla pe—F.

Poniewaz zbiory Ai,..., 4, maja z zalozenia wnetrza rozlgczne,

wiec funkeja ‘

(32) ¢(p)=1*(p)— fA(p)—-.. —fa(p)

przybiera wartosé 0 we wszystkich punktach zbioru B, z wyjatkiem
by¢ moze punktéw nalezacych do brzegéw zbiordw Ay, ..., A, a wiee
do zbioréw zamknigtych miary £ zero, funkecja @(p) jest przeto
zerem wszedzie poza sumg tych brzegéw, t.j. poza pewnym zbio-
rem zamknietym miary £ zero. Wynika stad na moey tw. (8.1), Ze
catka R funkeji ¢(p) w kazdym przedziale zamknietym I istnieje
i jest réwna 0.

Niech teraz ECI. Poniewaz funkcje o(p),fE(p),...,[X(p) sa
catkowalne R w I, wiec wnosimy z (32) na mocy tw. (3.1), str. 182, ze
funkeja f*(p) jest catkowalna R w I, a stad na moey tw. (6.1), ze
funkeja f(p) jest catkowalna R w E.

Wzér (32) daje zarazem

[®)ap=[Fi(p)ap+ ...+ [falv)dp,
R § I I

I

{30) fi(p)

(i=1,...,m),

(31) (p)

I

skad wynika-(29) na mocy okredlenia calki R w zbiorze.
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9. Calka Riemanna jako miara Jordana. Nastepujace
twierdzenia Wyrazajey ZWI&Z]{I miedzy calkowalnoéua R a mierzal-
noscig J:

(9.1) Jezeli funkcja y= f(p), okreslona w zhiorze ograniczonym ECE",
jest ograniczona i nieujemna, a zbior DCE™ sklada si¢ z punktow
q= (21, .., X, Tp11), Ktorych wspitrzedne spelniajq warunki

(33) (Layooy ) € By 0 By <y, .y ),

to catbowalno$é R funkeji f(p) w zbiorze E jest réwnowaina mie-

rzalnosci 3 zbioru D. , :
Ponadio, jezeli funkeja f(p) jest catkowalna R w E, to jej catha R

w tym zbiorze réwna sie mierze  zbioru D w preestrzeni &":

(24) [i(p)dp=m(D).

Dowdd. Niech ECI i niech 4 bedzie podzialem przedziatu I
na przedziaty Ii,...,I,. Przedluzmy funkeje f(p) w przedziale I:

N flp) dla . peFE
{33 ®( ) ) It ’
(85) () { 0 dla pel—F

1 oznaczmy: przez k; 1 A; kresy dolny i gérny funkeji f*(p) w prze-
dziale I;, przez I; zbior tych punktéw g= (24, ..., £ny1) przestrzeni &,
ktoryeh wspolrzedne spelniaja warunki

(g eoyuin) € Ly 0L g1 < Ky,

wreszcie przez I zbiér tych punktéw przestrzeni &™, ktorvch
wspbéhrzedne spelniaja warunki

(1, "":'rn_) £ Ii: 0| Zppa << Ki-_ »

Wezmy pod uwage te zbiory Ij, dla ktérych k;>0; zbiory te
53 niezachodzgcymi na siebie przedzialami o miarach u=kl;|, za-
wartymi w D. Z okre§lenia miary wewnetrznej wynika zatem, ze

{(36) h | Ekilli} < M( D),
. .oI=1 . :

Przy czym suma powyzsza dlatego mogh zostaé rozci@gnieta na
wszystkie wskazniki i=1,..,m, ze dla k=10 jest k;|I;|=0.

S. Banach. Wstep do Teorii funkciji. 14,
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- Zauwazmy teraz, ze KCIi+ ...+ I, Jezeli K;>0, to I} jest
przedzialem o mierze H|I;l, jezeli zad Ky=0, to Ij jest zbiorem
mierzalnym J o mierze K;|I;|=0, Na mocy wigc tw. (4.8) mamy

m

(37) A DY<mATit ot T)< KT,

m m
2 k|| jest suma dolng, a iZIKi]L] — sumg gbrng funkeji *(p)
i=1 =1

dla podzialu 4. Poniewaz dla ciggu normalnego podzialéw sumy te
dazg do catek dolnej i gérnej funkeji f*(p) w I, wiee z okredlenia
pojecia calki R w zbiorze dostajemy na mocy (36) i (37)

(38) [1)ap<mu(D)y<m D)< [1(p)dp.
7 o

Wiynika stad, ze jezeli funkeja f(p) jest calkowalna R w zbio-
rze H, to zbiér D jest mierzalny J i miara jego wyraza si¢ wzo-
rem (34).

Na odwrét, zaldzmy, ze zbidr D jest mierzalny J i oznaczmy
przez J przedzial przestrzeni & ztozony z punktow g= (a1, ..., Tpt1)
ktorych wspélrzedne spelniajg warunki:

?

(B1yeegitn) e I,  0<2npa<a,

gdzie a jest dowolng liczba wieksza od kresu gornego funkeji f(p)
w zbiorze HK:
a>K.

Niech x(q) bedzie funkejg charakterystyczng zbioru D.

Z okveslenia tego zbioru i funkeji f*(p) wynika, ze jezeli
(@1y ..y ®n) € I, 10 (@1, ..., @p, Bny1) jest zerem lub jednodeig zaleznie od
tego, czy O0<Bnia << @1y @n)y CZY FX(B1y ey Bn) < Ty, Zatem

@ [xpenxp)

(39) f H{ ity ooy Fr) A g = f gy == X1y oy ).
) 0

0

Poniewaz zbiér D jest mierzalny J, wiec funkeja y jest calko-
walna R w D. Na mocy wige tw.(10.1), str. 192, wynika z (39), ze
funkeja f* jest catkowalna R w I, czyli funkcja f w B, i ze za-
chodzi wzor (34).
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ind

W szezegélnosei, z tw. (9.1) otrzymujemy nastepujaey wniosek:
(9.2) Jeieli funkcia y=f(xy, ..., 2,) jest catkowalne w E, to jej
wykres w & jest sbiorem miary J 5§ zero.

Wykres ten jest bowiem (p. str. 188) zbiorem punktéw, kté-
rych wspoélrzedne spelniaja warunki

(X1y.eny@y) € B, Tnp1== [(X1y +o., &Tn),

a wiec punktéw leiagcych na brzegu zbmru I) okreslonego
w tw. (9.1) i mierzalnego J na mocy tego twierdzenia; brzeg zas
zbioru mierzalnego J jest miary J zero namocy tw. (4.6), str. 202.

PRZYKLADY. 1. Jezeli funkeja nieujemna f(z) jest calko-
walna R na odeinku <a,b>, to zbior plaski D, okredlony nieréwno-
sciami a<<ae<<b i 0<<y<f(x), jest mierzalny i jego miara J (piaska)

b

rowna sie f flx)dx. Wykres zas funkeji f(r) ma (réwniez wzgledem

plaszczyzny) miare § zero.

. Jezeli funkeja f(x,y) jest nieujemna i calkowalna R w prosto-
k@me <a1, o3 b1, 05>, to zbiér punktéw, ktérych wspolrzedne spel-
niaja nieréwnofei a,<x<h, a<<yY<<h, 1 02 f(2,y), jest mie-
rzalny i jego miara J (przestrzenna) réwna sie calce funkeji f(z,y)
w tym prostokgcie.

(9.3) Jezeli funkcje fi(iy...;n) ¢ falsy ..., %n) 8@ catkowalne R w zbio-
rze ECE" mierzalnym J i jedeli

(40) fil®ey ooy @n) = fo @1y .oy Tn) dla  (x1y...,2n) € B, -

wéwezas 2bidr RCE™ zlosony & punktéw o wspélrzednych spelniajq-
cych warunkt

jest mierzalny J ¢

(41) n(R)= [Uhe)—Tip)1ap-

Dow6d. Niech % bedzie kresem dolnym funkeji fi(p) w E.
Zatem z zalozenia

(42) f(p)—k=fo(p)—k=0 dla peB.
14*
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‘Oznaczmy kolejno przez Dy, D, i D zbiory punktéw
| _ q= (Tn 7«m'37n+1/ .

przestrzenl 6 dla k’rorvoh (:rl, zr',,) e F oraz O<x,l_|_1\ fl( Xy yeeeyln) — Ky
O<In+1§f2 L1y.yTn)— —k i , ‘ ‘
(43) Fo(@ay oeny aﬂ,l) — b L Xt r S Ju(@1y - ony L) — k.

Poniewaz zbiér B jest mierzalny J, wiec funkeja y= const. jest
calkowalna R w E. Wobec tego funkeje f,(p)—k i fo(p)—k sa catko-
walne R w F; na mocy tw. (9.1) zbiory D, i D, sg wige mierzalne i

W) wD)=[[hp)—kldp,  mDy= [[fp)—Fk]dp.

 Oznaczajac przez W wykres funkeji y=fy(p)—Fk w przestrzeni
&, mamy z (43) o -
(45) ' D=(D,—Dy)+W.

Na mocy tw, (9.2) zbiér W jest mierzalny J i m(W)=0. Zbior
D,—D, jest mierzalny 5 jako réznica dwéch zbioréw mierzalnych 7,
a stad wobec (45) réwniez zbiér D jest mierzalny J.

Pomewaz D,CD, i D W=0, wiec na mocy (44) i (45)

(46)  m(D)=m(D;—Dy)+m(W)=m(D;)—m(Da) = [[f(p) ~Iulp)1dp-

Yatwo zauwazyé, ze D przechodzi w R przez przesuniecie
réwnolegle TY== Dy eery Ln="1Lpn, Lnp1=Lnt1+ k- Zm‘nem na mocy

w. (5.2), str.46, zbidr R jest m1erza1ny S i m(R)=m(D), skad na
mocy (46) Wymka (41), c. b. d. d.

PRZYKELADY. 1. Jezeli funkeje f(z) i ¢(x) sg calko-
walne R na odcinku <a,b> i p(x)<f(z) dla an(a,b}, to zbidr
plaski R, okreflony nlerownosmaml a<o<bipE)<y<f(2), jest

mierzalny J i m(LR) f [f(z) —¢(x)]de.

2. Jezeli funkc;]e Hw,y) i p(w,y) sa ciaglte w zbiorze E mierzal-
nym J i f(x,y)=>e(z,y) dla (z,y) e B, to zbiér przestrzenny R, zlo-
zony z punktéw (r,y, ), dla ktorych (2, y) e B i ple,y)<e< f(fr ),
jest mierzalny J i

ffff (2, ) —q (i ?/\]dwclz/

3. Kolo #?+y*<1 jest zbiorem mierzalnym J jako zbidr
ptaski R zlozony z punktéw (z,%) speliageyjch nierdwnogei
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_l<a<] oraz ~)1l—E<y<VT—F. Wynika to z zaustosowasma;
przykiadu 1 dla a=—11 b=1.

Podobnie kula 12+ y2+ 221 jest zbiorem mierzalnym 5,
jako zlozona z punktow, ktdre bpehna,]a)ﬁ warunki (x,7)e E oraz

—-I/ —wz—;_/2<z<V].—w2—?/2, gdzie E jest koltem ar.?—l—gf.gl'.

10. Calka w zbiorze jako calka iterowana. Niech £
b@dme Abmlem ograniczonym w przestrzeni & Oznaczmy dla
j=1,..,n—1 rzut zbioru E na przestrzen &’ zmiennych zy,..
przez R' a na przestrzenn &"7 zmiennych &p, ..., T — Przez R"
Oznaezmy dalej dla kazdego. punktu (4, ...,75) e R’ przez A'(2y, ..., %)
zbiér tych wszystkich punktow (ay,...,2) naleZ@cych do E, ktorych
rzutem jest punkt p; podobnie, dia kazdego punktu ¢=(Zit1,...,Tn)
zbioru R’ niechaj A''(®p,..,%,) oznacza najwiekszy podzbior
zbioru E, ktorego rzutem jest punkt q.

(10.1) Jeteli funkeja f(xy,...,7,) jest cathowalna R w E to funkcje

F(ml,...,Jrj):f..,/f(fcl,...,a:n)(lzrj+1...d;z'n, :
A’(xl,.,.,xj) ;

Q_)(mj_,_l,...,' )=f...ff(a’1,...,mn)<?$1...da3,

A”(-‘ ..}.-1, sxn)

=L’17 5 & ).-—-f ff HEP d1j+1 (Z;I’n,
D(Xj41, - f f [ty ooy @n) Ay .. dity

A"(x +13 ,xn)

s calkowalne odpowiednio w R’ i K", a ponadio

ff('p)dp f f[ f]‘ Ty, ... J’,,)dcv]+1 dx,,]drl (de

’(x19 !xj)

=ff[f fﬂ 1’1,...742’,,)(1;7?1...d;’l’vj]d.’l’j_;_]...d&?,,.

R - A (xj+1,...,xn)
Dowéd. Niech BECI=t,--,0; byy ..y bnp. WoOwWezZAS
R/CT =1y ery g5 Biy oy b 1 R CT =01y oy Qi Bty B
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Dla przedtuzenia f*(p) funkeji f(p) wedtug wzoru (31), str. 208,

mamy |
f (p)dp= E[ (p) dp,

f ff* L1y ey @n) Ajps ... Ap== f ff(wl,...,x,,)dm,-+1...dw,,,

A'(A.l ,xj)

f ff Xy, .- a:,, Yy ... day= f ff('vl, o @)y ... ATy,

A"(xj+1 Xp)
skad otrzymujemy (47) na mocy tw. (10.1), str.192.

Uwaga. Jezeli funkeja f(2y,...,%,) jest catkowalna R w zbio-
rach 4’ i A", tw. (10.1) pozostaje prawdziwe, gdy w nim calki
gérne i dolne zastapié wprost jej catkami F(x) i &(x).

W szezegblnosei jest tak zawsze, ilekroé zbiory H, B’ i R §
mierzalne S, a f jest funkcja ciagla w H.

PRZYKLADY. 1. Niech funkcje F(v) i @(x) beda ciggle
na odcinku <a,b> i spelniaja dla a<<a<{b nieréwnos¢ O(z)<F(z),
a funkeja f(z,y) niechaj bedzie ciggla w zbiorze plaskim E, okreslo-
nym nieréwnosciami a<a<<d i P(r)<y<F(x). Wowezas

b F(x)

fff (,y) dwd’y-/[ff(w,y)dy]dm.

a D)

Rzut bowiem R’ zbioru E na of 2-6w jest cdcinkiem <a,b>,
a A'(x) czyli zbiér punktéw (z,y)e B, ktorych rzutem jest o
jest odcinkiem <&(x), F(x)>.

2. Jezeli funkeja f(x;y,2) jest ciggta w kuli «®+ 7/2+z‘3< 1, to

1-—.x —y*

ff/}(m,y,Z)dwdydzsz‘{ f fle,y,2 d"}dxdy——

x2+y:+22<1 xﬂ+yﬁ< p— Vl_'h ._ll :

1 Vi Vie=¢*

_f f { / flz,y,2) dz}dy]d:v.

—1 -—l’1~—x —-yl—x gy

Kula jest bowiem zbiorem mierzalnym J (p. przyklad 2,
str. 202), rzut B’ danej kuli na plaszczyzne a2y jest kotem x%-+ y2<1,
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a zbi6ér A'(z,y) (tj.zbiér punktéw tej kuli, ktérych rzutem jest punkt
(z,9y) € R') jest odcinkiem (—Vl«—wQ——fzﬁ Vl —2—y>. 7 tw. (10 1)
dostajemy wiec réwnosé pierwszg.

Poniewaz R’ jest zbiorem okre§lonym nieréwnosciami ——-1 <z <1
—"1——(1: < ygv —2?, wiec z przykladu 1 otrzymujemy réwnosé
druga. ‘ | | |

11. Miara (objeto$é) kuli w &". Kula (ramknietq) 9(,,(;
0 $rodku Po={(£1,..-,&n) 1 0 promzenm r>0 p1zestrzem & mszamy |
zbiér punktéow p== (a‘l, , @), dla ktoéryeh (p. str. 73)

(48) V (P, Do) 7

Wspélrzedne punktéw kuli (zamknietej) spelniaja zatem wz6r
(49) (1 E 2 oo (2, — £ =120,

Punkty kuli, dla ktérych we wzorze (49) zachodzi rOWNOsC,
tworza-breeg (powierzchnie) kuli w &", pozostale zas punkty sg jej

punktami wewnetrznymi. Brzeg kuli K.(r) jest sumg wykresow
geometrycznych w przestrzeni &" nastgpu]adeych dwoéch funkeyj:

g =E —}—V) 90 ~——§ ) . — (@

2
n—1 §n——1) ?

{){7 :5 —-'y')"“—(ml_si)d—"'_(wn_lu—‘gn—l)g’

t.j. funkeyj okreslonych w zbiorze Kn-alr) ziozonym z punktow
(@4, ...y n) przestrzeni &', ktérych wspélrzedne spelniaja nie- -
réwnoéc’

(B0) (=& e, —E, ) <,

i cigglych w tym zbiorze. g C
Zbiér Kn_i(r), jak widaé ze wzoru (50), jest kulg w &
7 tw.(7.3), str. 188, wynika, ze brzeg kuli jest zbiorem miary & zero.
Zatem na mocy tw. (4.6), str. 202, :
(11.1) EKula jest zbiorem mierzalnym 3.
Przez przesuniecie réwnolegle wxi=wz+ &, gdzie i=1,..,n,
kula (49) przechodzi w zbiér K okreflony nierdwnoscia

(51) 24220,
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_Jest to kula o promieniu 7 i §rodku w punkeie 0. Na mocy
tw. (5.2), str. 204, kule (50) i (51) maja zatem réwne miary: J. A wige

(11.2) Miara kuli w &" zalesy tylko od promienia .

Oznaczmy przez U,(r) miare J kuli Kr -W»-(;"-. Udowodnimy
za pomoeg indukeji, ze ' S ‘
(11.3) va(r)= ",
gdme T Jest liczba stalg zalezng tylko od

Dowé6d.. Twierdzenie zachodzi dla n=1, gdyz kula K (r)y
jest odeinkiem {—r,7>; zatem vy(r)=2r i u;=2.

Zalézmy wiec prawdziwosé twierdzenia dla n—1. Z tw. (7.1),
str. 207, mamy

(52) Tp(F)= f f] dry...da,.
- Kalr)

Przyjmujac j=n—1 w twierdzeniu (10.1), widzimy, ze
zbi6ér R", czyli rzut kuli (51) na of @y, ]est odcinkiem <{—r,r>; zbiér
zas - A"(.r,,) jest kula w przestrzeni &", okredlong nieréwnogcis,

. m2+ + n——l—*.—,,(lrzfiaﬂ'?l)_g'o’

a wiee kuly K_ (VrZ—ﬁ ); zatem

. |
()= f f f ](LEl dxn_1]dm,,
-r 9(,,,_1(%2_:1; )
Catka w [ ] ré6wna sig mierze kuliw &' o promieniu l/rzﬁwfr.
Na mocy zalozenia prawdziwodci wzorn (11.3) dla m—1 calka.
ta wynosi zatem o _ (JrP—a2)"", skad -
‘., r “ ‘ R i
s (r)= / anwl(l/r2—wi)1'—1(la:ﬁ. SR
- , ‘ - :
Podstawiajac z,=7 cos ¢, otrzymujemy
| | "
. D,,(’) )= a,,_,u"‘fsnl" qa(lq)-—r lfx,,_l'r"fsm" pde.

Tym samym tw. (11.3) ]eSb dowiedzione.
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Udowodniliémy zarazem, ze ©,{r) jest postaci (11.3), gdzie

a/2
(53) a,,=20,,_.1f sin® ¢dg="2a,—11,.
o0 _
Udowodnimy teraz, ze
aipln On gin g2n-+1

(11.4)  ©y,(r)= — dla n>=1.

v Vopi\F)=—0—=
w1(1) 1-3-5-...-(2n41)
{2

Dowdd. Obliczajac catke J,= f sin® g¢dp, dostajemy?!) dla n=1:
0

1-3-...-(2n—1) = 1-2-4-...-2n
F4 I=1 I == - == .
(54) e T D T N T =135 o1

Podstawiajae w (6) n—1 zamiast x, dostajemy op—1= 20, n—1,
skad na mocy (6) oy, =220yl Iy, zZatem:

) — 02
Aop == L2a2n-~2 I2n I2n——17 Aop -1 = 2 dop—1 I2n+L I2n,

a wiec na mocey (7)

03 1n = 02, T 1 27
Qop=J°0on—2° 5~ 7 =~ %2n—2 T Qopt1=<"0ep—17 7 T = - Qop—1-
" 2 one o n et S on 1 ont1 ot

Poniewaz a,=2 i ay=um, otrzymujemy z powyzszych wzo-
ré6w redukeyjnych dla nz=1

1ol angn
Aoy ——= a = e n
T =T8T L (2n 1)

skad na moey (11.3) wynika (11.4), c. b. d. d.

1) P. 8. Banach, Rachunek réimiczlowy i calkowy, tom II, str. 158, Ksigz-
nica Atlas, Wroclaw 1949 (przedruk wydania z 1931 r.).




