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ROZDZIAE IV
FUNKCJE W &"
§ 1. Funkeje ciagle.

1. Granica funkeji. Niech w pewnym zbiorze E prze-
strzeni &™ okreslona bedzie funkcja f(p) o wartoSciach rzeczywi-
stych. Wartosé funkeji f(p) zalezy wiec od wszystkich wspdlrzednych
Ly, -y B punktu p, mozemy ja zatem uwazaé za funkcje m zmien-
nych rzeczywistych oy,...,2,. Zaznaczamy to, piszgc

f(p) =.f(w17 "'7':Cm)'
Niech p, bedzie punktem skupienia zbioru K.

Méwimy, ze liczba a jest granicq funkeji j(p) dla p dazacego

do p, w zbiorze E, i piszemy a¢=Ilimg f(p), jezeli dla kazdego ciggu
P
{p,}, ztozonego z réznych od p, punktéw zbioru Ei dgzacego do p,, jest

limg f(p )= a.

oo
(1.1) Na to, by liczba a byla granicq funkcji f(p) dla p dqiacego do p,
w zbiorze E, potrzeba 1 wystarcza, #eby byl spelniony nastepujqcy
warunek: '

Do kazdej liczby £>0 istnieje taka liczba 6>0, Ze nierdwnosé

0< o(p,po) <0 pociaga za sobg mieréwnodé |f(p)—al<e dla kaidego
punkiu p € B.

Dowéd. Okazemy, ze warunek jest konieczny. Gdyby nie byl
on spelmiony, to dla pewnej liczby &,>0 istnialby w kazdej kuli
K(p,,0) taki rozny od p, punkt p ¢ B, ze |f(p)—a|=¢, Biorge ko-
lejno d=1,1/2,... dostaniemy ciag {p } punktéw zbijoru E, réznych
od p, 1 takich, ze o(p,,p,)<1/n, a |f(p,)—al|>¢. Ciag {p,} dazylby
wige do p, W zbiorze E, a mimo to ciag {f.(p)} nie dazylby do «,
whrew zalozZeniu.
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Dow6d dostatecznosei warunku pozostawiamy czytelnikowi.
Warunek twierdzenia (1.1) mozemy napisaé¢ symbolicznie
w postaci:

I 2 ITH0<elp,py)<d)~(|flp)—a|<e)].
£>0 6>0 peF :
Podobnie mozna latwo okazaé, opierajac sie na kryterium
Cauchy’ego (str. 78), ze

(1.2) Warunkiem koniecenym i dostatecenym na to, aby istniale gra-

nica limgf(p) jest, by do kaidej liczby >0 istniala taka liczba 620,
Prpo

ze dla kasdej pary punktdw p,,p, zbioru E nierdwnosei

@

0<o(pPe)<d 1 0<0(PayPo)<o
pociagaje za Sobq nierownosé

lf(fl}l)“'ﬂpz)l < €.

2. Ciaglo§é. Funkeja f(p) okreslona w zbiorze E nazywa sig
ograniczona w tym zbiorze, jezeli istnieje taka liczba M, Ze [/(p)| <M
dla kazdego punktu p € E.

Przez sup f(p) i inff(p)!) oznaczamy kresy goérny i dolny
) peE DEE

funkeji w zbiorze E, czyli kresy gorny i dolny zbioru (E) (p. str. 14).

Tunkeja f(p) okredlona w zbiorze E nazywa sie ciaglta w zbiorze B
w punkeie p,eE, jezeli dla kazdej liczby >0 istnieje taka liczba
50, Ze nieréivnosé o(p,po)<g pociaga za sobg dla kazdego pun-
ktu p ¢ E nieréwnosé

(1) [/(p)—F(po)|< & ?)

Piszemy to symbolicznie:

15 I1(em,ps)<8)— (f()—F(Do)| < &)]:

£50 650 peE

7 definicji tej wynika, ze kazda funkeja f(p) ckreslona
w zbiorze F jest ciagla w tym zbiorze w kazdym jego punkcie od-
osobnionym.

1) Znaki sup 1 iﬁf (supremum i infimum) zostaly wprowadzone przez F.
Hausdorffa.
2) Definicja ta pochodzi od Cauchy’ego.
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Gdy nie ma watpliwodci, w jakim zbiorze E funkeja jest
ciggla w punkcie p, to taka funkcje nazywamy krotko cigglq
w punkeie p,. Funkecje ciggla w zbiorze B w kazdym jego punk-
cie bedziemy nazywali po prostu cigglq w zbiorze L. Funkcje ciggly
w calej przestrzeni &™ nazywa sie ciqglq.

Na mocy twierdzenia (1.1)

(2.1) Na to, Zeby funkcja f(p) byla ciggla w =biorze E potrzeba
i wystarcza, e¢by dla kazdego punktu skupienia p, =bioru I zacho-
dzita rownosc
fpo)=1limef(p).
PP

Stad i z definicji granicy w punkeie p, wynika twierdzenie:
(2.2) Na to, by funkcja f(p) byla ciagla w zbiorze E w punkcie p,,
potrzeba i wystarcza, seby dla kasdego ciggu {p_} punkiéw ebioru E,
dazqcego do pg, zachodzila rdwnosd

f(pe)=1lim f(p )
n>00

Uwaga. Twierdzenie (2.2) rézni sie od twierdzenia (2.1) tylko
tym, ze w (2.1) musi by¢ P, F Dos podezas gdy w (2.2) moze byé
p,=p,- Warunek tw. (2.2) mozna uwazac¢ za inng definicj¢ ciag-
losei 1). '

Niech K bedzie taka kulg, ze EH==0.

Osecylacjq funkeji f(p) w zbiorze E w kuli K nazywamy kres
gorny O(f; K,E) liczb |f(p,)—f(py)|, gdzie p, i p,. sa dowolnymi
punktami zbioru EK.

Jasne jest, ze jezeli H,CH,, to Q(f; K, B)<Q(f; K,, F). Wynika
stad, ze granica hm Qf; K,, E) istnieje dla kazdego takiego ciagu
kul {K,}, ze E,,_HCI{,, i EKH:}: 0.

Oseylacjq  funkeji f(p) w zbiorze E w punkeie p, nazywamy
liczbe 2(f;pq, E)=lim Q(f; Kn\E) gdzie {K,} jest dowolnym ciggiem
- kul o $rodkach w _;Junkc‘le Po 1 promieniach ¢ dazacych do 02).
Oscylacja Q2(f; po, ) jest zatem okreslona w kazdym punkeie zbioru E
1 w kazdym punkecie skupienia zbioru E.

1y Jest to definicja Heinego.
?) Latwo widzieé, ze liczba ta nie zalesy od Wyboru ciggu kul {I,}.

iPo B) moze byé oo; zachodzi to wtedy, gdy dla kazdego ciggu {K,) jest
;Kp, B)=co dla n=1,2,... Piszemy woéwczas Q(f;pg, E)= co.

0
-
i~
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(2.3) Nato, by funkeja f(p) byla ciggla w zbiorze E w punkecie pye B,
potrzeba © wystarcza, <eby Q(f;py E)= 0.

Dowodd. Zalézmy, ze funkeja f(p) jest ciggla w zbiorze E
w punkeie p, € B i niech ¢ bedzie dowolng liczba dodatnig. Istnieje
wiec takie 6 >0, ze dla kazdego p ¢ E nierdwnosé¢ o(p,p,)<d pocigga
za S0bg nierdwnosé [f(p)—F(po)| < e/2. Wynika stad, ze dla dowolnych
dwu punktow py,ps € EX(pgy,0) zachodzi nierdéwnosé

1F(p0)— 1) <|F(00) — (0 o) (o) —F(p2)] < 2/2 =,

skad 2(f; K, E)<e dla kazdej kuli KCH(p, o). Wynika stad od
razu, Ze £(f;pg L)=0.

Na odwr6t, zalézmy, ze O(f;p,, E)=0, gdzie p,e E, 1 niech &
bedzie dowolng liczbg dodatnig. Istnieje wiec taka kula K= K(p,,9),
ze Q(f; K, E)<e. Wynika stad, ze dla kazdego punktu p ¢ E{nierow-
nosé o(p,py)<d pociaga za soba nierdwnosé |f(p)—7f(py)]<e.

(2.4) Na to, by funkcja f(p) byla ciqgla w zbiorze E, potrzeba i wy-
starcza, Zeby dla Lazdej liczby a zbiory
(2) Elfp)>at i Fiflp)<a}

D

p
byty tloczynami zbioru E i pewnych zbiorow otwartych.

Dowdd. Warunek jest konieczny. Niech funkeja f(p) bedzié
ciggla w zbiorze K. Okazemy np., ze plerwszy ze zbiorow (2) jest
iloczynem zbioru E i zbieru otwartego. Niech p,e E,= F{f(p)>a};

/)

zatem f(p,)>a. Z ciaglosei funkeji f(p) wynika istnienie takiej
liczby &> 0, ze nier6wnosé ofp,p,) <0 pocigga dla kazdego punktu p
zbioru E nierdwnogé

iH(p)— ()| < e=1[f(py) —al.

7 tej zad nierdwnosei wynika, ze f(p) > fip,) —e=1{f(p,)+al>a.
Zatem dla kazdego p, e E istnieje taka kula K, ze¢ p,e K, 1 Ze
flp)>a dla kazdego 9 ¢ EK,. Wynika stad, ze pelF,, a wige
EK,CE,. Oznaczajgc przez G sume wszystkich kul Kp, gdze
p e B,, dostajemy zbiér otwarty oraz mamy EG=E,.

Warunek jest dostateczny. Niech p, bedzie dowolnym
punktem zbioru FE, a e—liezba dodatnig. Dla

a=f(py)—e 1 b=[{p)+e
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zbiory
E,=F{fp)>a} 1 E=F{{(p)<b}
p p

sa z zalozenia postaci EG, 1 EG®, gdzie G, 1 G% sy otwarte. Oczy-
wiseie E,Eb= E@Q,G%, wiec na mocy tw. (4.9), str. 81, zbior ten jest
iloczynem zbioru E i pewnego zbioru otwartego G. Widzimy latwo, ze

(3) E,E=F {a<j(p)<b}=F {{fp)—f(po)l < ¢}-
P P

Poniewaz p, € G, wiec istnieje kula K= K(p,,0)CG. Ze wzoru
EKCEGCE,E? i z (3) wynika, ze jezeli pe B 1 a(p,Pe)<d, to
If(p) —f(po)| < 8. Funkeja f(p) jest wiee ciagla w punkeie p, zbioru K.

7 twierdzenia (4.10), str. 81, wynika latwo twierdzenie:

(2.5) Na to, by funkeja j(p) byla ciggla w zbiorze E, potrzeba i wy-
starcza, 2eby dla kaidej liceby a zbiory

Eiftp)za} i E{fp)<a}
p P
byty iloczynami zbioru B 1 pewnych zbioréw zamknietych.

(2.6) Jezeli f(p) jest dowolng funkejq okreslong w zbiorze I, to dla
kazdej liczby a =bidr
EQf;p, B)=>a}

p
jest zamkniety.

Dow6d. Niech By=F{Q(f;p.B)>a}, p eEy p,~D, 1 niech K be-
D

dzie dowolng kulg o srodku p,. Poniewaz p —p, wiec istnieje punkt
2 K. Niech K, bedzie dowolna kuly o srodku w p, , zawarta w K.
Poniewaz 0 Qfip,, B)=a, wiee O(f; Ky, E)>a, pomewaz za§ K,CH,
wiec Q(f; K, E)>a. Wobee dowolnogei kuli X o srodku Doy, WNOSIMY
stad, ze Q(f;p,, BE)=a. Zatem punkt p, nalezy do zbioru F,, a przeto
zbidr ten jest zamkniety.

Kazdy taki punkt p, ze Q(f;p,E)>0, nazywamy punkiem
nieciqgltosci funkcji f(p) na zbiovze E.

Z definicji te]j wynika, ze punkty niecigglosci funkeji f(p)
nie muszg naleze¢ do zbioru F. :

(2.7) Zbicr D punktéw nieciqgto$ci dowolnej funkcji f(p) jest Fo.
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Innymi stowy: 2bidr punkicw w kdrych Q(f;p,E)=0, jest Gs.

Dow6d wynika natychmiast z réwnosci I)——S‘ E{CG;p,E)=1/n)
i z twierdzenia (2.6).

Niech f(p) bedzie funkcja okreflong w calej przestrzeni &7,
a D — zbiorem punktdéw niecigglosei tej funkeji. Wowezas funkeja #(p)
jest ciggla w kazdym punkcie zbioru —D. Z twierdzenia (11.6),
str. 102, 1 (2.7) wynika, ze

(2.8) Nie istnieje funkeja okre§lona w &™, dla kidrej zbidr punktdw
cigglosci bylby identyczny ze zbiorem punkicw wymiernych.

3. WlasnoSei funkeyj ciaglych. Z definicji Heinego
(p. str. 106) 1 z twierdzenia (3.1), str. 50, wynika, Ze suma, réznica,
iloczyn i iloraz funkeji cigglych (o ile dzielnik nigdzie nie zeruje sie)
jest funkeja ciggly.

Z nieréwnosei |a] — |4 < la—b| wynika, ze bezwzgledna wartosé
- funkeji ciagtej jest funkeja ciagla.

Z tozsamosci
max (@,b)=%(la—b|+a+b) i min (a,b)=%(a+b—]a+bi),
wynika, ze jezeli f(p) i g(p) sa funkejami cigglymi, to funkeje

max (f(p), g(p)) 1 min (f(p), g(p)),

tez sq funkejami cigglymi.
Przez indukcje dowodzi sie z latwescia, ze jezeli funkcje
F(p), ..., fa(p) sa ciggle, to funkeje

max (f1(p), - fal(p)) 1 min (fi(p),-..falp))
tez sg ciggle.

(3.1) Jezeli f(p) jest funkejq ciggla w zbiorze zamknigtym 1 ogra:
niceonym E, to zbidr f(E) jest zamhkniety i ograniczony.

Innymi stowy: obraz ciagly =zbioru zamkniglego ograniczonego
jest zbiorem zamkniegtym ograniczonym.

Dowdd. Okazemy naprzéd, ze obraz f(E) zbioru E jest za-
mkniety. Niech a,ef(E) i a,—>a,; trzeba dowiesé, ze a,ef(E).
Z a, ¢ f(E) wynika istnienie takiego punktu p,e<E, Ze a,=[(p,)
Ciag {p_}, jako ograniczony, zawiera cigg czgsciowy {pni} zbiezny
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do jakiego§ punktu p, (p. tw. (1.7), str. 58). Poniewaz p e E
i BE=E wiec Do € E. Poniewaz funkcja f(p) jest ciagla w zbiorze E,
wige lim f(p‘ni)z f(p,), & poniewaz f(pni)-:a,nl_, wiec ag=f(p,). Zatem
g € f (%T

Okazemy teraz, ze zbior f(E) jest ograniczony. Gdyby bowiem
tak nie bylo, to istnialby cigg nieskoiiczony takich punktéw
bpe f(B), ze |by|>n. Byloby wiec |f(g))]>n dla pewnego ciggu
punktéw ¢, e B. Poniewaz ¢, ¢ B, a zbiér E jest z zatozenia ograni-
czony, wiec istnieje cigg czesciowy {f{n,-}' zhiezny do pewnego punktu
g, € E. Z ciaglosci funkeji f(p) w punkeie ¢, wynika, ze lgm f(a,)=1g,),

n-»>oo

co jednak niemozliwe, gdyz lim |f(g, )|=co.
o0 t

(8.2) Jegeli {(p) jest funkeja ciagl w zbiorze spojnym B, to 2bidr (E)
jest spdjny.
Innymi stowy: obraz ciagly bioru spdjnego jest zbiorem spojnym.
Dowéd. Przypusémy, zZe istnieja dwa takie zbiory R i S,
ze f(E)ZR—{—S., R:‘FO, ;Q#U 1

(4) RS+ R'S + RS =0.

Oznaczmy przez C zbidr tych peE, dla ktorych f(p)e R,
a przez D zbiér tych p e E, dla ktérych f(p)eS. Poniewaz RS=0,
wiee CD=0. Mamy dalej cczywiscie (=0, D==0 i E=C+D. Gdyby
byto C"D=0, to dla pewnego punktu 9, e.D istnialby w C ciag
punktéw {p } dazacy do p,, skad wynika wobec cigglodei funkeji f,
ze Lm f(p )=[(p,). Zarazem f(p )ek 1 f(p,)e S, skad f(p,) eR'S
Wbl?e—;: przypuszezeniu (4), z ktorego wynika, ze R'S=0. Zatem
("D=0. Tak samo dowodzi sie, ze CD'=0, skad (D4 C' D+ CD'=0
whbrew zalozeniu, ze zbiér E jest spdjny.

Poniewaz jedynym zbiorem spéjnym na prostej & jest odcinek,
wiec z (3.2) wynika tatwo twierdzenie:
(3.3) Jezeli [(p) gest fumkejq ciagla w zbiorze spdjnym E i jeseli
fp)<a<f(q), to istnieje taki punkt v e E, e f(r)=a.

Udowodnimy teraz nastepujgce

(3.4) Twierdzenie Weierstrassa dla funkcyj ciggltych. Je-
geli f(p) jest funkcjq ciagla w zbiorse zamknietym i ogramiczonym A,
to istniejq w nim dwa takie punkty p, 1 po, e

H(po)=sup f(p), f(po)=1inf f(p).
ped peAd
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Dowdd. Jezeli f(p) jest funkcjg ciagla w zbiorze zamknietym

i ograniczonym 4, to f(p) jest funkeja ograniczong na mocy (3.1).
Niech
« m=1inf f(p) 1 M=sup f(p).

ped peA

Okazemy, ze istniejg takie punkty p, i pj, 2e

m=Fpy) 1 M= jf(po)-
Dowiedziemy tego dla ; dla m dowéd przebiega analogicznie.
Na mocy wlasnogci 2, str. 46, dla kazdego n istnieje taki punkt

RN | e s .
Un € f(E), ze M —=< a, <M; dla kazdego n istnieje tez taki punkt

p € B, ze a,=f(p,). Poniewaz zbiér F jest zamkniety 1 ograniczony,
wiee istnieje ciag czedciowy {pni} zbieiny i granica p, tego ciagu
jest punktem zbioru E. Z ciaglodci funkeji f(p) w zbiorze E wynika,
ze Ii;n fip.)=1(p,); z oczywistych réwnosci ]‘(pni):—" 2y ilimea, —M
Ny & i-»00

wynika, ze f(py,)=2M, c. b. d. d.

Jezeli funkcja f(x) jest ciagla, to liczbe f(p,) oznaczamy przez
max f(p), a liczbe f(py) — przez min f(p).
ped J -

Podobnie jak na str. 31, mozna latwo okaza¢, ze zbiér funkey]
cigglych w &™ jest mocy continuum.

4. Ciaglo$¢é jednostajna. Funkeja f(p) nazywa sie jedno-
stajnie ciggla w zbiorze E, jezeli do kazdejliczby e>0 istnieje taka
liczba 6>0, ze dla kazdych dwu punktéw p,,p.el nier6wnosé
o(py,p,) <6 pociaga za soba nieréwnosé |f(p,)—7f(pe)|<e.

W symbolach:

(5) I3 11 I {Le(pype) <8l [fip)—H(pa)| < el}-
>0 6>0 pi€F p.eE '

Poréwnujac te definicje z definicja cigglosei w zwyklym sensie,
widzimy, Ze réznig si¢ one od siebie przestawieniem drugiego 1 trze-
ciego kwantora (por. str. 12).

Tatwo dowodzi sie nastepujacego twierdzenia:

(4.1) Na to, by funkeja j(p) byla jednostajnie ciqgla w zbzmze B,
potrzeba i wystarcza, 2eby dla dowolnych dwu ciqgdw {p.} © 14,}
punktow tego zbioru zbieznosé o(p,, _qn)—>0 pociggala za sobq zbieinosé

\f(p,)—Fg,)] =0
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(4.2) Kaida funkeja f(p) ciagla w zbiorze zamkniglym i ograniczo-
aym E jest w tym zbiorze jednostajnie ciggla.

Dow6d. Gdyby funkcja f(p) nie byla jednostajnie ciggla
w zbiorze E, to istnialyby na mocy (4.1) takie ciagi {p } i {g.}
punktéw zbioru E, ze o(p,,q,) —0, a ciag {f(p,)—7(g,)}, nie dazylby
do 0. Istnialaby wiec liczba >0 i taki ciag czefciowy {p, }, ze

(6) (2 ) —F(, )1 > -

Poniewaz zbiér F jest zamkniety 1 ograniczony, wiec istnieje
W ciggu {jpnk} ciag czesciowy {psk}, zbiezny do pewnego punktu p,
zbioru F. Oczywiscie QS{*PO' 7 ciaglosci funkeji f(p) w zbiorze E
w punkeie p, wynika, ze f(p )—flp,) 1 Flg,)—1(p,), skad
H(p,)—1(g,)} 0, whrew (6).

5. Funkeje o wartosciach z &". Pojecie funkeji rzecszy-
wistej, okreslonej w przestrzeni &™, mozra uogdlnié na funkeje
przybierajgce wartosci z przestrzeni &". Niech ¢=g¢(p) Dbedzie
funkejg okreflong w zbiorze ECE™, ktérej wartosciami sa punkty
z przestrzeni &". Jezeli y,,..,y sa wspélrzednymi punktu g, to
wspélrzedna y, jest funkejs rzeczywisty punktu p:

y=Jp) dla i=1,2,..,n.

Funkecje ¢(p) mozemy wiec przedstawié jako ukiad x funkeyj
rzeczywistyeh f,(p),...,f,(p) zmiennej p. W ten sposéb badanie
funkeyj o wartosciach z &" sprowadza sie do badania ukladéw
g(p)= (f1(p)7 [ (p)) funkeyj rzeczywistych.

Funkeja ¢(p) okreslona w zbiorze E nazywa sie ciggla w zbio-
rz¢ B w punkeie p, e E, jezeli warunki p e E ip —p, pociagajs za
soba warunek g@(p ) — ().

Latwo udowodni¢ nastepujace twierdzenie:
(5.1) Nato, by funkcja ¢(p)=(f,(p),-..7,(p)) byla ciagla w 2biorze E
w punkcie py e B, potrzeba i wystarcea, geby wszysthie funkeje f(p)
dla 1=1,2,...,n byly ciggle w zbiorze E w punkcie p,.

Twierdzenie to pozwala przenie$é wiele twierdzent dotyczacych
funkeyj cigglych o wartodciach rzeczywistych na funkcje ciggle
0 wartosciach z przestrzeni &". W szezegdlnosci:
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(5.2) Nato, by funkcja ¢(p) byta ciagla w zbiorze E w punkeie p, ¢ E,
potrzeba i wystarcza, eby dla kaidego ciqgu {p,} punktéw zbioru B,
zbieznego do po, bylo f(p,) —f(p,), dla i=1,2,..., n.

(5.3) Funkcja ciagla w sbiorze ograniczonym i zamknietym jest
ograniczona. Zbidy jej wartodei jest zamkniety. ’

Wprowadzajae dla ¢(p) definicje jednostajnej ciaglodei takim
samym wzorem jak dla f(p) (p. wzér (5), str.111), otrzymujemy
twierdzenie analogiczne do (4.2):

(5.4) Funkcja ciagla w zbiorze zamknigtym 4 ograniczonym jest
w tym zbiorze jednostajnie ciqgla.

Jezeli -@(p) jest funkejg ciagla o wartodciach z przestrzeni &,
okreslong w zbiorze K, to zbiér H =¢(E) nazywamy obrazem ciqglym
zbioru E. Moéwimy réwniez, ze wowcezas funkeja qr( ) odwzorowuje
zbidér E na zbidor H. '

Tw. (5 3) mozemy wiec wyrazié¢, jak nastepu]e

(5.5) Obraz ciqgly =bioru zamknietego 1 0g7cmzc~mzego jest sbiorem
zamknietym 1 ograniczonym.

Analogicznie do tw. (3.2), str. 110, otrzymujemy twierdzenie:
(5.6) Obraz ciagly zbioru spdjnego jest zbiorem spdjnym.

Dla funkeyj o wartodciach z plzestrzenl &" mozna zdefiniowad
oscylacje Q(f; K, E) wzorem

sup  e(¢(p1)s @(pa))

P1: D2 €KE

Podobnie mozemy zdefiniowa¢ oscylacje w punkeie. Twier-
dzenia (2.3), (2.6) i (2.7) o zwiagzku miedzy oscylacja a ciaglodcia
przenosza sie bez zmiany na funkcje o wartosciach z &

PRZYKLADY. 1. Niech ay,...,an bedg liczbami dodatnimi,
a g(p)— funkejg przyporzadkowujacy kazdemu punktowl p=(#y,...,%m)
przestrzeni &™ punkt ¢(p)= (@, .., EmTn) przestrzeni &". Funkeja
ta jest na moey (5.2) ciggla. ‘

Odwzorowanie przez funkcje ¢(p) nazywamy homotetycenym.

2. Niech H bedzie zbiorem punktéw przestrzeni &”, spelnia-

jacych warunek
ac~ oc?n
-
a2 + - —; <1

Zbiér ten nazywamy elipsoidg w &™.
S. Banach, Wstep do Teorii funkeyj. 8
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Elipsoida w & jest 2biorem zamknigtym, spojnym i ograniczo-
nym, o wiee kontinuum. |

Istotnie, elipsoida powstaje z kuli K(0, 1) przez: przeksztaleenie
homotetyczne (p. przykiad 1).

' 3. Zbiér punktéw przestrzeni &, spelniajacych nieréwnogé

@2 i
. . m
- + "'+—_§_ <1 ’
a;1 (Lm

(zwany eczesto w geometrii analitycznej wngtrzem elipsoidy), jest
zbiorem zamknietym, ograniczonym i spéjnym.

Powstaje bowiem z wnetrza kuli K(0,1) przez przeksztalcenie
homotetyeczne.

6. Modul ciaglosci. Warunek Hdéldera. Niech f(p) bedzie
funkecjg okreslong w zbiorze E, 6 — liczbg dodatnig, a w(d)= w(d,f)

— kresem gérnym liczb |f(p)—7F(p.)|, gdzie p, i p, sa dowolnymi
punktami zbioru E o odleglosei o(py,p,)< 9.

Funkeje o(6,f) nazywamy modutem oscylacji funkeji f(p).

Jest jasne, ze 6,<d, pociaga za s0bg w(dy,f) <w(dy,]); istnieje
zatem lim w(3,f).
850 .

(6.1) Na to, by funkecjo f(p) byla jednosiagnie ciqgla w zbiorze E,
potrzeba ¢ wystarcza, aby lim w(6,f)=0.
350

Dowéd. Zaléozmy, ze funkcja f(p) jest jednostajnie ciagla
w zbiorze E. Niech ¢ > 0. Istnieje takie > 0, ze dla wszelkich p,,p, e E
nieréwno$é o(py,p.) <7 pocigga za sobg nierdwnosé |f(p,) —f(ps)|<e.
Zatem o(d,f)<e dla d<n, skad %1;1; w(6,)=0

- Na odwrét, zalézmy, ze ldim w(d,f)=0 1 niech &>0. Istnieje
' >0

takie >0, ze w(d,f)<e dla 0<d<n, skad na mocy definicji fun-
keji w(4,f)

o(py,p) <7 pocigga |f(p))—f(pa)|<e dla wszelkich py,p, € E.

Zatem funkecja f(p) jest jednostajnie ciggla w zbiorze E.
Jezeli }31151 (6,f)=0, to funkeje w(4,f) nazywamy modulem
+

cigglosci funkeji f(p).
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Jezeli w(d,f)<ké®, gdzie 0<a<{l (i gdzie a oraz & nie zalezy
od d), to méwimy, ze funkecja f(p) spelnia w zbiorze. E warunek
Holdera z potega a i ze staly k.

Jezeli a=1, to méwimy, ze funkcja f(p) spelmia w zbiorze B
warunek Lipschitza ze stalg k.

Jezeli zbiér E jest identyczny z przestrzenia &%, to méwimy
krétko, ze funkcja spelnia warunek Hoéldera Tub warunek Lipschitza.

Jasne jest, ze na to, by funkeja f(p) speliala warunek Hol-
dera z potega a i stala k& w zbiorze ¥, potrzeba i wystarcza, zeby
(1) @) —i(ps) <k[elpy,pn)]* dla wszystkich py,p, < B.

W szezegdlnosei na to, by funkeja f(p) spelniala warunek
Lipschitza ze staly & w zbiorze E, potrzeba i wystarcza, zeby

[1(0) —f(p2)l <Eo(ps,p,) dla wszystkich py,p, ¢ E.

Udowodnimy teraz, ze

(6.2) Nato, by funkcja f(p)=f(xy,...,2n) spetniala warunek Lipschitea
w zbiorze E, potreeba i wystarcza, by dla keidych dwu punkidw
D= (L ey &m) % P’ = (27, ...,%m) 2bioru E i pewnej statej k zachodzila
Nierownosé

(8) A, ey ) — A, ooy )| SRl — 2|+ .. - [ — 2 )

Dowdd. Z nier6wnosci Schwarza (str. 74) wynika, ze dla
dowolnych m liczb rzeczywistych ay,...,a

VT T <o)+ +la,|<VnVg+Fa,.

Jezell wiee funkeja f(p) spelnia warunek Lipschitza, to

[ (@ eon ) —F (2] s oy )| B V(i —af P+ (@ — )P <

< k(lix"l”‘ml ! + "-T]a}m_l‘m ).'

a wiec spelnia ona tez warunek (8).
Na odwrét, jezeli funkeja f(p) spelnia warunek (8), to istnieje
taka stala %, ze

IF (@l @m) — F (2T, s am)| <K (|21 —ay| + ...+ |2l —am]) <
S 2y (A T e —A

8*
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(6.3) Na to, by funkeja f(p)=f(@y, .. &) Spetniata w zbiorze E wa-
runek Hoéldera z potega o @ ¢ pewnq stala k, potweba ) wyst(m cza, 2eby

dla kazdych dwu punktéw p _(wl, ) 4 P = (&Y, ..., ®m) 2bioru B ?
zachodzita nierdwnosé %
(0o o) =7 (0 o )] SB[ oot 2 — ) |

Dowdd. Wezmy pod uwage funkeje @(&)=(1--&)—1—4&,
gdzie £201 0<r<1. Badajac pochodng tej funkeji, widzimy latwo,
76 funkeja ta jest malejaca, a poniewaz ¢(0)=0, wiee

(9) (1+Er<ltér dla £20 1 0<r<l.
Podstawiajac é=a/f do (9) i mnozac obie strony przez pr,
dostajemy (a+py<a™4 " dla q p=0 1 0<r< 1. Stad przez latwy
indukeje . |
(10) (gt o r<aldotar, dla ¢>0 i 0<r<l.
Podstawiajac W (10) o =a? i r=«/2 dostajemy
(11) (a%—{—...—l—afn)“/?ga;‘+...—|—azl dla  a,20.
Z nieréwnos’ci H(’jldem (1.2), str. 74, wynika z latwoscig nie;
rownosé ' |
(12) A+ +a§t,w’ (@14 o )

V/ merownosm (11) 1 (12) Wynlka, tem twierdzenia tak jak
w dowodzie twierdzenia (6.2).

(6.4) Funkeja f(p)=d(p,F) (p.str.71) spetnia warunek Lipschitza
ze statq 1. '

Dowéd. Nalezy dowiesé, ze |f(p,)—F(P2)] < o(p1,ps). Niech &>0.
Istnieje taki punkt gq,eF, e [(p,) =0(ps,qe)—e; Ocaywiscie
f(p) <o(pr,4s)- Stad : -

F(p1)—F(P2) <o (P1;02) —0(P2y o)+ e < e+ 0 (P1, Do)-
Zmieniajac role zmiennych 9, i p,, dostajemy podobnie:
f(pa)—1(p1) e+ 0(Pay 1)y
|F (1) —f (P < &+ 2(1,2),

co wobec dowolnosei liczby &>0, daje nierdwnogé, ktérej nalezalo
dowiesc.

-

skad
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(6.5) Jeieli funkcja f(p) spetnia w zbiorze ograniczonym B warunek
Héldera zpotega a i jeseli f< a, to funkeja f(p) spetnia warunek Holdera
w zhiorze B z potegq 5.
Dowod. Z zalozenia istnieje taka stala k, ze jest
(P —F(p2)| <E[o(p1,p2)]
Dla 051 zachodzi nierdwnosé &< L3, a zatem
() —F (@) <Flo(p,p)F dla o(py,pp)<1.

Rozbijajac zbiér F na n zbioréw o srednicy mniejszej od 1,
otrzymujemy latwo |f(p.)—f(ps)] <2kn[o(p1,p.)P-

Niech F' bedzie rodzing funkeyj okreslonych w zbiorze X.
Méwimy, ze funkcje tej rodziny sa jednakowo ciagte w zbiorze E,
tj. Zze majg w nim wspdlny modul cigglosei, jezeli istnieje taka
funkeja () okreflona dla 6>0, ze %1_}1:51 w(6)=0 1 ze dla kazdej

funkeji f(p) rodziny F zachodzi nieréwnogé
o (4,f) <w(d).

7 te] definicji wynika, ze jezeli funkeja f(p) nalezy do rodziny
funkeyj jednakowo cigglych w zbiorze FH, to funkeja ta jest jed-
nostajnie ciggla w zbiorze E (por. (6.1), str. 114).

(6.6) Na to, by funkcje rodziny F byly jednakowo ciggle w zbio-
ree E, potrzeba 1 wystarcza, zeby dla kaidej liczby &>0 istniala
taka liccba n>0, Ze nierdwno$é o(p,,ps) <7 pociaga

If (p1) — F(pa)| < & dla wszelkich py,p,e B t kaddej funkcji f(p)eF

Dowo6d. Koniecznosé¢ warunku jest oczywista. Dostatecznosé
wynika zad§ stad, ze wobec nieréwnosei (13) istnieje dla kazdego
0>0 1 dowolnych f(p) e F kres gérny w(6) zbioru liczb w(6,f) oraz
ze w(d)<e dla d<7.

Z (6.6) wynika latwo, Ze
(6.7) Na to, by funkcje rodziny F byly jednakowo ciggle w zbio-
rze E, potrzeba ¢ wystarcza, #eby dla katédych dwu eciggéw {p_}
¢ {q,} punktow zbioru B zbieino$é o(p,,q,)—>0 pociagala za sobg dla
kazdego ciqgu {f (p)} funkeyj rodeiny F zbieinosd

lim |7, (p,)— £, (g,)|= 0.
n-»oo
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7. Przedluzanie funkeyj ciaglych. Przedtuzeniem funkeji
f(p) ze zbioru A na zbidr 4 CB nazywamy kazdg takg funkeje f*(p)
okreslong w zbiorze B, ze f*(p)=/f(p) dla wszystkich punktéw pe 4.

Zagadnienia, ktérymi b@dmemy sie zajmowali, polegajg na
tym, by funkcja f*(p) spelniala pewne warunki, ktére speinia
funkeja f(p), jak np. ciaglosé, warunek Holdera i warunek Lip-
sehitza.

(7.1) Kazdg funkcje f(p) ciagla w zbiorze E moéna preediugyé do
funkeji ciaglej w zbiorse punktéw, w ktorych oscylacja ffzmkcyz f(p)
znika, t. 4. do funkeji cigglej w pewny ym sbiorse Gy.

Dowéd. Niech ECE™ i E* bedzie zbiorem wszystkich takich
punktéw peE™, w ktérych Q(f; p, E)= 0. Okazemy naprzod, ze dla
kazdego punktu g¢eE*—F istnieje granica limgjf(p). Istotnie,

: : r>q
dla kazdego &>0 istnieje taka kula H=K(q,7), ze Q(f;K,B)<c¢;
zatem [f(p")—f(p")|<e dla kazdej pary punktéw p’,p"eK.
Z tw. (1.2), str. 105, wynika wiec, Ze istnieje limg f(p). Niech teraz
p>q

' [fip) dla pekE
F@)=1 limg f(¢) dla pe<E*—E.
g-+p
Funkeja f*(p) jest okredlona w E* 1 f*(p)=7(p) w zbiorze E,
Zatem funkecja f*(p) jest przediluzeniem funkeji f(p). Pozostaje
do okazania, ze funkecja f*(p) jest ciagla w zbiorze E*. Niech
p, e B* pye B* 1 p —py. Z definicji funkeji *(p) wynika, ze jezeli
p e B 1 p —>p,, to f*p)—~F(p,) zaréwno dla punktéw p, e B, jak
1 dla punktow p, e B*—IL. Wystarczy wiec rozpatrzyé przypadek,
gdy p,—>p, 1 p,c E*—E. Poniewaz f*(p )=1lim,f(g), wiec istnieja

q->Pn
takie punkty p’ ¢ E, ze

| o1 . I 1
(14) Q(pn"pn)<q_q: 1 []‘(p,,)‘*f (pn)l<’—7i

Z nieréwnosci (14) wynika, ze p,~>p,, a poniewaz p/ ¢ E, wigc
H(py)=1lm f(p), skad lLim f*(p )= f*(p,) na mocy drugiej z tych nie-
n-»co n-»co E

réwnosei.

(7.2) Kazdg funkcje [(p) jednostajnie ciqglq w sbiorze B moéna prze-
dtuzyé do funkeji f(p) jednostajnie cigglej w zbiorze B tak, by

(15) (3,f) = w(8,f).
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Dowoéd. Okazemy naprzéd, ze oscylacja funkeji f(p) jest
zerem w kazdym punkeie p, zbioru . Niech 6>0. Istnieje takie
6>0, ze |f(p1)—f(py)| <8 dla wszelkich dwu punktéw PuPse B 0 od-
leglosci o(py, ,) <6. Niech K bedzie kula K(p,,6/2). J ezeli py,p, e K,
80 o(p1yPp)<0, a wiee jezeli nadto py,pye B, to |f(p)—f(p,)] <6
W ten sposéb okazalismy, ze Q(f;H,E)<e, stad zas wynika, ze
L(f;p0, £) = 0.

Okreslimy teraz funkeje f(p) tak jak funkeje f* w dowodzie
twierdzenia (7.1). Nalezy okazaé, ze funkeja f(p) jest jednostajnie
ciagla w E. Niech w(4,f) bedzie modulem cigglosei funkeji f(p). Za-
tem |f(p,) —f(p.)] < (9, f) dla wszelkiej pary punktoéw py,p, e E o odle-
glosei o(py,po) < 0. Niech >0, py, poe E 1 o(py,p,) < 6. Istnieja wéwezas
takie punkty p),p,<H, ze odleglosci o(p;,p;) dla j=1 12 s do-
wolnie male 1 [f(p))—f(p,)|<e. ‘

Mozemy wiec w szczegélnofei dobraé pj,p, tak, by

o(ppw) <3Lo—o(pyp)] dla j=1 i 2.
Wowezas

9(?;,10;) < o(py:p,) +0(2,,2,) + 0(p,,95) <
< o(py,p,)+ 2-$[0—0(p,,p,)]=46,

[F(p, )= F @) <IF () —F ()] + @) — Fo)| + | () — F (p,)] <

| 2e+|f(p)—F(®3)]-

Poniewaz p; e B, p, e E 1 o(py,p,) <4, wiee |f(p))—f(p)|<w(s,f),

a zatem [f(p,)—f(ps)|<2e+w(d,f), co wobec dowolnodci liczby e
daje w(é,f)gcu(é,f‘).

7 oczywistej nieréwnosci o(8,f)<<w(d,f) wynika wiec réwnosé
(15). Zatem funkeja f(p) jest jednostajnie ciagla w E i spelnia
te réwnosé, c. b. d. d.

N

Zauwazmy, ze przedluzenia, o ktérych mowa w twierdzeniach
(7.1) i (7.2), sa jedyne.
Udowodnimy teraz nastepujacy lemat:
(7.3) Do kazdej funkcji w(d) niemalejacej, okreslonej dla wszystkich
liczb 6 >0 7 takiej, ze lim w (8)=0, istnieje funkcja ciagla i niema-
350

lejaca wy(8), dla ktdrej w(d)<w,(8) i wy(0)= 0.
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Dowdd. Niech _
0 - | dla 6=0,

‘ 1 1 D W | 1
of) 3ol o G o) 0 s
| 3

(1) + 2[0(2)—o (1)] (5—%) dla 5 <8<1

w(n—j—l)ﬁ—[w(n—l—;‘&)——w(n-{—1)](6——%) dla n <o nt1,
gdzie n=1,2,...

0 (0) =

Niech {I,} b@dme ciagiem zlozonym ze wszystkich p1zedzm10w

<n+1’ %> <9, > {n,n+1, gdzie n=1,2,... Funkcja w,(d) jest

liniowa na kazdym z przedzialéw I, poza tym jest rosngca i w pun-
ktach konicowych tych przedzialéw jjest w,(6)>=w(d). Niech & bedzie
dowolnag liczbg dodatnig. Istnieje takie I,=<a,bry, Ze 6el.
Zatem oy(ap)=w(bz) 1 w(br)=w(br), skad w;(d)=w(by)=w(d) dla
8 € I. Funkeja o,(d) jest niemalejaca i wy(8)=>w(d). Oczywiste jest,
ze funkeja ta jest ciggla dla 60, a dla 6=0 jest

col( 1 ):m(}—)—rO,
n—+1 o \n

co wraz z monotonicznoscig funkeji daje lim w,(8)=0.
350

(7.4) Kazdg funkeje ciggla w zbiorze zamknigtym i ograniczonym
E moéna preediudyé do funkeji ciggle] w calej przestrzent.

Dowdd. Niech w(d)= w(d,f) bedzie modulem cigglodel funkeji f.

- Funkeja w(é) jest niemalejgea 1 lim w(d)=0. Na mocy lematu (7.3)

istnieje ngc taka funkeja ciggla co_:(é) ze wy(0)=w(d) ilim w,(6)=0.
Niech =

(16) f* (:IJ)=§1611133 {Hr)—wu(e(r,p))}-

Jezeli p e B, to, jak latwo widzied,

I (p)—1{p)=suD {f(r)—f(p) — s (e (rs,p))}-
Ale . , R
F)—f(p)—wi(e(r,p)) Sw(o(rp))—wi(o(r,p)) <O,
gdyz |f(r)—f(p)| < w(e(r,p)); zatem f*(p)—f(p)<O
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~ Z drugie] strony, f*(p)—f(p) = f(r)—[(p)—w.(o(r,p)) dla kaz-
dego r e B; podstawiajge wiee do tej nieréwnosci r=p, dostajemy
ffp)—7F(p) =0, co wraz z poprzednia nieréwnoscia daje f(p)=f*(p)
dla p eE.

By okaza¢, ze funkcja f*(p) jest ciagla, obierzmy dowolnie
liczbe dodatnia e i punkt p. Niech d=sup o(p,r). Poniewaz funkcja
rek

«,(6) jest jednostajnie ciagla w przedziale <0,d-+1>, wiec istnieje

taka liczba 5 >0, zZe mnieréwnosei 0<(d'<<d-+1, 0<<d"<d+1

i |a’—8""|< 7 pociagaja za sobg nieréwnosé jw(8')—w, (8"} <e.
Niech o(p,q)<#%’=min (5,1). Istnieje taki punkt r, ze

F*(p) < flro) —ou(o(rg,p) +
Z definicji funkeii f*(¢) wynika, ze
(@)= 1(ro)—o1(e(ro,9));
o) =g <oi(e(ro:0) —oi(o(re,p)) +¢.
Ale o(re,p)<d, o(ry, )< o(ro,p) +0(p,g)<d+1 oraz
jo(ro, ) —olro, P < e(p:9) <n,

wiec

zatem
w1 (0 (1, q))— i (0(rg,P)) <

FHp)—1*(q) < 2¢
W ten sam sposéb dowodzi sie, zZe

(@) —71(p) < 2e.
Przeto

(17) |[4(0)— (@) | < 2e.

Okazalismy wiec, ze dla kazdego punktu p e E nieréwnosé
o(p,q) <7’ pociaga nieréwnosé (17). Funkcja f*(p) jest wige ciaglal
e. b. d. d. ,
(7.5) Kasda funkcje f(p), spelma,jqc@ w zbiorze E warunek Holdera,
moéna preedlusyé do fumkeji f*(p), spetniajacej w ca?ej‘ preestrzent,
warunek Holdera ¢ ta sama polega o i i@ samq stalg k.

skad

Dow6d. Niech f(p) spelnia w zbiorze E warunek Holdem
z potega a (0<a<{1) i ze stalg k. Funkcje /*(p) okreflamy wzorem
podobnym do (17) mianowicie

J’*(:l?)==sup {7‘ (r)—k[e :P:?)] }
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Dalej dowo6d przebiega analogicznie do dowodu (7.4). Nalezy
oprzeé sie na nieréwnosei (14 |#|)*<1+|o|” dla 0<a<C1, skad

(oo + |y < 2" +1y]%
zatem [o(p,q)]" <[e(p,7) +0(g,")1* <[o(p,m)]" +[o(g,7)]"-

§ 2. Ciagi funkeyj. Zbiory zwarte funkeyj.

1. Granica eciagu funkeyj. Niech {f (p)} bedzie ciggiem
funkeyj okrveslonych w zbiorze E. Funkeje f(p) okreslong w E
nazywany granicq ciqgu funkeyj {f (p)} w =biorze E, jezeli dla
kazdego punktu p ¢ & ciag wartosci funkey] f (p) dazy do wartosei
funkeji f(p), czyli gdy |

limf (p)=f(p) dla pekE..

n-»o
Podobnie okreflamy granice gérng i dolng ciggu funkeyj {7 (p)}:

limf, (p)=F(p), lm7 (p)=F(p).
e =00

Jezeli {f (p)} 1 {p (p)} sa ciggami funkey], zbieznymi w E do
funkeyj f(p)ig(p), to na moey wzorow (7)1 (8), str. 50, zachodzg réw-
nosei: '

,f_iﬂ [7 ) o (0)]=1(p) L e(p), ’1132 [7.(p) ¢, (p)]= f(p) ¢(p),

a przy dodatkowym zalozeniu, ze ¢ (p)=0 dla n=1,2,... i ¢(p)==0
dla wszelkich p e F, zachodzi réwnodé

. 1») AP
Iim = .
nyoo P(0)  ®(P)
Opierajac sie na twierdzeniach (6.7) i (6.8), str. 56, otrzymujemy
odpowiednie twierdzenia dla granicy gérnej (dolnej) ciggéw funkeji.
Ciag {f(p)} funkeyj okreslonych w zbiorze F nazywamy

wspdlnie ograniczonym w B, jezeli istnieje liczba M >0, spelniajaca
nieréwnosei

I/ ()| <M dla kazdego peE i n=1,2,...

(L.1) Jedeli P jest podebiorem przeliczalnym zbioru B, to w kaidym
ciagu {f_(p)} funkcyj wspdlnie ograniczonych w E isinieje ciag cze-
seiowy, zbietny w kaidym punkeie zbioru P.
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~Dowéd. Niech {p_} bedzie ciagiem wszystkich punktéw
zbioru P. Poniewaz cigg liczb U (p1)} Jest z zalozenia ograniczony,
wige na mocy twierdzenia (1.7), str. 58, istnieje w nim cigg cze-
sciowy zbiezny; oznaczmy go przez { {/O(p,)}. Podobnie w ciggu
{fO(p,)} istnieje cigg czedciowy zbiezny "?(")(p;, } itd., przy czym
ciag {fm+i(p +1)) Jest clagiem eze$eiowym ciggun {7m (p, +1)}'
Wezmy pod uwage ciag funkeyj ¢ (79(p)}. Latwo widzie¢,
Ze wyrazy ciggu { f"')(p Ji dla iz>m wystepuja w ciagn {fom)( P
zatem cigg {fD(p_)} jest zbiezny dla kazdego m=1

y2,..., & wiec
we Wszystklch punktach zhicru P, ¢. b. d. d.

2. Zbieinosé jednostajna. Ciag funkeyj {f (p)} nazywa sie
jednostajnie zbiegny do funkeji f(p) w zbiorze E, jezeli do kazdego

¢ >0 istnieje takie N, ze dla kazdego punktu p ¢ F i kazdego # >N
zachodzi nieréwnogdc

€0 piszemy symbolicznie (por. str. 12):

[T 231 [ p)—Fp)]<e).

>0 N PEE n>N

Kazdy ciag funkeyj {7 (p)}, jednostajnie zbieiny w E do funkeji
/(p), jest w E zbieiny (i to do tej samej funkeji f(p)) w zwyklym
znaczeniu, ale nie na odwiét. Np. ciag funkeyj {zn} jest zbieiny
w przedziale zamknietym <0,1>, nie jest w nim jednak jednostajnie
zbiezny.
(2.1) Warunek Cauchy’ego dla zbieinosci jednostajnej.
Warunkiem koniecznym i wystarezajgcym na to, by ciag funkeyj { f(p)}
okreslonych w zbiorze E byl w nim jednostajnie zbieiny, jest, seby
do kaidego ¢>0 istniato takie N, ze

1) I, (p)—71,(p)i<e dla katdego peE, i=N oraz j=N.

Dowoéd. Niech ciag {f (p)} bedzie jednostajnie zbiezny w E
do funkeji f(p). Na mocy okleblema Jednostajnej zbieznosci istnieje
wiee do kazdego &>0 takie N, ze

(2) If.(p)—f(p)|<e2 dla kaidego peB i n>=N.
Poniewaz V |
1) —1, )i <|f,(2)—{p)| +i(p) — 1,25

wiee z (2) otrzymujemy (1). Warunek Cauchy’ego jest wiec konieczny.
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‘Na odwrét, niech ciag {f (p)} spelnia warunek Cauchy’ego.
Wynika stad, ze dla kazdego punktu p e B cigg liczb {f, p) jest
zbiezny. Niech ‘

(3) lim £, (p)=f(p)-

n—>o0

Do kazdego &>0 istnieje wiec takie N, ze zachodzi (1), skad
na mocy (3)

I (2) 1,0 <|f(2)—F,(®)| +f (p) =1 ()| <|F(D) —F(P)] +&

czyli, gdy i—oo,
[fio)—f(p)l<e dla peE i1=N.
A wiee ciag {7 (p)} jest jednostajnie zbiezny w E do f(p)

warunek Cauchy’ego jest tym samym dostateczny.
Z tw. (2.1) otrzymujemy w szezegélnodei nastepujacy Wniqsek:

(2.2) Jezeli ciag funkeyj {f (p)} okreslonych w zbiorze E spetnia
warunek

F 0) =T, @)<e dla kaidego peBE i n=2,3,..,
gdzie {e,} jest ciagiem liczb nieujemnych i szereg Z’s,, jest zbieing J,
to ciqg {f (p)} jest jednostajnie zbiesny w E.

Mamy bowiem

@) =1 N <o (2)—Foga (D) - +lf,_.1 pI+fpl< Y,

n==k

o0

2,

=N

V.JN

Y

dla pe £ 1 ¥ <k<l. Dla kazdego £>0 istnieje takie N, ze > e,<e,
. n=N

czyli ze |
[fyp)—f(p)<e dla peE i N<k<l.

Ciag {f(p)} spelmia wice w E warunek Cauchy’ego, a przeto
jest w E jednostajnie zbiezny na mocy tw. (2.1).
(2.3) Jezeli ciag {f (p)} funkecyj okreSlonych w zbiorze B i ograni-

czonych w B jest w tym zbiorze jednostajnie zbiesny, to funkeje 1)
8¢ wspdlnie ograniczone w K. :
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Dowéd. Niech M, bedzie kresem gérnym funkeji |f ()]
w zbiorze E. Przyjmujac e=1, =N i j=n, otrzymujemy z warunku
Cauchy’ego |f,(p)—7,(p)]<1 dla p e E i n>=N, skad

(4) L <|fp@)]+1 dla a>=XN.

~ Oznaczmy przez M najwieksza z liczb My, M, ..., My—y, My+1.
Batwo widzie¢, Ze ‘

(5) If (p)| <M dla peE i n=1,2,..
Gdy bowiem n< N, to (5) wynika z okreslenia liczby A, gdy

zas >N, to (5) wynika z (4).
Jako wniosek z tw. (2.3) otrzymujemy nastepujace tmeidzeme

(2.4) Jezeli funkcje {f (p)} okreslone w zbiorze E sq w nim ograni-
czone i stanowiq eiqg jednostajnie zbieény do funkeji f(p), to ]‘(p) jest
rowniet funkcjq ograniczong w K. |

Na mocy bowiem (2.3) istnieje M >0, spelmagacce Walunek (5)-

Poniewaz we wszystkich punktach p ¢ E jest f (p)—7f(p), wiec na
mocy (1) jest !]‘(p ]<M dla kazdego p € E.

(2.5) Jezeli ciag {f, (p)1 funkeyj okr eslonych w zbiorze K ¢ czqgl ych
w pewnym punkeie p, « E jest w E jednostajnie zbiedny do funkeji f(p),
to f(p) jest réwnied funkcja ciagta w punkeie po.

Dow6d. Niech ¢>0. Z warunku Cmrhy ego wynika 1st111en1e
takiego nu, ze

(6) () —T(@)|<ef3 dla kazdego peE.

7 ciggloel za$ funkeji f.(p) w punkcie p, wynika istnienie
takiego n >0, ze ‘

(7) 17, (p) ()< ef3 dla kazdego pe B, dla Ltmego n(p,po)

7 nierdwnosci
() —F(p )| <|f ()1, (D) +1Ts, (p)—1,.(p)] + | (Dg) —1(Dy)]

wynika na mocy (6) i (7), ze |f(p) —f(py)] < & dla kazdego p € B, dla
ktorego g(p,p0)< n, a wiec funkcja f(p) jest ciagla w punkcie p,,
¢. b. d. d. ,
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Z (2.5) wynika od razu wniosek nastepujacy:

(2.6) Jezeli cigg {f (p)} funkeyj ciagtych w zbiorze E jest w nim jedno-
stajnie 2bieiny do funkeji f(p), to f(p) jest funkejq cigglta w E.

Udowodnimy twierdzenie nastepujace:

(2.7) Jezeli cigg funkeyj {f (p)} jednostajnie ciqgtych w zbiorze B
jest w mim jednostajnie 0bzemy do funkeji f(p), to f(p) jest réwnies
funkcjg jednostajnie ciaglq w zbiorze K.

Dowod Niech ¢>0. Z jednostajnej zbieznoseci ciggu funkeyj
{f.(p)} w E wynika istnienie takiego ng, ze

®) () —f)| <3 dla kaidego p e B;

z jednostajnej za$ ciaglosei funkeji f (p) w E wynika istnienie
takiego >0, Ze

]fno(p’)——fno(p”)]g /3 dla tych p,9”" ¢ B, dla ktérych o(p’,p")<n.
7 nieréwnosci
(e —1p")|<|f(p") — ]—‘-!7 p) — 1o @)+ (2" —F (")

wynika na mocy (8) i (9), ze ]f —f(p"')|< e dla wszelkich p’,p" ¢ B,
dla ktorych o(p',p')<n. A WiQC funkcja f(p) jest jednostajnie
ciagla w E, c.b. d. d.

(2.8) Jegeli ciag funkeyj {f (p)} jednosiajnie ciqgltych w zbiorze E
jest w nim jednostajnie zbieiny, to do kasdej liceby >0 istnieje taka
liczba >0, 2ze

[/ 0"V —71 (p")|<e dla tych p',p” <«E, dla kidrych o(p’,p"')<1.

Dowéd. Na moey warunku Cauchy’ego do kazdej liczby
>0 istnieje takie N, ze

(11) I, ()—F,(0)|<e/3 dla peB, k=N i I=N.

Z jednostajnej emg&%m funkeyj f,(p),...,f5(p) wynika istnienie
takiego >0, ze |

(12) IF. (") —f (") <efs dla 1<n<N
i dla takich p',p" eH, ze o(p’,p")<1.
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Poniewaz dla dowolnego n i wszelkich p’, p’ ¢ E zachodzi
nieréwnosé

[7(0) = L@ N<F () — T ()| F (') —F (0 ) ]+ (") — 7. (2",
wiec na mocy (11) i (12)
If (") —f(p" ' N<e/3+¢e/3+¢/3=¢ dla =N i dla takich p'p' € E,

dla ktérych o(p’,p"’) <#.
Stad 1 z (2) otrzymujemy (1).

Uwaga. Z tw. (2.8) wynika na mocy tw. (6.5), str. 117, ze
funkeje f (p) maja w E wspélny modul ciaglodei.
Z twierdzeniem (2.5) zwigzane jest nastepujace twierdzenie1):

(2.9) Jezeli ciqg {f (p)} dowolnych funkeyj okre§lonych w zbiorze H
jest jednostajnie zbieiny w tym zbiorze do funkeji f(p), a ciag
{Q(f 10, E)} jest w kazdym punkcie zbioru E zbiesny do 0, to funkeja
f(p) jest ciagla w zbiorze E.

Dowod. Niech p, bedzie dowolnym punktem zbioru E, a & —
dowolng liczbg dodatniag. W mysl zalozenia przy dostatecznie wiel-
kich » jest [f (p)—f(p)|<e/6 dla wszelkich p e Ei Q(f ;p,,E)<¢/6.
Istnieje wige taka kula K=K(p,d), ze |f (p,)—f (p,)]|<2¢/6 dla
P1Ps € HH. Jezeli teraz p e KA, to

H(0)—F @< ®)—1 D)+l (0)—T (-1 (D) —T(po)| < &,

a wiec funkcja f(p) jest ciggla w zbiorze E w punkcie p,.

Zauwazmy, ze twierdzenia (2.1)-(2.9) sg prawdziwe rowniez dla
funkeyj o wartoseiach z przestrzeni &™.

Zbieznogé jednostaina ciggu funkeji cigglych jest tylko warun-
kiem dostatecznym lecz nie koniecznym na to, by granica tego
ciggu byta funkecia ciagls.

Dowodzi tego nastepujacy przykiad.

Niech E bedzie odcinkiem <0,1> i niech f (#)=a"(1—a").
Ciag {f (x)} jest oczywiscie zbieZny do funkeji cigglej f(x)=0, ale

nie Jednosta]me zbiezny, bo f(l/y ) =3(1—%)=%.

1) Por. E. Marczewski i M. Nosarzewska, Colloquium Math. 1 (1948),
str. 15-18. '
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Jednakze dla pewnych specjalnych ciggéw funkeyj ciaglosé
jednostajna jest warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by
funkeja graniczna byla ciagla. Zachodzi np. twierdzenie: .
(2.10) Jezeli ciag {f (p)} niemalejgey funkeyj ciaglych w zbiorze B
zamknietym 1 ograniczonym jest 2biesny do funkcjt f(p) ciaglej w ebio-
rge E, to cigg {f (p)} jest jednosiajnie 2bieiny do f(p) w zbiorze K.

Dowdd. Niech .
B,=EULp)—1p)| >l =E [—e<F (p)—H(P)].

. Gdyby ciag {f (p)} nie byl jednostajnie zbiezny w zbiorze E,
to z zaprzeczenia warunku

a2 H H[if )—f(p)|< el

>0 N pe€E n>N

otrzymalibysmy
)y 3 = 3,0 P =el=3] 3 (B, +0).
- >0 N peE n> &¢ N n>N ‘
Zbiory E__ sy zamknigte na mocy tw. (2.5), str. 108, a z mono-

tonicznosei ciagu {f (p)} wynika, ze EnD Bpine dla n,k=1,2,..
Z (13) dostajemy zatem 2 (Ene=E0)—En.==0, skad

2 H ENE"JFO)
t>0 N ‘
Znaczy to, ze istnieje taka liczba £>0, ze zbiory Ey. sa dla
N=1,2,... niepuste, a poniewaz s3 one zamknieté 1 ograniczone,
wige na mocy tw. (9.1), str. 98, zbidr E*= [ ] Exe Jest niepusty.
Jezeli p, e E*, to

!}‘n(po)——-]‘(pb)]}, ¢ dla kazdego n,
co jednak niemozliwe, bo f (p)—>1(p,)-

Nastepujgce twierdzenie daje warunek konieczny i dostateczny
ma,glosm granicy c¢iggu funkcw ciaglych:

(? 11) Na to, zZeby granica f(p) ciagu zbieinego {f.(p)} funkeyj ciag-
tych w zbiorze E byla funkcja ciaglq w zbiorze B, potneba 1 wystarcza,
by do kazdego punkiu py € E i kaidej liczby &> 0 istniata takae kula K
1 taki wskaénik n, 2e pye K 1

(14) lfp)—fp)l<e dia peEE.
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Dowdd. Warunek jest konieczny. Istotnie, niech funkeje 7 (p)
i f(p) beda ciggle w zbiorze E i niech dana bedzie dowolna hczba,
£>0 oraz punkt p, ¢ E. Istnieje takie n, ze |f (p,)—f(p,)|< ¢/2. Niech

6=§Hf,,(z>)—--f(p)l <zl

Poniewaz p,e £, wiec na mocy twierdzenia (2.4), str. 10’(;,
istnieje taka kula K, ze p,e A i zachodzi (14).

Warunek jest dostateczny. Istotnie, gdy dana jest do-
wolna liczha &>0 i punkt py,e B, to na mocy warunku (14)
istnieje taki wskaznik # i taka kula K, ze zachodzi (14), w szcze-
gbélnosei wiee

Ap) =7, el <235.

Poniewaz funkeja f (p) jest ciagla w punkcie po, wiee 1stmeJe

taka kula K,CH, ze : :

iFip)—7 (p)<e/3 dla pe ER,.
Jezell teraz p ¢ EK,, to z (14) dla «=¢£/3
@)= 1@< [f(2)—F (D) + If,(0) 1, (B |1 (Po) — H(po)] <
<3j13—r8‘f3—r£13==8.
Funkeja f(p) jest wiec ciggla w p,.

(2.12)  Nato, zeby granica f(p) ciagu {f.(p)} funkeyj ciagltyeh w *‘bzm::e
zambknietym 1 ograniczonym E byla czagla w zbiorze B, potrzeba i wy-
starcza, by do L(zdego e>0 4 r>0 istnial taki wskainik s>r, se

(15) mm I/ (p)—f(p)|<e dla Lazdego peE.

LS
Dowod. Warunek jest konieczny. Istotnie, niech

¢ (p)= min |f (p)—f(p)|-
r<n<s

Ciag {g (p)} Jest malejacy, sklada sie z funkeyj cigglych i
limg (p)=0 w zbiorze E.
550 v ‘
Na moey}tw. (2.10) ciag {¢ (p)} dazy jednostajnie do 0. Dla
kazdego >0 istnieje wige taki wskaznik m, ze ¢ (p)<e dla

kazdego p € E. Biorac s=1m, dostajemy nierdwnosé (15).
S. Banach, Wstep do Teorii funkeyj. 9
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. Warunek jest dostateczny. Istotnie, jezeli p, jest dowol-
nym punktem zbioru E, &— dowolng liczba dodatnia i » — wskaz-
nikiem takim, ze

If (D) — flpy)l <e dla nz=7,

to na mocy warunku (15) istnieje liczba s>, dla ktorej

min |f (p)—f(p)] < &/3.
r<n<s

Poniewaz funkeje f(p),..., fp) 32 ciagle w punkecie p,, wiee
istnieje taka kula K, ze p, e K oraz

If (0)—f(p,)| <e3 dla r<n<s i pellK.
Jezeli pe EK i r<n<s, to
) =) <If(2) =T (0) 11 2) =T (P)] +1F o(By) —F(Dy)| <

‘3 + 1) =T (po);
skad
Je
< —
() —fpoll <5 +zgil<ns |7(0) =1 (py)] <
3. Zbiory zwarte funkeyj. Dowolny zbiér F funkeyj ogra-
niczonych i jednostajnie cigglych w pewnym zhiorze % nazywamy
swartym, jezeli w kazdym ciggu {f (p)} funkeyj nalezgcych do F
istnieje cigg czesciowy jednostajnie zbiezny w K.

PRZYKLAD. Niech ¢(z,1) bedzie funkejg ciggla dla e<a<h
1 a<i<{B. Zbiér F funkeyj zmiennej z e {a,b> postaci f (%)= q(m,1),
gdzie asCi<{f, jest zwarty.

Niech bowiem {)fl,n(m)1 bedzie dowolnym ciggiem funkeyj nale-
zaeych do F. Ciag punktéw {t,} zawiera cigg czelciowy {tn,} zbiezny
do pewnego punktu ¢, przedziatu <{e,f>. Poniewaz

|t (%) — 1o ()| =l 0y L) — (2, 1))

wiec z jednostajnej ciaglosei funkeji (p(JL‘ ) wynika dla kazdego ¢>0
istnienie takiego >0, ze nier6wnosé |4, —t,|<y pocigga za sobg
nierdwnosé |p(@,tn)—g(,1,)| <e. Ze zhieznosei ciggu {i,} wynika
za$ istnienie taklego N, ze dla i>N jest [t —1| < e Mchmy wiec

i, (@) —Tp(@)|<e dla i>N w <a,bd;
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zatem ciag ff,ni(x) jest Jednostajnie zbiezny w (a,b> do funkeji
f,(®). Zbidr F jest wiec zwarty.
Q

(3.1) Jezeli funkeje f (p) sa jednakowo ciqgle w zhiorze ograni-
ezonym E 1 sq zbiedne we wszystkich punkiach pewnego zhioru G gestego
w B, to wowczas ciqg tych funkecyj jest jednostajnie zbieiny w E.

Dowdd. Na mocy tw. (4.11), str. 81, istnieje w zbiorze & zbidr
przeliczalny punktow {p }, gesty w G, atymsamym w F. Wedlug zalo-
zenia ciag liezb {f (p,)} jest zbiezny dla kazdego »r=1,2,... Poniewaz
funkcje f (p) sa jednakowo ciaglte, wiec dla dowolnej liczby &>0
istnieje taka liczba >0, ze

(16) |f (p)—T7,(p")]<e/3 dla tych p’,p" eE, dla ktdrych o(p’,p") <

Ciag punktéow {p !} zawiera skoneczona liczbe punktow py,...p,
o wlasnosei
min o(p,,p)<y dla kazdego peE.

vy=1,2,...,n

W przeciwnym howiem razie dla kazdego k istnialby punkt g, € B spelnia-
jacy nierdéwnosei g(p;.q,)>7 dla i=1,2,....k. Ciag {q,} Jest ograniczony, gdyz B
jest zbiorem ograniczonym, posiada wiec¢ co najmniej jeden punkt skupienia. Otdz
kazdy punkt skupienia ¢ ciagu 191:: spelnia oczywiseie nieréwnosci g(pi,q_)>,f.7 dla
i=1,2,..., a zarazem nier6wnosé o(g, 4, )<q;r7 dla pewnych (nieskonczenie wielu)
Wartosm ko wskaZnika k. Z obu tych nieréwnos$ei wynika na moey prawa tréj-
kata, ze o(¢,,p)=9/2 dla i=1.2,.... co jest jednak niemozliwe, gdyz ciag {p,}
jest z zalozenla gesty w L.

Ze zbieznosci ciagu funkeyj {f (p)} w punktach p,,...,p, wynika
istnienie takiego N, ze
17) flp,)—f(p)<e3 dla k=N, IZN 1 »=1,2,.,n.

Dla kazdego punktu p ¢ E oraz wszelkich %k 1 » zachodzi nie-
réwnosé

a na mocy (2) dla pewnego »<{n zachodzi nierdwnosé¢ o(p,,p)<s
Na mocy (16) pierwszy i trzeci wyraz po prawe] stronie nieréw-
nosci (18) jest dla takiego v<{n nie wiekszy od &/3; drugi zas na mocy
(18) jest dla k>N i I>=N réwniez nie wiekszy od &/3. Zatem

If(p)—f(p)|<e dla kazdego peE ovaz k=N i I=N.
O¥
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A wiee ciag {fa(p)} spelnia warunek Cauchy’ego w E i przeto
jest jednostajnie zbieiny w E, c. b. d. d. '

(3.2) Twierdzenie Arzeli. Warunkiem konieczrym i wystareza-
jacym na to, by zbior I funkeyj Jedmostajnie ciqglych w zhiorze ogra-
niczonym E byt zwarty, jest, aby funkcje naleiqce do zbioru F byly
wspdlnie ogramiczone 1 jednakowo ciggle.

Dowéd. Przypusémy, ze funkeje nalezgce do zbioru zwartego &'
nie sg wspélnie ograniczone. Dla kazdego n istnieje wige funkcja
fone Fipunkt p e E, dlaktorych spelniona jest nierdwnosé |f (p )| =n.
Wynika stad, ze zaden ciag czefciowy ciggu funkeyj {fu(p)}
nie jest wspélnie ograniczony. Zatem na mocy tw. (2.3) ciag {f(p)}
nie zawiera ciggu czedciowego jednostajnie zbieinego w K, co sie
sprzeciwia zwartosei zbioru F.

Przypudémy teraz, ze funkeje f, nie sg jednakowo ciac.gle. Na
mocy tw. (6.5), str. 117, istnieje wiec takie ¢>0, ze dla kazdej
liczby n=1/n zbiér F zawiera funkcje f,, a zbiér E pare punktow
p’,p, 0 wlasnosciach:

[Tup)—T P =e 1 oy, p)<1/n.

Na mocy tw. (2.8) ciag {fa(p)} nie zawiera ciggu czgsciowego
jednostajnie zbieznego w K, co jest sprzeczne ze zwartoscig zbioru F.
A wiec wszystkie funkcje feF s3 jednakowo ciggle. Warunek
twierdzenia Arzeli jest przeto konieczny.

Na odwrot, niech funkecje feF beds WSI)Ohlle ograniczone,
tzn. niech istnieje takic M >0, ze

(19) lf(p)|<M dla wszystkich peH 1 felF,

i niech beda jednakowo ciggle. Wezmy pod uwage dowolny ciag
{fu(p)} funkey]j nalezgcych do F.

Na mocy tw. (4.11), str. 81 istnieje zbior przeliczalny G punktow
{p,}; gesty w zbiorze E. Ciag {fu(p)} zawiera na mocy tw. (1.1) ciag
czeSciowy {fn;(p)} zbiezny dla kazdego p, , gdzie »=1,2,... Na
mocy wiee tw. (3.1) cigg {/n,(p)} jest jednostajnie zblemy w FE. Zatem
£ jest zbiorem zwartym i tym samym dostateczno$é warnnku
twierdzenia Arzeli zostala dowiedziona.

PRZYKEADY. 1. Kaédy =bior funkcyj wspdlnie ograniczonych
w zbiorze ograniczonym E i spelniajqcych w E warunek Lipschitza
ze wspdlna stalq k, jest zwarty.
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Wynika to z tw. (3.2), bowiem funkecie spelniajace warunek
Lipschitza z tg sama stala k maja wspdélny modul ciaglodei, mia-
nowicie ()= ~ky.

2. Zbior F wszystkich funkeyj y==f(x), majacyeh w przedziale
{a,b> pochodng i spetniajqeych dla pewnej licsby k>0 i pewnej liczby
L>0 warunki:

10 f(@e)<k dla a<e<b, 20 (a)| <L,

jest zwuarty.

Wrynika to z tw. (3.2), funkeje f e E spelniaja bowiem warunek
Lipschitza ze stalg k& 1 sg wspdlnie ograniczone. Istotnie, dla kaz-
dych dwéch punktéw z',a2” odeinka <a,b> mamy na moey twier-
dzenia o wartosei sredniej

@)=l = (@ —a) D <kl =]
Ponadto
f(@)|<[f(2)—f@)] +(a)<kle—a]+ L<kb—a]+ L.
3. Jezeli q(x,y) jest ustalong funkeja ciqgle w kwadracie
Ise<l, 0<y<l,

a G jest zbiorem wszystkich funkeyj ¢(y) ciagtyeh na odeinku 0<y<1
1 spelniajacych warunek
(20) lgn)|<1  dla 0<y<1,

to zbior F wszystkich funkeyi y=f(x) postaci

1
(21) fla)= [¢(a,y)9(y) ay,
0

gdzie ge@, jest zwarty.

Wynika to z tw. (3.2); oznaczajac bowiem przez M kres gérny
funkeji |g(x,y)] w kwadracie 0<<e<{1, 0<{y<1, mamy na mocy
waranku (20)

1
fe)< [lg(zy)|dy<M  dla 0<e<L

o

0
A wiec funkeje feF sa wspdlnie ograniczone. Z cigglosel zasd
funkeji ¢(r,y) wynika dla kazdej liczby &> 0 istnienie takiej liczby
>0, ze nieréwnosé |w,—z,| <<y pociaga nieréwnogé

(2, 9)—glany)i<e dla 0<y<,
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a wiec — ze wzgledu na (21) i (20) — nieréwnos¢

[Flry) — fla,) =!/ (g2 y) — ¢l 1)19(Y) d@/|<
1
< [19ta,y) —gla ) lgw)|dy <.

0
A zatem funkcje feF maja wspélny modul cigglodei.

4. Kaidy zbior funkeyj, wspilnie ograniczonych w zbiorze ogra-
niczonym E 1 spetniajacych w E warunek Holdera e wspdlng potegq
i wspolna statq k, jest zwarty.

Wiynika to z tw. (3.2), poniewaz funkcje te maja wtedy WSp(’)lny
modul cigglosei w(y)=ky~.

5. Zbidr F wseystkich funkeyj y=f(zx), majacych w przedziale
{a,b> pochodnq ciqglq 7 spetniajqeych dla pewnego k>0 1 pewnego L >0
warunki:

/U RS 2 (o) <L

jest zwarty.

Wryunika to z tw. (3.2); jezeli bowiem a<{a’'<a' <b, to na mocy
nieréwnoscei Schwarza mamy

|f(z'")— [—»l ff x) dax

< (2" f[f(a)] dor | W2 (' — 2

A zatem funkeje fel' spelniajg warunek Holdera z tg samg
potega a=1/2 i tg sama stalg k2. Zarazem funkcje f € F' 83 wspolnie
ogmniezone, bo

[1(z)| <|[f(@)—f(a) |+ |f(a)| < B e—a) PH-L<F R (b—a) P+ L dla a<ae<b.

6. Niech funkcje fy(p),fi{p),...,fn(p) beda w zbiorze ¥ ograni-
czone, jednostajnie ciagle i liniowo niezaieine, tzn. takie, ze dla
wszelkich liezb «y, ..., 0, warunek

aofo(P)+ .ot onfu(p)=0 dla kazdego pek
pocigga za sobg rownesd

(== (= ...= tp= (L
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Niech M > 0. Oznaczmy przez @ zhior wszystkich funkeji ¢(p)
postaci

(22) ¢(p)=aofo(p)+ -+ tnfalp)
(gdzie «g,...,0n 52 dowolnymi liczbami), spelniajacych nieréwnosé
lg(p)|<<3 - dla kazdego peE.
Przy powyzszych zalozeniach @ jest zbiorem zwartym.
TUdowodnimy najpierw istnienie takiej liezby %, ze spolezyn-
niki «ag, ..., a, kazdej funkeji ¢ € E spelniaja nieréwnosgé
(23) (o] & ... +|anl < E.
Gdyby bowiem taka liczba % nie istniala, to dla kazdej liczby
naturalnej r istnialaby funkcja ¢ (p) e @ postaci

(24) ¢ (p)=aPf(p)+ ... & B (p),

spelniajaca warunek

(25) ar—:.}ug)}—{—...—}—lag)[;r.

Poniewaz |¢ (p)|<XHM dla p e E, wiec

(26) lim 1 ¢ (p)=0.
r-—}ooar d

Na mocy (25) mamy |aP|/e <1 dla i=0,1,..,n i r=1,2,...

3 M o \] s - Y 3 2 \ -3 .. - <4 “’c 3 T o) v o 1

Ciag {¢(p)} zawiera wiec takli ciag CzeSCIOWY {qrj(p)}, ze ciggi

{ugﬁ,arrj},...,{agﬂ, a,} sa zbiezne. Oznaczajge ich granice przez
Cgs -y Ony OtYZymMujemy z (26)

1 . ' :
Hm =g, (p) = aof o)+ -+ tnfalp)=0 dla kazdego p e E.
Joreo al‘j
Poniewaz zalozylismy, ze funkeje fo(p),...,falp) sa W zbiorze E
liniowo niezalezne, wiec ¢y= a;= ...=a,=0. Lecz to jest niemozliwe,
gdyz na mocy (25)

Y o(73)
S l+ ... 2 |=1,
ar_ | Uy,

7 I

skad lag!+ ... +lan|=1 dla j—oco. Istnienie liczhy k jest wiec
dowiedzione.
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Niech teraz {g (p)} bedzie dowolnym ciagiem funkeyj postaci(24),
nalezacych do @. Poniewaz na mocy (23) jest |a®|<E dlai=0,1,...,n
. » N c 7_- . . s : . y 1 o
ir=1,2,.., wiec ciag {p{p)} zawiera taki ciagg czesciowy {‘?’rj(p) ), Ze
ciagi {a{"?},..., {a{')} sa zbiezne. Oznaczajac ich granice przes

Uge - 0p 1 przyjmujac (22) otrzymujemy

o (p) =@ (D) <ol P~ fy(p)|+ - 1l = 17, (p)]
Poniewaz funkcje fo(p),...,Ja(p) sa z zalozenia wspolnie ograni-
czone, wiec przyjmujac |fi(p)|<L dla pelL 1 dla ¢=1,2,...,n oraz
oznaczajge przez 7, najwieksza z liezb la( P —ayly.y]al J)——an| , do-
stajemy

l%}.(p)wwp)lémjl).

Dla j— o0 mamy oezywiseie 7;—0, zatem cigg funkeyj {¢,(p)}
jest w E jednostajnie zbiezny do funkcp ¢(p). A wiec AblOl o
jest zwarty. :

7. Dla kazdej liczby naturalnej n zbidr wielomiandw stopnia nie-
wigkszego od n wspdlnie ograniczonych w preedziale zamknietym {a,b>
jest zwarty. |

Istotnie, przyjmijmy w przykladzie 6:

f()(w):ly fﬂ_:l?):(b‘, R ',fn(w):ayh

Oczywiseie funkeje te sa ograniezone i jednostajnie ciggle na
odeinku <a,b>. S3 réwniez na nim liniowo niezaleine; jezeli bowiem
przy pewnych agay,...,q, dla kazdego 2 e<a,b> zachodzi réwnanie

G+ &~ ... o et=0,

to — jak wiadomo ze znanego twierdzenia Algebry — wspdlezynniki
Uy, gy .-y Qp S8 TOWDE zZeru,

Dla dowolnie danego M >0 zbiér @, okreflony jak w przy-
kladzie 6, jest w rozwazanym przypadkn zbiorem wszystkich wielo-
mianéw stopnia co najwyzej n, nie wiekszych co do modutu od M dla
e<<e<h, a wiee wspélnie ograniezonych w <a,b>. Zbior ten jest zatem
zwarty.
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Podohnie:

Dla Eaidego naturalnego n zbidr wiclomiandw trygonometrycznych
stopnia co najwyzej n, wspolnie ograniczonych, postaci

g(x)=a,~+ (a, cos r-+b, sin &)+ ...+ {a, cos nr-+ b, sin n.r),
jest zwarty w przedziale nicskonczonym —oo<r<oco.

Dowéd przebiega jak poprzednio.

§ 3. Przyblizanie funkcyj eiaglych wielomianami.
Wielomiany Bernsteina.

1. Lemat o linii Yamanej. Nieck p = (x,,7,), gdzie 1=0,1,...,1,
beda dowolnymi punkiami plaszezyzny, spelniajacymi warunek

a=ry<d<..<Ip="b.

Funkejo y=q¢(x), ciagle dla a<<x<b, ktdrej wykresem geometry-
eznym (tzn. zbiorem punktéw o wspélrzednyeh x 1 f(x)) jest linta
tamana pyp,...pn, da si¢ przedstawié w postaci

n—1
(1) y=a+ Yole—x] dla ez,

=)
gdzie a i o; sq odpowiednio dobranymi liczbami.
Dowdd. Oznaczmy przez g(x) prawa strone réwnoesei (1). Dla
r<é<z,, ii=0,1,..n—1 mamy
g(E)= (ot +a)—(ay, + . ta,_,),

skad ¢'(&)+g'(&,_)=2(a,+ ...} a), wiec

(9) a():".l’?[g’(-éo)—l—gl(sn_ﬂ]?

B a,=3[g'(5)—g'(e,_)] dla i=1,2,.,n—1.
Przyjmijmy

(3) g’(Ei)=q:'({-‘l,)z——-——-—-ym%y’:-}n-i dla i=0,1,..,2—1.

Lip1—T;
Zatem na mocy (3)

(4) aqp=%(mey+mp—) 1 oy=%(my—m;y) dla i=12,..,n—1.
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Z (3) wynika, ze ¢'(2)=g¢'(#) na odcinku <{a,b> poza punktami
Loy Byy +eny . Zatem @(z)—g(x)= const. Jezeli wiec podstawimy w (1)
takie o, by bylo ¢(z,)=g(z,) czyli @(a)=g(a), woweczas otrzymamy
f(@)=¢(z) dla a<z<b. Odpowiednie o otrzymujemy z (1) i (4),
biorge #=2,= a; zatem

n—1
(5) e=Yo—4% > (my—n—)|a—ai,

skad

=

n—1
¢(2)=a+L(my+ Mmp—y)|x—a] —!——13-21’ (mi—mi—y) | —24],
=

gdzie a okreflone jest wzorem (5), a m; wzorem (3).

2. Przyblizanie funkeji |®|. Powiadamy, ze funkcje ¢
(nalezace do pewnego zbioru @) preyblizajq funkcje f(x) w zbiorze E,
jezeli do kazdej liczby &> 0 istnieje taka funkcja ¢ € @, ze

lo(p)—f(p)|<e dla kazdego p e E.

Rozpatrzmy przede wszystkim przypadek, gdy & jest zbio-
rem wszystkich wielomianéw, f=|z| i E={—1,1>.
(2.1) Dla kaidej liczby £>0 istnieje taki wielomian w(x), se
(6) lw(z)—|z||<e dla —1<a<].

Dowéd. Rozwitimy J1—¢& na szereg potegowy:
_ 12y, | [1/2) . W12
M = () (V) e e (e

Szereg (7) jest jednostajnie zbiezny w przedziale 0<C&<1.

Istotunie, szereg (7) jest zbiesny dla —l<<g<<1 i JI—F jest jego sumag?).
1/2)___}__3_ (2n—1)

n ofiy !

drugiego, sa zatem ujemne dla 0<cf<1. Wiec

Mamy dalej an—_—(——l)"( . Wyrazy szeregu (7), poczawszy od

0<eyfto,&+..+opf"<I—|)1—¢ dla 0<<é<1 i dla kazdego n.
Wobec cigglosei wszystkich czlonéw nieréwnodei otrzymujemy stad dla =1

a1+a2—i—...+an\<\1 dla kazdego x.

1) 8. Banach, Bachunel; réiniczkowy i eatkowy, wyd. 2-e (niezmienione),
Ksiazniea Atlas, Wroclaw 1949, tom I, str. 235.
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Zatem szereg a eyt T, . jest réwuniez zbieiny, skad wynika
na mocy twierdzenia Abela, Ze szereg (7) jest jednostajnie zbiezny dla 0<C£<1.
Poniewaz suma tego szeregu jest dla 0<<{E<C{1 funkeja ciagla i réwnodé (7)
zachodzi dla 0<C£E<< 1, wiec zachodzi ona réwniez dla &= 1.

Dla kazdego £>0 istnieje zatem takie #, ze

) o .
®) “1*5“(1*(]{“)5+-~-+(—1>"(1/‘)s")]<e Qa v<i<l.

1

Biorac £=1—z2? i stosujac tozsamosé

|r|=V1—(1—=?),
dostaniemy stad

||

[1—(1{2)(1—x2)+...+(—1) (] )(1 12) ”\\fe dla —1<ae<1.

Wyrazenie w [ ] jest oczywiscie wielomianem.

(2.2) Wniosek. Dla kazdego y i kazdego M >0, piszac (x—y/M)
zamiast 2 1 ¢/M zamiast ¢ oraz mnozac przez M, otrzymujemy z (6)

T—7\_ |
(e

(9) <e dla —Mtr<e<MH7.

. Xr—7 . s e . .
Fuankeja M-w( MZ):U(‘T') jest oczywidcie wielomianem. Dla

kazdego przedzialu {a, b> istnieje takle M>0,2¢ —M+y<a<b<{M+y.
Zatem z (8) dostaniemy

(10) |o(z)—|r—y||<e dla a<<a<(b.

3. Przyblizanie dowolnej funkeji eiaglej. Udowodnimy
obecnie nastepujace twierdzenie ogoluie:
(3.1) Twierdzenie Weierstrassa., Jeseli y={f(r) jest funksjq
ciagla w przedziale a<x<b, to do kazdej liczby >0 istnieje taki
wielomian w(x), Ze
(11) [fz)—w(x)|<e dla a<a<d.

Dow6d. Poniewaz funkceja f(x) jest jednostajnie ciggla w prze-
dziale zamknietym <a,b>, wiec do kazdego &>0 istnieje takie
71>0, ze

(12) |f(2')—f(a")|<e dla wszelkich «',2"e{a,b), dla ktorych |a'—a"|<n.
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Wezmy pod uwage dowolne punkty w;, gdzie t=0,1,...,n
.ltak,by a=w0<ml<,,,<a‘n:b i l{l’?i*‘-ﬁ?i_ll<’)7 dla 1= 1, 2, ...,'n. Zavteln
na mocy (12) | ,

(13) |f(@)—f(z")|<e dla wszelkich a8 ey, 1 1=1,2,...,n.

Oznaczmy przez p, punkt o wspdirzednych oy 0raz Y, = fl,).
Niech y=g¢(z) hedzie funkcja okreslona dla a<<a<(b, ktorej wykrve-
sem jest linia lamana p,p,..p . Na mocy lematu o linii lamanej
(p. §3,1, str. 137) funkeja ¢(x) jest postaci

n—1

(14) ¢@)=a+Y o;Je—z;| i ponadto |g(x)—f(z)|<e dla a<<a<d.
=0

Niech k=|apl4...4+|an—1|. Z tegoz lematu (i z wniosku (2.2),
str. 139) wynika, ze istnieja wielomiany w(«), gdzie 1=0,1,...,n—1,
spelniajace nieréwnosé

(15) |wlz)—|r—r]]<e/(k+1) dla e<eg<d 1 i=0,1,...,n—1.

Biorae
w(x)=a—+ aqwWo(z)+ ... a1 Wn—1 ()

[

dostajemy z (14) i (15)

E _
<

T 18\8

Stad 1z (14) otrzymujemy zatem
/(@) —w(@)| < | f=)—g(2)|+g (@) —w(@)|<2%  dla a<<a<d,
stgd dla e=le dostajemy (11).

dla a<<e<bd.

(@) —w(2)|<

(3.2) Jezeli f(x) jest funkcjq ciagltq w preedeiale zamknietym {a,by,
to istnieje ciag wielomiandw {wy(x)} jednostajnie zbieimych do ()
w tym przedziale.

Dowéd. Na moey (3.1) istnieje dla s=1/n wielomian W),
spelniajacy nieréwnosc '
[[(@)—wn(z)|<1n  dla ez,
Oczywiscie ciag wielomianéw {w,(2)} jest w {a,b> jednostajnie
zbiezny do funkeji f(x).
‘Uwaga. Twierdzenie (3.2) mozemy zaostrzy¢, zastepujac w jego

tezie wielomiany ws(x) przez wielomiany W), majace wspdlezynnili
wymeerne.
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Niech bowiem ()= ay-+ a,x-+ ...~ azx* hedzie dowolnym wie-
lomianem. Dobierzmy liczby wymierne Gy sy A tak, by bylo
lo;—a|<e dla i=0,1,..., k.

Wezmy pod uwacre wielomian W(ac) = gy + a4, & + .. - gk,
Wowezas

| W(r)—w(z)| < e(1+]|e]+ ... ) <ed dla a<z<h,

gdzie M=max (1+[r[+ ...4|x]F).
a<x<b
Jezeli wiee {w,(x)) jest ciggiem wielomiandw jednostajnie zbiez-

nym do j{z) w <{a,b)>, to do kazdej liczby naturalnej s istnieje
na mocy (14) wielomian Wy(x) ¢ wspélezynnikach wymiernych, spel-
niajgey nieréwnosé |Wi(z)—wa(z)|<1/n dla a<e<d 1 n=1,2,..,
a wiec takich, ze cigg {Wy(x)} jest réwniez jednostajnie zbiezny do
flz) w <a,b5.

4. Wielomiany Bernsteina. Niech funkeja y=f(z) okre-
dona bedzie w przedziale zamknietym <0,1) i niech dla dowol-
nego n naturalnego
(16) ()= 2(;) f(k)l'k(1~~x)n—k

n

(1.1) Jeseli f(x) jest funkeja ciagla w preedziale zamknigtym <0,13,
to ciag {wy(x)} wielomiandw (16) jest w tym przedziale jednostajnie
zbiesny do f(x) 1).

Dowdd. Ze wzoru Newtona dla potegi dwumianu mamy

n

(17) ‘_ —le+(1 .)]n_z(h)xk(l_m),,_k

k=0

Piszac w powyzszym wzorze n—1 zamiast », a I zamiast k
i mnozac obustronnie przez &, otrzymujemy

: .
— \’ B2 it Nl ( 7 ) IH1(] — p)n—1—t,
a== ( )1 (1— .r) Sl VR 2t (1 —r)

I—'O ' =0

1) Tyierdzenie to pierwszy udowodnil matematyk rosyjski 5. Berunst ein.
Dlatego wielomiany (16) nazywamy wielomianami Bernsteina.
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Dla [4+1=F otrzymuj emy

1
]L 1—x)n—k,
(18) o= Shy)era—2)
k=0 v
Mnozgce (17) obustronnie przez a* oraz piszac n—2 zamiast u
1 ¢ zamiast k, otrzymujemy '

—2 (ﬂ— ) 21 —g)n—2—l= 2 *n-—fj—] (_}7_?’ ) 21— )r—2—1,

skad dla k=1-+2

1 . n\ .
I —1 1 —g)n—k,
(19) @ 'n‘(n__nglc(k 1)(k)w( —)
Mamy (k—nr)*=n22?—(2ne—1)k+k(k—1), zatem
j(k—mrﬁ(k) xk(1— )t = nzwzj' (k)(u’f(l——x)"—k—-
N f
k=0 h=0

[k s k
— (O — + —_ —k — — mp\n—k
(2na 1)270(7?‘)03&(1 x)” +..2./ k(k 1)(%) k(1 lm) .

p=0 p=0 -
Stad na mocy (17), (18) i (19)

(20) Z(k——‘nw)?(ﬁ)wk(l——m)k= NP0P—(2ne—1)ne+n(n—1)a2= no(1—z).
k=0

Z zalozenia istuieje dla kazdego &> 0 takie 7>0, ze

(21) |f(@)—flz")|<ef2 dla z', 40,15, dla ktérych |o'—a"|<.
- Niech M >0 spelia nieréwnogé

(22) f@|<M dla 0<e<<].
Na moey (16) i (17) mamy

f(2) —wa(z 90)—-2]‘(7&)( )7" 1—g)n—hk=
> CTE (A

k=0
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Jezeli |z—k/n|< 75, to na moey (21) jest f(;v)_j(%)%gejﬂ.
Jezeli natomiast |rz—k n|>7, to na mocy (22)
(—kfn)?_ 2M .
I]‘(a:) ]‘( ) 2M 7 ’1712?]"(L nx)2

Zatem przy wszelkim n i k=0.1,...,n

l k oM .
— hs — nar2 a T <
r(x) f(n) < +nz;7- (F—anxr? dla 0<e<],
skad wobec (23)
) —ap ()< & M\ b1 iy 2 ('"’) N2 k(] pn—k
o) —eniml<§ 3 (3 )art—orrirre (5| e—napara—zpes
=0 k=0
Na moey wiee (17) 1 (20)
2 9}
[f()—, (.L‘)]{f— M«n;c(l )<f—}——3}'—€ dla 0<<x<1.
2 nr 2 nnp?

Dla n>4M/en? otrzymujemy 2M /na? < ¢/2, skad |f(x) —wa(x)|<e
dla 0 <z <<1. A wiece cigg wielomiandw {w,(x)} jest jednostajnie zbiezny
do funkeji f(x) w przedziale 0,1}, c. b. d. d.

Uwaga. Funkeje y= f(x), ciagla w przedziale zamknietym {a,b>,
mozemy przyblizaé¢ za pomocy wielomiandéw Bernsteina w sposéb
nastepujacy.

Niech ¢(&)=f(a+ &b—a)) dla 0<<ELL. Tworzae dla funkeji
¢(&) wielomian (16), otrzymamy

(24) an(g)z‘z‘ (;})(; (%) ER(1 — Sk,

k=0

Dla {=(r—a)/(b—a) i va(z)=w[(z—a)/(b—a)] dostaniemy wiec

@) =g > (3)1|at3 0—a| e—ap —ops.

Poniewaz wielomiany (24) daza jednostajnie do ¢(£) w prze-
dziale <0,1>, wiec wielomiany (25) daza jednostajnie do f(x) w prze-
dziale <a,b>.
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5. Funkecje 1-ej klasy Baire’a. Jezeli ciag {f(p)} funkeyj
cigglych wzbiorze zamknietym F jest zbiezny W tym zbiorze do
funkeji f(p), to funkeja f(p) nie musi by¢ ciagla w zbiorze F.

Dowodzi tego nastepujacy przyktad. | |

Niech F bedzie przedzialem zamknigtym <0,‘1>‘ przestrzeni &
(t.j. linii prostej) i niech fi(z)=a" dla x e F. Latwo widzieé, ze
ciag {fn(x)} jest zbiezny w F do funkeji

[0 dla 0<e<1,
ﬂm)——l 1 dla z=1.

Oczywigcie funkcja f(») nie jest ciagla w punkecie =1.

Klasa funkeyj f(p), ktére sa granicami ciggdw zbieznych
funkeyj ciaglych w pewnym przedziale, jest wiec obszerniejsza nig
klasa funkeyj ciaglych w tym przedziale).

Funkeje okreslone w przedziale I, ktére sa w nim granicami
ciagbw zbieznych funkeyj ciaglych, nazywamy funkejami I-ej klasy
Baire’a 1) (w tym przedziale). é ,

Zatem funkeja f(p) jest 1-ej klagy Baive’a w przedziale I wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje taki ciag {fn(p)} funkey] ciaglych, ze
lim fp(p)=7{(p) dla kazdego p e I.

n-»co .
(5.1) Jezeli f(p) jest funkcja I-¢j klasy Baire'a w przedsiale I, to
ebidr punktéw, w ktdrych funkeja f(p) jest nieciqgla, jest I-ej kategorii;
zbior punktéw ciqglosci fumkeji f(p) dest wige gesty w preedziale 1.

Dowdd. Niech ¢ bedzie dowolng liczba dodatnia. Oznaczmy
przez E(e) zhior tych punktoéw p,e B, dla ktérych istnieje taka
kula K i taki wskaznik #n, ze pye K i

]fn(ﬂ’)_f(p)_[ <e dla peEK.

Niech J bedzie dowolng kulg zawarta w I i niech
Emn(J; e)————{;{p e 5 |fa(p) —Tnim(P)|< /2]
Na mocy tw. (2.5), str. 108, zbiory I, s3 zamknigte, a2 na

) o0
mocy tw. (4.8), str. 81, zamkniety jest tez zbidr En(J; E)=]] Epm(J;e).

m==]

1) Matematyk francuski René Baire pierwszy zbadal te funkecje.
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Z réwnosci
J:; HiEnm (J7 8)=§1EII (JJ )
wynika, Ze nie wszystkie zbiory E,,(J;¢) sg nigdzie nie geste, jeden
wiec z nich — oznaczmy go przez Ey(J;e) — musi zawieraé kule
H(J;¢), gdyz jest zamkniety. Kula ta jest oezywisdcie zawarta w J.
Zauwazmy, ze kule K(J;e) majg nastepujaca wiasnogé:

[p € H(J;e)] -‘>{_§] g (Fn(P) —Toem (D) < €/2).
Poniewaz

g f] [p e T3 |fn(p) —Fwrm(p)] < &/2]C g,’ [Fw(p)—F(p)]| <e],

wiec na mocy te] wlasnosei
K(J; e)C E(e).

Niech G(¢) bedzie sumg wszystkich kul K(J;e), gdzie J prze-
biega wszystkie kule zawarte w I. Na mocy tw. (4.9), str. 81, zbiér
@(e) jest otwarty; jest on nadto gesty w I. Zbidr I—G(e) jest wiee
nigdzie nie gesty, a zatem zbiér H=_, I —G@G(1/n) jest I-ej kategorii.

n=1
Jezeli teraz pye I —H=][G(1/n)C[[E(1/n), to w punkeie p, spelniony
n==1 m==1
jest dla kazdego ¢ >0 warunek (1), str. 105. Zatem funkeja f(p) jest
cigglta w kazdym punkecie zbioru I—H.
PRZYKLADY. 1. Kazda funkeja f(z), ktéra jest pochodng
Jjakiejs funkeji g(x) w przedziale a,b>, jest w tym przedziale funkcja

1-ej klasy Baire’a. Ze znanych twierdzen rachunku rézniczkowego
‘wynika bowiem, ze funkeja g(x) jest ciggla. Funkeje

| .n.[f (2+3) "‘f(m)] dla a<a<d—1,

«n,[f(b)— f(b-—%z-)] dla b—%gmgb,

89 ciggle i ciag {fn(x)} jest zbiezny do f(x).
Widzimy wiec, ze jezeli funkeja f(x) jest pochodna pewnej funkeji
w przedeiale I, to jest ona ciqgla w zbiorze gestym w tym przedziale.
2. Kazda funkcja f(x) okre$lona w przedziale <a,b>, ktdrej zbidr
punktow nieciqgtoéei jest skonczony, jest 1-ej klasy Baire'a.
S. Banach, Wstep do Teorii funkeyi. 10
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Istotnie, niech & <&,<...<a, beda wszystkimi punktami nie-
ciaglofei funkeji; zalézmy dla prostoty, Ze a<z, i #,<b. Niech

20=min [(2,—zy), .- (J,, a'p__1) (2,—a), (b—up)],

d
IP= = (T Ta ‘*>,

niech f,(x), gdzie n=1,2,...,p, bedzie funkeja rowng () na zbiorze
La, b>— (I + ...+ 1) oraz w punktach z=w; dla k=1,..,p, a li-
niowa w przedzialach otwartych Sap— 8/n, 74 1 Dy, 2p+ 6/n{. Funkeje
fa{x) 52 ciagle i ciag {f.(®)} dazy do f(z) w przedziale <a,b>.

3. Kazda funkeja f(z) okreslona w przedziale {a,b>, kidrej zbicr
punktéw nieciaglosci jest co najwysej prezeliczalny, jest funkejq I-ef
klasy Baire’a.

Istotnie, niech F bedzie gestym w {a,b> nadzbiorem przeliczal-
nym zbioru wszystkich punktéw niecigglodei funkeji f(x). Ustawmy
E w cigg @y, 2, ... 1 0znaczmy przez E, zbidr (a,b,s,, oy, ..., %,). Dla
kazdego n=1,2, ... funkeja f,(x) réwna f(x) na zbiorze E, i liniowa
w przedzialach otwartych, z ktérych sklada sie zbidr <a,b>—E,,
jest oczywigcie ciggla.

Udowodnimy, ze ciag {f,,(dz )} dazy do f(z) w <a,b>. Jest to
oczywiste dla weE - (a)+(b). Niech wiec zyela,b>—E —(a)—(b).
Na mocy ckreslenia zbioru F jest to punkt cigglosei; do kazdego
e>0 istnieje zatem takie 6> 0, ze |x —a| < 0 pociaga [f(@)—Ff(w,)|<e.
Na mocy zad gestoseli H w <a, b> istnieja punkty zje E- >a"0——6 #<
i aﬂjeF Dg, #y+-0{. Niech

(*) | n>N#maz: (2. 9)

1 niech @<, oraz »; >z, beda najblizezymi do », punktami
zbioru E,. Wobee () jest

Bo— 0B X &g < By <1< 5 < g+,
skad .
flzz) —Ff(@)| <e 1 [f(m)—flx,)|<e,

a ze na mocy okreslenia funkeji f,(x) jest

flze)=F(zr) i nl@r)=1(21),

wiee

B e —al<e i |falw)—fzg)l<e;
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zarazem  fu(ag) <fol2g) <fular) Tub fole) <falrg) <faler), na skutek li-
niowosci funkeji fo(x) W przedziale (xy, ;). Wobec (f) jest zatem
falig) — f(zg)|<e dla n >N, c.b.d.d.

(5.2) Gramica ciqgu jednostajnie zbieinego funkeyj I1-e¢j Elasy jest
funkeja 1-ej Elasy.

Dowdd. Niech {f,(p)} bedzie ciagiem funkeyj 1-¢j klasy, jedno-
stajnie zbieznym do funkeii j(p). Istnieje wiec taki wskaznik ny,

, 1
ze |fn(p)—J(p)i< 53 zatem

1 .
Frpd (D) —Fup(p)| < o5 dla k=1,2,...

Niech
g(pl=1,(p) g p}=7, (p)—1, (p) dla k=23, ..
zatem A _
o 1 A o _
<5 da k=23, g()+ +gp)=1, @)

Funkeje ¢,(p) sa 1- -e] klasy: istniejg wiec takie ciggi { gkn(p)}
funkcyj ciaghtych, ze lim ¢, (p)=g,(p). Niech
n->o0

hy (p)=¢,.(p),

. 1
T3 (D) jezeli |g,,(p)|< 5z
Pra(p)= C(k=2,3,...).
1 1 .
l sign g, (p) jezeli g, (p)|=— 1)
Latwo widzie¢, ze funkcje h, (p) sa ciagle i ze:
: 1
(26) [en (D) <55 dla k=2,3,...
(£7) 1%}1:11 b (p)=g,(p) dla k=12, ..

Niech hn(p)=721n(p)—}-...Q}-]z,nn(p). Funkeje h,(p) sa oczywidcie
ciagle. Pozostaje wige do udowednienia, ze

(28) | lim ha(p)=f(p).
n—->oo

1) sign a (znak liczby a) jest funkejg liczby a okreSlona wzorem

+1, gdy a>0,
sign a= 0, gdy a=0,
—1, gdy a>0.

10%*
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Niech w tym celu & bedzie dbwolney liczbg dodatnig, a s —liczbg,
naturalng tak duza, by 1/25< ¢/3. Wowczas dla kazdego punktu p

(29)  [%(P) -+ gs(P)—f (D) =fnp) —H(D)]| <1/2-2°=¢/3.

Z (27) wynika istnienie takiej liczby N, ze dla » >N zachodzi
nier6wnosé
(30) |9:(P) + -+ 9o (0) —[h1a(P) + .. hen (P)]] < &/3.

Mozemy oczywiscie przyjaé, ze N >s. Wowczas

s

lh,,(:o)~f(p)l#g7tkn(p)+=271kn(29)—2 ()3 0,(0)—F(p)| <

k=1 =1

<[2h l+{2gkp) —f(p l+2|kkn -

Na mocy (25), (29) i (30) jest zatem

Aol <t i+ S h=2 1o,

k=541

Okazalismy wiec, ze zachodzi réwnodé (28). Funkeja f(p) jest
zatem funkeja 1-ej klasy Baire’a, c. b. d. d.

Oznaczmy dla ciggu {f,(p)} funkeyj przez sup fn(p) kres gérny,

n=12,...

a przez mf f,,(p) kres dolny zbioru zlozonego z liczb f,(p),fyp), ...

n=1

Latwo domﬁsé, ze

sup fn(p)—hm max [fi(p), ..., fa(p)],

n=12,,

lllf fn(p)_hm min [fl(p 7fn(p)]'

n=1,2,...

Wystepujace tu ekstrema sg funkejami cigglymi (p. (3.0),
str. 109), a wiee:

(8.3)  Jezeli funkeje fn(p) sa ciggle i sup fa(p) jest dla kasdego p liceba
skonczona, to funkecja n=12,...

f(p)= sup fn(p)

n_ "‘Y

jest I-ej klasy Baire'a.
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(0.4) Jezeli funkeje fo(p) sa ciggle i mff (p) jest dla kazdego p'
liczbq skodiezona, to funkcja

f(p)=inf fn(p)

jest 1-ej klasy Baire'a. e .
6. Klasyfikacja Baire’a. Funkcjami 2-¢j klasy Baire’a na-
zywamy granice ciaggéw zbieznych funkeji 1-ej klasy.
Przykladem funkeji 2-ej klasy jest tzw. funkeja Dirichleta,
okreslona w przedziale <{0,1> przez wzbr

fla) = {

0 dla x niewymiernych,
1 dla # wymiernych.
Niech {w,} bedzie ciagiem wszystkich liczb wymiernych prze-
dzialu <0,1> i niech
1 dla a=w.,...,w,
fa()= A
0 dla pozostalych z.

Funkeja fu(x) jest nieciagla tylko w punktach w,,...,w,, jest
wiec 1-ej klasy Baire’a (ob. str. 145, przykiad 1). Zatwo widzied, ze
Ja(@)—>f(z). Jezeli bowiem liczba x jest niewymierna, to f(z) = fa( x), aje-
zeli wymierna, to istnieje takie n, ze 2= w,, skad f(z)=f(z) dla k>n.

Funkeje f(x) mozemy tez prze‘dstawié Za Pomocyg wzoru

f(z)=1im {lim (cos n! =x)*}.
n>ca koo

Zatem funkecja Dirichleta f(z) jest granica ciagu funkeyj 1-ej
klasy, ale sama nie jest 1-ej klasy, poniewaz na mocy tw. (5.1),
str. 144, kazda funkeja 1-ej klasy ma punkty cigglodci, a funkeja f(x)
jest nieciggla w kazdym punkeie.

Przykiad ten wskazuje, ze funkcje 2-ej klasy Baire’a mogs
by¢ nieciagle w kazdym punkeie.

(6.1) Jeseli funkeje fo(p) sa ciagle @ w kasdvm punkeie Lm fu(p)
jest liceba skonczong, to funkeja npoo
f(p)=lim fu(p)
. n-»co
jest 2-ej klasy Baire'a.
(6.2) Jezeli funkeje fo(p) sq ciagle i w katdym punkcie hm f,,( ) jest
liczbq, skoncezong, to funkeja

f(p)=1Lm fn(p)

. n-yoo
jest 2-ej klasy Bairé'a.
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Dow6d. Twierdzenia te wynikaja natychmiast z twierdzen (3.0),
str. 109, 1 (6.4), str. 54.

Mozna udowodnié twierdzenie analogiczne do (5.2), orzeka-
jace, ze gramica ciqgu iednostajnie zbieinego funkcyj 2-ej klasy jest
funkcja 2-¢j klasy. o

Funkcje 3-ej klasy Baire'a okredla sie jako granice ciagéw
zbieznych {f,(z)} funkeyj 2-ej klasy; ogélnie, funkeje n-tej klasy,
gdzie n jest dowolng liczbg naturalng — jako granice ciagéw
zbieznych funkeji (n—1)-ej klasy. Z kolei definiuje si¢ funkeje w-ej
klasy jako granice ciagéw zbieznych {fn(z)} funkeyj klas skonczo-

nych nitveh (przy czym moze byé limn;= oo), nastepnie funkeje
i->co
(w41)-ej klasy — jako granice ciggOéw iunkcw w-ej klasy itd., uzy-

skujace funkeje coraz wyzszych klas pozaskonezonyech.

Dowodzi sie!), ze zadna z klas w ten sposoéb zdefiniowanych
nie jest pusta, t.]. ze istniejg funkcje, ktore do tej klasy naleza,
lecz nie nalezg do zadnej z klas Wczesnlqsn ch.

Klasq wssystkich funkeyj Baire’a nazywamy naj mn]e]szad z klas K
(t. j. czes¢ wspdlng wszystkich takich klas), spelniajacych nastepu-
jace warnnki:

1% funkcje ciagle nalezq do klasy I,

2% jezeli f(p) jest gramica ciqgu ebieznego funkeyj naledqeych
do Klasy K, to funkeja f(p) nalesy réwnies do klasy K.

Klasy funkeyj, spelniajace warunki 1° i 29, istniejg: np. rodzina
wszystkich funkey) zmiennej rzeczywiste] jest taka klasg. Widzimy,
ze w szczegOlnodel funkeje klas I-ej, 2-ej, 3-ej,... w-¢j, (o4 1)-ei,...
s funkejami Baire’a.

Podobnie jak w twierdzeniach (5.2) i (6.4), dowodzi sig
z latwoseig, ze jezeli funkcje fo(p) sa funkecjami Baire’a, to funkcje

Sup fa(p),  0E fa(p),  Hm fa(p), Uim fa(p),

n=12,... n==1,2 n-»o00 | o

o ile tylko sg ograniczone, sg tez funkecjami Baire’a.

§ 4. Krzywe w przestrzeniach &".

1. Definicje. Hrzywq ciqgle w &" nazywamy zbiér zlozony
co najmniej z dwéch punktéw, ktéry jest obrazem cigglym przedziatu
zamknietego w &

1) P.np. W. Sierpinski, Funkeje preedstawialne analityesnie, Liwéw 1925,
gdzie wylozona jest szezegblowo teoria funkeyj Baire'a.
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Krzywa ciggla jest to wige (str. 112) zbior punktéow ¢=(y,,---,¥,),
okreslony ukladem réwnan
{1) ¥, =T, dla i=1,..,n,

gdzie f,(t) s funkcjami cigglymi w przedziale <{a,b>. Uklad réw-
nan (1) mozemy krdécej napisaé w postaci p=¢(t), gdzie ¢(f) jest
funkejg ciagla o wartosciach z &, okredlona w przedziale <{a,b>.
‘O punktach nalezgeych do krzywej méwimy, ze letq na krzywej.
Uktad réwnan (1), okreslajacy krzywa, nazywa sie opisem
parametrycznym krzywej. |
Jest jasne, ze jedna krzywa moze mie¢ wiele opiséw para-
metrycznych. W szezegélnosei, jezeli réwnania (1) s3 opisem para-
metryeznym krzywej, a funkeja h(f) jest ciggla w przedziale a<<t <8,
gdzie h(a)=ga, R()=0 1 a<<h(i)<<b, to réwnania
(2) y,=T1,(h(1)) dla i=1,..,n
tez sg opisem parametryeznym tej krzywej.
Krzywa nazywa sie tukiem prostym, jezeli ma opis parametryczny
p=g(t) o tej wlasnosci, ze ¢(f;)==¢(f,) dla 1,50,
(1.1) Przedsial przestrzeni &" wnie jest tuliem prostym, gdy n>1.
Dowdd. Przypusémy, ze pewien przedzial I przestrzeni &"

jest lukiem prostym. Wéwezas istniatby w & plzedﬂal {a,b> i taka
funkeja ciagla

@(f)= fl(t):/'"':.fn(t‘))
odwzorowujgea przedzial {a,b> na I, ze ¢(<{a,b>)=1 oraz ¢(t,)==q¢(i,)
dla a<t, <t,<b. Kazdemu punktowi p=(z,,...,4,) ¢ I odpowiada-
taby wowezas jedna i tvlko jedna taka liczba t=g(p)=g{xy,...,2a),
ze @(t)=p. Oczywiscie
¢(9(p))=p, fl(t - fa(t))=1. )
Niech
Qp(a):pl:(‘rl 9mn) (b) pz—(%a "?yn)
iniech p(¥) bedzie punktem o i-tej wspblrzednej (1—3)r,+ ¥y, Funkcja
' Mo)=g(p(®)) dla 0<<IL1

odwzorowuje przedzial {0,1> na czes¢ przedzialu <{a,b>. Jest ona
tiadgla w przedziale {0,1>, bo w przeciwnym 1azie istnialybv takie
£>01 9, €0,1> oraz ciag J,—>b; ze dla n=1 . byloby

) [ 1) —h(D)| > &;

oezywiscie 9,59, Poniewaz 0 h(#)<{1, wiec ciag {Iz 2)} byiby
ograniczony 1 zawieralby na mocy twierdzenia (1.7), str. 58, ciag
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czedeiowy zbiezny R(d,) — 1,. Poniewaz za$ ¢(g(p(9)))=p(9),
P(a)—>p(0,)1 glg(t)) =1, wiee g(p(Dn,)) =0 (Dn,)—>p(9); zarazem z cigg-
losci funkeji ¢(t) wynika, ze P(M(Dr,)) > o(ty), skad p(dy)=op(t,), & wiee
9(P(80))=glgto))y t. . ty=h(D,) i praeto h(Jn,)—>h(dy) whrew (3).

7 dowiedzione]j cigglosci funkeji A(9) wynika na mocy tw. (3.2),.
str. 110, ze zhiér 4="7n(<0,1>) jest spéjny. Ale aed i be A, wiec
na mocy tw. (4.1), str. 67, zbiér 4 jest odcinkiem. Zatem A=< a,b>.
Stad wynika, ze ¢(<a,b>)=g¢(1(<0,1>)). Jest to jednak niemozliwe,
gdy m>1, poniewaz @(h(<0,1>)) jest odcinkiem p,p, a ¢(<a,bd>)
jest przedziatem I przestrzeni &".

2. Krzywa Peany. Okazaliémy, ze przedzial przestrzeni &",
gdzie #>1, nie jest lukiem prostym. Okazemy teraz, ze kazdy
przedzial jest krzywag ciagla. '

(2.1) Kwadrat jest krzywq ciaglq.
Dowdd. Niech K bedzie kwadratem o wierzchotkach
4=(0,0), B=(0,1), G‘:(lyl)y D=(1,0)..

Oznaczmy przez z=gpy(t) i p=1y,(t) dowolne funkecje ciggtle:
w przedziale zamknietym I=<0,1>, ktérych wykresem jest prze-
katna AC (mozemy np. przyjaé g,(t)=t i po(t)=1).
' Podzielmy kwadrat K na 9 réwnych kwadratéw K, K,,..,K,
0 bokach 1/3 przedzialu, a I —na 9 réwnych przedzialéw Iy i1y

Oznaczmy przez z=eq (1) 1 y=1y,(t) funkcje ciggle w prze-
dziale I, ktérych obrazami w przedzialach I,,7,,..,I, sa kolejno
odcinki AF, EF, FG, GH, HE, EJ, JK, KH, HC (t. j. przekatne.
kwadratéw K,,..., K,). Wykresem funkcyj o= 1i(t), y=q,(t) W prze-
dziale I.jest wiee linia lamana AEFGHEJEHC zlozona z prze-
katnych kwadratéw K,,..,.K, (p. rys.1). Mamy oczywiscie

o) =@ 1 [y —p()|<1 dla 0<\t< 1.

Postapmy teraz z przedzialami I, ..., Iy i kwadratami K, ..., K,
podobnie jak poprzednio z przedzialem I i kwadratem K, a wiec
podzielmy kazdy z kwadratéw K, (gdzie i= 1,2,..,9) na 9 réw-
nych kwadratéw K;,K;,..., K, a kazdy z przedzialéw I; (gdzie
i=1,2,...,9) —na 9 réwnych przedzialéw Iy, Tigy .0y I

Oznaczmy przez o= q,(t), y=1,(t) funkcje ciggle w przedziale I,
ktérych wykresami w przedzialach Iity...,Ii9 58 przekatne kwadra-
tow Ky,...,H;9; tworza one znowu lini¢ tamang (p. rys. 2).
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Poniewaz obrazem funkeyj x=gqy(t) 1 y=1u,(f) w przedziale I;
jest przekatna kwadratu K,;, obrazem za$ funkeyj c=q¢,(t)i y= ¢2(t)
w przedziale I; jest linia lamana lezgca w KH; wiec

O)—E@<1B3 1 |p)—w@)|<1/3 dla 0<i<I.
Postepujac tak dalej, otrzymamy ciagi funkeyj {¢_ (t) } iy ()}
cigglych dla 0<{t<{1 i spelniajaecych warunki:
(4) Wykresem funkeyj x=¢_(1), y=y_() jest linia lamana prze-
biegajaca przez wszystkie kwadraty, jakie otrzymamy, dzielge kwa-
drat A na 9™ réwnych kwadratéw o bokach diugosei 1/37,

(3) @t =, t)l<1/”"'"1 iy (6)—y__(0)]<13™ dla 01

1 m=1.2,..
B G C
F H

K
» |
J D
Rys. 2.
Z (4) wynika, ze ciagi funkeji {¢_(t)} i {y_(t)} sa iednostajnie

zbiezne w przedziale zamknietym <0,1>, gdyz szereg Z l/"" 7 jest

zbiezny. Oznaczmy przez x=¢(t)1 y=1y(t) funkecje, ktme 8 grani-
cami ciggéw funkeyj {¢ ()} i {y_(#)}. Udowocdnimy, ze wykresem
funkey] x=g¢(t), y=19(t) dla 0<<I<1 Jest caly kwadrat K. Istotnie

P =, 0]=| 3 (e —¢,_, )| <

i-f—'m+1 i=m--1
stgd na mocy (5)

—g, (&) dla m=1,2,...,

1
(6) () — ¢, < 55a=
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=

1 podobnie
1
(7) l’/‘(t)_ p (t)! < Z)‘,_Sm—l.

Niech p=(xp,¥,) bedzie dowolnym punktem kwadratu K.
Z (4) wynika, ze dla kazdego m istnieje taka wartos$é tn, dla ktirej

' l'ro-ﬂqq'm(tm 1/311 lyo-f‘pm(‘ 1/“m
skad na mocey (6) 1 (7) _
1 1 b 54
i*rﬂh(f(fm)l <°g’,'n"+ 5. 3m—1 = 0. gm? {7/0 7/) ‘ < ,) 31”

Zatem ¢(ig)—>a, 1 p(tn)—Y, dla m—oco. Ciag {tn}, jako ograni-
czony, zawiera ciag czedciowy zbiezny {t,,}. Niech ,,—%, dla k—-co.
Mamy oczywiscie ¢(lm,)—>® 1 9(tm,)—Yy dla k—>oco. Z cigglodei fun-
keyi g(t) 1 p(t) wynika, ze xg=¢(l,) 1 yo=2v({;)- A wiec punkt p=(x;,v,)
nalezy do wykresu funkeyj r=¢(?), y=y(t). Zauwazmy jeszcze, ze na
mocy (1) jest 0<g, (H)<<1 1 0y (1)<, zatem 0<{g(H) <<l 1 0<p() <1
dla 0<Ci<1. A wiec krzywa cwcgh x=o(t), y=1u(1), gdzie 0 i1,
jest kwadratem A. ~

Pierwszy przyklad krzywej ciaglej wypehiajacej kwadrat podal G. Peano
w 1890 roku. Inny przyktad podal Sierpinskil) w 1912 roku. Krzywa ciagla
Sierpifiskiego jest okreslona jako granica hukéw prostych. Oczywiscie krzywa
Peany, jak to wynika z okredlenia (str. 151), sama nie jest lukieni prostym:
istnieja wartoSei ¢’ ", ktérym odpowiada jeden i ten sam punkt kwadratu.

3. Krzywa ciagla wypelniajaea przedzial w &". Udo-
wodnimy teraz ogéluie, ze

(3.1) Preedcial przestreeni &" dla n>=1 jest kreywa ciggla.

Dowbd. Niech I bedzie przedzialem 0<<o;<<1 dlai=1,2, ...,n.
Na mocy twierdzenia (2.1) twierdzenie (3.1) zachodzi dla n=1
i n=2. Zalézmy, ze twierdzenie zachodzi dla n—1>2. Istnieja za-
tem funkeje ciagle z=g¢(f) dla 0<<i<1 i 4=1,2,..,n—1, ktérych
wykres jest przedzialem I& . Niech o= @(t) 1 y=1p(t) dla 0<I<1
bedg funkcjami ciaglymi, Ltmvch wykres wypelnia kwadrat 0<<a<,
0<{y<<1. Niech dla 0<i<1

(8) r=g¢lg)=F() da i=1,2,.,n—1 i a=y(t)=F ().

1) W. Sierpifiski: O kreywych wypelniajacych kwadrat, Prace Matema-
tyezno-Fizyezne, tom 23, 1912, str. 193-219.



$4 Krzywa ciggla wypelniajaca przedzial. 155

Udowodnimy, ze przedzial I§® jest wykresem funkeyj ;= F(1),
dla 0<i<1 i i=1,2,...n. Weimy pod uwage dowolny punkt
p=(£&p..., &) przedziatu I. Poniewaz punkt ¢=(&,...,&n—1) Dalezy
do I, wiec istnieje takie #,, ze 0<Cf,<1 i

(9) S=qdt,) dla i=12,..,n—1.
Z okredlenia funkeyj @@) i w(9) wynika istnienie takiego 9, ze
to=q(d)y  En=npld),
skad na mocy (8) i (9)
E=F{0,) dla i=1,2,..,n.

A wiec krzywa ciggla a;=F{#) dla 0<IL1 1 i=1,...,2 Wy~
pelnia przedzial I{. Tym samym udowodniliémy przez indukcje,
‘ze przedzial I jest krzywa ciagla. |

Wezmy teraz pod uwage dowolny przedzial I=<{a,, ..., @nibyy ---;bn)
i przyjmijmy, zachowujgac poprzednie znaczenie funkeyj w;=IFy(?9),

Q) =a;+ (h—a)F{9) dla 0<i<1 1 i=1,2,...,n.

Tatwo stwierdzié¢, ze krzywa ciggla x=;9) dla 0<I<1
ii=1,2,...,k jest przedzialem I, ¢. b. d. d.

Uwaga. Na mocy (8) krzywa okreslona funkqaml

e=q¢[g(®], y=yle@)], e=p@) da 0<IL],
gdzie funkcje x=g¢(9), y=1y(9) okredlaja krzywa ciggla wypelniajaca
kwadrat 0<ae<1, 0<{y <1, jest krzywa ciagla wypelniajaca szescian
O0<e<<l, 0y, 0<<el.

4. Charakterystyka krzywych ciaglych. Nasuwa si¢
pytanie, jakie sa warunki konieczne i dostateczne, by zbior punktow
przestrzeni &" byl krzywa ciaglg.

Kazda krzywa ciggla jest wedlug definicii obrazem cigglym
odemLa zamknietego i ograniczonego, jest wiec na mocy tw. (3.1)

i (3.2), str.109i110, kontinuum ograniczonym. Ten warunek nie cha-
rakteryzme jeszeze — jak to dalej zobaczymy —krzywych ciaglych.

Méwimy, ze zbiér E ma wlasnodé (8), jezeli jest kontinuum
ograniczonym i dla kazdego £>0 da sie przedstawi¢ jako suma
gkoniczonej liezby kontinuéw o érednicy mniejszej od e&.

(4.1) Dla kaidego kontinuum E majqcego wlasnodé (8), kaidego
kontinuum FCE 4 kasdej liczby n>0 istnicie taki z2bidr HCE ma-
jacy wtasnoéé (8), ze FCH i 6(H)< o(F)+17. '
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Dowdd. Niech 0<e <. Istnieja takie kontinua K, FB,,...,F,,
ze E=)E, i (Ey)<el4. Niech H,,...,Hy, beda tymi spogréd zbio-
F=1

my

16w Ey,...,Bn, dla ktérych EF=£0. Zbiér D H, jest kontinuum na
=1
mocy tw. (6.1) i (6.3), str. 87 i 88. Z kolei istniejg takie kontinua
I

oty Ef, ze BE=2 E¥i 6(E¥)<e/8 Niech Hy,Hp,..., Hyp,, gdzie

=1

1=1,..,m,;, beda tymi sposréd zbioréw Ef, dla ktérych HEf<=0.
Mozemy przyjact, ze py=1pPy=..=7Pp ——const My, Wypisujac w ra-
zie potrzeby w kazdym z 4 ciggébw {Hu,...,Hp} ]eden zbidr kilka

razy. Z tw. (6.3), str. 88, wynika, ze zbiory Fi= Zsz i ZF 82

i=1
spéjne oraz

(10) FPCSH, i HCD Hy.
i=1 k=1

Postepujac tak dalej, otrzymujemy taki cigg liczb {m,} i ta-
kie zbiory Hpy. .n,, gdzie n,<<my, ..., <<y, €

(11) zbiory H”l"-“k 83 kontinuami,
(12) Hnl...nanl...nknk_i_i:i: O?
(13) 6(H)11 ...nk) < 8/2k+2?
mptq
(1_1) Hnl...nk€§ Hnl...nkl-
Niech
) Mmpt1 Mgig ¢
fll nk-' 21 ZH]II SRR . . g (1]&: S=O,1’...
= Gog==

Kazdy z tych zbioréw jest kontinuum; wynika to latwo przez
indukeje na mocy tw. (6.3), str. 88. Okazemy, ze

s 1 1
6<H,,1...,,k)<a(H,,I...,,k)+2s(m+...+mm).

Dla s=0 jest to oczywiste. Jezeli wzér ten zachodzi dla jakiej$
. . s . 4 1 . . . . . . .
liczby s i jezeli p,Qer{f’_,_nk, to istniejg takie liczby «i i af, zZe
pe Hnl...nkall... arsa;_]_l 1 qe Hnl...nkai,... a;/a;'+1- Poniewavz

’ ’ S : 8
-Hnl...nkai...as_HHnI...nk:}:0 1 Hnl...nkai'...ag_{_l Hnl...nk#oy
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-1

wiee (p. (7.7), str. 73)

) +1 ’ ’” "
6 (‘H;l ...nk) < 5(Hn1 e Apy ... a;__;_l) _}—' é(HIII ...nk) + é(Hii - Np oy ...(ts+1) g.
1 1 1
S [y
< é(Hnl...nk)_;— 2e (ij + -“"l_ 2k+2+s) '+' 382&-«}—3—}—8'
Z ostatniego wzoru wynika w szezegdlnosci, ze

o( 3 Hi)S 6(F)+¢ dla s=1,2,...
=1

Niech
o) m,
*® S :
H"l"'"kzgz_iﬂnl'""k 1 H*= 2 H;kzl-

Il{‘-—'l
Yiatwo widzieé, ze zbiory te sa spdéjne; zatem na mocy tw. (6.2),
str. 87, zbiory Hj ..., i H*=H sa kontinuami. Nadto

en & &

O(E)SO(F)+e 1 O(Hnpng) < s T 53

Ze wzoréw (10) i (14) oraz z tw. (4.5), str. 80, wynika, ze
FCH i ze

Yy mp
H=) .. H}
ny=1 np=1

Zbiér H ma wiec wiasnosé (8).

(4.2) Jezeli Lontinuum ograniczone E jest sumaq skonczonej liceby
kontinudw E,,...,Es, to dla Ekazdych dwuw jego punkiow p % q ist-
nieje taki ciqg skonezony liczb naturalnych (niekoniecznie réinych)
Moy ey Mg, 26

(15) E=Ey+..+En, peky, qelky,
, E"iE"i+1 +0 dla ¢=1,.,k—1.

Dowé6d. Oznaczmy dla danego punktu p e B przez P zbidr
tych punktéw g € E, dla ktorych istnieje ciag zbiorow En,...,En,
spelniajgcy warunki (15). Zbiér P jest — jak latwo widzieé — sumg
pewnych sposrod zbioréw E;, jest wiee zamkniety. Gdyby zbidr
E —P byl niepusty, to bylby sumg pozostatych zbioréw ciagu B, ..., Es,
bylby wiee tez zamkniety. Rozklad F=P+ (E—P) bylby wiec roz-
ktadem kontinuum F na dwa zbiory zamkniete roziaczne, cO nie-
mozliwe na mocy tw. (7.5) str. 72.
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(4.3) Jeseli 2bidr E ma wtasno$é (S), p © q 8¢ dowolnymi jego punkiams
i e>0 jest dowolng liczba, to istnieje ciqg skoiczony zbiordw Ey,..., B,
majaeych wtasnosé (S) i takich, Ze:

E=E1-!— --~+Esy P e EJJ qe Es, b(El)< e 1 EiEi+1 =0
dla  i=1,..,8—1.

Dowdd. Na moey whasnodei (8) zbidr E jest sumg skorczonej
liczby kontinuéw H,,...,H, o srednicach mniejszych niz ¢/2. Na
mocy tw. (4.1) istnieja takie zbiory HY, majace wlasnoié (S), ze
H;CHfCE i 6(Hf)<e Wystarczy teraz zastosowaé tw. (4.2) do
ciggu Hf,..., HY.

(1.4) Twierdzenie Sierpinskiegol). Na to by zbicr E byl kreywe
ciggta, potrseba i wystarcza, seby miat wlasnoéé (8).

Dow6d?). Warunek jest konieczny. Jezeli bowiem istnieje
funkcja ciagla () odwzorowujaca odcinek <{a,b> na zhiér E, to
na moey tw. (5.3), str. 113, jest ona jednostajnie ciggla. Przedzial
{a,b> mozna wiec podzielié na skorczona liczbe takich przedzialéw
zamknietyeh) 4,,..., 4y, ze |g(t)—e()|<e dla t,t, e 4; 1 4=1,...,k.
Zbiory @(4;)=E; 53 kontinuami i §(X;)< e.

Warunek jest dostateczny. Jezeli bowiem zbiér B ma wlasnogé
(8), to na moey tw. (4.3) istniejg takie zbiory B,,..., B,, majgce

whasnosé (S), ze E= D F;oraz B Fi 101 0(B)<ldlai=1, ceyty—1.
i=1
Niech ¢; bedzie dowolnym punktem zbioru E; B, 117 G — dowolnym

punktem zhioru X, i g, — dowolnym punktem zbioru En,' Na mocy
tw. (4.3) istniejg takie zbiory By oy By, majace wlasnoéé (9), ze

my
oABy)<} dla k=1,..,m, B=23 E,, q,¢B,,, q, < B
- f=1

b
m mn1

gl.eEimi dla i=1,..n,—1 i ByBpp 0 dla k=1,..,m—1

oraz ¢, eF , jezeli s=it1; w szczegélnos’ci wige E,,,,iEsl:t:O, gdy
s=i+1.

') W. Sierpifiski, Fundamenta Mathematicae 1 (1920), str. 44-60.

®) Dowdd ten jest w gruncie rzeczy prostym uogélnieniem konstrukejy
krzywe:j Peany. Czytelnik zechce poréwnaé geometryczng strone konstrukeji
z drugiej czeSci tego dowodu z konstrukejg krzywej Peany.
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Mozemy zalozyé, ze my=..=mi, =1, wypisujgc w ciagu
Ey, .y Em, W razie potrzeby jeden zbiér kilka razy. Postepujac
tak dalej, otrzymamy ciag {m,} liczb naturalnych i takie zbiory
Eny...nyy gdzie ny<<my, ... i<y, Majace wlasnodé (S), ze:

O(Erny...ng) S 1/E,

mk+1
Enl...nk:_.s: Enl..‘nks:
] s=1
E ny Enyonye1 =0 dla np<img,

Eni...nimi+1...mk= Enl {11 dla Hy<<iHy.

Dzielimy przedzial <0,1> na n, réwnych czesei, nastepnie kazdy
z nich na m, réwnych przedzialdéw itd. Za n-tym krokiem dzielimy
wiee przedzial {0,1> na m, M- ...-m, réwnych czedei. Mozemy je
oznaczy¢ przez Any..np 1 tak ponumerowac¢ wskaznikami ng,...,n
(gdzie ny <My, ..., 11p<Mp), Zeby:

-Jnli..rzkscﬁjnl —nps Oe Al...i; Ie ﬂmi...mkg
Mg q

~'—jn1 npT g;l Jnl...nksy

dnyngdngme1 =0 dla np<ing,

-’Jnl e Rjm;Lq e mpT An] (1310001 dia Hp<<Mj.

Niech dng...ng=C Cny..nps Bny.myys Di€Ch Pn, o, bedzie dowolnym
punktem zbioru F,, p, i niech

I Pny..ny Q2 T€0n, npy Pry...nypy jZYL —m .. |11 —my] =0

g ()=
Pt ) lpmi...mk dla t€<am1...mk9 ﬁml...m >-
1 k

Poniewaz E"l'"nklgl-"BSCEHI'""!?-’ wiec }qka(t)——(ps(t)kl/k. Zatem:
ciag {¢,(t)} jest jednostajnie zbiezny. Funkeje ¢,(f) sa ciagle
w kazdym punkecie wewnetrznym przedzialéow Apyongy & W punktach
kolicowych tych przedzialéw oscylacja funkeji ¢,(f) wynosi co
najwyzej 26(4,,1,”,%)<2/k.‘ Zatem na mocy tw. (2.9), str. 127, ich
granica ¢(t) jest funkeja eigglg. Zarazem FE=¢(<{0,1>), ponie-
waz zbidr P wszystkich punktéw gn,.., Jjest gesty zaréwno
w zbiorze E jak w zbiorze ¢(<0,1>), a oba te zbiory sa zamkniete,
wiee P=E 1 P=¢(0,1>), c.b. d. d. | |
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Nastepujacy przyktad jest jednym z najprostszych przykladéw
kontinuum ograniczonego, ktére nie jest krzywsg ciagla. Niech 4C&2
bedzie wykresem funkeji sinl/z dla 0<z<1, a B — odeinkiem
(0,—1) (0,1). Zbiér C=A+B jest na mocy tw. (6.2), str. 87, kon-
tinuum ograniczonym, poniewaz zbiér A jest na mocy tw. (5.5),
str. 113, spdjny, jako obraz ciggly przedzialu <0,1> i, jak latwo
widzieé, A=C. Gdyby zbiér C byl krzywa ciagla, mialby na
mocy tw. (4.4) wlasnodé (8); w szezegélnodei datby sie przedstawié
jako suma skonczonego ciggu kontinuéw o srednicach mniejszych
niz 1/4; oznaczmy je przez E,,...,E,. Poniewas nie wszystkie zbiory
B, sa zawarte w B, bo (—B=A4-0, wiec z tw. (4.2) wynika, ze
jeden z tych zbioréw, np. K, musialby mieé¢ punkty wspélne z 4
i B. Niech p=(0,9,) ¢ BE,, ¢=(2,y) ¢ AE,; wowczas zbidr E; bylby
zawarty w przedziale I={0,y,—0; %,Y,+ 0>, gdzie g=1/4.

Oczywiscie albo y,—p>—1, albo y,+e<1. Zatézmy np., ze
Yo+ ¢<1i niech n bedzie takg liczha naturalng, ze 2nx >x. Wowcezas
2, =1/2nn<1[z oraz sin 1/z,=1. Odcinek (x,,—1) (2,,¥,+ o) nie zawie-
ratby punktéw zbiorn CI, a wiec tym bardziej zbioru E,. Niech

Li=0yy—0; ¥yt oy 1 L=<u,Y,—0; %9+ o).
Widzimy od razu, ze
C=LE,+=0, C,=1,E+0, BE,=C+Cp C,=0C;, Co=0C, i (,0,=0,
wbrew spojnosei kontinuum E,.

(4.5) HKazdy =zbidr wypukly, zamkniety ¢ ograniczony E jest krsywe
ciqgla.

- Dowéd. Jako wypukly, zbiér E jest spéjny na mocy tw. (7.2),
- str. 92. Jako zamkniety, zbiér F jest wiec kontinuum. Poniewaz
ponadto jest ogramiczony, wiec na to, by byl krzywa ciaglta, wy-
starezy — w mysl twierdzenia Sierpinskiego — okazaé, ze ma
wiasnosé (S). ,

WeZmy pod uwage dowolne £>0 i krate, ktérej liczba cha-
rakterystyezna jest mniejsza niz effn (p. str. 77). Wowezas kazdy
przedzial wchodzacy w sklad tej kraty ma §rednice mniejsza
niz ¢. Na mocy tw. (8.2), str. 98, istnieje skoniczona liczba przedzialéw
zamknietych I,,1,,...,I, tej kraty, ktére majs punkty wspdlne ze
zbiorem E. Niech E;= EI;, gdzie i=1,2,...,s. Zbiory F; s3 zamknigte
na mocy tw. (4.8), str. 81, oraz wypukle na mocy tw. (7.1), str. 92,
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a wiec spdjne; zarazem w mysl zatozenia jest 6(E;) <e. Zbiér E ma
wiee wlasnosé (S), e. b. d.d.
Z twierdzenia (4.5) wynika w szezegélnosei, ze kula, elipsoida,
simpleks sg krzywymi cigglymi.
Z twierdzenia Sierpinskiego (str. 158) wynika natych-
miast twierdzenie nastepujace:
L)
(£.6) Suma Dy, ydzie Cy, Cy, ..., Cs sakrsywymi ciqglymi i (4Cipy==0,
i=1
dla i1=1,...,s—1, jest krzywq ciqgla.
Wynika stad, ze np. wielofeiany sg krzywymi ciaglymi.
Z tatwoscia dowodzi sie rdwniez twierdzenia:

(4.7)  Jeieli {Cy,} jest takim ciagiem Llﬁ/wv/ch czquJ(’lz, ze ((pp1==0

dla n=1,2,... oraz Zé((‘ }<oco, to zbior 5—' Cn 7681‘ 7~ ywa ciagla.

==} n~1

5. Banach. Wstep do Teorii funkcii. 11





