ROZDZIAYL III

ZBIORY PUNKTOWE

§ 1. Zbiory liniowe

1. Zbiory zamkniete. Punktem skupienia zbioru E nazy-
wamy kazdy taki punkt a, w ktérego kazdym otoczeniu istnieje
€0 najmniej jeden punkt zbioru F rézny od a.

Np. zbidr liczb postaci 1/n, gdzie n=1,2,..., ma punkt sku-
pienia 0. ‘ ‘

7 okreslenia punktu skupienia wynika, ze w kazdym jego oto-
czeniu istnieje nieskofczenie wiele punktéw zbioru E. Jezel zas
punkt ¢ nie jest punktem skupienia zbioru E, woéwczas istnieje
otoczenie punktu e, nie zawierajace zadnych punktéw zbioru £
poza ewentualnie punktem a.

Oczywistym jest, ze zbiory skornczone nie posiadajg punktu
skupienia.

{1.1)  Jezeli kres gorny (dolny) zbioru liniowego jest liczba skonczong
1 do zbioru nie naledy, wiwczas jest jego punktem skupienia.

Dowé6d. Jezeli bowiem gérnym kresem zbioru E jest liczba K
skoniczona, wowezas dla kazdej liczby >0 istnieje zekl, spelnia-
jace nieréwnosé¢ K —e<w< K. Jezeli zatem K nie nalezy do E, to
w kazdym otoczeniu liczby K istnieja punkty zbioru E rézne od K.

(1.2) Jezeli a jest punktem skupienia zbioru E, wowezas E zawiera
ciqg punktéw {a,; réénych od a, zbieiny do a.

Dow6d. Cigg {a,} otrzymamy, wyjmujgc z otoczenia
>a—1/n, a+1/n<

dowolny punkt a.eE, rézny od a. Punkt taki istnieje, gdyz kazde
otoczenie punktu @, jako punktu skupienia zbioru E, zawiera punkt
zbioru FE réiny od a.
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Na odwrot:

(1.8) Jezeli a jest gramicq (skoihczong) ciqgu punkidw zbioru B
rdémych od a, wéwczas a jest punkiem skupienia zbioru K.

Yatwo widzieé, ze:
(1.4) Jezeli a,eE dla n=1,2,... i a,—>a=c0 dla n—oco, to a jest

punktem skupienia zbioru E albo aeE. Ten ostatni przypadek zachodzi
w szezegolnoser wowezas, gdy a,=a dla n=1,2,...

(1.5) Jezeli liczba skornczona a jest punkiem granicznym ciagu {an
i a,+=a dla n=1,2,..., wowczas a jest punkiem skupienia zbioru liczb
wystepujacyeh w tym ciggu.

(1.6) Twierdzenie Weierstrassa. Kazdy zbigr nieskonczony i ogra-
niczony B ma co najmniej jeden punkt skupienia.

Dowéd. Z zalozenia, ze zbiér E jest nieskonczony, wynika,
ze E zawiera cigg {a.), zlozony z punktéw réznych. Poniewaz zad
E jest z zalozenia zbiorem ograniczonym, wiec i ciag {a,} jest ogra-
niczony, a zatem istnieje ciag czesciowy {an) zbiezny i granica
ciaggu {an,} jest punktem skupienia zbioru Z.

Uwaga. Zbiér nieskoniczony nieograniczony moze nie mieé
punktu skupienia. Przykladem takiego zbioru jest zbiér liczb na-
turalnych. ‘ |

Z twierdzenia Weierstrassa wynika w szczegélnogei na mocy
tw. (1.2), ze:

(1.7) ~ Haidy ciqg nieskonczony ograniczony zawiera ciqg zbiesny do
grantcy skonczonej.

Punktem odosobnionym zbioru E nazywamy kazdy taki punks
nalezgcy do FE, ktéry nie jest punktem skupienia zbioru E.

(1.8) Haidy zbidr ma co najwysej przelicealng ilosé punktéw odo-
sobnionych.

Dowéd. Oznaczmy dla kazdego naturalnego = przez E,
zbi6r takich punktéw odosobnionych a zbioru E, ze w otoczeniu
[a—1/n,a+1/n] nie ma opréez a zadnego innego punktu zbioru E.
Kazdy punkt odosobniony zbioru E nalezy wiec do jakiegog zbioru E,,
gdyz kazdy punkt odosobniony zbioru posiada otoczenie, nie zawie-
rajagce poza tym punktem innych punktéw tego zbioru. Wynika
stad, ze suma zbioréw E, zawiera wszystkie punkty odosobnione.
zbioru F.
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Obierzmy dla kazdego punktu zbioru E, dowolne otoczenie
o dlugodei mniejszej niz 1/3n. Otoczenia te beda roziaczne. Gdyby
bowiem dwa takie otoczenia punktéw a i ¢’ zbioru E, mialy punkty
wspélne, to odleglo§é punktéw a i ' od siebie bylaby mniejsza
od 2/3n wbrew okredleniu zbioru F,. Poniewaz na mocy biw. (1.1),
str. 44, zbiér przedzialéw rozlgeznych jest zbiorem co najwyzej
przeliczalnym, wiec E, jest zbiorem co najwyzej przeliczalnym. Stad,
na mocy tw. (4.2), str. 24, suma zbioréw En, czyli zbiér punktow
odosobnionyeh zbioru F, jest co najwyzej przeliczalny, c¢.b.d.d.

Zbiér zlozony z samych punktéw odosobnionych nazywamy
zbiorem odosobnionym.

7 (1.8) wynika w szczegdlnosci, ze zbidr odosobniony jest zawsze
zhiorem co najwysej przeliczalnym. ‘

Przykladami zbioréw odosobnionych sg: zbidr liczb natural-
nych, zbi6r liczb calkowitych. .

Pochodna zbioru E nazywamy zbidr wszystkich jego punktéow
skupienia (nalezacych dorni lub nie).
Pochodna zbioru F oznaczamy przez E'.

PRZYRKEADY. Pochodna przedzialu otwartego jest przedzial
zamkniety o tych samych konecach. Pochodng zbioru liczb wymier-
nych jest zbiér liczb rzeczywistych. Pochodna zbioru liczb postaci
k+(1/n), gdzie k jest dowolng liczbg catkowita, za§ n naturalng,
jest zbiér wszystkich liezb catkowitych.

(1.9) Dla kaédych dwdch zbiordw liniowych A ¢ B zachodzi wzor:
(1) . (A4+By=A4'+B,
t. j. pochodna sumy dwdch zbiordw réwna jest sumie pochodnych.

Dowod. Jezeli bowiem ge(4-B), to na mocy tw. (L.2),
str. 57, g jest granica ciagu punktéow lgn) nalezacych do A+ B i r0z-
nych od g. Poniewaz w ciagu (g, istnieje nieskonczenie wiele wyra-
zéw nalezacych do A lub nieskornczenie wiele wyrazéw nalezgcych
do B, zatem ged’ lub geB’, wiec geA'+B'. Udowodnilismy wiec,
ze (A+B) CA'+B'.

Na odwrét, jezeli ged'+B', to oczywiscie ge(4d+B). Zatem
(A+B)DA'+B.

Zachodzi wiee réwnosé (1), c. b.d.d. -
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Tw. (1.9) zachodzi oczywifcie dla sumy dowolnej skolriczone]
iloei zbiorow. 4

Natomiast analogiczne twierdzenie dla sumy nieskoncze-
nie wielu zbioréw byloby falszywe.

Przykladem jest zbidr liczb . wymiernych, uwazany za sume
przeliczalnej rodziny zbioréw, z ktérych kazdy skiada si¢ z jednego
tylko punktu,

Zbidr skornczony mie posiada punkiu skupienia.

7 okredlenia punktu skupienia wynika, ze jezeli g jest punktem
skupienia czesci zbioru B, to ¢ jest rowniez punktem skupienia
zbioru B. A wiec:

(1.10) Jezeld ACB, wéwczas A'CH'.

(1.11) Pochodna iloczynu ilukolwiek zbiordw jest zawarta w iloczynie
pochodnych tych zbioréw.

Dowéd. Poniewaz iloczyn zbioréw miedei sie w kazdym jego
czynniku, zatem z tw. (1.10) wynika, ze pochodna iloczynu jest za-
warta w pochodnej kazdego czynnika, ¢. b. d. d.

Natomiast iloczyn pochodnych moze nie zawieraé sie w po-
chodnej iloczynu. '

Np. zbiory {1/n} i {~1/n}, gdzie n=1,2,..., nie majs punktu
wspllnego, wiec pochodna ich iloczynu jest zbiorem pustym, maja
za$ wspblny punkt skupienia 0, a wiee iloezyn ich pochodnych nie
jest pusty.

Drug(i pochodng zbioru E nazywamy pochodng jego pochodnej, .
treeciq pochodng pochodna drugiej pochodnej i t. d.

Drugsg, trzecig i t. d. pochodng oznaczamy odpowiednio przez
E”, E" it.d.

Zbiorem zamknigtym nazywamy zbiér, ktéry zawiera swoja
pochodng. Innymi stowy: E jest zbiorem zamknietym wtedy i tylko
wtedy, gdy E'CE. .

Zbiorami zamknietymi sa np.: przedzial zamkniety, zbidr wszystkich liezb
rzeczywistych, zbiér nie majaey punktéw skupienia (gdyz wtedy E’ jest zbio-
rem pustym, zatem E‘'(CE), zbidr zlozony z liezb postaci 1/n, gdzie n=1,2,...
1 z liczby 0, zbidr pusty.

(1.12) Pochodna kazdego zbioru jest zbiorem zamknigtym.

Dowé6d. Niech g bedzie punktem skupienia pochodnej E'
zbioru F i niech I bedzie dowolnym otoczeniem punktu g. Z okres-
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lenia punktu skupienia wynika, ze I jest otoczeniem jakiegos
punktu «'eE’. Poniewas @ jest punktem skupienia zbioru E, zas
I jest jego otoczeniem, wiee w I istnieje nieskoniczenie wiele punk-
t6w zbioru E. 7Z uwagi na to, ze I jest dowolnym otoeczeniem
punktu g, wnosimy stad, Ze g jest punktem skupienia zbioru H,
t.j. ze gel'. Zatem B’ zawiera wszystkie swoje punkty skupienia,
jest wigc zbiorem zamknietym, c. b. d. d.
7 tw. (1.12) wynika od razu, Zze
(1.13) Pochodne E”, B it d. sq zbiorami zamknietymi, i.j.
(2) E'DE’'DE"D...

(1.14) Zbidr punkiéw granicznych skonczonych dowolnego ciagh {Gay
jest zbiorem zamknigtym.

Dowéd. Oznaczmy przez ¢ zbiér punktow granicznych skoi-
czonych ciagu {an;. Niech ge@ . Wewnatrz dowolnego otoczenia I
punktu g istnieje wiee jakié punkt g'eG, a zatem réwniez nieskon-
czenie wWiele wyrazéw ciagu {an), co dowodzi, ze g jest punktem
grapieznym. A wige ge@, c.b.d. 4.

(1.18) Suma skoticzonej liczby zbiordw zamknigtych jest zbiorem zam-
Enietym. |

Dowé6d. Wystarczy tego dowiesé dla dwoch zbioréw zamknie-
tych 4 i B. Poniewaz A'CA i B'CB, wigc na mocy (1) mamy
(A+B)CA+B, a zatem A+ B jest zbiorem zamknietym.

Natomiast juz suma przeliczalnie wielu zbioréw zamknigtych
moze nie byé zbiorem zamknietym.

Przykladem jest zbidr liczb wymiernyeh, uwazany za SUMe
zbioréw jednopunktowyeh. ‘

(1.16) Iloczyn ilukolwiek sbioréw zamknigtych jést sbiorem zamknigtym.

Dowéd. Poniewaz dla kazdego zbioru zamknietego A jest
w my§l okreslenia A'CA, wiee na mocy tw. (1.11) wynika stad,
ze pochodna iloczynu sbioréw zamknietych zawarta jest W tym
iloczynie. .

Zamknieciem zbioru nazywamy Sume zbioru i jego pochodnej.

Zamkniecie zbioru E oznaczamy przez E. Zatem na mocy
okreslenia:

(3) E=FE+E.
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(1.17) Pochodna zbioru réwna sig pochodnej jego zamknigcia:
(4) | (By=E.

Dowéd. Na mocy wzordw (3) i (1) mamy (E)=E'+F,
z czego wynika (4), poniewaz E’'CHE na mocy wzoru (2).

Z (3) 1 (4) wynika od razu, ze:

(1.18) Zamkniecie zbioru jest zbiorem zamknigtyn.

2. Zbiory brzegowe, otwarte, doskonale. Punkiem
wewnetrznym zbioru nazywamy kazdy taki punkt, ktérego pewne
otoczenie jest w tym zbiorze zawarte.

Np. punkty lezgce wewnatrz przedziatu sa punktami wewne-
trznymi tego przedziahu. *

Z okreslenia wynika natychmiast, ze:

(2.1) Punkt wewngtreny zbioru nie jest punktem skupienia dopel-
nienia zbioru.

Na odwrét:

2.2) Kazdy punkt zbioru, ktéry nie jest punktem skup?lenia, jego
dopetnienia, jest punkiem wewnetrznym zbioru.

Punktem brzegowym zbioru nazywamy kazdy punkt zbioru,
ktéry nie jest jego punktem wewnetrznym.

(2.3) Punkt brzegowy szbioru jest .punktem skupienia dopelnienia
gbioru 1 na odwrdt, kazdy punkt zbioru, kidry jest punktem skupienia
dopelnienia zbioru, jest punktem brzegowym zbioru.

Np. konce przedziatu zamknietego s3 jego punktami brzegowymi.

Zbiorem brzegowym nazywamy zbiér, ktérego kazdy punkt jest
jego punktem brzegowym.

Np. zbiér liezb wymiernych jest zbiorem brzegowym.

Brzegiem zbiorw nazywamy zbiér wszystkich tych punktéw,
ktore sg punktami brzegowymi albo samego zbioru albo jego dopel-
nienia. ~ ‘

Np. brzegiem przedzialu (otwartego lub zamknietego) jest zbidr
jego koricéw, brzegiem zbioru liczb wymiernych — cata o$ liczbowa,
brzegiem zbioru liczb naturalnych —on sam.

Z okreslenia punktu brzegowego wynika latwo, ze oznaczajac
przez B(E) brzeg zbioru F, mamy wzér

(5) B(E)=E.(— ).
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Poniewaz zbiory & i —F sg zbiorami zamknietymi, zatem na
mocy (5):

(2.4) Brezeg zbioru jest zawsze zbiorem zamkniglym.

Zbiorem otwartym nazywamy zbior, ktérego kazdy punkt jest
jego punktem wewnetrznym.

Np. przedziat otwarty jest zbiorem otwartym.

(2.5) Dopelnienie zbioru zamknigtego jest zbiorem otwartym; dopet-
nienie zbioru otwartego jest zbiorem zamknigtym.

Dowéd. Jezeli E jest zbiorem zamknietym i ae —H, wow-
czas @ nie jest punktem skupienia zbioru E. Kazdy wiec punkt
ae —FE jest punktem wewnetrznym zbioru —E, zatem —E jest
zbiorem otwartym.

Jezeli E jest zbiorem otwartym, to zaden punkt zbioru &
nie jest punktem skupienia zbioru —E. Wynika stad, ze zbiér —F
zawiera wszystkie swoje punkty skupienia, jest wiec zbiorem zam-
knietym.

(2.6) Swuma ilukolwiek zbioréw otwartych jest zbiorem otwartym.

Dowéd. Jezeli aed i A jest jednym z rozwazanych zbioréw,
wbéwezas pewne otoczenie I punktu a jest zawarte w A; zatem I jest
zawarte w sumie § rozwazanych zbioréw, a wiec a jest punktem
wewnetrznym tej sumy. S sklada sie zatem z samych punktow
wewnetrznych, jest wiec zbiorem otwartym c. b. d. d.

(2.7) Iloczyn skoticzonej liczby zbiordw otwartych jest zbiorem otwartym.

Dowéd. Jezeli A i B sg zbiorami otwartymi i ge 4B, to istniejg
otoeczenia I, i I, punktu g, zawarte odpowiednio w zbiorach A i B.
Poniewaz iloczyn otoczen I,1, jest réwniez otoczeniem punktu g
i jest zawarty w AB, zatem g jest punktem wewnetrznym zbioru AB.
UdowodniliSmy wiee, ze iloczyn AB jest zbiorem otwartym. Wynika
stad, ze jest tak réwniez dla dowolnej skoniczonej rodziny zbiordw.

Natomiast juz iloczyn przeliczalnie wielu zbioréw otwartych
moze nie byé zbiorem otwartym.

Np. iloczyn przedzialow >—r;1i’ 9—11-<, gdzie n=1,2,..., jest zto-
zony z jednego tylko punktu O.

(2.8) Zbidor otwarty liniowy jest swumaq skohczonej lub przeliccalne]
ilodei przedziatow (skoriczonych lub nie) ofwartych © rozlgcenych.
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Dowéd. Niech E bedzie zbiorem otwartym. Dla kazdego ae¢F
oznaczmy przez I, sume wszystkich przedzialéw otwartyeh (skon-
czonych lub nieskonczonych), mieszczacych sie w £ i zawierajgcych
punkt a. Oczywiscie I, jest przedzialem otwartym skoneczonym
lub nieskonczonym. Dwa przedziaty I, i I, s3 albo identyczne
albo rozigezne. Jezeli bowiem I, i I, maja jaki§ punkt wspdlny,
wowezas I, +1I, jest przedzialem otwartym (skonczonym lub
nieskoiczonym) zawierajacym a, i a, i zawartym w E. Zatem
Lo+ 1,,C1, oraz I,+1,CI,. Wynika stad, ze I, =1I,,.

Poniewaz E jest sumg przedziatldw I, dla wszystkich aeF,
a przedzialow otwartych roztgcznych moze byé co najwyzej przeli-
czalnie wiele (p. tw. (1.1), str. 44), zag nieskoficzonych co najwyzej
dwa, wiec F jest sumg co najwyze] przeliczalnej ilodei przedzialéw
otwartych roztacznych, c. b. d. d.

Tw. (2.8) charakteryzuje zbiory otwarte liniowe. Z (2.6)
1 z uwagi, ze przedzial otwarty (skonezony lub nie) jest zbiorem
otwartym, wynika bowiem, ze: :

(2.9) Suma skoticzonej lub przeliczalnej ilosct przedziatéw (skonezo-
nych lub nie) otwartych i roztacznych jest zbiorem otwartym.

Zbiorem doskonatym nazywamy zbidr zamkniety, zawarty
W swojej pochodnej, t.j. ktérego kazdy punkt jest punktem sku-
pienia. Innymi stowy: F jest zbiorem doskonaltym wtedy i tylko
wtedy, gdy E=FE'. .

Zbiorami doskonalymi sa np.: przedzial zamkniety, suma skon-
czonej liezby przedzialéw zamknietych, zbiér wszystkich liczb rze-
czywistych.

(2.10) Warunkiem koniecenym i wystarczajacym na to, by #bidr liniowy
byl doskonaly, jest, by jego dopelnienie bylo sumq przedzialéw (skoni-
ezonych lub nieskonczonych) otwartych i nie stykajacych sie koshcams.

Dowé6d. Jezeli E jest zbiorem doskonatym, to jego dopel-
nienie jest zbiorem otwartym, jest wiec na mocy tw. (2.8) sumg
przedzialdw otwartych i roziacznych, skoriczonych lub nie. Dwa takie
przedzialy nie moga mieé konca wspélnego, gdyz koniec ten bytby
punktem odosobnionym zbioru ¥, whrew zatozeniu, ze HCE'. Wa-
runek jest wiec konieczny.

Dostatecznodé warunku wynika z tw. (2.9) i (2.5) oraz z uwagi,
ze jezeli jakis punkt «eE jest punktem odosobnionym zbioru b,

to w dopemienin —F istniejs dwa przedziaty otwarte, majace a za
koniec wspélny.



[§1] Gestoss., 65

Zbior Cantora jest to zbiér doskonaly, nie zawierajacy
7adnego przedzialu. Bedziemy go oznaczali przez C.

Zbiér ten otrzymuje sie w sposoéb nastepujacy:

Podzielmy przedzial zamkniety I=<0,1> na 3 réwne czesel,
i wyrzuémy $rodkows, otwarts, tj. przedziat >1/3,2/3<. Z pozosta-
lymi dwoma przedzialami zamknietymi <0,1/3> i <2/3,1> uczyimy
to samo co poprzednio z przedzialem {0,1>, tzn. podzielmy kazdy
z nich na 3 réwne czesei 1 wyrzuémy czesé frodkows bez koncow.
Postepujac tak dalej z pozostalymi przedziatami, wyrzucamy w ten
spos6b za k-tym razem z przedzialu {0,1> zbiér P, zlozony z 2k-1

(o]

przedzialéw. Zbior ) P, jest wiec suma przeliczalng przedzialéw
b=1

otwartych. Oznaczmy przez C dopelnienie tej sumy do przedziatu 1.
Zbiér C nie jest pusty, gdyz zawiera punkty 0,1 i kotce przedzia-
16w rozlgeznych, ktérych sumg jest P (dla k=1,2,...). Zauwazmy,
ze przedzialy te nie stykajg sie ze sobg i ze ponadto 0 ani 1 nie jest
koricem Zadnego z nich. Oczywiseie zbidr —C jest sumg tych prze-
dzialéw oraz przedziatéw otwartych >—oo, 0< i >1,+oc{. Poniewaz
wszystkie te przedzialy nie stykajg sie ze sobg, wige na mocy
twierdzenia (2.10) C jest zbiorem doskonaldym.

Zhiér C nie zawiera zadnego przedzialu. Istotnie, po pierwszym
wyrzuceniu kazdy z pozostalych przedzialéw ma dlugosé 1/3. Po
drugim wyrzuceniu pozostate przedzialy maja diugosé 1/3% Ogolnie,
po n-tym wyrzuceniu kazdy z pozostalych przedzialéw ma dlugosé
1/3". Gdyby wiee C zawieral jaki$ przedzial, to dlugos¢ jego mu-
sialaby byé mniejsza od 1/3" dla n=1,2,...,, co jest niemozliwe.

Zauwazmy, ze za n-tym razem wyrzucamy 27! przedziatéw,
z ktérych kazdy ma dlugosé 1/3". Suma dtugosei przedziatéw, ktorych

sumg rozlaczng jest zbior D Py, wynosi zatem 2 3(3)r=1.
k=1 n=1

3. Gestosé. Zbiorem w sobie gestym nazywamy zbior, ktorego
kazdy punkt jest iego punktem skupieniz, tj. kazdy taki zbiér E,
ze ECE'.

Zbiorami w sobie gestymi sa mp.: zbiér liezb wymiernych,
zbiér liczb niewymiernych, przedzial (otwarty lub zamknigty), zbidr
otwarty, zbiér doskonaly.

Zhiér A nazywamy gestym w 2biorze B, jezeli kazdy punkt
zbioru B jest punktem zamkniecia zbioru 4, tzn. jezeli BCA.

S. Banach, Wstep do Teorii funkcyj. 5
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Np. zbiér liczb wymiernych zawartych w przedziale <0,1> jest.

gesty w tym przedziale (por. str. 59, przykiady).

W szezegélnosei zbiorem wszedzie gestym nazywamy zbidr, dla
ktorego kazdy punkt jest punktem skupienia (inaczej méwiae, kazdy
"zbibr gesty w zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych).

Zbiorami wszedzie gestymi sg np.: zbidr liczb wymiernych,
zbidr liczb niewymiernych, w ogéle kazdy zbidr, ktérego dopeinienie
nie zawiera punktu wewnetrznego.

(3.1) Kasdy z=bior nieskoticeony zawiera podzbior przeliczalny w nim
gesty.

Dowéd. Ustawmy wszystkie przedzialy otwarte o koneach
wymiernych, zawierajgce punkty zbioru E, w cigg I, 1,,...

Niech @, € EI, dla n=1,2,... i niech P oznacza zbiér zlozony
z punktéw a,. Zatem PCE. Udowodnimy, ze ECP. Istotnie, niech
I=[b,c] oznacza dowolne otoczenie punktu ae¢FE i niech w. i w,
beda takimi liczbami wymiernymi, ze b<w,<a<w,<c. Z okreslenia
ciagu {I,} wynika, ze istnieje #n, dla ktérego >Dw,w.{=1, A wigc
a, ¢ IP. W kazdym otoczeniun punktu a istnieja wiec punkty zbioru P,
a zatem a albo jest punktem skupienia zbioru P, albo Jest Jednym
z punktéw tego zbioru, c. b. d. d.

(3.2) Jezeli zbior B jest w sobie gesty, to kazdy punkt zbioru E jest
punktem skupienia kazdego zbioru D gestego w E.

Yatwo bowiem stwierdzié, ze wowczas D'DE'.

Zbiorem wnigdzie nie gestym nazywamy zbiér, ktéry nie Jest
gesty w zadnym przedziale. Z definicji tej wynika, ze:

(3.3) Zbidr jest nigdzie nie gesty wiedy i tylko wtedy, gdy jego pochodna
nie zawiera iadnego przedziatu, tj. gdy w kasdym przedeiale istnieje
przedzial, kiory ze zbiorem E mie ma punkidw wspdlnych.

(3.4) Zbidr zamknigly jest nigdzie nie gesty wiedy i tylko wtedy, gdy

nie zawiera Zadwnego preedziatu.
(3.5) Zbidr Cantora C fest zbiorem nigdzie nie gestym.

(3.6) Podebidr zbiory nigdeie nie gestego jest zbiorem mnigdzie nie
gestym.



[§1] Spéjnosé. 6

4. Spéjnoesé. Zbiér E nazywamy spdjnym, jezeli nie jest
suma dwu zbioréw 4 i B niepustych i rozlagcznych, z ktérych
zaden nie zawiera punktéw skupienia drugiego, tzn. jezeli nie mogg
byé spelnione jednoczesnie zwiazki nastepujace:

(6) E=A+B, 4B=0, AB'=0, A'B=0, A=+0+B5B.

Zbiorem spojnym skonczonym jest oczywicie tylko zbidr zlo-
zony z jednego punktu. '

(4.1) Nastepujace zbiory sq spdjne: przedzial (skonczony lub nie-
skoriczony ) i 2bidr otrzymany = preedziatu zamhknigtego po odrzuceniu
jednego lub obw jego koncow.

Zbiory te sq jedynymi sbiorami spdjnymi liniowymi nieskon-
CRONYMI.

Dowd6d. Niech E bedzie jednym ze zbioréw wymienionych
w twierdzeniu. Przypuéémy, ze E nie jest zbiorem spéjnym. Istniejg
zatem dwa zbiory 4 i B, spelniajace wzory (6). Niech a ed, beB
i a<b. Woéwezas <a,0>CHE. Oznaczmy przez K kres grny iloczynu
4 -<a,b>. Oczywiseie K e{a,b), zatem K ¢ A--B. Gdyby K ¢B, wow-
czas K bytby na mocy tw. (1.1), str. 57, punktem skupienia zbioru 4,
co jest niemozliwe, gdyz 4'B=0 na mocy (6). Wiec HeA-[a,b], za-
tem K <b. Wynika stad, ze jezeli K <K'<b, to K’ ¢ B. Wiec K jest
punktem skupienia zbioru B, co na mocy (6) jest niemozliwe, gdyz
Ked i AB'=0. Doszlismy wiec.do sprzecznosci z zalozeniem nie-
spéjnosei zbioru E. |

Na odwrét, niech F bedzie zbiorem nieskonczonym spdéinym.
Niech @i b-bedg dwoma dowolnymi punktami zbioru E i niech a< b.
TUdowodnimy, ze <a,b>CE. W przeciwnym bowiem razie istnialby
punkt ¢ nie nalezacy do E i spelniajgcy nieréwnoéé a<c<b. Jezeli
oznaczyé przez A i B odpowiednio iloczyny E->—o0, i B0, 400,
to zbiory 4 i B speialyby zwiazki (6). Zatem E nie bylby zbio-
rem spéjnym wbrew zalozeniu. A wiec E zawiera kazdy przedzial,
ktérego korice naleza do E. Stad juz latwo wynika, ze E musi byé
jednym ze zbioréw wymienionych w twierdzeniu, c. b. d. d.

(4.2) Kaddy 2bidr zamknicty niespdjny E jest sumg dwdeh zbiorow

zamknietych, roztacznych i niepustych.
h¥
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Dowbd. W przypadku, gdy E jest zbiorem zamknietym, zbiory
A i B spelniajace (6) sg zbiorami zamknietymi i rozlgeznymi. Mamy
bowiem namocy (6) ACE, wiec 4'CE'CE. Poniewaz ponadto A’'B=,
wiee A'CA ipodobnie B'CB. Zatem A i B 83 zbiorami zamknietymi.

Zbiér ograniczony, zamknigty i spojny nazywamy kontinuum.

7 (4.2) wynika, ze:
(4.3) Zbidr ograniczony, zamknigly © nie bedqey suma dwu gbiordw
zamknietych rozlacenych i niepustych, jest konlinuum.

Na mocy (4.1):
(4.4) Preedeial zamkwigty fjest jedynym Kontinuum wsrod  2biordw
liniowych nieskoticzonych.

Obszarem nazywamy zbidr otwarty i spojny.

7 (4.1) wynika, Zze obszarami liniowymi sa tylko przedzialy
otwarte (ograniczone lub nieograniczone).

5. Kategoria zbioru. Zbiér E nazywamy zbiorem I-¢j kategorii,
jezeli jest on suma skodczonej lub przeliczalne] rodziny zbiorow
nigdzie nie gestych. '

Zbiorami I-ej kategorii sg np. zbiory nigdzie nie geste, zbiory
przeliczalne.

Zbi6r nie bedacy zbiorem I-e¢j kategorii nazywamy sbiorem
II-ej Lategorii.
(5.1) Przedzial jest zbiovem II-¢j kategorii.

Dowdd. Przypusémy, ze przedziat I jest zbiorem I-ej kate-

2 A
gorii, tzn. ze I =i21 E;, gdzie kazdy ze zbioréw E; jest nigdzie nie
gesty. Z okredlenia zbioru nigdzie nie gestego (str. 66) wynika, Ze
istnieje przedzial zamkniety I, zawarty w I i nie majacy punktow
wspblnych ze zbiorem E,;. Podobnie I, zawiera przedzial zamkniety I,
nie majacy punktéw wspélnych z F, Ogélnie, kazdy przedzial
zawiera pewien przedzial rozlgezny z E,. Na zasadzie indukeji
zupelne] mozemy wige latwo udowodnié, ze istnieje taki ciag przedzia-
low zamknietych {I,}, ze 1,01,y i 2e I, nie ma punktdw wspdlnych
ze zbiorem E, (dla n=1,2,...). Na moecy twierdzenia (3.1), str. 45,
istnieje punkt « nalezgcy do wszystkich przedzialow I,. Otz ze—FE,
dla kazdego n=1,2,..., gdyz 2el,, a I, nie ma punktéw wspél-
(>

nych z E,. Z drugiej strony zel, zatem xe E,. A wiec dosaliémy

n==1

do sprzecznodei. Przedzial I jest wieec zbiorem I1I-ej kategorii.
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7 twierdzenia (8.6), str. 66, wynika, ze:

(5.2) Kaidy podzbidr zbioru I-ej kategorii jest rdwnied zbiorem I-ej
Lategovii;. kasdy =bidr zawierajqcy zbior II-ej kategorii jest zhiorem
II-¢j kategorii.

(5.3) Kasdy =bidr zamknigty 1I-ej kategorii zawiera przedziat.

Jezeli howiem zbiér zamkniety nie zawiera przedzialu, wow-
czas zgodnie z tw. (3.4), str. 66, jest zbiorem nigdzie nie gestym,
a wiee I-ej kategorii.

6. Pokrycie zbioru. Niech E bedzie zbiorem punktow,
a P rodzing przedzialdow.

Rodzine P nazywamy pokryciem zbioru E, jezeli kazdy punkt
zbioru F lezy wewnatrz jakiego$ przedzialu nalezacego do tej rodziny.

Np. pokryciem zbioru liezb calkowitych jest rodzina prze-
dzialéw postaci [k—1/3, k+1/3], gdzie %k jest dowolny liczbg cad-
kowitg. '

(6.1) Kazde pokrycie P dowolnego zbiovu E zawiera pokirycie skon-
czone lub preeliczalne tegoé szbioru, tem. Ze istnieje skoficzony lub
nieskoticzony ciag {I,} preedziatéw nalezqcych do P ¢ taki, e kazdy
punkt zbioru B ledy wewnaglrz co najmniej jednego & przedeiatow In.

Dowéd. Niech W bedzie rodzina wszystkich przedziatldw za-
wartych w przedziatach rodziny P i majacych oba korice wymierne.
Rodzina W jest przeliczalna (p. przyklad 2, str. 26). Istnieje wiec
ciag {W,} utworzony ze wszystkich przedzialéw rodziny W.

7 okredlenia rodziny W wynika, ze do kazdego przedzialu W,
istnieje taki przedzial [,e P, Ze I,OW,. Wykazemy, ze przedzialy
{I,} tworzg pokrycie zbioru E.

Jezeli bowiem z ¢ B, wowezas @ lezy wewnatrz pewnego prze-
dzialu I ¢ P. Mozemy zatem znalezé taki przedzial wymierny W,
ktéry jest zawarty w I i zawiera wewnatrz -punkt z. Wynika stad,
e WeW, a wiec dla pewnego wskaznika «: musi byé W=W,.
Poniewas W,CI,, wiec @ lezy wewnatrz In, c. b. d. d.

7 twierdzenia (6.1) wynika, Ze mozemy sie ograniczy¢ do po-
kryé, ktére sa skorezonymi lub przeliczalnymi rodzinami prze-
dzialow. L
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Nasuwa sie pytanie, czy twierdzenia (6.1) nie moznaby wzmoc-
nié, mianowicie, czy kazde pokrycie P zbioru E zawiera pokrycie
zlozone ze skonezonej liczby przedzialow. Nastepujacy przyklad
wskazuje, ze byloby to falszywe.

Niech E bedzie zbiorem odosobnionym, zlozonym 7z liezh
1/n, a P rodzing przedzialow Inz{m, p— , edzie n=1,2,... Oczy-
wideie punkt 1/n lezy wewnalrz przedziatu I, gdyz

1 1 1 ]
< = dla =1,
1 1 =

‘9'2, + 1-',“ I)l’ /rL‘ "2‘

Latwo zauwazyé, ze I, nie zawiera poza 1/n Zadnego innego
punktu zbioru E. Zatem zadna rodzina utworzona zc skonezonej
ilosci przedzialéw I, nie pokryje zbioru f. Skoiczona bowiem ilogé
przedzialéw, nie nalezacych do pokrycia P, zawiera tylko skoiiczenie
wiele punktéw zbioru E.

Okazemy teraz, ze twierdzenie (6.1) daje sie za0strzyve w po-
dany wyzej spos6b, gdy E jest zbiorem zamknietym i ograniczonym:

(6.2) Jeseli P jest pokryciem zbioru zamknigtego 1 ogramicsoneyo I,
to istnieje skoticzona liczba preedzialéw naletqeyeh do P, ktore sta-
nowiq pokrycie zbioru K.

Dow6d. Na mocy tw. (6.1) istnieje ciag co najwyzej przeli-
ezalny przedzialéw {I,} nalezacych do P, ktéry stanowi pokrycie
zbioru E. Wystarczy udowodnié, ze dla pewnego # juz rodzina zlo-
zona z n pierwszych przedzialéw Iy, I,,...,I, pokrywa zbior K.

Przypusémy, ze takiego m nie ma, tj. ze dla zadnego » ro-
dzina zlozona z przedziatéw Iy,I,,...,I, nie pokryje zbioru E. Wy-
nika stad, ze dla kazdego n istnieja punkty zbioru E, nie nale-

n
zace do sumy 2 I,. Dla kazdego n oznaczmy wiec przez &, jeden
k=1

z takich punktéw. Punkt z, nie lezy zatem wewnatrz zadnego
z przedziatow I, gdzie nz=m.

Ciag {#,} jest ciggiem ograniczonym, gdyZ jego wyrazy 53
elementami zbioru E, ograniczonego z zalozenia. Ciag {@,} za-
wiera zatem na mocy tw. (1.7). str. 58, cag czesciowy {&n}
zbiezny do pewnego punktu , Poniewaz punkty @, sa elementami
zbioru E, a F jest z zalozenia zbiorem zamknietym, wiec x,¢ E.
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Wynika stad, ze dla pewnego wskaznika a=m punkt x, leiy
wewnatrz przedziatu I,. Zatem przedzial I » Zawieralby w swoim
wnetrzu nieskoriczenie wiele punktéw ciagu {,}, co jest niemozliwe,
gdyz — jak dowiedliSmy przed chwilg — punkty z,. gdzie n;>m,
nie mogg lezeé wewngtrz przedzialu I,. Przypuszczenie nasze pro-
wadzi wiec do sprzecznosei, c¢. b. d. d.

7. Odleglosé, odstep, Sredniea. Odleglodeiq dwu punktdw
a i b osi liczbowej nazywamy liczbe |a—b| i oznaczamy przez o(a,b).
Latwo sprawdzié, ze tak okreflona odleglosé o(a,b) spelnia dla
kazdych trzech liczb a,b,¢ tzw. nierdwno$é tréjkata:
(7.1) o(a,b)< o(a, )+ o(¢,b).

Odstepem punktu a od zbiorw E nazywamy kres dolny odleg-
lo¢ci punktu ¢ od punktéw tego zbioru, tzn. kres dolny liczb
o(a,z), gdzie e K.

Odstep a od E oznaczamy przez d(a,E).

7 okredlenia kresu dolnego wynika, ze odstep spelnia warunki:

i) d(a,E)<o(a,z) dia wszystkich < E,

(ii) jeseli d(a,E)<d’', wowczas istnieje punkt xeE dla ktérego
ola,z)<d".

Warunki (i) i (ii) sg réwnowazne okredleniu liczby d(a,E)
jako kresu dolnego. Oczywiscie d(a,E)=0 dla wszelkich a 1 E.

Jeseli a e E lub aeE' (czyli jezeli a e B), to d(a.BE)=0 1 na
odwrét, jezeli d(a,E)=0, to a e E. Wynika stad w szezegblnosed, ze:
(7.2) Jeseli B jest zbiorem camknietym © a € —E, to odsiep punktu &
od zbioru E jest dodatni.

Odstepem dwu zbiordw 4 ¢ B nazywamy kres dolny liczb
ola,b), gdzie a e 4 i be B; oznaczamy go Przez d(A,B).

Odstep zbioréw spelnia zatem warunki:

i) d(4,B)<o(a,b) dle a ed i beb,

i) geseli d(4,B)<d’, wéwesas istniejq punkly a e A i beB,
dla %térych ola,b)<d’. "

7 okreélenia tego wynika natychmiast, ze:

(7.3) Jeieli E jest zbiorem zamknigtym 1 ae—E, to istnieje taki
punkt b e B, 2e o(a,0)=d(a,E).
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Dowéd. Na mocy warunku (ii) istnieje w zbiorze B taki cigg
punktow {bn}, ze o(a,bn)<dia,B)+1/n. Ciag {b,} jest wiee ograni-
czony, a zatem zawiera on na mocy tw. (1.7), str. 58, cigg cze-
ciowy zbiezny {b,}. Oznaczmy przez b punkt, ktéry jest granicg
tego ciggu. Woéwezas b e E, poniewaz zbiér K jest z zalozenia
zamkniety. Mamy dla ¢=1,2,...

0(,D)< 0(0, b+ 0By b) <, B)+ - 1 (b, D),
skad |
ola, D)< (e, B)+ T |- + 06,1

oo | T

wiec o(a, b) _d(a,E). Z drugiej strony z b ¢ £ wynika na mocy (i)
ze d(a, B)< k(a,,b) Zatem o(a,b) =d(a,H), ¢. b. d. d.

(7.4) Jedeli zbiory A © B maje punkt wspdlny, wiwczas ich odstep
jest zerem. :

Zbiory A i B nazywamy oddalonymi od siebie, jezeli ich odstep
jest dodatni.

Zbiory oddalone sa oczywidcie rozlgezne, ale nie na odwrét.

Np. zbiory {1/n} i {—1/n}, gdzie n=1,2,...,, sa rozlgczne, ich
odstep jest jednak zerem, gdyz o(1/n,—1/n)=|1/n—(—1/n)|=2/n—0
dla s—co.

(7.5) HKaide dwa zbiory A © B zamknigte ¢ roztaczne, 2z kidryeh co
najmnie] jeden jest ograniczony, sq od siebie oddalone.

Dowéd. Zalézmy, ze zbiér A jest ograniczony. Gdyby
d(4,B)=0, to istniatyby takie ciagi {a,}CA 1 {,}CB, ze ¢{ @y, by}—0
dla #—co. Cigg {an}, jako ograniczony, zawieralby na mocy tw. (1.7),

str. 58, ciag czedciowy {ay,} b zbiezny do pewnego punktu g. Po-

niewaz ¢(tn,by,)—0 dla i—oco, wige réwniez b,—g dla i—oco. Z zalo-
zenia, ze 4 1 B 83 zbiorami zamknietymi, wynika, ze ge 4 i ¢ ¢ B.
Zatem 4 i B mialyby punkt wspélny whrew zalozeniu.

Z (7.4) 1 (7.5) wynika, ze:

(7.6) Dwa zbiory ograniczone A 1 B sq oddalone od siebie wiedy 1 tylko
wiedy, gdy ich zamknigcia A ¢ B sq rostgezne.

Srednicq zbioru B nazywamy kres gorny odleglogei miedzy
punktaml tego zbioru, tzn. kres gérny liczb ola,,a,), gdzie a, ¢ E
i ayeB. Srednice zbioru E 0ZNACZAMY Przez cS(L“
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Np. $rednicg przedzialu [a,b] jest jego dlugosé b—al.

Fatwo udowodnié ogélnie, ze srednicg zbioru ograniczonego
jest réznica K —Fk, gdzie K i k oznaczaja odpowiednio kresy gérny
i dolny tego zbioru.

Tatwo tez dowiesé, ze:

(7.7) Jeteli AB=0, to 5(A+ B)<d(d)-+(B);
(7.8) &(4)=0(4) dla kaidego zbioru A4;

(7.9) Na to, by zbidr B byt ograniczony, potrzeba i wystarcza, Zeby
byto 6(F)<oo.

~ § 2. Zbiory w przestrzeni m-wymiarowej.

1. Definicje podstawowe. Przestrzeniq cuklidesowq m-wy-
miarowq nazywamy zbiér wszystkich ukladéw p= (#y,...,%n), ztoZo-
nych z m liczb rzeezywistych. Przestrzei te oznaczamy przez &™.

Element p nazywamy punktem przestrzeni & lub — gdy nie
ma obawy nieporozumien — krétko punktem. Liczbe x; (1<<E<m)
nazywamy k-ta wspdtrzedng punktu p. Punkt (0,...,0) oznaczamy
zwykle przez 0. Punkt, ktérego wszystkie wspolrzedne sa wymierne,
nazywamy punlktem wymiernym.

Dwa punkty p=(¥gy..¥n) 1 ¢= Y-y ¥m) WWazamy za réwne
wtedy i tylko wtedy, gdy

(Pl:yli 312:‘}/2; vevy {l'm'-:—‘ym.
Piszemy wowczas p=q.

Odleglosciq dwu punktéw p=(2y...;@m) 1 ¢=(1s--y¥m) PIZE-
strzeni &™ nazywamy liczbe

2

olp, )=V, — 1P+ A (@ —Ym)*
(1.1) Odlegtoéé o(p,q) ma nasigpujgee wtasnosei:
(1) o(p,q)=0 wtedy ¢ tylko wtedy, gdy p=4q;
(2) olp,9)=o(q,p);
(3) olp,@)<olp,r)+ oy q)-
Nierdwnosé (3) nosi nazwe nierdwnosei trdjkata.
Zanim przystapimy do dowodu nieréwnosei (3), ktéra jedynie

g0 wymaga, udowodnimy pewne nieréwnosei arytmetyczne, ktore
beda nam przydatne réwniez w § 1,6, str. 115.
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(1.2) Nieréwnosé Holdera. Jeseli a>1 i f=caf(a—1), wowczas
dla wszelkich liczb @y, ...%m T Yu.yYm 20chodrl nastepujocy wedr,
swany nierdwnodeiq Holdera:

MMUI ﬁmyw@gmmw

l_

. 1. 1 )
Dowod. Wezmy pod uwage funkeje ¢(5)= P &4 i —&dla £>0

Obliczajge jej minima podlug regul rachunku rézniczkowego, widzimy,
ze jedyne minimum przyjmuje ona dla =1, a poniewaz g(1)=0,
wiec

1 1
fg-fetl = dla £20.
o p
W szezegdlnosei dla 5__!}}3_1___ z tej nierdwnogci dostajem
-Czed N TS jemy
po obustronnym pomnozeniu przez |ylf
{ ] lee Jij
(4) W-+4m

Podstawiajac teraz w nieréwnosei (4) kolejno
zamiast @, 1 ¥, oraz sumujge wedlug i=1,2,...,m, dostajemy, po

uwzglednieniu, ze %—l—%, =1, nieréwno$¢ Holdera.

Dla a=2 jest f=2 i z nierdwnosci Holdera dostajemy tzw.
(1.3) Nieréwnosc¢ Schwarza. Dia wszelkich liezb 2y, ..., %n © Yy ¥,
zachodzi nastepujqey wzdr

nn

m
i—‘-—z; |74,] < f%’T ()" Y3

= i=1

zwany nierownosciq Schwarza.

Obecnie mozemy udowodnié nierdéwnogé tréjkata. Niech

P=(Tyy .y ), ¢= (Y1, ceylm)y T= ('~1: Nm)

Wowezas -

m m
lgw‘ﬁ2=EW—wHT~ﬂ+“(rwﬂ@~%¥
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Stosujge nieréwnosé¢ Schwarza do obu sum po prawej stronie,
dostajemy

m

, m , m . m ,
(@ =9 P<LS @y P LY = 2P P 13 (0= 3 [ =T
== I= ==

1=

NeF!

0

m
Dzielac obie strony przez [ (wv;—v;)*]":, otrzymujemy
i=1

m

m m
[1:\21 (;l‘i——yi)‘?-]‘/s <[¥ (mi-::i)?]’lz +N (2, —yi)ﬁ]‘la,

]

i==1 i=1

tj. olp,q)<olp,r)+ o(r,q) czyli nieréwnosé (3), c¢. b. d. d.

Jest widoczne, ze dla n=1 przestrzei &' mozna uwazaé za
identyczna ze zbiorem liczb rzeczywistych i ze odleglogé obecnie
zdefiniowana jest réwna odlegtosei zdefiniowanej na str. 71. Z te]
przyczyny przestrzen &' nazywamy tez linig prosiq, a zbiory w niej
lezace — gbiorami liniowymi. .

Przestrzenn &% nazywamy plaszczyzng 2-wymiarowq.

Ogélnie, w przestrzeni &™ zbidr punktéw p= (vy,...,2y), spel-
niajgcych réwnanie ' :

iy + oo A=,

w ktérym nie wyzystkie wspétezynniki aj,...,an $§ réwne 0, nazy-
wamy plaszezyang.

W szezegblnodei zbiér punktéw spelniajacych réwnanie #=25
jest plaszcezyzng.

Zhiér E, zawarty w jakiej$ plaszezyznie, nazywamy plaskim.
(1.4) Pizez kazde m punkidw przechodzi co najmniej jedna pla-
szeRyIna. ‘

Dowéd. Niech py,...,p, beda dowolnymi punktami; niech
p=(xl,...,z! ). Wezmy pod uwage ukiad réwnail

s 1 _L_ /'31 et
a7 +...+a, al =b

A
a,xn ... 4a, ¥m=b.

o0 niewiadomych @y, ..., @nm, b. Jest to uklad m réwnan o m+1 nie-
wiadomych.
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Ma on wiec niezerowe rozwigzanie a, oy, b talkie, ze liczby ay, ..., q,
nie s réwnoczesnie rowne 0. Tym samym twierdzenie jest do-
wiedzione.

Wezmy pod uwage dwa punkty:

. 2
plz( vt ) 1 pQ——:(;Ii’. ,.Im)

m
Zbiér punktéow p= (ry...y%m) takich, ze a;=da}+4 (1—3)a?
edzie 0<<#<1, nazywamy odcinkiem hy“wg('?/vm PURILY Py T Doy lub
krotko odeinkiem. Omaczamy go DPrzez pips.
Punkty py,p, nazywamy koneami odcinka.
Dla %k punktéow p,,py -0, zbilr P, p2+ —l—pk 11’k NAZY Wamy
tamang tgezqeq punkty PPy ..,P, 1 0ZNACZAMY DIZCL Py Py... P,

2. Przedzialy. Niech dane beda w przestrzeni & takie dwa
punkty a=(,...0n) 1 b= (byyer,bm)y Ze a;<b; dla 2=1,2,..,m.

Zbiér punktéw p=(fy,...,Tn), ktorych wspélrzedne spelniajg
warunki @;<a;<b; nazywamy preedzialem otwartym 1 oznaczamy
PEZRZ >y, eyl byy oy U 1D DYZEZ D055 B:<.

Zbiér punktéw p=(r1,..,%n), dla ktérych sa spelnione wa-
ranki a;<x;<b;, nazywamy przedziatem zamkniglym 1 oznaczamy
przez {ay, -y Qmj byy -y by Tab przez {a; b. Tak okredlone przedzialy
otwarte i zamkniete bedziemy tez oznaczali wspolnym symbolem
[C1yeeey Qs Dyyoeny Uiy 1UD [ By)-

Szerokosciq przedziatn I=/[ay,...,an; by, ..., 0] Nazywamy liczbe
min (b;—a;), a dlugosciq przedzialu I nazywamy liczbe max (b;—a;).

i==1,... 002 i=1,...,m

Miarq przedziatn I=[ay,...,au; by, ..., by] nazywamy liczbe
(bl_al) Peeet (bm_a’m)'

Seiang przedzialu [ay,..., am- by,...,0n] nazywamy kazdg czedé
wspblng przedzialu <{ay,..,am; b m> z ktérgkolwiek z 2n plasz-

czyzn o rownaniach x;=a; wi._ b,-, gdzie 1=1,2,...,1m.

Brzegiem przedzialu nazywamy sume (oczywiscie w sensie
sumy zbiordw) wszystkich scian przedziatu.

Waetrzem  przedzialu  [aq,...,a@n; by, 0] Dazywamy  zbidr
punktow p=(r,...,0m) takich, ze @;<a;<b; dla i=1,2,..,m.

Dwa przedzialy, ktérych wnetrza nie maja punktow wspol-
nych, nazywamy wniezachodzqeymi na siebie.




Przedzialy. (i
Dwa przedzialy niezachodzace na siebie, ktérych brzegi majg
punkty wspolne, nazywamy stykajacymi sie.

(2.1) Kaidy =bior przedziatéw niezachodzqeych na  siebie jest co
najwyiej przeliczalny.

Dowbdd. Mozemy kazdemu przedzialowi danego zbioru prze-
dziatéw przyporzadkowaé pewien punkt wymierny nalezacy do
wnetrza tego przedziatu. W ten sposéb otrzymujemy wzajemnie
jednoznaczne odwzorowanie zbioru przedzialéw na cze$é zbioru
wszystkich ukladow (ry,...,xn), zlozonych z m liczb wymiernych,
q zbiér takich ukladéw jest przeliczalny na moey tw. (4.4), str. 25.

(2.2) Jeseli ciqg przedziatdw zambnigtych {I,} jest zstepujacy
(1j. kaidy = nich sawiera nastepny ), wéwezas istnieje co najmniej fje-
den punkt nalesgey do wszystkich przedzialdw. tego ciggu.

Dowéd. Niech I,=<af,...,am; V1y--ybmy; poniewaz InD Iy,
¢ wiec musi byé a}’gaf"+1<b}‘+1<b"; dla j=1,2,...,m i n=1,2,... Ozna-
czajac przez I; przedzial liniowy {a}, b7y, mamy zatem 17D I}I'H dla
n=1,2,... Na mocy twierdzenia (3.1), str. 45, istnieja takie liczby a;,
ge f <a;<by dla j=1,2,...m 1 n=12,.. Punkt p=(2,..., Tm)
nalezy zatem do kazdego z przedzialow I,. ¢. D. d. d.

Kazdy zbiér K nie zachodzgcych na siebie przedzialdw, pokry-
wajacy lacznie przestrzen, nazywamy kratq.

Liceba, charakterystyceng kraty K nazywamy krves gorny dhu-
godci przedzialéw tworzgeych te krate; oznaczamy ja przez A(K).

Regularnym ciagiem . krat nazywamy kazdy ciag {K;} krat
o tej wlasnoseci, ze kazdy przedzial kraty K., jest zawarty w pew-
nym przedziale kraty I oraz A(K;)—0.
(2:3) Istnieje regularny ciag krat.

Dowéd, Oznaczmy przez K, zbiér wszystkich przedzialow po-

]‘:1 ]l:]" kl_i— 1 kn] + 1\ » . -
St s T T ar ) gdzie ky, ..., ky s dowolnymi liez-

staci

bami catkowitymi. Widzimy odrazu, ze K, jest krata 1 ze A(K;)=1/21
Przedziaty kraty K.y powstajg przez podzial przedzialdow kraty
K; na 2m czesei; wynika stad, ze kazdy przedzial kraty K g jest
zawarty w jakim§ przedziale kraty K . Ciag krat {I} jest wiece
regularny.
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3. Granice. Cigg punktéw {p,} nazywa sie zbiedny do
punktu py, jezeli o(p ,p,)—0; piszemy to W postaci lim p = p, lub

n-»oco
pn—>p 0’

(3.1) Na to, by cigg {p,}, gdeie p,=(2},..,Z7,), byt zbiedny do punktu
Po= (2%, ..., a2 ), potrzeba 1 wystarcza, Leby
(1) lim 2= 1! dla i=1,2,...,m.
n=yoo

Dowéd. Koniecznogé warunku wynika natychmiast z nie-
réwnosei - |or—af<o(p,,p,). Dla dowodu dostatecznosei niech
ph= (2], .., 0,20 4, L20) dla k=1,2 2,..,m—1 i niech po=p .
Widzimy od razu, ze g(pk,pitl)= ‘$k+1 2., dla k=1,2,..,m—1
oraz o(Py Pl —-]xﬂ_a;"]

Stosumc m-krotnie nier6wnogé trojkata, otrzymujemy

0(Dy 1 P)< 9P, PL) + 0(PL, P2) + -+ o(pphp,) =
=[a::‘1)——w;|—l-[wg——wg[—k...—{—]mgl—wgl}.

7 (1) wynika wiec, ze g(pg,p,)—0.
(3.2) Nastepujacy warunek jest Fkonieczny 1 wystarczajqcy ne to,
by ciag punktdw {p_} byl zbieiny:

Warunek Cauwchy’ego. Do Laidej liczby ¢>0 dstnieje taka
liczba N, ze dla wszystkich r=>N © s2N zachodzi nierownosé

9(pr7ps)<5-

Dowéd. Koniecznodé warunkn wynika natychmiast z nie-
réwnogei  tréjkata. Dostateczno$é za§ wynika' z nieréwnosei
lar—a3| < o(p,, ), gdzie p,=(a},...,23), Z twierdzenia (2.1), str. 48,
oraz z twierdzenia (3.1).

Ciag {p,} nazywamy ograniczonym, jezeli igtnieje taka liczba M,
ze o(p,, )< M.

7 latwodcig dowodzi sie nastepujacego twierdzenia:

%m
potrzeba i wystarcza, by istniata taka liczba N, ze |z7| < N dla i=1,2,...,m

(3.3) Na to, by ciag {p}, gdeie p, =(ab,..,2"), byl ograniczony,

oraz n=1,2,...




[§ 21 Otoczenie. 79

Twierdzenia (3.1) i (3.2) pozwalaja sprowadzié¢ hadanie zbiez-
no$ci i ograniczonosei ciagbw punktéw w &™ do badania ciggow
liczbowych. Korzystajgce z tego i ze znanych twierdzen o ciagach
liczbowych, dowoedzi sie latwo, Ze

(3.4) Katdy ciqg zbieiny jest ograniczony.

- (3.5) Kazdy ciqg czgscw’zm/ ciqgu cbieinego jest bhieiny do tej samej
granicy.

(3.6) Ciag powstaly przes zmiang porzqdku wyrazdw ciggu shieineqo
jest zbieény do tej samej graniey.

3.7) Twierdzenie Weierstrassa dla przestrzeni &". Kaidy
cigg ogramiczony zowiera ciqg czesciowy cbieiny.

4. Otoczenie. Niech r bedzie liczbg dodatnig.

Kulg otwarig o srodku p, i promieniu r nazywamy zbiér pun-
ktéw p, spelniajacych nieréwno$é o(p,po)<7, @ kulg zamhknigtq
o tymze frodku i promieniu nazywamy zbiér punktéw p spelniaja-
cych nieré6wnosé o(p,pe)<7-

Kule otwarta oznaczaé bedziemy przez K(pg,r), 2 zamkniety —
przez K(pg,7):

B (pg,1)= E{ (P:po)<’p K(per)=F{e (P, po) <7}

p

(4.1) Jeseli K= K(p,,r) jest kulg otwartq 1 pell, to istnieje prze-
dziat ICK, do kidrego wnetrza naledy punkt p.

Dowdd. 1ech d=1r—o(py,p); latwo widzieé, ze d>0. Niech

1/
P=(Lyy ..., L) OTAZ I=\xi—-—d_—_-; 2y

; i+ V“:\
1

lezy do wnetrza przedzialu I. By okazad, ze ICK, wezmy pod uwage
inny punkt p=(%,....Em) € [ i niech 2, .,a% beda wspOirzednymi
punktu p, Mamy

Oczywideie punkt p na-

m
0(Poy )< 0(Doy D)+ 0(P,P) =0\ Py P) + l/g1 (r—F)? <

zatem 7P € K.
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Roéwnie latwo dowodzi sie twierdzenia:

(4.2) Jeteli I jest dowolnym preedeiatem otwartym i p e I, to istnieje
taka kula KCI, %e p e K.

(4.3) Dla kaddych dwich réinych punktdw p; © py istniejq takie kule
zamkniete K, © H,, e p e Ky, py e Ky @ K K,=0.

Dowé6d. Wystarezy przyjaé¢ 7= (1, 0s); L= K(p,,7[3)
i Ky =EK(ps, 7/3).

Otoczeniem punktu p nazywamy kazdag kulg otwarty zawiera-
jaca punkt p.

Punktem skupienia zbioru E nazywamy kazdy punkt p, w ktd-
rego kazdym otoczeniu istnieje co najmniej jeden punkt zbioru ¥
rozny od p. \

Zauwazmy, ze w Rozdziale 111 (§ 1) definicje zbioru odosobnio-
nego, pochodnej zbioru, zbioru zamknietego, zamknigcia zbioru,
zbioru otwartego, zbioru brzegowego, brzegu zbioru, zbioru w sobie
gestego, gestego w drugim zbiorze, kontinuum, zhiorn wszedzie
gestego, doskonalego, nigdzie nie gestego oraz zbioréw I-ej i 1I-ej ka-
tegorii zostaly tak sformulowane, ze mozemy przeniesé je bez zmian
na zbiory w przestrzeni &". W dalszym ciggu bedziemy wiec uzywali
tych samych pojeé i symboléw co w Rozdziale 111, w szezegdlnogei
symbolu E’ dla oznaczenia pochodnej zbioru F, symbolu X dla
oznaczenia jego zamkniecia itd.

Wnetrzem zbioru E bedziemy nazywali zbiér punktéw we-
wnetrznych tego zbioru i oznaczali je przez W(I).

Zbiér W(E) jest oczywiscie otwarty i réwnos¢ E=W(FE) cha-
rakteryzuje zbiory otwarte.

Mozna obecnie przeniesé¢ twierdzenia Rozdzialu III na zbiory
przestrzeni &, ezynige pewne drobne zmiany formalne w niektérych
dowodach. W ten sposéb mozna z latwodcia dowiedé nastepujacych
twierdzen dla zbioréw w przestrzeni &™:

(+.4) Kaidy =bidr ma co najwyzej przeliczalng ilo$é punktdw od-
osobnionych.
(£.5) Dla wszelkich zbioréw A i B mamy:
(1) (4+B)=A'+B; A+B=A+F;
(2) jedeli ACB, to A'CHB’;
(3) A=A4.
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(4.6) Pochodna iloczynu tlukolwiek =zbioréw jest sawarta w iloczynie
pochodnych tych zbiordw.

(£.7) Pochodna kaidego zbioru jest zbiovem zamkniel ym.

(4.8)  Iloczyn ilukolwiek zbiordw zamknigtych jest sbiorem zamknietym.
Suma skoticzonej liczby zbiordw zamknigtych jest hiorem zamknietym.
(4£.9) Suma ilukolwiek =zbiordw otwartych jest sehiorem’ otwartym.
Tloceyn skovczonej liczby zbiordw otwartych jest cbiorem otwartym.
(4.10) Jezeli 2bior E fest otwarty, to bidr —E jest zamkniety. Jesels
zbior B jest samkniety, to 2bidr —E jest otwarty.

(4.11) Kaidy =bidr nieskonczony zawiera podebicr preeliczalny, w nim
gesty. _

(4£.12) Przedzial jest zbiorem II-€j Lateqozzz

Poniewaz kazdy zbi6ér zawierajacy zbiér IIX-ej kategorii sam
jest oczywiscie zhiorem II-ej kategorii, wigc
(4.13) Kazdy zbidr otwarty niepusty (a wiec i cala poﬂesz‘;zen 8’")
jest gbiorem Il-ej kategorii.

(4.14) Hazdy zbior zamkniety 11-e) kategorii zawiera kule.

Wynika stad na mocy twierdzenia (4.1), str. 79, ze
(4.13) Kasdy =2bidr zamkniety 1I-ej kategorii zawiera preedeial.
(4.16) Suma przeliczalnej ilodci zbioréw I-ej kategorii jest zbiorem
I-ej kategorii.

W szezegblnosci wiee zbidr prezeliczalny jest I-ej kategorii.
(4.17) Jeseli zbidr E jest I-ej kategorii, to zbior —E jest II-ej
kategorii.

Twierdzenie (2.8), str. 63, dla przestrzeni &, gdzie m > 1, bytoby
falszywe; tatwo np. okaza¢, ze kula nie da sie przedstawié jako
suma przeliczalnej mnogosei przedzialdw otwartych roziacznych.

Prawdziwe jest natomiast nastepujace twierdzenie:

(4.18) Kazdy zbior otwarty @ jest sumq co najwyzej przeliczalnej
mmnogosei przedziatow zamknigtych, nie zachodzqeych na stebie.

Dowdd. Niech {K;} bedzie regularnym ciagiem krat, a H;—
sumg tych przedzialéw kraty K;, ktére sa zawarte w zbiorze G.
S. Banach, Wstep do Teorii funkeyj.. o » ‘ ‘ 6
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i=1

e , '
Okazemy, e G=2 H;. Jest jasne, ze

(@) | S HCE.

=1

Niech p bedzie dowolnym punktem zbioru G; istnieje wiec
7
kula K=K(p,r)CG; istnieje tez takie i), ze A(K;)< Vo Jezeli dwa,

punkty p,,p, naleza do jakiegos przedzialu I ¢ K;, to

3) | o(PyyPa) < l/m i—)2= 7.

Istnieje taki przedzial IeK;, ze pel; wobec (3) jest
o(p,¢)<<r dla kazdego punktu ¢el, skad ICKCE, a wiec peH;.
W ten sposéb okazalismy, ze

GCZ Hi:
i=1

co lgeznie z (2) daje réwnodé G= Z; H;.
=

Ustawmy teraz wszystkie przedzialy, ktére wchodzg w sklad
zbiorow H; dla i=1,2,..., w ciag {I,}. Moina to uczynié, poniewaz
jest ich przeliczalnie wiele na mocy tw. 2.1, str. 77. Jezeli usuniemy
z tego ciggu przedzialty, ktére sa zawarte w poprzedzajacych (a tylko
ten wypadek jest mozliwy, bo ciag krat jest z zalozenia regularny),
to otrzymamy ciag przedzialéw nie zachodzaeych na siebie, ktérego

sumg jest nadal ) H;, a wiec zbiér G-
. i=]

(4.19) Kaddy zbidr otwarty G jest sumaq co najwysej preeliczalne]
tloset kul otwartyeh (niekoniecanie rozlgczmych).

Dowdd. Nieeh p,p,,... bedzie zbiorem wszystkich punktéw
wymiernych, nalezgeych do @. Dla kazdego », istnieja takie liczby ,
dla ktéryeh K(p ,r)CE. Niech 7, bedzie ich kresem goérnym.

Okazemy, ze H(p,r )CG. Istotnie, gdyby istnial punkt
Dy eH(p,,r)—G, to byloby 0(pey P,) <7, 1 po non e @, skad dla
r=3r +o(pyp,)] mielibysmy r,>1>0(py o), a wiec punkt
Py € K(p ) 1 tym samym kula K (p,,7) nie bylaby zawarta w zbio-
rze ¢. Tym bardziej zadna kula K(p, ,7), gdzie F>r, nie bylaby
zawarta w &, co jest sprzeczne z okresleniem liczby T
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Okazemy teraz, ze G—ZZL,,, gdzie K _=K(p_r ). Jasne jest,

n=}

ze 2 K,CG@. Wystarczy wiec dowiesé, ze GC 21{,,. Niech

n=} n=1

P= (L, ..., 1) € G. Istnieje wiee taka kula H(p,»)C@G 1 takie liczby wy-

MUEINe Wy, ooy Wy, 2€ [W—g] < == V dla i=1.2,...,m. Dla p={10y,...,Wn)
2Ym

o(p, io')—l/ i .v,-;r2<l/ ( P )

a zatem P e K(gy, ) Nadto A( l/m)CK p,r)CE, albowiem dla

many wiec

Lcl*‘.‘

kazdego punktu p’e (

) =

o(p,p )< o(p. D)+ oD, p )<—

~

T <
2w
Punkt 7 wystepuje w ciagu pq,ps, ... Niech wiee p=p_. Musi by¢
7 . y ' '
“‘—2% <ty gdyz ﬂ(ﬁn,—rl/ﬁ) Cd, a zatem peh(p_ 7). W ten sposéb

tO

okazalismy, ze GC _,;311{,,.
o

PRZYKEADY. 1. Zbiory zamkniete i doskonale.

(a) Zbidr . pusty jest zamkniety, gdyz nie posiada zadnych
punktéw skupienia; pochodna jego jest wige zbiorem pustym, zatem
jest w nim zawarta.

(b) Cala przesirzerr & jest zbiorvem zamkwnigtym.
| (¢) Kaidy przedzial zamknigty I=<ay,...,am; by,-..,0my jest zbio-
rem doskonalym. '

Istotnie, niech p_= (a%,...,a") el i p_—p,= (a9,...,2% ). Wowezas

mamy a,<<p<Lb, a na mocy tw (3.1), str. 78, ]e&t hm oh= 79 dla
n-»co

i=1,2,...,m. Wynika stad, ze a<a?<b, a wiec @, e L. g

(1) Kaidy odcinek pq jest zbiorem zamknietym. L

O-‘.TIG&
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Jest to oczywiste, gdy p=y¢; zalézmy wigc, Z& pFg. Jeseli
¢ {p,} punktéw odcinka pq dazy do punktu p = (af,...,a9 ), i jezeli
p (‘Tl; CCm) q—"(JD )Jm)’p _—(‘271,. ,‘L")tO many $"""19n.’ib‘i+( '—ﬁn)yiﬁ
gdzie 0<9,<1 oraz lim "= 2a?. Istnieje poza tym takie ¢, ze z, %Y, ;

N0
ar—y, =Y,
wowezas P, = —4— " — ;i’:_-,,*—ﬁo i jasne jest, ze 0<J,<1.
’ iio_?/io ) Ji() :

Stad a2 — 95,4 (1—7Jy)y,=2}, wiee p, € pg.

Fatwo mozna okazad, 7e plaszezyzna jest zbiorem zamknigiym.

(e) Zamana jest zbiorem zamkniglym, jako suma skonczonej
liczby odcinkéw, ktore sg zamknigte.

(£) Jeseli = preedzialu zamknigiego I wusuniemy preeliczalny
shidr praedzioatéw otwartych, nie zachodzqeych na siebie, otraymamy
2bidr doskonaly.

Niech bowiem {I,} bedzie ciggiem przedzialéw otwartych,

[= o]

ktore usunelismy z przedzialu I, i niech E= I ——Z I,. Na mocy

n=1
tw. (4.10), str. 81, zbidr E jest zamkniety.

Pozostaje do okazania, ze ECE’. Niech p e I. Jezeli p nie jest
punktem skupienia zbioru I—F, to oczywiscie p e E'; jezeli za$
p € (I—E), to istnieje taki ciag {p } punktow zbiorn I —F, ze p —p.
Do kazdego n istnieje taka liczba k,, ze p, e I; . Widzimy, ze od-
cinek d_= ﬁ)n nie moze by¢ zawarty w zbiorze Iy , gdyz pnon el .

Jezeli wige pel,, to p nalezy do jednej ze Scian S prze-
dziatu I ; mamy wowezas SCH, gdyz przedzialy I, nie zacho-
dza na smble. Sciane S mozemy uwazaé¢ za przedzial w prze-
strzeni &™ ', wieec SCS°, a stad peS'CH.

Jezeli za§ pnonel,, to na odeinku d, musi istnie¢ punkt
q,¢ B, a wowezas o(p,q,)<olp,p,) 1 z p—p wynika ¢ —p, skad
pek'. Zatem ECE’, c.b. d. d.

(g) Zbior Cantora C, w &2 jest zhiorem doskonalym mnigdzie
nie gestym.

Zbior ten tworzy sig w sposéb nastepujacy. Dzielimy przedzial
zamkniety 1=<0,0;1,1> na 9 1‘6wnvch przedzialow <ay, as; by, by,
gdzie a,.a, przebiegajg liczby 0, 1, 3, a by=a,41 i b‘,“aD-{—g Z I usu-
wamy przedzial otwarty srodkowy, tj. przedzla& > 13 3, 3K Kazdy
z pozostalych 8 przedziatow dzielimy znéw na 9 réwnych przedzialdw,
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z ktérych usuwamy przedzial otwarty srodkowy. Postepujae tak
dalej, usuwamy za A-tym razem z przedzialu 7 zbiér P, zlozony

oo

z 8%1 przedzialéw otwartych. Zbidr H=_ P, jest wiec zbiorem
k=1

otwartym. Zhior Cy=I—H nazywamy zbiorem Cantora w &2 Zbior
ten jest doskonaly na moey (f). Dowdd, ze jest on nigdzie nie gesty
przebiega podobnie jak dla zbioru € na linii prostej.

W analogiczny sposéb buduje sie zbidr Cantora C, w &"
dla m >2, ktory tez jest doskonaty i nigdzie nie gesty.

(h) Kula zamknigta jest zbiorem zamknietym (co uzasadnia
oznaczanie jej przez K(p,r)). |

Fatwy dowod pozostawiamy czytelnikowi.

2. Zbiory otwarte.

(1) Zbior pusty i przestrzen & sa zbiorami otwartymi.

Okazemy na str. 91, ze te dwa zbiory sa jedynymi, ktére
sg rownoczesnie zamkniete i otwarte.

(j) Hula otwarta jest zbiorem oftwartyn:.

Jezeli bowiem p = K(po, 7}, t0 olp,,p)<r. Niech ry=¢—o(py,p).
Jezell g e K(p, 1), t0 o(q, po)<oly, plT-o(p. po) <[#—0(pe, D) 1 0(pe,p) =T,
a wiee K(p,r)CH(py,r). W ten sposdb okazalismy, ze p jest punktem
wewnetrznym kuli H(p,,7).

Podobnie dowodzi sie, ze

(k) przedziat otwarty jest chiorem otwartym.

3. Zamkniecie, wnetrze, brzeg. Pozostawiamy czytelnikowi
do okazania, ze

(1) Zamknieciem przedzialc [ay,...,dm; Dyy-... b jest przedziok za-
mkniety {ay.....0m; byy.oryDm>y whelrzem tego preedziatu jest przedzial
otwarty Sty ..., am; by, ..., 055 brzegiem (zbiorem punktow brzegowych)
tego przedzialu jest zbidy wszystkich punktow, ktére naledq do preedziatu
camknietego {ayy...,@m; by, ...y by & do  Ektorejkolwiek z plaszezysn
o rownaniach x;=a; y,=b,.

To uzasadnia nazwe b}'*eg przedzialuy uzytag w § 2,2, str. 76.

(m) Zamkniegciem kuli K(p,r) jest zbior

K(p,r)= E’Jp,q)\h,
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wnetrzem kuli zamknietej K(p,r) fjest kula E(p, )y brzegiem kuli
H(p,r) jest zbior
Elolp,q)=r}.

q
(n) Brzegiem odcinka pg w preestrzeni & dla m>1 jest caly ten
odcinek. '
Stad wynika, ze odeinek i lemana s¢ w &" dla m >1 zbio-
rami brzegowyma.

5. Odstep, §rednica. W Rozdziale IIT (§ 1,7, str. 71) zdefi-
niowalismy odstep punktu od zbioru, odstep dwu zbioréw, srednice
zbioru dla zbioréw liniowych oraz zbiory oddalone. Definicje
te sa tak sformulowane, ze mozna je przenies¢ bez zmiany na
zbiory w przestrzeni &". Z latwoscia stwierdzamy, ze 1 w tym
wypadku wszystkie udowodnione tam twierdzenia pozostaja praw-
dziwe.

PRZYKEADY. 1. Odstep punkiu q od kuli K= K(p,r) jest
réwny 0, gdy o(po@)<7y @ r6wny o(Po,q)—"; gdy o(po,9) >1

Istotnie, w pierwszym wypadku g e K, w drugim za$ jest dla
kazdego p' e K

0(q.p") = 0(Dy, @) — 0(P'y Do) >0(Dy, Q) —1,

skad
(4) d(g, )= o(po, 9)—
Z drugiej strony, niech 0 <e<?, py=(29,..,2%); q=(2rp ...y, )-
Poiozmyao—-ﬁx" (L=, p'=(a], ...ra,,) 1 oblerzmy f=1—— °
" e(Porq)

Wyliczamy latwo, ze Q(']J',po)=7“-a, wiee ¢’ e K(pg,7) oraz, ze
o', g)=0lpg, q) —7-+¢, skad, wobec dowolnoscie, d(g, )< o(py, ¢) —7-

2. Srednica przedeiotu I=<ay,...,0n; by ..., bm> fest réwna
n
i=1

Dla dowolnych bowiem punktéw p’'= (&1, ...,¢m) i p"'= (2, ..., y)
przedziahu I jest |zi—ai|<b;j—a;, skad '
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(pmﬂ——.ZMrwzsi/yw—m

a wiec

Z drugiej strony, punkty p=(ay...,an) 1 q#(bl,...,bm) nalezg
do I, wiec

5(I)> olp, g)— [/_i’*(bz-—anﬂ.

i=1

3. Srednica kuli K(p,r) jest réwna 2r.

6. Sp6jnesé. Zbiér E nazywamy spéjnym, jezeli nie jest
sumg dwoch zbioréw A i B niepustych, rozlgeznych, i z ktoryeh
zaden nie zawiera punktéw skupienia drugiego:

(5) E=A4+B, A+0, B0, AB+AB'-+A'B=0.

(6.1) Suma dowolnej mnogosci zbioréw spdjnych, = ktorych kaide
dwa maja punkt wspdlny, jest zbiorem spojnym. '

Dowé6d. Niech E bedzie suma zbiordw rodziny H zloZonej
ze zbioréw spéjnych, z ktérych kazde dwa maja punkt wspilny.

Przypusémy, ze zbiér E nie jest spdjny. Istnieja wiee zbiory
A 1 B, dla ktérych zachodzi (5). W szcezegélnosei istniejg wsrod
zbioréw rodziny H dwa takie zbiory C i D, ze AC=%0 i BD==0.
Woéwezas CCA, bo gdyby. bylo CB =0, to dla zbioréw

mielibysmy

C=A4,+B,, A,+0, By=0 i A,Bj+AiB;+4,B=0

wbrew spojnosci zbioru C. Podobnie musi byé DCB. Na mocy za~
lozenia istnieje punkt p e CD, a poniewaz CCA i DCB, wiec pedB,
skad wynika, ze AB==0 wbrew (5).

(6.2) Jeseli zbior B jest spdjny, to kaidy taki shidr H, 3¢ ECHCE,
jest spdjny.
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Dowoéd. Przypusémy, ze zbiér H nie jest spojny. Istniejg wiec
takie zbiory 4 i B, 7Ze

H=A-+B, A=40, B=0, AB'=0.

Niech 4,=4F i B,=BE. Oczywiscie E=4;+ B;. Poniewaz
zbiér E jest spéiny, to 4, lub By, np. 4;, jest pusty, czyli 4E=0,
skad ACH—ECE—E, a wiec kazdy punkt zbioru A jest punktem
skupienia zbioru E. Poniewaz za§ ECH—A=B, wiec kazdy punkt
zbioru 4 jest punktem skupienia zbioru B wbrew zalozeniu, ze
AB'=0. '

7 latwoscia dowodzi sie réwniez nastepujacego twierdzenia:

(6.3) Jezeli dla wszelkich dwdch punkidw p i ¢ zbioru B istnieje pod-
zbidr spojny H zbioru E, zawierajgcy te punkty, to zbidr B jest spdjny.

Niech teraz p bedzie dowolnym punktem zbioru F. Oznaczmy
przez S sume wszystkich podzbioréw spéjnych zbioru F, zawiera-
jacych punkt p. Zbiér § jest niepusty, gdyz zbidr zlozony z samego
punktu p jest spéjny i zawarty w E.

Zbiér 8 nazywamy skladowq punktu p w zbiorze K.

- Og6lnie zbiér S nazywamy skltadowq zbioru E, jezeli § ]est.
skladowg jakiegos punktu w zbiorze E.

Kazdy punkt p zbioru F nalezy do jakiejs skladowej zbioru E

(mianowicie do skladowej punktu p w zbiorze E).

(6.4) Kaida skltadowa bioru B jest zbiorem spdinym.

Dowéd. Niech § bedzie skladows punktu p w zbiorze E.
Na mocy (6.1) i definicji skltadowe] punktu w zbiorze, zbidr § jest
spojny.

(6.5) Duwie skladowe zbioru E sq albo rozlgezne, albo identyczne.

Dowé6d. Niech §8; i 8, bedyg skladowymi zbioru F 1 niech
8, 8,==0. Istnieje wiec punkt peS,;8,. Oznaczajac przez S skladows
tego punktu w zbiorze E, mamy 8,CS8 i §,CS8, gdyz S jest sumg
“wszystkich zbioréw spdjnych zawierajgceych punkt p, a zbiory §;1 8,
53 spojne na mocy tw. (6.4). :

Z drugie] strony S, jest na mocv deﬁmcu skltadows jakiegos
punktu p, w zbiorze E, a poniewaz zbiér 8,4+ 8 jest spdjny, wiec
S+ SCE,, skad SC8; podobnie SCS,. Wynika stad, ze S;=8;=49.
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W ten spos6éb — jak widzimy — kazdy zbiér E rozpada si¢ na
pewng mnogosé zbiordw spéjnych rozlgeznyeh, zwanych skltadowymi.
Kazda skladowa zbioru E ma te wilasnosé, ze kazdy zawierajacy ja
pcdzbidér zbioru E albo jest z nig identyezny, albo nie jest spdjny.
7Z twierdzenia (6.2) wynika, ze

(6.6) Kaztda skladowa zbioru zamknigtego jest zbiorem zamknietym.

Niech teraz & bedzie dowolng liezbg dodatnig.

Bedziemy méwili, ze dwa punkty p i ¢ zbioru ¥ mozna polqezyé
w B tancuchem ¢, jezell istnieje taki cigg skoniezony p,,p,,-..,p, bul-
ktow zbioru FE, ze

Py=0, p,=q 1 o(P,p.)<e¢ (11& 27=1,2,...,-)2,—~—1.

(6.7) Jegeli zbidr B jest spdjny, to dla kaidego £>0 dowolne dwa
punkty zbioru E moina polaczyé w B lasicuchem e.

Dowd6d. Przypusémy, ze istnieje takie ¢>0, dla ktérego pewne
dwa punkty p, i p, zbioru E nie dadza sie polgezyé w E taicuchem e.
Niech A bedzie zbiorem tych punktéw zbioru E, ktére daja sie
polgezyé w E z punktem p, laticuchem e. Niech B=E—4. Wowczas
E=A+B, p,ed i p,eB, wieec A0, B0 i 4AB=0. Jasne jest,
ze dla dowolnych dwdch punktéw ¢, e.d i go e B musi by¢ o(q,¢) =5
a zatem AB'-+A'B=(, wbrew spéjnosci zbioru E.

Warunek (6.6) jest tylko konieczny, ale nie dostateczny
na to, by zbiér B byl spéjny. Np. zbiér punktéw -wymiernych w &
nie jest spéjny, mimo ze kazde dwa dowolne jego punkty dadza sie
w nim polgezyé lancuchem e przy kazdym &>0.

Zbiér ograniczony, zamknigty i spéjny, zawierajacy co najmnie]
dwa punkty, nazywamy kontinuuin (por. str. 68).

(6.8) Na to, by zbidr ograniczony zamknicty E b JZ Lontzmmm, po-
treeba 1 wystarcza, by spelnial on nastepujacy

Warunek Cantora. Dia kaidej liczby ¢>0 dowolne dwa jégo
punkty daja sie w nim polaczyé laricuchem e.

Dowdd. Koniecznosé warunku wynika z twierdzenia (6.7),
pozostaje wiec tylko okazaé, e warunek jest dostateczny. Gdyby
zbiér E nie byt spojny, to istnialyby zbiory .1 i B spelniajgce
wzory (5), str. 87. Gdyby bylo A4'B'+0, to ze wzgledu na to, Ze
A'B'CE'CE, byloby A'B(A+4B)+0, skad A'B+4B's=0 wbrew
ostatniemu ze wzoréw (b). |
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Zatem A’'B'=0. Wynika stad dalej, ze AB=0, gdyz
AB=(A+A") (B+B)=AB+AB+AB+A'B.

Poniewaz za$ _
A+B=A+4+B=E=1E, |

wiec zbiér E bylby sumg dwu zbioréw A 1B, zamknietych, ograni-
czonych, rozlgeznych i niepustych, a zatem oddalonych, czyli takich,
ze d(4,B)=06>0. Jest jasne, ze zadne dwa punkty p,ed i p,eB
nie dadzg sie polaczyé w E laticuchem ¢ <0 wbrew twierdzeniu (6.7).

Jezeli w tw. (6.8) opudcimy zalozenie ograniczonosei, otrzy-
mane twierdzenie moze byé falszywe. Np. niech w plaszezyinie §
zbi6ér E bedzie zlozony z osi « i hiperboli zy=1. Zbiér ten jest za-
mkniety, kazde jego dwa punkty dadza sie w nim polaczyé lavicu-
chem & dla dowolnego £>0, a mimo to zbidr E ma trzy skladowe.

(6.9) Hacde kontinuum jest zbiorem doskonatym.

Dowo6d. Poniewaz kazde kontinuum jest zbiorem zamknietym
na mocy definicji, wieec pozostaje do okazania, ze jest ono zbiorem
w sobie gestym. Otéz gdyby jaki§ punkt p kontinunm F nie byl
punktem skupienia tego kontinuum, to istniataby taka kula K (p,r),
ze zadne punkty tej kuli, z wyjatkiem p, nie nalezatyby do E.
Zbiory A=E -K(p,r}=(p) i B=E—K(p,r) spelialyby wiec wa-
runki (b), a zatem zbiér E nie bylby spéjny.

Zbiér otwarty i spéjny nazywamy obszarem (por. str. 68).

(6.10) Na to, by =bidr otwarty G byt obszarem, potrzeba i wystarcea,
by kaide dwa jego punkty p, i p, dalty sie w nim polaczyé tamang.

Dowdéd. Warunek jest konieczny. Istotnie, przypusémy, ze
zbior @ jest obszarem i ze punkt p, ¢ G nie da sie polaczyé z punktem
P € G lamang lezgca w G. Oznaczmy przez A zbiér tych punktéw,
ktére daja sie polaczyé z punktem p, lamang lezacs w zbiorze &,
i hiech B=G@G—4. Zbiér 4 jest oczywifcie otwarty. Zbiér B jest
tez otwarty. Gdyby bowiem jaki§ punkt p ¢ B nie byl punktem
wewnetrznym zbioru B, to w kazdej kuli K (p,r) zawarte] w &,
a takie kule istnieja na mocy tw. (4.19) str. 82, istnialtby punkt
zbioru A. Niech p,eK(p,r)4. Istnieje lamana p,p,...p, lezaca
w @ ilaczaea p, z py; lamana pyp,...pep lezy tei w @ i laczy
punkt p, z p. Byloby wiec p e A, a nie p « B. Zbiér B jest zatem
otwarty. ‘
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Zbiory 4 i B sgniepuste, gdyz p, ¢ A1 p, ¢ B. Tatwo zauwazyé,
ze zbiory A i B czynia zado$é warunkom (5), zbiér G nie bylby
wiec spojny. S

Dostatecznosé warunku wynika natychmiast z tw. (6.1) i stad,
ze kazdy odcinek (a wiee i lamana) jest zbiorem spéjnym (p. przy-
klady 1 i 2, str. niniejsza).

(6.11) Zamknigcie kazdego obszaru jest Lontinuum.
Dowéd wynika natychmiast z (6.2).

(6.12) Jezeli <bidr E jest rownoczesnie zamknigty i otwarty, to albo
E=0, albo H=§E". |

Dowéd. Przypusémy, ze zbiér F jest niepusty i ze E+E™;
zatem —FE==0. Ze spojnosei przestrzeni & wynika wiee, zZe
E(—E)+ E'(—E)=0; nadto zbiér —E jest réwnoczesnie otwarty
i zamkniety, podobnie jak E. Stad

0=+E(—E)+E'(—E)CE(—E)+E(—E)=E(—E)=0,

co niemozliwe.

Z (6.12) wynika w szczegdlnosei, ze dla m>1 odcinek, a dla
m>2 plaszezyzna nie sg zbiorami otwartymi w &™.

PRZYKLADY. 1. Odcinek jest zbiorem spéjnym. Niech bowiem
P=(Lyyeey®m) 1 q=(¥1,---+Ym) beda punktami odeinka I i niech &
bedzie dowolng liczbg dodatnig. Poniewaz odeinek jest zbiorem
zamknigtym i ograuiczonym, wystarczy okazaé, ze punkty p i g
mozna w nim polgezyé lancuchem e. Niech '

()= VT, + (L—B)ys 1 PO)=(B,(9), ..., Tm (D).
Latwo sprawdzamy, ze
p(P) el dla 09«1,
2(p(9.),p )=, —Polo(p,9);
p(0)=g, p()=p.

Niech s>o(p,q)/e. Ciag punktéw p=p(i/s) dla s=0,1,..,s
jest lanicuchem ¢, laczacym punkty p i ¢ w I.

9. Famana jest zbiorem spojnym. Wynika to przez latwsg indukeje
z twierdzenia (6.1) i ze spdjnosei odcinka.
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3. Kula (zamknigta i otwaria) jest zbiorem spdjnym. Wynika,
to ze spdéjnosci odcinkm, z tw. (6.3) i stad, ze jezeli p 1 ¢ 89 punktaml
kuli, to odcinek pg jest podzbiorem tej kuli. :

4. Kula pozbawiona jednego punkiu jest =biorem spojnym.
Istotnie, niech p i ¢ beda dwoma punktami kuli K, z ktorej usunieto
punkt p,. Okazemy, ze punkty p 1 ¢ mozina pol@czyé_}_amarnaé L.
lezaca w K —(p,)- Jezeli punkt pg nie lezy na odcinku pg, to niech
L= pg, jezeli zas p,epg, to niech p, bedzie dowolnym punktem
kuli K, nie lezacym na odcinku pq i takim, ze

0(P1yPo) Smin [0(P,P0), 0(4;%0)]-

Latwo obliczyé, ze wowcezas punkt p, nie lezy ani na odcinku
pps, ani na odeinku p,g. Wystarezy wiee wziaé L=pp,+p;¢-

5. Brzeg uli jest sbiorem spdjnym. Przypusémy bowiem, ze
brzeg 8 kuli K rozpada sie na sume dwoéch zbioréw E i H takich,
ze E<=0, H==0 i EH+EH'+ E'H= 0. Oznaczmy przez K* kule K
pozbawiona $rodka p,. Zbiér ten jest spéjny (przykiad 4). Niech E*
bedzie zbiorem punktéw réznych od p, i lezacych na jakimkolwiek
odeinku 1gczacym punkt p, z punktami zbioru E, a H* niech bedze
analogicznym zbiorem dla H. Wéwezas K*= E*4 H*, skad wno-
simy z latwoscia, ze E*H*L-EYH*4 F*H* =0, I*==0 i H*==0,
Zbiér K* nie bylby wiec spdiny.

7. Zbiory wypukle. Zbidr E majacy te wlasnosé, ze jezeli
dwa punkty p i ¢ nalezg do FE, to i odcinek pgq jest zawarty w I,
nazywamy wypuklym.

PRZYKEADY. 1. Zbidr pusty 4 pmesﬁzev’& E" sq zbiorami
wypuklymi. ~

2. Odcinek jest zbiorem wypuklym. Wynika to natychmiast
"z definicji.

3. Przedzial © kula sy zbiorams w qukl ymt. Dla dowodu p. przy-
klady 1 1 3, str. 91 1 92

7 definicji zbioru wypukiego Wnosimy z latwodecia, zZe

(7.1) Ilocx Jn dowolnej zlosoz zbiordw wypuklych jest zbiorem wy-
puktym.

Z twierdzenia (6.3), str. 83, wyunika od razu, ze

(7.2) Kaidy zbior wypukly jest spdiny.
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Niech teraz ECE™. Oznaczmy przez conv(E) iloczyn wszyst-
kich zbioréw wypuklych, zawierajacych zbidér E. Zbiory takie
istnieja, gdyz np. & jest zbiorem wypuklym, zawierajacym K.
Na mocey twierdzenia (7.1) zbidr conv(E) jest wypukly; jest to zarazem
najmniejszy zbiér wypukly zawierajacy zbior E, tj. conv(E) jest,
podzbiorem kazdego zbioru wypuklego, zawierajacego zbior E.

Zbiér conv (F) nazywamy powlokqe wypukle sbioru E.

Zajmiemy sie zbiorami wypuklymi w &™.

(7.3) Jezeli zbior E jest wypukly i jezeli punkty p,=(xi,...,xl).
gdzie i=1,2,...,n, naledqg do E, to katdy punkt p= (r,,...,Tx), kidrego
wspéb'zgdfne WYTraZajq $ie wWz0rami:

.)__.'.1 » . < i . ~ e | 1 -
&, = z‘)i‘vk—{—...—‘;—z‘? x7,  gdeie k=1,2 .0, 9,220 1 Y+t # =1

n" K

réwnieé nalezy do E.

Dowdd. Udowodnimy to przez indukcje zupelna wzgledem
liczby n punktéw p,. Dla n= 1 twierdzenie to jest oczywiste. Zalézmy
wiee, ze jest ono prawdziwe dla n—1>1 punktoéw, i niech
p=(2f,..,xl)e B dla i=1,2,..,n oraz Yz 01 9+ ... +U,=1. Wy-
starczy wzigé pod uwage wypadek, gdy ¥+ ...+ ,1>0. Niech p
bedzie punktem o wspdirzednych 3

€L, = ‘ﬁi .’l’}z—i— ek ‘l[}n{l“ﬁ )
a p — punktem o wspoirzednych
Z,= (P x4 .9, _ et + . 0,
Na mocy zatozenia indukcyjnego jest p e E. Ale wspolrzedne
punktu p mozemy przedstawi¢ w postaci o, = (9,4 ...+9,_)%,+ 9, o},
zatem p e pp, CE czyli p e E. |

(7.4) Powloka wypukla zbioru E jest identyczna ze zbiorem wszystkich
punktow p= (Ly,...,rm), ktorych wspolrzedne x; sq postact

(6) x, =1 @l 4. D an (k=1,2,...,m),

gdzie n jest dowolng liczba naturalng, 9; =0, 9+ ... +9,=1 4 gdzie
liczby (xk, %%, ...,2%) sq wspllrzednymi jakiegos punkiu bioru E.



o

94 Rozdzial I1I1. Zbiory punktowe.

Dow6d. Oznaczmy przez H zbiér punktow, ktérych wspél-
rzedne sg postaci (6). Bez trudu stwierdzamy, ze zbidr H jest wy-
pukty, a poniewaz ECH, wiec convECH. Z drugiej strony, z tw. (7.4)
i z uwagi na to, ze convE jest zbiorem wypuklym zawierajacym E,
mamy HCconvE. Stad H=convE. '

Niech bedzie danych m-+1 dowolnych punktéw p,,..,p 11
ktére nie leza mna jednej plaszczyznie. Powloke wypukly zbioru
zlozonego z tych punktéw nazywamy simpleksem (rozpietym na

punktach p,,..., y J-

PRZYKLADY. Simpleksem w &' jest odeinek, w & tréjkat,
w & czworodeian.

Dow6d przeprowadzimy np. dla plaszezyzny &% Niech
p=(®},al), gdzie i=1,2,3, nie lezg na jednej prostej i niech S be-
dzie simpleksem rozpietym na tych trzech punktach. Okazemy, ze
zbiér S jest identyczny z tréjkatem T o wierzcholkach p,,p.,p;.

Istotnie, z geometrii elementarnej wiadomo, ze zbiér T jest
wypukly, a poniewaz py,p,,pse T, wiec SCT.

By zas dowiesé, ze TCS, zauwaszmy naprzéd, ze odeinki p,p,,
PoD3, PaPy 58 podzbiorami. simpleksu 8 jako zbioru wypuklego,
a zatem obwod tréojkata T jest zawarty w §. Jezeli teraz punkt p
nalezy do tréjkata i nie lezy na obwodzie, przeprowadzmy przez p
réwnolegla np. do odecinka p,p, i oznaczmy przez pi,ps jej punkty
przeciecia, z bokami p;ps, paps- Na mocy udowodnionej juz czedei
twierdzenia jest pi,pf €S, a poniewas p e pips, wiee p ¢ S. Zatem
TCS, e.b. d. d.

(v.5) Jeteli punkty py,..,p,.., nie ledg na jednej plasz zozyznie, to

dla kaidego punkiu p= (Lyy...,xn) preesirzent & istnieje dokladnie
jeden taki uklad liczb Oy,...,0m11, 3€

29‘ + + +1::l 2 mi=2910611—]—...—]—79 +1{2717’l+1
gdzie liczby =%,...,21 sq wspdlregdnymsi punkiu p..
Dowéd. Weimy pod uwage uklad réwnan

(7) o+ at & —}—51_[_1 (i=1,2,...,m-1).
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Gdyby ukiad ten mial rozwigzanie &,...,5,y; Die zloZone z sa-
mych zer, to juz ktéras z pierwszych m liczb musiataby by¢é rézna
od 0, bo gdyby bylo &=...=&,=0, to réwnanie (7) daloby tez &y41=0.
Gdyby jednak co najmniej jedna z liczb &,...,&, byla rézna od 0,
to z réwnan (7) wynikaloby, ze punkty o,,.. 2 Pmyy 1028 W jedne]
plaszezyznie. Jedynym rozwigzaniem ukladu rownan (7) jest wiec
= ...= Ept1=0.

Ze znanych twierdzen algebry?!) wiadomo, ze wyznacznik
ukladu réwnan (7) jest rézny od 0. Wezmy teraz pod uwage uklad
réwnan

1‘1 ﬁi_l_ +w:71+1 é:m—i-l: xz, (I:: 1,2', ...,'nlv),

(8
( ) b]+"'+‘§m+1: 1.

Wyznacznik ukiadu (8) jest rOwny wyznacznikowi ukiadu (7),
a wiec tez rézny od 0, wobec czego ?) aklad (8) ma dokladnie jedno
rozwigzanie ¥,,...,%p11, c. b. d. d.

Z twierdzenia (7.5) wynika, ze kazdy punkt simpleksu da sig
w jeden tylko sposéb przedstawi¢ w postact (6).

Liczby 9y, ...,%m41, ktérych istnienia dowiedlismy w twierdzeniu
(7.5), noszg nazwe wspolrzednych barycemtrycznych punktu p.

7 toku dowodu twierdzenia (7.5) i ze znanych wlasnosci wy-
znacznikéw wynika, ze wspélrzedne barycentryczne punktu p wy-
razajg sie w postaci 9;=d;/d, gdzie d jest liczbg dodatnia, zaleing
tylko od wspélrzednych punktéw p,, a liezba d; jest kombinaejg
liniowa wspolrzednych punktu p o wspdlezynnikach zaleznych
tylko og wspohrzednych punktow p,. Wynika stad twierdzenie:

(7.6) Do kasdej liceby M istnieje taka liceba N, Ze wspolrzedne bary-
centrycene kazdego punkiu, odieglego od punkiu O o mniej niz o M,
sg mniejsze od N co do wartosct bezwzglednes.

(7.7) Waetrze simpleksu S jest identycene ze zbiorem tych punkiow,
Ltorych wszystkie wspdlrsedne barycentrycene sq dodatnie.

1) Ob. np. W. Sierpinski, Zasady algebry wyzszej, Monografie Matema-
tyczne, Warszawa-Wroctaw (1946), str. 50, tw. 6.

2) Ob. tamze, str. 40, tw. 2.
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Dowod. Oznaczmy przez  zbiér tych punktéw, ktéryeh -
wspoirzedne barycentryezne sg dodatnie. Oczywiscie @ CS. Okazemy,
ze kazdy punkt p zbioru ¢ jest punktem wewnetrznym zbioru S.
Niech punkt p ma wspohzedne barycentryczne #y,...,0mq1. Gdyby
punkt p nie nalezal do wnetrza zbioru S, to istniatby taki ciag {p,}
punktéw zbioru —&8, Ze p,—>p. Niech p ma wspélrzedne barycen-
tryczne 9f,..97,,. Z tw. (7.6) wynika, ze zbidr liczb 97, gdzie
=1,2,..,m i n=1,2,..., jest ograniczony. Istnieje wiec taki ciag
wskaznikéw {s,}, ze dla i=1,...,m+1 istnieje granica 51-:}11_)1210 din,
Z (7.4) wynika, ze co najmniej jedna ze wspélrzednych 9 punktu p_
jest ujemna; mozemy zatem zaltozyd, ze dla nieskonczenie wielu s, °
zachodzi nierdwno§¢ din< 0. Istnieje wiec taki cigg czedciowy {k,}
ciggu {sn}, ze 9%n < 0. Niech P,=(y7, - y%) 1 p=(Y;y...,4,,)- WowWczas

yp=ora;+ ... +0p aptt, y =9 @i+ . 49, et

m--1"¢F

zatem ykn—>9@i4 ... +9, , @mH, co wobec jednoznacznogei wspol-
rzednych barycentrycznych daje 9,=19; dla t=1,2,...,m41. Jest to
jednak niemozliwe, skoro 9;<0, a %, >0. W ten sposéb dowiedlismy,
7 QCW(S). , ,

Okazemy teraz, ze W(8)CQ. Gdyby jaki§ punkt ¢ o wspél-
rzednyceh barycentrycznych 9y, ..., 9,4, nalezal do zbioru W(S)—@,
to co najmniej jedna z liczb 9,,...,9m4, bylaby réwna 0; mozemy
przyjad, ze 4,=0. Oznaczmy przez p, punkt o wspélrzednych bary-
centryczunych —1/n, 9,+1/n, 94, ..., Omyq. Eatwo stwierdzamy, ze
P,e—N1ip —p, a zatem p e —4&. Poniewaz p €8, wigec p musi na-
leze¢ do brzegu zbioru S, a nie do wnetrza, whrew zalozeniu.

Z (7.7) wynika, ze brzeg simpleksu S jest identyczny ze zbiorem
tych punktéw simpleksu, dla ktérych co najmniej jedna wspél-
rz¢dna barycentryczna jest réwna 0. :

Zbior T; tych punktéw simpleksu, dla ktérych i-ta wspol-
rzedna barycentryczna 9; jest zerem, nazywamy $eciang przeciwlegly
do punkiu p,, krétko — deiang simpleksu.

Brzeg simpleksu sklada sie wiee z m--1 dcian.

(7.8) Haida Sciana simpleksu S w preestrzeni &™ lezy w jakiejs
plaszezyénie &™ L.
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Dowéd. Udowodnimy to np. dla deiany T, przeciwleglej do
punktu p,. Mamy p,e T, dla i=2,...,m+1; na mocy tw. (1.4), str. 75,
ist:]me]e vp.lasz.czyzn& 7 przechodzaca przez punkty p,,....p,,.,; istnieja
wiec takie liczby ay,...,Qm b, 2 |a|+...+]0m| >0 1

(9) alzri+a2a’§—§—...-—}—am:rf,1+b20 dla i=2,...,m-41,
przy czym, jak zwykle, p,=(zi,..,zL). Niech P=(2yy...sTm) € Ty

i niech ¥,...,9,41 beda wspélrzednymi barycentrycznymi tego
- punktu. Zatem

(10) &= 191.1"11 4+ ﬁm—;—i'r{n—}—l: 19,1: 0,

[

Mnozac réwnania (9) przez & i dodajac do siebie dla i=2,...,m,
oraz pamietajac, ze 9,4 ..+ Ip=11 4,=0, dostajemy

U Ly oo b A+ b=10.

Zatem s$ciana T, jest czedcia plaszezyzny .

Wicloécianem 1) bedziemy nazywali kazdy zbiér spéjny, ktory
jest sumg skonczenie wielu simpleksow. '

Brzeg wieloscianu zlozonego z simplekséw Sy, . ., S, jest zawarty
w sumie 7' §cian poszezegdlnych simplekséw Sy, ..., 8y . Zatem w mysl
tw. (7.8) brzeg wielodcianu lezy na skoriczonej liczbie plaszezyzn.

 Tloczyn jakiejkclwiek $ciany nalezgeej do T 1 brzegu wielo-

fcianu nazywamy Sciang wieloscianu.

Zatem breeg wielo$cianw sklada sie ze skoiczonej liczby $cian,
z kdrych kaida ledy w jakiejs plaszczyinie.

8. Pokrycie zbioru. Niech E bedzie zbiorem punktow,
a P — dowolng rodzing zbioréw otwartych. Méwimy, ze rcdzina P
pokrywa zbiér E, jezeli kazdy punkt zbioru E nalezy do jakiegos
zbioru rodziny P (por. Rozdzial II1, § 1,6, str. 69).

(8.1) Twierdzenie Lindeldfa. Jeseli rodzina P zbiordw otwar-

tych pokrywa zbidr E, to istnieje taki eiqg {Gn} 2biovdw rodziny P,
o3

se BCD G,.

n=1

1) Ta definicja odbiega nieco od definicji z geometrii elementarnej, gdzie
wieloScianami nazywa sie zbiory, czyniace zadoéé jeszeze pewnym dodatkowym
warunkom.

S. Banach, Wstep do Teorii funkcyi. ‘ 7
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Dowéd. Niech K bedzie rodzing wszystkich takich kul otwar-
tych o $rodkach w punktach wymiernych 1 promieniach wymier-
nych, ktére sy zawarte w poszczegblnych zbiorach rodziny P. Ro-
dzina K jest przeliczalna; istnieje zatem ciag {K,} wszystkich kul
rodziny K. Na mocy definicji tej rodziny, dla kazdej kuli K,
istnieje taki zbiér G, rodziny P, ze H,CG,. - |

Okazemy, ze FEC) G,. Jezeli bowiem p ¢ E, to istnieje taki

n=1 ‘

zbiér otwarty G ¢ P, ze p «@G. Istnieje tez kula otwarta K= K(p,r)C&
i taki punkt wymierny P, ze o(p,p)<r/+. Niech 7 bedzie taka
liczbg wymierna, ze #/4<7<#/2. Wowczas K(p,7)CKE(p,7); istnieje
wiec a, dla ktérego K(p,7)= K,. Poniewaz, jak tatwo widzieé, p e K,
wiee z okre$lenia zbioru @, wynika, zZe p e Gy.

(8.2) Twierdzenie Borela-Lebesgue’a. Jezeli rodzina P zbio-
row otwartych pokrywa zbidr zamkniety i ograniczony E, to istnieje

n
taki uklad skohceony Gy,...,G, 2bioréw rodeiny P, se ECQ Gy.
2 =1

Dow6d. Na moey twierdzenia Lindelofa istnieje taki ciag {@,}

o A
zhioréw rodziny P, ze EC) Gy. Przypuiémy, ze dla zadnego n nie
k=1 ' n

jest EC é G. Dla kazdego n istnialby wéwezas punkt p e £ - é,’ G-
Ciag {pi?ljest ograniczony, zawiera wigc ciag czesciowy {pni} zb-iez'ny
do pewnego punktu p, Poniewaz Py, e £ i zbidr E jest zamkniety,
- wiee p, € E. Istnieje zatem taki zbidr otwarty Gn, Zze p,e Gn; wWy-
nika stad, ze istnieje otoczenie K punktu p,, zawarte w G,. Po-
niewaz Do P wiec Dy, e KC@E, dla iz, przy czym mozna przyjad,
ze n;>m. Jest to jednak sprzeczne z tym, ze dla n;=>m mamy

p, cB—2 G CE—3 ¢ CE—G .
d k=1 m

=]

9. Pewne wlasnoSci ciggéw zbioréw zamknietych.
Udowodnimy obecnie

(9.1) Twierdzenie Cantora. Jeieli {E,) jest ciagiem zstepuje-
cym zbiordw wiepustych, zamknigtych i ograniczonych, to istnieje co
najmniej jeden punkt p, naletqcy do wszystkich zbioréw IF,.
Dowéd. Niech p_  bedzie dowolnym punktem zbioru H,.
Poniewaz E,CE;, wiec {p } jest ciggiem punktéw zbioru E,. Po-

.
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niewaz zbidr By jest ograniczony, wiec i ciag {p } jest ograniczony.
Na mocy tw. (3.7), str.79, istnieje zatem ciag czesciowy {p,_}, zbieiny
do jakiego§ punktu p,. Niech E, bedzie dowolnym wyrazem
ciagu {E;} i niech n;>n. Poniewaz ciag {E,} jest z zalozenia zste-
pujacy, wiec E,D EnD Ent:D..., a zatem ciag {pnj,pnj qr-ey jest
ztozony z puvnktéw zbioru E,. Poniewaz ciag ten jest zbieiny
do p, 1 zbidr E, jest zamkniety. wiec p, e En,. Wobec dowolnosci »
wnosimy, ze p, nalezy do wszystkich zbioréw E, c.b.d. d.

W twierdzenin (9.1) wystarczy zalozyé, ze zbiory E, 53 ogra-
niczone, poczagwszy od pewnego wskaznika n; zalozenie to mozemy
tez napisaé¢ w postaci 6(Ep)<oco (por tw. (79) str. 73). Jezeli
wiec zbiory F, s3 zamkniete, E,D E,y 1 6(F,)—0, to spelnione 83

o
zalozenia tw. (9.1). Niech E=][ E,. Poniewaz ECE, wiec §(E)<(Ep),

n=1

skad 6(H)=0, a zatem zbiér E sklada sie z jednego tylko punktu.
W ten sposéb otrzymujemy twierdzenie:

(9.2) Jeseli {E,} jest ciagiem =zstepujacym zbiordw zamknietych
o $rednicach dazqeych do 0, to istnieje dokladnie jeden punki nale-
2qcy do wszystkich zbiordw E,.

10. Struktura zbioréw zamknietych. Punkt p nazywamy
punktem kondensacji (lub punktem zageszceenia) zbioru E, jezeli
w kazdym otoczeniu punktu p znajduje sie nieprzeliczalnie wiele
elementow zbioru E.
Zhiér punktéw kondensacji zbioru E oznaczamy przez EC.
Jezeli kazdy punkt zbioru E jest jego punktem kondensacji,
tj. jezeli ECEC, to zhiér E nazywa sie skondensowany (zageszciony).
(10.1) Dia kaédego zbioru E zbiér E—EC jest co najwyzej prze-
liczalny.
Dowéd. Kazdy punkt p e E—E° da sie pokry¢ kula otwartg K,
ktéra zawiera co najwyzej przeliczalnie wiele punktéw zbioru E.
Na mocy twierdzenia Lindelofa istnieje ciag {H,} takich kul, po-
[a]

krywajacy zbiér E—EC. Zatem zbiér B K,, a tym bardziej za-
n=1

warty w nim zbiér E—EC jest co najwyzej przeliczalny, c.b.d.d.

7 (10.1) wynika natychmiast wniosek:

(10.2) Kaidy =bidr nieprzeliczalny zawiera nieprzeliczalnie wiele

punktéw kondensacji.
ks
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(10.3) Zbidr punkiow kondensacji kaédego zbioru E jest skonden-
sowany. |

Dowdd. Trzeba okazaé, ze ECCECC. Niech p e EC i niech K
bedzie dowolnym otoczeniem punktu p. Zbidr KE jest wiec nieprze-
liczalny. Na mocy (10.2) istnieje zatem w K nieprzeliczalnie wiele
punktéw zbioru EC, c.b. d. d.
(10.4) Zbidr punk.dw kondensacji kaidego 2biory I jesi doskonaly.

Dowéd. Oczywiseie ECCEC i ECCECCCEE.
(10.5) Haédy zbior doskonaty niepusty E jest mocy kontinuum.

Dowdéd. Istniejg co najmniej dwa punkty p,,p, € B. Na mocy
tw. (4.3), str. 80, istniejg takie kule otwarte KA, i K,, Ze p,e K,
pre Ry i KyK;=0. Poniewaz punkt p, jest punktem skupienia
zbioru B, wiec w kuli K istniejq.dwa punkty p,=p, 1 p zbioru E,
awigei takie dwie kule otwarte K CK,i K,,CHK,, ze pyeyy, pye Ky
i Ky Ky=0. Mozemy nadto zalozyé, ze srednice kul Ky, i X, sa
mniejsze od 4. Podobnie, istnieja takie kule K, ,CHK, i K;CK,, ze
KiyE=+0, K E+01 K,y K;;=0, i znéw mozemy zalozy¢, ze sred-
nice tych kul s3 mniejsze od 4. Wynika stad latwo przez indukeje,
ze dla kazdego skonczonego ukiadu wskaZnikéw e,...,&,, ztozo-
nego z zer i jedynek, istnieje kula X, ¢, 0 Dastepujacych wlas-
nosciach: :

(i) KS]_...EHER_*_I'CK&I...&H)

(i) K..E+0,

(iii} jezeli &, ==¢p, to Efl*‘-£n~131,zzél--"5n—-15g:09

(iv) drednica kuli K, . jest mniejsza od 1/n.

Niech Fy .., =EK, . . Zbiér ten jest niepusty i zamkniety
jako iloczyn dwu zbioréw zamknietych.

Z (i) wynika, ze

(a) Jezell & ==¢,. to Byt yepF ey ey
7 (iil) wynika, ze
(b) FEI"'EIIEH-FICF&I“"CH.
Z (iv) wynika, ze

(C) 6<F£1...en)<1/l7'l-
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Niech {e,} bedzie dowolnym ciggiem nieskoriczonym zer i je-
dynek. Na moey (b), (c) i twierdzenia Cantora (str.98) istnieje
dokladnie jeden punkt pe.n € B Beo B eieg---

7 (a) wynika, ze jezeli {&} i {£;} sa réznymi eciggami zer i je-
dynek, to pgry = preony . W ten sposob ustaliliémy przyporzadkowanie
wzajemnie jednoznaczne miedzy zbiorem & eiagbw zlozonych z zer
i jedynek a czedeig zbioru E. Poniewaz zbiér & jest mocy continuum,
na podstawie tw. (5.10), str. 32, wiec zbiér E jest mocy co naj-
mniej continuum. Z drugiej strony zbiér E jest moecy co najwyzej
continuum, bo cala przestrzeii & jest tej mocy. Zatem zbidr E jest
mocy continuum, c. b. 4. d.

Zauwazmy, ze w tym dowodzie, majage dang dowolng kule K
taka, ze KHE =0, mogliSmy dobraé¢ kule A . tak, by byly one
zawarte w I. Stad wynika, ze jezeli F jest zbiorem doskonatym,
a p dowolnym jego punktem, to w kazdym otoczeniu punktu p
istnieje continuum punktéw zbioru K. Zatem:

(10.6) Kaidy 2bidr doskonaly niepusty jest skondensowany.

(10.7) Twierdzenie Cantora-Bendixsona. Kaidy zbidr za-
mkniely B moéna preedstawié 1 to w jeden tylko sposdéb w postaci sumy
dwdeh zbiordw rozlacenych, = ktérych djedem jest doskonaly, a drugi
conajwyzej przeliczalny.

Dowdd. Niech E,=EC¢ i F,=FE—EC Poniewaz zbiér E jest
zamkniety, wiec ED EC, skad E= E,-+ E,. Na mocy (10.4) zbiér E°
iest doskonaly, a na mocy (10.1) zbiér E, jest co najwyzej prze-
liczalny.

By dowiegé, ze rozklad ten jest jedyny, zatézmy, ze E= Ef-- B3,
gdzie zbiér Ef jest doskonaly, a zbiér Ef co najwyzej przeliczalny,
i niech EfEf= 0. Gdyby istnial punkt p ¢« B —E,, to byloby p < B,
a wiec p bylby punktem kondensacji zbioru E. W kazdym otoczeniu
punktu p istniatoby zatem nieprzeliczalnie wiele punktéw zbioru F,
a poniewasz zbiér Ef jest co najwyzej przeliczalny, wiee bylyby to
punkty zbioru E—Ej— Ef, skad p « Bf. Poniewaz jednak BEf= Ef,
wiec p ¢ Ef co niemozliwe, gdyz p e E3. OkazaliSmy wiee, ze ESCH,.
W podobny sposéb E,C K%, skad E,= E3, a wiec i E;= Ef, ¢. b. d. d.

7 twierdzenia (10.5) wynika, ze kagde Ekontinuum jest zbiorem
mocy eontinuum.
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11. Zbiory F, i -Gs. Zbior, ktory jest sumg przeliczalnej mno-
gosei zbioréw zamknietych, nazywamy F,. Zbiér, ktéry jest ilo-
czynem przeliczalnej ilofei zbioréw otwartych nazywamy Gs.

Oczywiste jest, ze
(11.1) Suma przeliczalnie wielw zbiordw Fs jest Fg.

(11.2) * Iloczyn przeliczalnie wielw zbiordw Gs jest Gs. |

(11.3) Na to, by zbidr E byt Fg, polrzeba i wystarcza, aby =zbicr —F
(11.4) Na to, by 2bior E byt Gs, potrzeba ¢ wystarcza, aby zbidr —E
byt V.

Dowdd obu ostatnich twierdzen wynika natychmiast ze wzo-
réw de Morgana, str. 6, 1 z twierdzenia (4.10), str. 81.

(11.5) Katdy zbior zamkniety E jest zarazem Fy i Gs. Tak samo
kazdy zbior otwarty.

Dowdd. Niech G, bedzie sumg wszystkich kul o promieniu 1/n,
ktorych srodki nalezg do E. Zbior @, jest otwarty na mocy tw. (4.9),
zbiér H=[] G, jest wiec G5 i oczywiscie ECH. By dowiesé, ze HCE,

n=t
oznaczmy przez p dowolny punki zbioru H. Istniejg wiec takie
kule K,C@ o $rodkach p ¢ FE i promieniu 1/n, ze p ¢ K,. Zatem
o(p,,p)—0, co daje pe K wobec zamknietosei zbioru E. Druga czesé
twierdzenia wynika stagd na mocy (11.3) 1 (11.4).

Przyktadem zbioru F,, ktory nie jest zamkniety, jest zbidr R
punktéw wymiernych przestrzeni &"; przykladem zbioru G, ktoéry
nie jest otwarty, jest oczywiscie zbidr —R. Zbiér R nie jest jednak
(5. Ogdblniej:

(11.6) Hazdy zbicr przeliczalny wszedzie gesty FE jest F,, lecz nie
jest (.

Dowdéd. Jako przeliczalny, innymi stowy jako suma przeli-
czalne] ilosei zbiordw jednopunktowych, a wiee zamknietych, zbiér E
jest oezywiscie F,. |

Przypusémy, ze zbiér F jest . Wowczas zbiér —FE bylby F,.
Istnialyby wiec fakie zbiory zamkniete F,, ze

(11) . —E=}F,.
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Zbior B jest I-ej kategorii na mocy tw. (4.16), str. 81; zbiér
—F jest wiee Il-ej kategorii na mocy tw. (4.17), str. 81, skad wy-
nika wobec (11), Ze nie wszystkie zbiory F, s3 nigdzie nie geste.
Co najmnie] jeden z nich — oznaczmy go przez F, — mus’ wigc
by¢ gesty w pewnej kuli K, czyli KCF,, a jest to zbiér zamkniety,
wiec musi byé KCF, . Ze wzgledu na (11) jest zatem KC—E, co
niemozliwe, bo zbidr F jest z zalozenia wszedzie gesty.






