ROZDZIAL 11X
GRANICA CIAGU
§ 1. Przedzialy

1. Przedzialy skoficzone. Przedziolem albo przedeiatem skos-
czonym nazywamy zbiér liczb rzeczywistych @, okredlony przez
jedna z nieréwnosei:

(1) a<<e<d, (2) a<w<b,

gdzie a 1 b 83 liczbami rzeczywistymi, przy czym a<<bh.

Przedzialy (1) i (2) oznaczamy ogélnie przez [a,b].

Liczby & i b nazywamy koveami przedziatu.

Przedziat (1) nazywamy przedzialem zaomknigtym lub odcinkiem
i oznaczamy go przez {a,b>, zag przedziat (2) nazywamy otwartym
i oznaczamy go przez “a,bl.

Wngirzem przedziatu [a,b] nazywamy zbiér punktéw spelnia-
jacych nieréwnosé (2).
W szezegblnodei wiee przedzial otwarty jest swym wlasnym

wnetrzem, jako tez wnetrzem przedziatu zamknietego o tych sa-
mych konecach. :

Przedziatem wymiernym nazywamy przedzial [a,b], w ktérym
oba konce a i b sg liczbami wymiernymi.

Rodzina wszystkich przedziatow wymiernych osi liczbowej jest
przeliczalna (p. przyklad 2, str. 26).

Dwa przedziaty, ktdrych wnetrza nie maja punktéw wspol-
nych, nazywamy nie zachodzacymi na siebie.

Przedzialy nie zachodzace na siebie i majace koniec wsp6lny
nazywamy stykajgcymi sie.

(1.1) EKazdy 2bidr preedzialéw nie zachodzqeych na siebie jest co naj-
wyse] przeliczalny.
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Mozemy bowiem kazdemu przedzialowi danego zbioru przy-
porzadkowaé liczbe wymierng, ktéra nalezy do jego wnetrza. Otrzy-
mamy w ten sposéb odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne na czesé
zhioru liczb wymiernych, ktéry jest przeliczalny (str.23).

Dwa przedzialy zamkniete badZ (a) nie maja punktu wspol-
nego, badz (b) maja jeden tylko punkt wspéluy, ktéry jest ich kon-
cem, badz wreszcie (¢) zachodza na siebie i wtedy ich punkty wspoine
tworza przedzial zamkniety. To samo mozna powiedzie¢ o zbiorze
punktéw wspélnyeh skoriczonej ilogei przedzialéw zamknietych.

Otoczeniem liczby @ nazywamy kazdy przedzial zawierajacy a
w swoim wnetrzu.

Dtugoseiq przedziatu [a,b] nazywamy réinice b—a.

2. Przedzialy nieskonczone. Przedzialem nieskonczonymn
nazywamy zbiér liczb # okreflony przez jedng z nieréwnosei:

(3) a<a, (4) a<a, (5) w<a, (6) w<a,

gdzie a jest dowolng liczba rzeczywisty. Przedzialy powyzsze
oznaczamy odpowiednio: (3)i (4) przez [a,-}oo], zas (5) 1 (6) przez
[—oo,al. _ _

Przedzialy (3) i (5) nazywamy zamknigiymi 1 oznaczamy
odpowiednio przez <a,+oo)y i (—oo,ap, przedzialy zas (4) 1 (6)
otwartymi i oznaczamy przez sa,+ ooy i {—o0,al.

Zbiér wszystkich liezb rzeczywistych nazywamy takze prze-
dziatem nieskonczonym i oznaczamy przez [—oo,+-oo].

Piszac jednak .przedzial®, mamy zawsze 1na mysli
przedziat [a,b], gdzie a i b s3 liczbami skodczonymi.

3. Czesé wspélna ciggu przedzialéw. Udowodnimy twier-
dzenie:

(3.1) Jedeli ciag przedziatow zamkniglych [any bu}y mas tg wlasmosé, ze
kaidy =z mich zawiera nastepny, woéwczas istnieje co najmnie] jedna
liczba naletqca do wszystkich przedziatow.

Dowéd. Z zalozenia wynika, ze
(M a.<br  dla kazdego n i kazdego k.

Utwérzmy nastepujacy podzial zbioru liezb rzeczywistych na

dwa podzbiory 4 i B. Do zbioru A zaliczmy wszystkie liczby =,
ktére spelniaja nieréwnosei

(8) x<by dla k=1,2,..,
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a do zbioru B wszystlie pozostale liczby rzeczywiste. Udowodnimy,
Ze powyzszy podzial jest przekrojem. Z okreflenia podzialu wyniks,
od razu warunek 1° definicji przekroju (str.2). Zalézmy teraz, ze
zed i yeB. Zatem y nie spemlia nierdéwnogei (8), wiee istnieje
takie %, ze y>=b:. Stad na mocy (8) dostajemy ax<y czyli waru-
nek 20 (str. 2). Warnnek 3° definicji przekroju jest réwniez spel-
niony, gdyz a,¢4d i byeB.

7 aksjomatu Dedekinda (str. 2) wynika wiee, ze albo w 4
istnieje liczba najwieksza, albo w B najmniejsza. Zulbzmy najpierw,
ze w A istnieje liczba najwieksza ». Liczba ta, jako nalezgea do 4,
spelnia nierdwnos¢ (8). Zarazem z>a, dla kazdego n. Gdyby bo-
wiem tak nie bylo, wowezas dla pewnego » mielibysmy w<a, i do-
bierajac 3’ tak, by #<a'<a, mielibyémy na mocy (7 ) @'<b, dla
kazdego k, wiec z (8) i z okredlenia zbioru A4 wynikaloby, ze z'e 4,
i % nie byloby w A liczba najwieksza.

UdowodniliSmy wiec, ze a,<wx<b, dla n=1,2,... Liczba x
nalezy wiec do wszystkich przedzialéw <ay,,b,>.

Podobnie dowodzi sie, ze jezeli w B istnieje liczha najmniejsza,
to jest ona wspélnym elementem wszystkich przedzialéw by b

§ 2. Kresy zbioru

1. Zbiory ograniczone. Zbiér liczb Nazywamy ograniczo-
nym, jezeli zawarty jest w jakim§ przedziale skoriczonym.

Zbiér nazywamy ograniceonym z gory, jezeli istnieje liczba M,
wieksza od wszystkich liezb tego zbioru, zas ograniczonym z dolu,
Jezeli istnieje liczba m, mniejsza od wszystkich liczb tego zbioru.

Zbibr ograniczony z géry i z dohu jest oczywidcie ograniczonym
1 na odwrot.

2. Kres gérny. Kresem gornym zbioru E nazywamy liczbe K
(skoniczong lub nie), speliajacag warunki: ‘

1. Jezeli acE, to a<K,

2. Jezeli K'<K, to istnieje taka liczba ael, ze K'<a.

Jezeli zbiér E nie jest ograniczon

¥ z gory, wowezas oczywiscie
K=+20 jest jego kresem gornym. ‘

(2.1) Kaidy zbidr ogramiczony z gory posiada kres gorny, kidry jest
liczbg skoiczong.
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Dowédd. Utwérzmy podziat zbioru wszystkich liczb rzeczy-
. wistych na dwa zbiory 4 i B, zaliczajac do B wszystkie liczby
wieksze od kazdej liczby danego zbioru E, a do 4 liczby pozostale,
Latwo stwierdzié, ze podzial ten jest przeLJOJem Z aksjomatu
Dedekinda (str. 2) wynika, ze istnieje pewna liczba K, ktora jest
najwieksza w 4 albo najmniejszg w B.

Zatézmy, ze K jest najwieksza w 4. Dla kazdego £>0 liczba
K¢ naleiy wiec juz do Bj zatem wedlug okreslenia jest a<K--e¢
dla aeB. Poniewaz ¢ jest dowolng liczbg dodatnia, wiee wynika
stad warunek 1.

Niech teraz K'<<K. Gdyby warunek 2 nie byl spelmiony, wow-
czas dla kazdej liczby aeE mielibysmy <K', a wige a<H, 1 K
nalezaloby do B wbrew przypuszczeniu. Zatem K speinia warunki
1i 2 czyli jest kresem gérnym.

Podobnie dowodzi si¢ tego przy za&ozemu, ze K jest najmniejszg
liczbg w zbiorze B.

3. Kres dolny. Kres dolny zbioru E okresla sie analogicznie,
jako liczbe k (skonczong lub nie), spelniajacg warunki:

1. Jezeli ael, to k<a;

9. Jezeli k<X, to istnieje takie ackH, ze a<<k'.

Jezeli 2biér nie jest ograniczony z dotu, wowezas jego kresem
dolnym jest oczywiscie k= —oo.

W spos6b podobny do dowodu tw. (2.1) dowodzi sie twier-
dzenia:

(3.1) Ka#gdy zbidr ograniczony z dotu posiada kres dolny, ktory jest
liezbg skonczong. '

§ 3. Granice

1. Granica ciagu. Cigg liczb {@afn=1,2,.. NAZyWaMy 70SRACYM
lub nie malejgcym, jezeli a,<an41 dla n=1,2,...; ciag ten nazywamy
$cisle rosngeym, jezeli ap<any1 dla n=1,2,...

Podobnie, ciag nazywamy malejgeym lub nie rosngeym, jezeli
>0,y dla n=1,2,..., za$ $cisle malejgeym, jezell a,>ani1 dla
n=1,2,...

Ciggi rosngce, scifle rosngce, majlejaéce i dcisle malejace nazy-
wamy monotonicenymsi.
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Ciag nazywamy ograniczonym, jezeli istnieje przedzial, w ktg-

rym leza wszystkie wyrazy tego ciagu, czyli jezeli istnieje taka -

lieczba M (skoniezona), ze |a.|<M dla n=1,2,...

Jezeli cigg liczb naturalnych {Mylpmys . JeSt clagiem Seigle
rosnacym, wéwezas cigg {a,.nk}k Ao nazywamy ciqgiem cresctowym
Cia.’gu {a'n}°

O ciagach {an i {b.) méwimy, ze rdsniq si¢ tylko porzadkiem
wyrazdw, jezeli kazda liczba wystepujaca w ciagn {a,) wystepuje
taka samg ilodé razy w ciggu !b,) i na odwrét.

Jezeli w ciggu liczb naturalnyeh '{nk})mLa,... wystepuje kazda,
liczba naturalna i przy tym tylko raz jeden, wéwezas ciggi @,
1 {ay,} rézniy sig tylko porzadkiem wyrazéw.

OFkreSlenie graniey. Niech !4, bedzie dowolnym ciggiem
liczb. Liczbe g nazywamy granmicq ciggu {an, jezeli do kazdej liczby
e>0 istnieje taka liczba naturalna N, ze

(1) an—g|<e dla kazdego n>N.

Ciag- {an} nazywamy wtedy zhiesnym do granicy g albo wprost
ciggiem zbiednym. :

Mowimy, ze granicq ciggu {a,) jest +o0, jezeli do kazdej liczby
skoriezonej Al istnieje takie N, ze

(2) a=M  dla kazdego n>=N.

Podobnie okreslamy — oo jako granice i méwimy w tych
przypadkach, ze cigg jest zbiesny do -+ oo (rbieiny do —oo),

Zbieznosé ciggu {a,) do g zapisujemy w postaeci:
lim a,=g Iub Un—>g dla m—oo,
a zbieznosé tego ciagu do +oo w postaci:
lim a,=-4-c0 lub Gp—>—co  dla n—o0.
N300

2. Warunki zbieinoS$ei. Zachodzi nastepujace:

(2.1) Twierdzenie Cauchy’ego. N astepujacy warunek, wany wa-
runkiem Cauchy’ego, jest koniecznym it dostatecenym na to, by
ciag \aay byt zbieény (do grawicy skoriczonej):

Do Eazdej liczby >0 isinieje taka liczba N , 26

(3) lop—a,l<e dla wszystkich p>=N i g=N.

i b e S R
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Dowdd. Zalozmy, ze g (liczba skoriczona) jest granicy ciagn {a,).
Zatem do dowolnej liczby &>0 istnieje takie N, ze |a,—¢|<e/2 dla
n=N. Jezeli wiee p=N i ¢=N, wéwezas |a,—g|<e/2 1 |a,—g|<¢e/:
ezyli |a,—ag <lap—g|+la,—g/<e/2-1-¢/2=¢. Warunek Cauchy’ego jest
wiec konieezny. _

Zalézmy teraz, ze ciag spelnia warunek Cauchy’ego. Dla e=1 2k
(gdzie k jest dowolng liczbg naturalng) istnieje zatem takie Ny, ze

la,—a,l<1/2"  dla p=Np i =N
W szezegé6lnosel wiee dla p=12N; i ¢g=n dostaniemy
(4) [a,vk——a,,]:gl/fzk dla wszelkich nZ>=N,.

Oznaczmy przez I odcinek {ay,—1/2F, ax,+1/2". Z (4) wy-
nika, ze I, zawlera wszystkie wyrazy a, o wskaznikach n>N,. Jezeli
zatem przez N oznaczymy najwiekszg z liezb Ny, No,..., Ny, to czesé

. k
wspélna ;=[] I, odcinkéw Iy,Is,...,I; zawiera wszystkie wyrazy a,

n=1

o wskazniku n>N. Ale I7; jest przedzialem zamknietym albo punktem
(ob. (b)i(e) str. 45). Jezeli [T, redukuje sie do punktu g, to oczywiscie g
jest granicg ciagu, gdyz mamy a,=g dla wszelkich n>N. Jezeli
za$ II, jest dla kazdego k przedzialem zamknigtym, to poniewaz -
IT,, zawiera IT,.;, wiee na mocy tw. (3.1), str. 45, istnieje liczba ¢ na-
lezaca do wszystkich przedziatéw II, dla k=1,2,... Udowodnimy,
ze ¢ jest granicy ciggu. Wezmy pod uwage dowolne £>0 i wy-
znaczmy taka liezbe naturalna k, by £>1/2°". Poniewaz IT,CI,,
wiee dlugosé przedziatu IT, jest nie wigksza od dtugosei przedziatu Iy,
t.j. od 1,/2k*1. Z uwagi na to, ze I, zawiera ¢ i wszystkie wyrazy a,
o wskaZzniku n>N (gdzie N jest najwiekszg z liczb Ny, Ns,...,Np),
dostajemy wiec 1a,,—-g\<1/2k*1<a dla wszelkich n >N. A zatem ¢
(liczba skonczona) jest granicg ciagu {a,,. Tem samem udowodni-
liémy, ze warunek Cauchy’ego jest zarazem dostateczny.

(2.2) Kasdy ciqg monotoniczny i ograwiczowy jest zbieiny. Jedeli cigg
ten jest rosnacy, to granicq jest kres gdrny ciagu; jeeli zas jest ma-
lejacy, to gramicq jest kres dolny ciggu.

Dowéd. Niech {az} bedzie eciagiem ograniczonym i rosngeym.
Zbi6ér liczb wystepujacych w tym ciggu, jako zbidr ograniczony,
ma na moey tw. (2.1), str. 46, skoniczony kres gérny K. Udowo-
dnimy, ze a,—K dla n-—>oo,

S. Banach, Wstep do Teorii funkeyj. ) 4
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7 warunku 1, str. 46, wynika, ze
(5) a, <K dla kazdego n=1,2,...

Wezmy pod uwage dowolng liczbe e>0 i niech K'=K ¢,
Z warunku §, str. 46, wynika, ze istnieje w eciggu {a,; wyraz N,
dla ktorego |
(6) | E—e=K'<an

Z (5) i (6) wynika latwo, ze 0<CH —a,<e dla n>N. A zatem
K jest granicg ciggu {an).

(2.3) Jezeli cigg monotoniceny {a.; mie jest ogramiceony, to mamy
oceywiscie ay,—+ o0, gdy cigg jest rosnacy, 2a$ a,—»—oo, gdy ciag jest
malejqey.

Réwnie latwo dowodzi sig nastepujacych twierdzer:
(2.4) Koaidy cigg ebiesmy jest 0granicrony.
(2.5) Haidy ciqg czesciowy ciggu zbieénego (do granicy skonczonej
lub nieskoniczonej) jest ciqgiem zbieénym do tej samej granicy.
(2.6) Jezeli w ciagu zbieinym (do granicy skonczonej lub nieskon-
- czonej) zmienimy porzadek wyrazdw, otrzymamy ciqg zbiesny do tej
samej granicy. , :

3. Dzialania na ciagach. Dla dzialan na ciggach za-
chodzi twierdzenie:

(3.1) Jezeli \any © (ba} sa ciagami zbiesmymi, wowezas ciqgi o, —-bn)
i \@nbn) sa ciggami zbieinymi, przy ceym:

(7) lim (a, £+ b,)=1lim a,+1lim b,
) ] n—»o n—co n—»co
(8) m (a,b,)=1lim a, lim b,.
n—»co n-»co n->co ‘
Jeieli ponadio b,4=0 dla n=1,2,... oraz lim b,==0, wéwceas

C ) . : e
rownied ciqg 5. jest zbiesny i
n

: a ]j.m aln

9 im 21 e
® | . = Ims,
n-y»oa e

Odpowiednie twierdzenia mozna udowodnié takze dla ciggéw
zbieznych do --oo.

s e AR AN
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4. Szeregi. Szeregiem nazywamy ciag sum czgsciowych dowol-

. « n.
nego ciggu danego {a.), t.j. ciag sum !Splp—1s,., gdzie s,= Y a:.
Szereg 0znaczamy przez =
=]
(10) , D an.
3 n:l
Jezeli {s,} jest ciagiem zbieinym, wéwczas granice jego nazy-
wamy sung szeregu (10).
Przyjmujemy, ze czytelnikowi sa znane giéwne twierdzenia
z Teorii szeregow 1).

5. Punkt graniezny ciggu. Liczbe g (skoficzong lub nie)
nazywamy opunkiem graricznym ciggu {an), jezeli jakis jego ciag
czesciowy (@) jest zbiezny do g.

Np. punktami granicznymi ciggu

{1

1 1 1 1
157 1+§, 3’ 1—{-—-%—7

[P —
n

1.1
1+;;,...‘

sg liczby 11 0.

W szezegdlnosei, liezba powtarzajaca sie w ciagu nieskonczenie
wiele razy jest jego punktem granicznym.

Np. liczby 1 i 0 sa punktami granicznymi cisgu {1,0,1,0,...}.
Oczywiscie, jezeli a,—g dla n—-co, to' g jest punktem granicznym
Ciggu {@nj.

(8.1) Jezeli dla kasdego otoczenia liczby g istnieje nieskoticzenie wiele
takich n, e a, naledy do tego otoczenia, to g jest punkiem granicznym
claqu {any.

Niech bowiem a, bedzie dowolnym elementem z otoczenia
[g—1, g--1], @, takim elementem z otoczenia [g—1%, g-+ 51, 26 n>ny,
an, takim elementem z otoeczenia [g—%, g+4], Ze ny>n, 1 t.d. Mamy
oczywiscie }g-—a,nklgl/k, zatem a, —g dla k—oco.

(5.2) Kazdy ciqg nieskoficzony ma co najmniej jeden punkt graniczny.

Dowéd. Jezeli cigg jest nieograniczony, to oczywiscie punktem
granicznym jest 4-oo lub —oo. Zalézmy wiee, ze {an; jest ciagiem
ograniczonym, ktérego wyrazy lezs w przedziale [m, M]. Ozmaczmy
przez E zbi6r takich a, ze w przedziale [m—1,a] istnieja Wyrazy an
o nieskoniczenie wielu wskaZnikach n. Zbiér E jest niepusty, gdyz Me B,
jest réwniez ograniczony z dolu, gdyz m—1<a dla kazdego acf.

1) Ob. np. W. Sierpinski, Dzialania nieskoriccone, Monografie Mate-
matyezne, Tom XIII, Warszawa-Wrocltaw 1946.

4%
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- Na mocy tw. (3.1), str. 47, zbidr F ma kres dolny k, ktory jest liczbg,
skoriczona. Dla kazdej liczby >0 istnieje wige aekl takie, ze
a<<k+e (por.2, str.47). Z okreslenia zbioru E wynika, ze k+ceR,
zatem w przedziale [m—1, k- ¢] istnieje nieskonczenie wiele wyra-
z6w ciagu {a,}. Poniewaz k—e<Fk, wiec k—e nonell; zatem w prze-
dziale [m-—1,k—e¢] istnieje co najwyzej skonczona liczba wyrazéw
ciggu {a.;. Wynika stad, ze w przedziale [k—s¢, k<] istnieje nie-
skoriczenie wiele wyrazéw ciggu {a.). Z uwagi na to, ze & jest do-
wolng liezbg dodatnig, &k jest punktem granicznym.

(5.3) Warunkiem Koniecznym t wystarceajacym na to, by ciag byl
zbieiny do gramicy (skonczonej lub mieskoniczonej), jest Zeby miat
tylko jeden punkt graniceny.

Dowdd. Udowodnimy to najpierw dla ciagédw ograniczonych.

Jezeli g jest granicg ciggu ograniczonego {a,), to poza prze-
dziatem [g—e, g+-¢], gdzie ¢ jest dowolng liczba dodatnia, istnieje
tylko skodczona liczba wyrazéw ciggu; wszystkie zatem punkty
graniczne lezg w przedziale [g—se, g+¢]. Z dowolnosci za$ liczby &
wynika, ze ¢ jest jedynym punktem granicznym ciggu {a,}. Warn-
nek jest wiec konieczny.

Niech teraz g bedzie jedynym punktem granicznym ciagu ogra-
niczonego (an). Wezmy dowolne ¢>0. Poza przedziatem [g—e, g--¢]
znajduje sie co najwyzej skonczona liczba wyrazéw ciagu. W prze-
ciwnym bowiem razie istniatby wedlug tw. (5.2) punkt graniczny g’
taki, ze badsz ¢'<<g—e, badZz ¢'>g+e W obu przypadkach mieli-

bysmy dwa rézne punkty graniczne ¢' i ¢ whrew zalozeniu. Oznacza-

Jac przez N najwiekszy wskaznik wyrazéw, znajdujgcych sie poza ,,
przedziatem [g—e, g-+¢], mamy g—e<a,<<g-+¢ dla n>N. Zatem
g jest granicy ciggn {a.). Warunek jest wiec wystarczajacy.

Zalozmy z kolei, ze {a,} jest ciggiem nieograniczonym.

Jezeli a,~-oco, wéwezas z okredlenia granicy wynika, ze do
dowolnej liczby A istnieje takie ¥, iz A <a, dla n>N. Zatem w prze-

dziale [—oco, 4] istnieje tylko skonezona liczba wyrazéw ciagu,
a wiec wszystkie punkty graniczne lezg w przedziale [A4,4-oo].
Poniewaz A4 jest liczbg dowolng, wiee jedynym punktem granicz-
nym jest +-oo, Podobnie dowodzi sie koniecznogei warunku, gdy
Qp—>-—0Q, : "

Niech teraz 4-co bedzie jedynym punktem granicznym ciggu
{a.}. Dla dowolnej liczby 4 w przedziale [—oo, A] lezy wiec tylko
skoniezona liczba wyrazéw tego ciggu. W przeciwnym bowiem razie
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istnialby punkt graniczny g<d. Zatem istnieje liczba N taka, ze
dla #>N jest A<a, To dowodz, ze a,—-oc. Podobnie dowodzi
sie, ze warunek jest wystarczajacy, gdy jedynym punktem grani-
cznym ciggu jest —co,

7 twierdzen (5.2) i (5.3) wynika, ze

(5.4) Kaidy ciag zawiera ciag czedciowy, zbietny do granicy skonczone
lub nieskonczonej.

(5.3) Kazdy ciag posiade najwickszy i najmniejszy punkt graniceny.

Dowé6d. Jezeli ciag {a, jest zbiezny (do liczby skonczonej
Iub nieskoliczonej), to granica ¢ jest na mocy tw. (5.2) zarazem
najwiekszym i najmniejszym jego punktem granicznym. Jezell ciag
la,) nie jest ograniczony z goéry, to najwiekszym jego punktem
granicznym jest -+oo; jezeli za$ nie jest ograniczony z dotu, to
najmniejszym jego punktem granicznym jest —oo.

Zalézmy wiee, ze ciag {a.; jest ograniczony z gbry i nie jest
zbiezny. Oznaczmy przez G zbiér jego punktow granicznych réznych
od —oo. Oczywiscie G jest zbiorem niepustym (gdyz ciag {a,} ma
na zasadzie tw. (5.3) co najmniej dwa punkty graniczne) i ograni-
czonym z géry. Oznaczmy przez K kres gorny zbioru G. Jezeli wiec
ge@, t.zn. jezeli g jest punktem granicznym ciagu lany, to g<K.
Weimy dowolng liczbe £>0. Z okreslenia kresu gérnego (str. 46)
wynika, ze w zbiorze G 1stme]e liczba g>K—e, Poniewaz ¢ Jest
punktem granieznym ciggu {a.} i lezy w przedziale SK —eg, K+ ¢4,
wiec w przedziale tym istnieje nieskorezenie wiele wyrazow ciggu.
7 dowolnosei liczby ¢ wynika, ze K jest punktem granicznym ciggu
{as}, a wiec oczywidcie i najwigkszym punktem granicznym tego
ciggu.

Podobnie dowodzi sie istnienia najmniejszego punktu gra-
nicznego.

6. Granica gérna i dolna ciagu. Najwiekszy punkt gra-
niezny ciggu nazywamy granicq gorng (limes superior), najmniejszy
zas granicq dolng (limes 1nfer10r) ciggu. Jezeli L jest granicg gorng,
a | granicy dolng ciagu {a.), to piszemy:

Ima,~L lub limsupa,=L lub a,tL dla n—-oo.

n-o n—oa

lima,—=] Iub lim infa,=1 lub a,4l dla n—>oo,

n-»co n—>o
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Oczywiscie
(61) @a/nglim 1700

n-yco n—>co

7 twierdzenia (5.3), str. 52, wynika latwo nastepujgce twier-

dzenie:
(6.2) Jezeli gramice gorna i dolna sq rowne, to ciqg jest zbieiny i

im a,=lim a,=1m a,.

n—>co n—co n—yoQ

(6.3) Granica gérna L i dolna 1 ciagu {a,} spelniaja warunki

nastgpujace:

(i) Jezeli L<I', wowczas tylko co najwysej skonczona liczba

WYrazow (any spetnia nierdéwnos$é L'<<ay;

(ii) Jeseli L'"'<L, wowczas nieskonceenie wiele wyrazéw ciagu {a,}
spetnia niercwnosé L' <<an;

(i) Jezeli U'<l, woweczas tylko co najwyzej skonczona liczba
. wyrazow ciagu spelnia nieréwnosé a,<<l’;

(ii") Jegeli I<l', wowczas nieskonczenie wiele wyrazow ciggu

spelnia nierownosé a,<<l’.

Dowd6d. Gdyby nieskonczenie wiele wyrazéw speilnialo nie-
réownosé a,>L', wowezas istnialby punkt graniczny ¢g>1'>L, wbrew
zalozeniu, ze L jest punktem granicznym najwiekszym. Warunek (i)
jest wiee spelniony. Warunek (ii) wynika stad, ze L jest punktem
granicznym.

Podobnie dowodzi sie warunkéw (i) i (ii').

Yatwo mozna udowodnié, ze jezeli jakas liczba L spelnia wa-
runki (i) i (ii), to liczba ta jest granicg gérna ciggu {a,). Podobnie,

jezeli jakas liczba 1 spelnia warunki (i') i (i), to ! jest granica dolng

ciggu {@n}.
(6.4) Niech:
(11) On,r= maX{a/n, Ani-1y evey Aptryy ﬁn,r= min '{a/ny Cont-1y ooy a'n-}—r}”-

Jezeli cigg {a} ., jest ograniczony z gdry, to

(12) lim(liman,r)=ﬁlan;
n—5es P00 n—eo

jezeli za$ ciqg ten jest ograniczony 2 dolu, to

(13) lim (lim Bp,)=im a,.

n—>co >0 n-»o0

R



(]}
(%11

[§ 3] Granica gorna i dolna.

Dowbd. Zaldzmy, ze {a,) jest ciagiem ograniczonym z gory.
7 (11) latwo wynika, Ze
(14) anrgan r+1«

Zatem ciag !anr—io.. Przy stalym n jest ciagiem zbieznym.
Niech

(15) gn:ﬁm Un,r-

-0
Z (14) WyniLaJ na moecy tw. (2.2), str. 49, ze g, jest kresem
gérnym liezb 1| ”,r_i 5.y Wiee Da mocy (11) gn jest kresem gornym
liczb Gny Gntt,... Zatem dla kazdego naturalnego n mamy:

(16) . gn 2 Gn+1e

Ciag !¢}, jako ciag malejacy, jest zbiezny do liczby skonezone]
lub do —oo. Niech
(17) - L=limg,.
N>
Poniewaz ¢, jest kresem gérnym liczb Gn, @nriy ..., Wi gn=lim a,.
Zatem na mocy (17): e

(18) L>=1im a,.
n—o0
7Z drugiej strony, jezeli
(19) man<L'

wowezas na mocy warunku (i) tW (6.3) istnieje takie N, ze dla k>N
jest ax<<L'. Wynika stad na mocy (11), ze dla kazdego n>N jest
an, <L przy wszelkim r, zatem z (15) mamy ¢,<IL' dla a>N,
wiec z (17) dostajemy L<L'. Poniewaz L' jest dowolng liczbg
spelniajgca nieréwnosé (19), wiec
- L<lim a,.
n-»co

Stad i z (18) otrzymujemy réwnosé (12) na podstawie (15) 1 (17).

Podobnie dowodzi sie réwnosel (13).

7 okreglenia granic gérnej i dolnej wynikaja latwo nastepujace
WZOTy:

(6.5) hm a,,—-—lim (—an), lim @,=—Hm (—a,).
n—co T=$00 n->co
(6.6) Jezeh < by dla n=1,2,..., wiowczas:
lim a,<1lim b, lim a,<lim b,.

n—oo n-3ea n—00 n—rco
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(6.7) dJeselt m>=0, wiwczas:

l—iﬁ(man):mlen—an, lim (ma,)=m lim g,
n-yoo n—yoo : >0 n—-co

Udowodnimy obecnie, ze:
(6.8) Jeseli gramice gdrne ciagdw {an} © {ba} s skotczone, wiéwczas

m (@, by) <lim a,4lim by, -

n->co n—>oo n->co

Jeseli ponadio b,=0 ¢ ﬂglan>0, to

n—co

1im (ax b,) < lim a, im b,,.
n—)oo‘ -0 n-peo '

Dowéd. Oznaczmy przez L, L, i L, odpowiednio granice gérne
cigg0wW {@n--bny, {@n} 1 {bn). Niech &>0. Z okreflenia granicy gornej
wynika, ze w ciggach {a,} 1 {b.} istnieje tylko skonczona liczba
wyrazéw spelniajgcych nieréwnosel a,>Ly-+& 1 b,>L,+e. Istnieje
zatem takie N, ze dla n>N jest @, <Ii+e i bu<Late, wiec
O+ b, < D1+ Lo+ 26 Stad LKL+ Ls+2e. Z dowolnodei liczby e
wynika, ze L<{IL;+L,; pierwsza czes¢ tw. (6.8) jest wiec udowod-
niona.

Podobnie dowodzi sie jego drugiej czedci oraz twierdzenia:

(6.9) Jeseli gramice dolne ciggow {any 1 {b.} sa skornczone, to

lim (64 b,) > im0, Lim b,

n->00 . n—oo n—oo

Jeseli ponadto b,>0 ¢ lima,>0, to
- N=»e0

tm (0,,) > im0, lim b,

>0 n—>co n—-co

Uwaga. Wzory (6.8) i (6.9) zachodza réwniez w przypadku,
gdy granice s3 liczbami nieskodczonymi, pod warunkiem, ze dzia-
fania po prawych stronach nieré6wnofei sy okreslone umownie przez
podane we Wstepie wzory (2)-(6), str. 3. Wyjatkowymi przypad-
kami, do ktérych wzory (6.8) i (6.9) nie stosuja sie, s3 wiee te,
w ktoéryech prawe strony nieréwnosei przyjmuja postaé: w (6.8)
+00—20 Jub —oo+4-o00, 2 W (6.9) (o0)0 lub 0(- co).






