ROZDZIAL 1

TEORIA ZBIOROW

§ 1. Algebra zbioréw.

1. Dzialania na zbiorach. Niech A i B beda dwoma zbio-
rami. Oznaczamy przez A-+B sume tych zbioréw, czyli zbiér zto-
zony z elementéw, ktére naleza badz do A, badz do B; przez A-B
oznaczamy iloceyn A i B, t.j. zbiér zloZony z elementéw, ktore
nalezg zaréwno do A4 jak do B; wreszcie przez 4 —B rdénice zbio-
6w A i B, t.j. zbidr elementow, nalezacych do A, lecz nie nale-
zgcyeh do B

Jezeli np. 4 oznacza przedzial 1<a<3, za§ B przedzial 2<ax<4,
to A+-B, A-Bi A—B ozna,czagay odpowiednio przedzialy: l<xz<{,
2<r<<d 1 1<, }

Piszemy ,xeA* dla oznaczenia, ze x jest elementem zbioru A
Wyrazenie , ACB“ oznacza, ze kazdy element zbioru 4 jest ele-
mentem zbioru B, t.j., ze warunek wed pociaga za sobg warunek
zéB; mowimy wtedy, ze 4 jest podzbiorem zbioru B, lub ze zbidr 4
jest zawarty w zbiorze B, a takze, ze A jest czedciq zbioru B.

Oczywidcie, jezeli ACB i BC A, to A= B, co oznacza, ze zbiér A
jest ideniyczny ze zbiorem B1).

Symbolem 0 oznaczamy zbiér pusty, t. ] nie zawierajacy Zza-
dnego elementu.

Wprowadzenie zbioru pustego jest potrzebne, aby mnozenie
i odejmowanie byly zawsze wykonalne; mianowicie, jezeli zbiory A
i B sg rozlacene, t. zn. nie maja zadnego wspélnego elementu, wow-
czas piszemy A-B=0, podobnie, jezeli ACB, to A—B=0.

1) W szezegdlnosei wiee ,,cze8é“ (w znaczeniu ,,podzbiér®) moze byé iden-
tyczna z ,,calodcia”.
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Czytelnik latwo sprawdzi wzory nastepujace:
(1.1) 4-(B+0)=A-B+4A4-C, A+ A=A=A4-4, A—B=A—A.B,
(1.2) A-BCA-+B.

W zastosowaniach Teorii mnogodci wszystkie rozpatrywane
zbiory stanowig zazwyczaj podzbiory pewnego statego zbioru, zwa-
nego przestrzeniq. Tak np. w wielu dziatach Analizy role przestrzeni
gra zbiér wszystkich liezb rzeczywistych lub (np. w Teorii funkeyj
analityeznyeh) zbiér wszystkich liczb zespolonych, przestrzen trdj-
wymiarowa euklidesowa 1it. d.

Oznaczmy przestrzenn symbolem 1, za§ réznice 1—A, t.zw.
uzupetnienie zbioru A, symbolem —A.

7Zbiér —A sklada sie wiec ze wszystkich elementéw (rozwaza-
nej przestrzeni), ktére do A nie nalez3. Widaé¢ natychmiast, ze:

—(—A)=A4, A-(—4)=0, A+(—4)=1, A (—B)=4A-—B

i ze ACB jest réwnoznaczne z —B C —A.
Zachodzg wzory de Morgana:

(18)  —(A+B)=(—4)-(=B), —(4-B)=(—4)+(—B).

Udowodnimy pierwszy z nich (dowdd drugiego jest analogi-
czny). Niech z+[—(4-+B)]. Znaczy to, ze x nie nalezy do A+ B,
t. j. ze @ nie nalezy ani do 4, ani do B, czyli ze @ nalezy do uzu-
pelnienia 4 i do uzupelnienia B. Ostatnie zdanie zapisuje sie symbo-
licznie %ef(—A4)-(—B)]. Udowodnilismy w ten sposéb, ze x nalezy
do —(A+B) wtedy i tylko wtedy, gdy nalezy do (—4)-(—B).
A zatem —(A-+B)=(—A4)-(—B).

Zbiory zbioréw, t.j. takie zbiory, ktérych elementy same s
zbiorami, nazywamy takze rodzinami zbioréw; podobnie zbiory
zbioréw zbioréw nazywamy klasami rodzin.

Elementy (o ktdérych nie zaklada sie wyraZnie, ze 53 zbloraml)
oznaczamy zwykle literami matymi, zbiory duzymi, rodziny gru-
bymi i t. d.

W dalszym ciggu tego paragrafu zakladad bedziemy, ze wszyst-
kie rozwazane zbiory sa podzbiorami pewnej przestrzeni (nie pustej).

2. Dzialania nieskonezone. Ze Wzgl@dﬁ na prawa laeznodei
dodawania i mnozenia, t. j. na wzory A+ (B+ C)=(4+4 B)+4 0 oraz
A-(B-C)=(4-B)-C, dziatania te zdefiniowane sg dla dowolnej skoin-
czonej iloei sktadnikéw A;-+...+ 4, lub czynnikéw 4;-...-4,.
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Mozna jednak definicje dodawania 1 mnozenia rozciggnad na

OO

sumy i iloczyny nieskoriezone: mianowicie do zbioru 2} 4, zaliczamy

n==1

element #, gdy @ nalezy do jakiegof 4., zas & zaliczamy do

zhioru [[4,, gdy = nalezy do kazdego A,.

n==1

Jeszeze ogdlniej okreslamy sume ZAt, gdy wskaznik ¢ prze-
biega jaki§ dany (zresztg dowolny) zblor T; mianowicie, }:4 jest
to zbiér tych z-6w, ktére naleza do jakiego$ A, za$ dloczyn [;[A,
jest to zbiér tych z-6w, ktére naleza do kazdego Ar (czyli ezedd
wspdlna wszystkich 4.).

W szezegdlnodei, gdy T jest zbiorem wszystkich liczb natu-
ralnych (1 2,3, o)y otrzymujemy rozpatrywane przed chwilg sumy

i iloczyny ZA,, i HA

n=1

Niech np. 4; oznacza okrag kola 224-y*=1?, zad wskaznik ¢
(,parametr®) niech przebiega przedzial 0<i<1l. Wowczas 24,
;

oznacza tarcze kola o srodkn 0 i o promieniu 1, z ktorej usunigto
§rodek 1 obwod.

Podobnie, jak dla dzialan skonezonych, mozna wyprowadzié
szereg wzoréw rachunkowych dla sum i iloczyndéw nieskonezonyeh,
Np.

(2.1) | HAtCAtOCZAf dla kazdego wskainika t,;
£ i

gpelnione sa tez nogdlnione wzory de Morgana:
(2.2) | "(;’AI)ZU (—41), “(gffm =2/(—4.).

3. Znakowanie logiczne. Niech o i § beda dwoma zdaniami.
Pisaé bedziemy a- f§ zamiast ,,a Iub 8%, a-f zamiast ,a i f wreszcie
»—a’ dla oznaczenia zaprzeczenia zdania a.

Jezeli np. a oznacza zdanie ,,2 jest liezbag naturalng®”, to -—«
oznacza zdanie (w danym wypadkn falszywe) .2 nie ]e.% liczba
naturalng®“. N

Kazde zdanie posiada jedng z dwdch wartodei 1 lub 0, w za-
leznosei od tego, czy jest prawdziwe, czy falszywe.

Dwa zdania a 1 p, majace te samg wartodé, nazywamy rdw-
nowagnymi; rownowaznosé te wyrazamy, piszae a=p.
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7 podanych definicyj wynikaja natychmiast " OWILOWaHI08
nastepujace, ktdre spelnione s przez kazdad‘ pare zbioréw A i B
i kazdy element :

(3.1) [(wed)+ (e B)]= €& Bl

[(wed)-(weB)]=[wed B],
—(@wed)=[we(—4)];

t.j.: zdanie ,» nalezy do A lub # nalezy do B~ réwnowazne jest
zdaniu ,x nalezy do A-+B*; zdanie ,x nalezy do 4 i # nalezy do B
réwnowazne jest zdaniu ,» nalezy do 4.B*; zdanie ,» nie nalezy
do A4“ réownowazne jest zdaniu ,o nalezy do —A4". ‘

Po lewej stronie tych réwnowaznosci dzialania +, - oraz —
majg sens logiezny, po prawej matematyczny; uzycie tych samych
symboléw w tak réznych na pozér znaczeniach uwydatnia- dwoi-
stodé, zachodzacy miedzy t. zw. Algebrs logiki a Algebrg zbiordw.

Twierdzeniom o zbiorach odpowiadaja twierdzenia o zdaniach
(t.zw. prawa logiczne); wymienimy ich kilka:

—(—a)=a (prawo podwoéjnego przeczenia),

a-(—a)=0 (zasada sprzecznosci: zdanie i jego zaprzeczenie nie
moga byé réwnoczesnie prawdziwe),

a-+(—a)=1 (zasada wylaczonego Srodka: albo dane zdanie, albo
jego zaprzeczenie jest prawdziwe),

a(f+y)=aftavy,

—(a+p) = (—a)-(—5),

—(a-f)=(—a)+(—F) it.d.

Odpowiednikiem stosunku zawierania si¢ miedzy zbiorami
(ACB) jest w Logice stosunek wynikania miedzy zdaniami: piszemy
a—f, dla oznaczenia, ze zdanie a pocigga za sobg zdanie B, czyll
ze ze zdania « wynika zdanie p.

Zachodzg réwnowaznosei:

[(wed)—>(2eB)]=[ACB], (a—f)=(—a+p)=[—F)—>(—a)l,

t. j. zdanie ,wed pociaga xeB“ (czyli ,jezeli ved, to weB*) réwno-
wazne jest zdaniu ,zbi6r A zawiera sie w B*; ,,a pociaga f“ réwno-
wazne jest kazdemu ze zdan: ,zaprzeczenie a jest prawdziwe lub f
jest prawdziwe®, ,zaprzeczenie f pocigga zaprzeczenie a*.



8 - ROZDZIAL I. Teoria zbiordw.

Niech ¢(z) bedzie funkejq zdaniowq zmienne] x (przebiegajacej
dana przestrzen); jest to wyrazenie, ktére staje sie zdaniem, gdy
na miejsce zmiennej « podstawimy dowolng jej wartodé.

Np. wyrazenie ,x>0“ jest funkecja zdaniows (nie Jest ono
zdaniem, lecz staje si¢ zdaniem — prawdziwym lub falszywym —
gdy o zastapimy np. przez 2, —1).

Funkcja zdaniowa wyraza wigc pewien warunek, ktéry jest
spelniony przez niektére (lub wszystkie lub zadne) elementy rozwa-
zanej przestrzeni, a przez inne nie. Np. warunkiem, wyrazonym przez
funkeje zdaniows z poprzedniego przykladu, jest, aby x bylo liczbg
dodatnig.

Zbiér elementéw, ktére speiniajg funkeje zdaniows ¢ (t. j. spel-
niajg warunek przez nig wyrazony), oznaczamy symbolem oz

Np. ]] (@>0) jest zbiorem wszystkich liczb dodatnich, E’ —324+2=0)

sklada, sig z pierwiastkéw tego réwnania t.j. z dwu elementéw:
1 oraz 2 (przestrzenia w przykladach powyzszych jest zbior wszyst-
kich liczb rzeczywistych).

A zatem, na to, aby element x, nalezal do zbioru Fle(x), po-

Ry

trzeba i wystareza, aby zdanie g(w,) bylo prawdziwe; krétko mo-
zemy to wyrazié w postaci réwnowaznogci

3.2) | [WOGE‘P(W)] = ().

Na podstawie tej réwnowaznodei z tatwodcia dowodzi sie

nastepujacyeh wzoré6w (o rozdzielnogci operacjii ' wzgledem
dziatati +,. oraz —): ‘

(3.3) Z\jl’[sv(-w)+VJ(w)]=@7w(w)+J§,’w(m), é’[m(ﬂf?)'w(w)bé’w(wrﬁ’w(w)
(3.4 El—p(a)=—[Evo)] A
Oto np. dowéd pierwszego z tye'h WZOrOW:
Ty E{T_E'[w(w)—kw(w)] Lo(0) +()] = [z, EEfP )]+ [, eE (@
| -—%E@’Qﬂ w)+l:7w )],

ﬂi

na podstawie (3.1).
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Odpowiednikiem dziala nieskonczonych na zbiorach 83 dwa
nastepujace dziatania na funkejach zdaniowych:

2 Mo(x)“ oznacza, ze jakies x, spelnia funkcje zdaniows ¢;

,,H(p “ oznacza, ze kazde z spetia funkeje zdaniows ¢.

Dzyte w tym znaczeniu ) i [] nosza nazwe kwanioréw lo-
gicznych.
Np. [](xz+1>z), N (e*=x).

X X

W mys$l definicji dodawania i mnozenia (nieskonczonego) zbio-
réw, mamy przy kazdym a réwnowaznosci:

(3.5) Slaed)=(ae3dy,  [Twed)=(ae[]4,
t b3 4

i

gdzie, podobnie jak poprzednio, znaki ¥ i [| maja po lewe] stronie
réwnowaznosci sens logiczny, a po prawej matematyczny.
W szezegblnosei, gdy zakresem zmiennej @ jest zbiér liczb na-

turalnych, piszemy zamiast Yo(n) i [Jp(n) zazwycza] 5’<p(fn i Hrp (n),

n n==1 n==1
lub Yo, i [Jg.. Mamy wiec wzory:
n=1 n=l )

v(OLEA,,)——((LE An) i H(a&:i ——(aeHA,,

n=1 n= 1 n=1 n=1

Dodajmy, ze twierdzeniom o dzialaniach nieskonezonych z Teorii
mnogosci odpowiadaja twierdzenia o kwantorach w Logice; wymie-
nimy tu nastepujgce:

Dla kavé;dego x, jest H?J(m)*-*GU(Wo)—*Z?’(w);
[—2o@)]=[][-¢)]

(t.j. zdania: ,nieprawda jest, ze istnieje x spelniajace warunek ¢
i ,,zadne z nie spelnia warunku ¢“ sg réwnowazne);

[“Hcp ]—V’[— @(x)];
[.;S (P(w)+.§w(m)] = [p(@)+v(2)];

E’ [w(wrw(wn—*%’w(w%:}’w(w)-
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4. Produkt zbioréw. Funkeje zdaniowe wielu zmien~
nych. Produktem zbioréw A i B nazywamy zbibér wszystkich par
{a,b), gdzie aed i beB. Zbiér ten oznaczamy symbolem A X B.

Wystepujace tu pary traktujemy jako pary uporzadkowane, . j.
odrézniamy (a,b) od (b,a), chyba, ze a=b.

Analogicznie przez AX Bx O oznaczamy zbior irdjek wuporzqd-
Fowanych elementéw (a,b,c), gdzie aed, beB i ¢e(; podobnie okred-
lamy produkt dowolnej skonczonej ilosei zbioréw,

PRZYKELADY. 1. Niech A=B=zbidr wszystkich liczb rzecaywistych;
wéwezas produkt 4 B jest zbiorem wsaystkich liezb zespolonyceh (,,plaszczyzny
liczb zespolonyeh); w tym przypadku piszemy o+ Dbi zamiast (a,b).

2. Niech 4=B=CU=odcinek 0 <z <1; produkt 4 x Bx 0, ktéry moznaby-
tez oznaczyé jako A3, jest szesScianem; produkt 42 jest kwadratem.

3. Niech 4 =tarcza kola, B=odecinek; AX B jest walcem.

Niech Z=Xx Y. Elementy 2 zbioru Z s3 to wiec pary (z,¥)..
Funkeja zdaniowa g¢(z) jest to funkeja zdaniowa dwdceh zmien-
nych i y; zamiast @(2) piszemy tez g¢(x,y). Np. funkeja (zdaniowa
lub o wartosciach rzeczywistych) zmiennej zespolonej z=x-1y jest
tym samym, co funkeja dwéch zmiennych (rzeczywistych) x oraz y..

Zamiast pisa¢ Flo(z) piszemy tez JFo(z,y).

z Xy
Jezeli X =Y =zbiér liczb rzeczywistych, to J'o(z,y) oznacza

- s . [ s 4 o

pewien podzbidr plaszezyzny, mianowicie, zbiér tych punktéw (x,y),
ktére speiniaja funkeje (zdaniowa) p, t.j. dla ktérych p(x,y) jest
zdaniem prawdziwym (p. str. 8).

Np. F(@*+y?=1) jest to okragg o promieniu 1 zakreglony

xy .
z punktu 0, [(z<y) jest to pélplaszezyzna polozona nad prosty x=y,.
.\."I{ .,

K (0<w<<1) jest to ezgsé plaszezyzny lezaca miedzy osia ¥ a pro-
xy
st £tf=1.

;N ie.ch dana bedzie funkeja zdaniowa g(z,y) dwéch zmiennych;
wyrazenie __,ngv(m, y) jest funkeja zdaniows jednej zmiennej x. Zro-

zumiale jest wiec wyrazenie > S o(x,y); podobnie:

“0 2

Xy
ggq)(m’y)’ ﬁ;qﬂ(w,?/), HEHV’(%?hz) it. p.
; Xz X yz

Widaé¢ natychmiast, ze
220@n=33p@@y) i [lp@y)=[][]p@y).
J g x X oz

y g g x
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Zachodzi dalej wynikanie S[]o( (,y) —>H_?<p ,y) Niech bo-

Xy

wiem istnieje taka warto$é z,, ze [[e(xy,Yy), t j. ze dla kazdego y
g

zachodzi ¢(z,,y); wowezas dla kazdego y istnieje takie x, Ze ¢(z,y);

takim 2 jest mianowicie .

Wiynikanie odwrotne, t.j. [[Me(z,y)—>Y][e(2,y), nie zachodzi.

yx X
Niech np. ¢(z,y) oznacza stosunek x>y; zdanie [[Mz>y jest oczy-
y x
wiscie prawdziwe, orzeka ono bowierr, ze do kazdej liczby rzeczy-
wistej y istnieje liczba od niej wieksza; natomiast zdanie N[[o>y
xy

jest falszywe, bo nie istnieje liczba rzeczywista wigksza od wszyst-
kich liezb rzeczywistych.

Jak widaé z powyiszego, porzadek kwantoréw gra rolg bardzo istotng.
Zilustrujemy to jeszeze na paru przykiadach:

1. Niech f(x) bedzie funkeja (o ‘wartosciach rzeczywistych) zmienne] z
i niech 0<w<<l. Zalozenie, ze funkeja f jest ograniczona (dla danego zakresu
zmiennosei x), wyraza sie w znakowaniu logicznym jak nastepuje:

211 @)l <yl.

yox
, W tym przykladzie przestrzenia X jest przedzial 0<lw<C1, przestrzenig ¥
jest zbidr liczb rzeczywistych.

2. Niech dana bedzie, jak poprzednio, funkecja f(x). Cigglosé tej funkeji

w punkeie x, (w sformutowaniu Cauchy’ego) oznacza, ze do kazdego ¢>0 istnieje
takie 6>0, ze warunek |h|<<d pociaga za soba nierédwnosé |f(we+ h)—7f(z)|<e.
A zatem w symbolice logicznej warunek na ciaglosé funkeji f w punkecie xy daje
si¢ zapisaé jak nastgpuje:

HZ”\[|h|<"]—>[lf(onh — f(mo)l<sl}»

gdzie zakresem (przestrzenig) zmiennych &1 8 jest zbidr liezb rzeczywistych do-
datnich, za$ zakresem zmiennosei h zbiér wszystkich liezb rzeczywistych.

Warunek cigglodei funkeji f we wszystkich punktach rozwazanego za-
kresu (w danym wypadku we wszystkich punktach przedzialu 0<<z<Cl) wyraza
si¢ wiec w taki sposéb:

H”ZH‘WLK')] [l (s h)—f(z)| <&l

lub, zmieniajac porzadek kwantoréw [[ i [] (co, jak wiadomo, zawsze jest
dozwolone): x €

[T 2 T] itk <s1=[lf(m+ k) —j(@)| <)}

g x 0 h
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Zmieniajac za$ w ostatnim wzorze porzadek kwantoréw [[ i D', otrzymu-
x d

]emy juz warunek inny (moeniejszy), mianowicie, warunek na cigglosé jednostajng:
[13 T 1R <é1=[lf(w+ h)—f(2)|<el}
e 6 x h

Jak wiadomo, réznica miedzy ciagloScia zwykla a jednostajng polega na
tym, ze w pierwszym wypadku liczha ¢ jest zaleina od e i od x, zas w drugim
tylko od e. Znajduje to w znakowaniu 1ogicznym swoj wyraz w tym, ze w pierw-
szym wypadku kwantor H poprzedza Z za$ w drugim kwantor >’ poprzedza H

ry

Widzimy wiec, Ze przegbele od olqglasel zwyklej do cigglodei JOdIlOS'LELJ .
nej polega jedynie na zmianie porzadku kwantoréw II.2 na I17 (plzypcm‘mim;y tu,
ze funkeja ciagla w kazdym punkcie przedzialu 0<<x<{1 mozZe w nim hie byé
jednostajnie ciagta, jak &wiadezy przykilad funkeji f(x)=1/x). Analogicznie rzecz
sie przedstawia dla zbieznosei jednostajnej ciagu tunkch, zbieznosei jedno-
stajnej calek niewlaSciwych itp. )

3. Niech dany bedzie ciag liczb rzeczywistych a,,a,,... Warunek na to,
aby g=1lim a,, daje sie w mysl definicji granicy zapisaé jak nastepuje:

o 20 —sl<e.

& m n

gdzie zakresem zmiennos$ci e jest, jak poprzedmo, zbidér liczb dodatnich, zaé
zakresem zmiennofei m i n zbiér liczb naturalnych.

Wiynika wiec stad, Ze warunkiem na to, aby dany ciag funkeyj f,(z), fo(z),
byl zbiezny do funkeji g(») dla kazdego x (rozwazanego zakresu) jest, aby

2 [[men@—g@l<e,  t.3. [TT] 3T ppn(@) —g(@)]|<e.

X &£ m n &€ X mn

Zmieniajac w ostatnim wyrazeniu kolejnosé kwantordw n i E, otrzy-

. m
mujemy warunek na zbiesnodé jednostajng ciagu funkeyj fi,fs,...

Uogdlnimy obecnie wzory (3.3) na dziatania 3 i []:
(4.1) Evsv (r,y) = VE@ (0, y), ng(w, y) =[] Ko@y).
X ! y x

Udowodnimy pierwszy z tych wzoréw. Niech zge F No(x,y).

: x
Znaczy to, na podstawie (3.2), ze No(z,,y). Na moey tegoz wzoru,
‘ q
zachodzi rownowaznosé ¢(zg,y) =2z, o(z,y). A zatem:
- X

o(xg,y)= VELEOGE?? (@, y)]=weed Fox,y)

y y y ox

ha moey wzoru (3.5), w ktorym f zastepujemy przez y i bierzemy

Ay:—"—EQJ(Q?,y).
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Zastosujemy wzory (4.1) do nastepujacego przykladu:

Warunek Cauchy’ego na zhieznodé ciagu ay, ay, ... orzeka, ze do kazdego e>0
istnieje taki wskainik m, ze dia kazdego n jest |a,, +n—anl|<a. Jak wiadomo,
zakres zmiennej & mozna ograniczyé do odwrotnosei liczb naturalnych; warunek
ten przybiera wtedy postaé nastepujaca: dla kazdego % (naturalnego) istnieje
takie m, ze dla kazdego n jest |a,.,— a,l<1l/k. W znakowaniu logicznym
warunek ten zapisuje sie jak nastgpuje:

[N L MES V2

kmn
gdzie L, m i n przebiegaja zbiér liczb naturalnych.
A wiee dla ciagu funkeyj fi(®),fa(2), ... warunkiem na to, aby punkt z,
byt punktem zbieznosci tego ciagu (t.j. zeby clag liezb fa(#g), falq)s - DYE

zbiezny), jest zeby
[1 5 T[0Tl <1/}
k

m n

Oznaczajac przez Z zbidr punktéw zbieznosei ciagu funkeyj f,fes ..., MmAMY

zatem:
z2= B 15T @ — (@<

kR mn

Stosujac trzykrotnie wzory (4.1), otrzymujemy stad:

- (4.2) z=[] 3 ] Elinim@—Fm@</k.

k=1 m=1 n=1 x

Wzér ten pozwala sprowadzié badanie whasnosei zbioru Z do badania

" wiasnosei zbioru A, = E{I]‘n +m(m)—fm(m)l\<l/k. Zastosowania stad plynace
X
znajdziemy w dalszych Rozdziatach.

5. Interpretacja geometryczna kwantora Z. Niech X i ¥ oznaczaja
zhiér liezb rzeczywistych. Wowezas:

(5.1) Zbidr EZ;c(w,y) jest rautem zbioru Eg)(w,y) na 0§ x-6w ).
‘ x ¥ xy
Istotnie, warunkiem na to, aby punkt » nalezat do rzutu zbioru plaskiego P,
jest aby istnialo takie y, Ze punkt o wspélrzednych i y nalezy do P. A zatem
=z nalezy do rzutu zbioru Ego(os,y) doktadnie wtedy, gdy Z[(m,y)eEgo(m,y)],
xy y xy

t.j. (na podstawie (3.2)), gdy > P(®9), a wiee gdy ze > @(®.y).
. . y x Yy

1y Twierdzenie to pozostaje prawdziwe, gdy X i ¥ oznaczaja dowolne
zbiory. Nalezy wéwczas rozumieé przez reut punkiv (x,y) ne 0§ X punkt z.

Zastosowania powyzszego twierdzenia opieraja sig W zZnacznym gtopniu na
tym, ze rzutowanie jest operacjq ciaglq.



14 ROZDZIAL I. Teoria zbiordw:

Zilustrowa¢ to rozumowanie mozna na przykladzie nastepujacym.
Napiszmy w znakowaniu logicznym, Ze warunkiem na to, aby liczba 2 byla
nienjemna jest, aby byla postaci x=y2: ’

(@=0)=)(w=y%, skad [J'(@=0=F D (z=y"),
y x xoy
a wiec na mocy twierdzenia (5.1) zbiér J(#>=0) jest rzutem na oé z-6w paraboli
Ee=p). | * |
W Czestokroé stosowane w Analizie okreslanie krzywych (lub powierzehni)
w postaci parametrycznej moze hyé geometrycznie interpretowane jalko okre-
slanie danej krzywej (plaskiej) w postaci rzutu pewnej innej krzywej (przestrzen-
nej). Istotnie, krzywa, dana w postaci parametrycznej x=¢(z), y=y(2), gdzie
z jest parametrem, jest to zbidr EE[m:qy(z)]-[y:zp(z)], a wige — na mocy

Xy =z
twierdzenia (5.1) — jest to rzut krzywej E [e=¢(2)]- [y=v(2)], potozone] w prze-
strzeni tréjwymiarowej. xyz :
Np. okreslajac okrag kola w postaci parametrycznej: z=asine, y=acosz
(¢ parametr), definiujemy okrag jako rzut krzywej srubowej.

§ 2. Odwzorowania zbioréw, pojecie ciagu, produkt
nieskornczony zbiordow.

1. Odwzorowanie (funkeja). Niech beda dane dwa zbiory
4 1 B. Jezeli kazdemu elementowi aed - przyporzgdkowany jest:
dokiadnie jeden element beB, wdéwczas powiadamy, zZe mamy
odwzorowanie (jednoznaczne) zbioru A4 na zbiér B. Odwzorowania
takie oznaczamy przez f, ¢, v it.p. Jezeli odwzorowanie f przy-
porzgdkowuje elementowi aed element beB, woéwczas b oznaczamy
przez f(a) i piszemy b=f(a), nazywajac b obrazem elementu a, zas
element a=f""(b) przeciwobrazem elementu b. Piszemy:

Y= Elf(@)e 7).

Jezeli 4'CA4, wéwezas zbidr wszystkich obrazéw elementéw
ae A’ nazywamy obrazem sbioru A’ i oznaczamy przez f(4’). Jezeli
kazdy element beB przyporzadkowany jest jakiemu$ elementowi
zbioru 4 (czyli jezeli f(4)=DB), woéwczas odwzorowanie nazywamy
odwzorowaniem zbioru 4 na caty zbiér B. Jezeli résnym elementom
zbioru A4 sg przyporzadkowane réine elementy zbioru B, wéwczas
odwzorowanie nazywamy wzajemnie jednoznacznym.

Odwzorowanie zbioru 4 na zbiér B nazywamy takze funkcjq,
okreslong w zbiorze 4, ktoérej wartosci naleza do B.

W szezegélnodei, gdy 4 i B sa zbiorami liczb rzeczywistych, jest
to funkecja zmiennej rzeczywistej, przyjmujaca wartosei rzeczywiste.
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2. Ciag. Jezeli liczbom naturalnym (od 1 do = lub wazystkim)
przyporzadkowane sg elementy jakiego$ zbioru A, wéwczas odwzoro-
wanie to nazywamy ciggiem elementéw zbioru A.

Oiag jest wiec funkejg zmiennej naturalnej, a jego elementy —
warto$ciami tej funkeji.

Cigg nazywamy skofczonym o wyrazach, lub nieskoriczonym,
galesnie od tego, czy elementy zbioru A przyporzadkowane sg tylko
liczbom naturalnym od 1 do n, czy tez wszystkim liczbom natu-
Talnym.

Jezeli a; jest elementem przyporzadkowanym liczbie i, wowezas
oznaczamy ciag skotiezony przez {@i, Gs..,dar lub {12,y 28
«cigg nieskonezony przez {01, 02y +ery By -y TUD @i}imt2,...o

Ciagi skonczone {6y, ay'y (g, ts, Ui, {thy, Gy Gy, @y}, T §. ciagi o dwoch
trzech, czterech it. d. wyrazach, nazywamy parami, tréjkami, czwor-
kami it. d. uporzadkowanymsi.

Np. produkty Ax A4, AxAx A4 it.d. (potegi zbioru A4) s3
zbiorami wszystkich ciggéw o dwdeh, trzech it. d. wyrazach beda-
cych elementami zbioru 4 (por. str. 10).

3. Produkt nieskonczony. Produkiem nieskonczonym zbio-
réw czyli produktem nieskoriczonego ciagu zbioréw {4,}, nazywamy
zbi6r wszystkich ciggéw nieskornczonych (o), gdzie a;e A; dla 1=1,2, ...

W szezegélnosei, jezeli wszystkie zbiory 4. sa identyczne ze
zbiorem A, woéwezas produkt zbioréw A; jest zbiorem wszystkich
ciagéw nieskoriczonyeh, ktérych wyrazy nalezg do A. Jezeli np. 4
jest zbiorem liczb rzeczywistych, to produkt zbioréw A; jest zbio-
rem wszystkich ciagéw lezbowyeh. J ezeli A; jest przedziatem
—1<e<1, to produkt zbioréw 4; jest zbiorem wszystkich ciagow
liczbowych {w;) spelniajacych warunek |z/<1 dla i=1,2,...

§ 3. Moce zbioréw.

1. R6wno$é moey. Dwa zbiory 4 i B nazywamy zbiorami
réwnej mocy, ¢0 Wyrazamy Wzorem
jezeli istnieje odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne zbioru 4 na
caly zbiér B. Z powyzszego okreélenia wynika latwo, ze:

Il

(1.1) Jeseli A—B i B=C, to A=

@
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PRZYKLADY. 1. Dwa zbiory (skonczone), majace te samg
liczbe elementéw, sg réwnej mocy. Np. zbior [2, 5, 8], ©. . zlozony
z trzech liczb 2, 5, 8, jest rdéwne] mocy ze zbiorem liter [a,b,c].
Mozemy bowiem utworzy¢ nastepujgce przyporzgdkowanie wza-
jemnie jednoznaczne f:

2=fla),  5=f(b), 8=f(o),
t. zn. ze literze a przyporzadkowalismy liczbe 2 it. d.
2. Zbiér liczb naturalnych nieparzystych jest réwnej mocy

ze zbiorem liczb naturalnych parzystyeh, jak to widaé z odwzoro-
wania wzajemnie jednoznacznego:

1=f2),  8=f4), ..., w=fn+tD),

Przy tym odwzorowaniu liezbie nieparzyste] m odpowiada
wiec liczba parzysta n-+1.
_ 3. Zbior wszystkich liceb naturalnych jest rownej mocy ze zbiorem
liczb naturalnych parzystych.

Mozemy bowiem utworzyé¢ przyporzadkowanie:

=¢(2), 2=¢(), 3=¢6), ..., n=9@2n), ...,

ktore jest wzajemnie jednoznaczne, bo przy tym przyporzadkowaniu
kazdej liczbie naturalnej n odpowiada dokladnie jedna liczba parzysta,
mianowicie 2n, i na odwrét, kazda liczba parzysta k& przyporzadko-
wana Jest dokladnie jednej liczbie naturalnej, mianowicie liczbie /2.

4. Zbiér liczb przedziatu 0<Ce<{1 jest réwnej moecy ze zbiorem
liezb przedziatu 0<Cy < 2. Funkcja bowiem y= ¢(x)=2x przyporzadko-
wuje kazdej liczbie # przedziatu 0<<{e<1 liczbe y przedziatu 0<{y <2,
przy czym kazda liczba y przedzialu 0<{y<2 przyporzadkowana
jest tylko jednej liczbie przedziatu 0<{z<{1, mianowicie liczbie r=y[2.

5. Zbibr liczb przedzialu 0<z<1 jest réwnej mocy ze zbiorem

wszystkich liczb rzeczywistych y. Odpowiednie przyporz&dkowa,me
y=y(x) stanowi funkeja y=tgn(z—.).

6. Zbidr liczb naturalnych nie jest réwnej mocy ze zbiorem liceb
rzeczywistych x przedzialuy 0<w<<l.

Dowdd. Przypusémy, ze twierdzenie jest fatszywe, czyli ze
kazdej liezbie naturalnej n mozna przyporzgdkowad liczbe rzeczy-
wista, ktérg oznaczamy przez w, (0<®.<1), tak by kazda liczba
rzeczywista # (0<w<<1l) byla “przyporzgdkowana jako w, jakiej$
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liczbie naturalnej n. Napiszmy liczby @i,os,...,2n,... W postaci ulan-
kow dziesietnych nieskonczonych. Dostaniemy wige:

P = (1) 41 40
2,=0, a’ a§’ af’...
2,=20, a? o« a...

. e B g8 o
(1) x,=0, a af¥ af)...

x =0, a® o) of"...

gdzie ¢, ai",...,a,... sg cyframi rozwinigcia dziesietnego liczby .
Oznaczamy przez ¢, dowolng cyfre rézng od «fV, 910, przez o, cyire
rézng od af, 9 i 0, ogdlnie przez ar cyire rézng od a™, 910,
Wezmy pod uwage liczbe », ktorej rozwiniecie dziesietne ma postaé

(2) T=0,010:03... ...

Poniewaz cyfry a, sa rézne od 9 i 0, wiec 0<a<l. Zatem &
jest wedlug zalozenia jedng z liczh @1,z ...,%n ... Jak wiadomo,
liczba dodatnia ma tylko jedno rozwiniecie dziesietne nieskonczone.
Poniewaz rozwiniecie dziesietne (2) liczby # jest rozwinieciem nie-
skoniezonym, gdyz wszystkie cyfry a, sa rézne od zera, zatem
w==2;, bo a,==a{l'; podobnie x==z, bo a,+aP, i ogblnie @z, bo
¢ Fa®. A wiec liczby @ nie ma wirdd liczb @y, g ..., Tny .. Doszlismy
zatem do sprzecznosci. :

Uwaga. Metoda, przy pomocy ktérej utworzylismy liczbe ,
nazywa sie przekainiowq. :

Nazwa pochodzi stad, ze liczbe @ otrzymaliémy, obierajac po
kolei cyfry rézne od cyfr a{), a@,...,alm, ..., stojagcych na przekgtniw (1).

2. Moc produktu. Niech 4 i B beda dowolnymi zbiorami.
Oznaczmy dla kazdego aeA przez K, zbidr wszystkich par upo-
rzadkowanych (a,b), gdzie beB, za$ dla kazdego feB przez K zbiér
wszystkich par uporzadkowanych (a, §), gdzie aeA. Mamy oczywiscie:

(2.1) AX B=2K.=) Kz,
wed geB
(2.2) K.—B, Ks—A.

Uwaga. Wzory (2.1) i (2.2) orzekaja, ze produkt mozna przed-
stawié jako sume rodziny zbioréw rozlgeznych réwnej mocy, przy
czym rodzina ma moc jednego czypnika, za$ zbiory sa réwnej mocy
z drugim ezynnikiem produktu. [

M. Banach, Wstep do Teoril funkeyj. 2

"
3
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Yatwo zauwazyé, ze

(2.3) AX B=Bx A.

Kazdej bowiem parze uporzgdkowanej (a,b), gdzic aed i beB,
mozemy przyporzagdkowaé pare (b,a); przyporzadkowanie to jest od-
wzorowaniem wzajemnie jednoznacznym produktu 4x B na pro-
dukt Bx 4.

Podobnie mozna udowodnié, ze jezeli ciagi zbioréw {4, i {B3}
réznig si¢ tylko porzadkiem, to produkty zbioréw tych ciggdw

A.;LXAgX...XA,'X... i B1><B2><...><Bg><...

83 réwnej mocy.
Dla mocy produktu zbioréw zachodzi (podobnie jak dla mno-
zenia) prawo lgcznodei:

(2.4) : AXBxX 0=(Ax B)x C.

Produkt bowiem Ax Bx ¢ jest zbiorem tréjek uporzgdkowa-
nych (a,b,c), gdzie acA, beB i ¢eC. Produkt za$ (Ax B)x C jest
zbiorem par uporzgdkowanych ((a,b),c). Przyporzadkowujac tréjce
(a,b,c) pare ((a,b),c), ofrzymujemy odwzorowanie wzajemnie jedno-
znaczne produktu AX BxC na caly produks (A4 x B)x C.

3. O poréwnywanin mocy zbioréw. Jeseli zbiér 4 jest
réwnej mocy z czedcia zbioru B, za§ B nie jest réwnej mocy z zadng
ezeseig zbioru 4, wéwezas powiadamy, ze zbiér A jest mocy nizszej
niz B, lub ze B jest mocy wysszej niz A, co zapisujemy:

A<B lub E>E

Z okreflenia wynika latwo, ze:

(8.1) Jeteli A=B E<6, wowczas .Z<6‘:,
(3.2) Jeseli A<B i B< 5, wowezas Z<:C='

PRZYRKLADY. 1. Zbiér liczh (1,2,3) jest mocy nizszej niz
zbiér liter (a,b,ec,d).

2. Zb‘iér liezb naturalnych mniejszych od jakiej$ liczby a (np.
od #=10) jest mocy nizszej niz zbiér wszystkich liczb naturalnych.
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3. Zbior liceb naturalnych jest mocy nisszej nig zbior wszystkich
liezb rzeczywistych (por. str. 16).

Wystarczy dowies$é, ze zbiér liczb naturalnych jest mocy niz-
szej miz zbiér liczb rzeczywistych przedziatlun 0<o<l, to za§ wynika
7 twierdzenia udowodnionego na str. 16 (ob. przyklad 6) i z uwagi,
7e zbiér liczb naturalnych jest réwnej mocy ze zbiorem liczb
1/2,1/2%...,1/2",... (przy czym oczywidcie 0<1/2"<1).

Twierdzenia (3.1) i (3.2) nie obejmujg przypadku, w ktérym
A jest rOwnej mocy z eczeScig zbioru B, zad B jest réwnej mocy
z czescia zbioru A. Sprawe te rozstrzyga nastepujace

(3.3) Twierdzenie Bernsteina, Jeieli zbidr A jest réwnej mocy
2 czedciq zbioru B, zas zbidr B réwnej mocy z czesciq zbioru A, wiw-
czas zbiory A 1 B sq rownej mocy.

Dowéd. Niech 4=B’, gdzie B'CB, oraz B=A, gdzie A'CA.
Oznaczmy 7przez ¢(a) dla aed oraz przez w(b) dla beB odwzoro-

wania wzajemnie jednoznaczne zbioru A na caly zbiér B’ oraz
zbioru B na caly zbiér A’. Niech:

A= A""‘Tl’(B); Bi=gp(4,),

(1)
Ay=9y(By), By=0(4,) i t. d.
Zatem:
(2) B,=g¢(4,) i Adpp=uB,) da n=1,2,3,..
Niech dalej:
(3) G=2A,, H=] B,.

n==1 n=1

Przyporzadkujmy kazdemu elementowi aed element f(a)eB
w nastepujacy sposob:

pla), - jeeli ae@

4 =
) Ha={ 50, Jeseti ced—6 1.

Dla kazdego acA—G istnieje y—'(¢), gdyz na moey (1) i (3)
jest A—GCy(B).

Okazemy teraz, ze f(4)=DB. Na mocy (3) i (2) mamy ¢(G)=H,
wiec z (4) dostajemy
(5) f(G)=H.

1w~ a) oznacza przeciwobraz elemsntu @ (ob, str. 14),
9k
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Z (2) 1 (3) mamy p(H)=Ao+As+...+Ao+..., wiee
(6) G=A,+w(H).

Poniewaz y(B)=A4—A4, na moey (1), zzbtem:
p(B—H)=y(B)—y(H)=A— A, —yp(H)=A — (4, p(H)),

skad p(B—H)=A—G na mocy (6). Zatem B—H=yp-Y4—@),
wiec na mocy (4)
(7 f(A—G)=B—H,

Z (5) 1 (7) wynika, ze
(8) f(4)=B.

A wige odwzorowanie f odwzorowuje zbidr 4 na calty zbiér B.

Okazemy teraz, ze odwzorowanie f jest wazajemuic ]edno-
znaczne. Jezeli howiem «a,a'eG lub a,0'c A—@G, to fa)==f(a")
mocy (4), gdyz odwzmow&ma, @ 1w 8a wzajeninie ]ednuznaczné.
Jezell zas ae@, lecz a’e A—@, to f(a)eH na moey (5), zad fla')e B—H
na mocy (7), wiee f(a)=+=f(a

A wiec f jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym zbioru A
na caly zbiér B, c. b. d. d.

(3.4) Wniosek. Jezeli CCA i 5=.;l, wowezas dla kasdego zbioru B

takiego, ¢ CCBCA, mamy B=A.

Dow6d. Wynika to odrazu z twierdzenia Bernsteina, gdyz 4
jest réwnej mocy z czefcig B (mianowicie z C), za$ B jest rownej
mocy z czescia A (mianowicie z B).

PRZYKLAD. Przyjmijmy za 4 zbiér liczb rzeczywistych,
a za C przedzial O<w<1; z przykiadu 5, str. 16, wiemy, ze 4=0.
Jezeli B jest przedzialem 0<2<1; wéwezas CCBCA, skad na
mocy (3.4) C=B=A. A wiec:

(3.5) Przedeialy 0<o<l ¢ 0O<a<<l sg rownej mocy.

~ Jezeli zbiér A jest mocy nidszej lub réwmej niz zbiér B, to
piszemy

A gE albo E}f?
Latwo widzieé, ze:

(3.8) Jezels I\<\.§ ) Eg@, woweczas A: 3
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Z twierdzenia Bernsteina wynika,- ze:

(3.7) Jezeli A jest rownej mocy # czeéciq wbioru B, to Egﬁ
Bo albo B jest rownej mocy z jakas czescia 4, a wtedy A=B,
albo B nie jest rownej mocy z zadng czedcia zbioru 4, a wtedy 4<<B.

(3.8) Jezeli istnieje odwzorowanie (niekoniecznie wzajemmnie jedno-
znaczne) czesci zbioru B na caly z2bidr A, wowezas A<B.

Jezeli bowiem kazdemu elementowi aed przyporzadkujemy
jeden z jego przeciwobrazow, wowezas otrzymamy odwzorowanie
wzajemnie jednoznaczne zbioru A na czesé zbioru B, wiec A<B.
(3.9) Jezeli rodziny =bioréw {4, ¢ |Bs), gdeie wskainik t przebiega
jakis zbior T (por. str. 6), spelniajg warunek A,<B; dla kaédego
teT, pray czym zbiory B; sq rozlaczne, wowczas suma zbioréw A; jest
mocy nie wysszej niz suma zbioréw By.

Jezeli bowiem dla kazdego teT odwzorujemy wzajemnie jedno-
znacznie zbiér A; na czesé zbioru By, wéwezas otrzymamy odwzo-
rowanie czesci sumy zbioréw B; na caly sume zbioréw A,.

W szezegdlnodei wzor A< B zachodzi zawsze, gdy A jest cze-
{cig B, poniewaz wtedy 4 jest réwnej mocy z czescia zbioru B (t.j. z 4).

Z twierdzenia Bernsteina wynika ponad to, ze:

(3.10) Jeseli A<B i B<A, to A=B.

(3.11) Twierdzenie Cantora. Rodzina wszystkich podzbioréw zbioru
jest zawsze mocy wysszej niz sam zbior.

Dowdd. Niech P oznacza rodzing wszystkich podzbioréw pe-
wnego zbioru A. Kazdemu elementowi aed przyporzadkujmy zbidr,
zawierajacy tylko ten jeden element, mianowicie zbiér __(a); Zatem
A jest réwnej mocey z czescig rodziny P, co dowodzi, ze P> A. Pozo-
staje do udowodnienia, ze ré6wnosé mocy nie zachodzi.

Przypusémy, ze 4 i P sg r6wnej mocy. Istnieje zatem odwzoro-
wanie wzajemnie jednoznaczne zbhioru A na calg rodzine P. Oznaczmy
przez F(a) podzbiér zbioru A odpowiadajacy przy tym odwzoro-
waniu elementowi aed. Niech W oznacza zbidr tych elementow
zbioru A, ktére spelniaja warunek aeF(A4), t.j. same naleig do
przyporzgdkowanych im podzbioréw. Zatem:

(1) acFa) dla aeW, anoneF(a) dla acA—W.
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Niéch b bedzie tym elementem zbioru A, ktéremu jest przy-
porzadkowany zbiér A—W. Wiegc

(2) Fb)y=A4—W.

Gdyby beW, wéwezas na mocy (1) mieliby$my beF(b), czyli
zgodnie z (2) bed—W, co jest niemozliwe wobec beW. Gdyby,
beA—W, to na mocy (1) bytoby b noneF(b) czyli bnon A—W, whrew
zalozeniu. Doszlidmy zatem do sprzecznosei, wige P i 4 nie sg réwnej
mocy, ¢. b.d.d. :

Wnioski. Z tw. (311) wynika, ze ni¢ ma zbiorw o mocy naj-
wyzszej. |

Dla kazdego bowiem zbioru A mozemy utworzyé zbiér mocy
wyzszej od A ; zbiorem tym jest zbior wszystkich podzbioréw zbioru 4.

Niech E; bedzie dowolnym zbiorem. Oznaczmy przez E, zbiér
wszystkich podzbioréw zbioru E,, przez F, zbidr wszystkich podzbio-
réw zbioru F,it.d. Otrzymamy w ten sposéb ciag {£.} zbioréw o mo-
cach coraz to wyizszych. Suma wszystkich tych zbioréw, t.j. zbidr
2 E., jest oczywiscie mocy wyzszej od kazdego ze zbioréw E.,.

n=l}

Niech w szezegdlnosci B, oznacza - zbiér liczb naturalnych.
Zbiory nieskonczone, z ktérymi zazwyeczaj spotykamy sie w Analizie,
83 to zbiory réwnej mocy z FE, lub z E, lub z E,.

4. Zbiory przeliczalne. Zbiorem skohezonym nazywamy
zbiér majgcy dokladnie n elementéw, gdzie n jest liczba naturalna
lub zerem. Zbiér pusty zaliczamy wiec réwniez do zbioréw skoii-
czonych. Zbiory za§, ktére nie s3 skonczonymi, nazywamy nie-
skoticzonymsi.

Zbiorami nieskoficzonymi s3 wiee np. zbiér liezb naturalnych,
zbi6ér weszystkich liczb rzeczywistych it. p.

Kazdy zbiér A4, ktéry jest réwnej mocy ze zbiorem liczb na-
turalnych, nazywamy przelicealnym, lub mocy &, co zapisujemy:

AmNO. '
Jezell wige A jest zbiorem przeliczalnym, to istnieje odwzoro-
wanie wzajemnie jednoznaczne zbioru liczb naturalnych na caly

zbiér 4 (por. str. 15). Oznaczmy przez

(1) Cl'17a_{76113’u--’a/_7’n--
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elementy zbioru 4, przyporzadkowane w tym odwzorowaniu liczbom
1,2,3, .0y y ... WidzIMy stad, ze elementy zbioru przeliczalnego dadza
sie ustawié w ciag (1). Na odwrét, jezeli elementy jakiego$ zbioru nie-
skonczonego A dadzg si¢ ustawié w ciag (1) tak, by kazdy element
zbhiorn 4 wystepowal w tym ciagu dokladnie raz jeden, wowczas
A jest zbiorem przeliczalnym. '

Jezeli niektére elementy zbioru A powtarzajy sie w ciggu (1)
skorniezenie lub nieskoriczenie wiele razy, to wykreslajac w ciagu (1)
kazdy wyraz TOWLY jakiemu$ wezesniejszemu, otrzymamy (przy
sachowaniu dawnego hastepstwa wyrazow) nowy cigg (skoneczony
lub nieskoficzony), w ktérym kazdy element zbioru wystepuje juz
tylko raz, a wiee ktory stanowi odwzorowanie wzajemnie jedno-
znaczne zbioru liczb naturalnych lub jego czédei na caly zbior 4.
Dowodzi to, ze zbidr 4 jest bad# przeliczalny, badz skonezony.

Zbiér taki nazywamy co najwyéej przeliczalnym i piszemy A <Kp-

PRZYKEADY. 1. Jezeli {®,) jest ciagiem liczb TZECZyWi-
stych, wowezas zbidr liezb wystepujaeych w tym ciagu jest zbiorem
skoriczonym lub przeliczalnym.

9. Zbiér wszystkich liczb calkowitych jest zbiorem przeliczal-
nym; liczby calkowite mozemy bowiem ustawié w cigg nastepujacy:
0,1, —1, 2, —2,.ccy Ny —My .

3. Zbidr wszystkich liczb wymiernych jest zbiorem przeliczalnym.

Istotnie, zbiér ulamkéw (nieujemnych), w ktérych suma
licznika i mianownika réwna sie danej liczbie naturalnej n, jest
oczywiscie skorczonym. Sg to utamki:

0 1 2 n—1

—) ' ’ y veey
/) 7 —1 n—2 1

Mozemy wiec ulamki nieujemne ustawié w ciag, wypisujac
kolejno ulamki, w ktérych suma lieznika i mianownika wynosi 1, 2,3
it. d. Otrzymamy ciag:

(9.) 4 0 1 0 1L 2 0 1 32 3
= Ty 9y 19 3y 23 10 iy By 27 190t

o L i ——. —

Aby ustawié wszystkie liczby wymierne w ciag, wstawmy do
ciggu (2) po kazdym ulamku taki sam wlamek opatrzony znakiem
minus. Dostaniemy cigg:

o0 0 6 __0o 1 __1 0 _ 0
®) ot —h §—
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Latwo widzieé, ze w powyzszym ciggu kazda liczba wymierng,
powtarza si¢ nieskonczenie wiele razy.
Udowodnimy nastepujace twierdzenia ogolne:

(4.1) Kasda czeéé zhioru preeliczalnego jest zbiorem skoticzonym albo
przeliczalnyin.
i

Dowéd. Niech A bedzie zbiorem przeliczalnym i niech BCA.
Zaloimy, ze B jest zbiorem nieskoriczonym. Ustawmy elementy
zbioru A w ciag (1). Oznaczmy przez b, pierwszy element ciggu (1)
nalezacy do B, przez b, drugi z kolei element ciggu (1) nalezacy
do B i ogdlnie przez b, k-ty element ciggu (1) nalezacy do B.
W ten sposéb elementy zbioru B ustawimy w cigg by, 0 ..., Dy, ...
Zbiér B jest wiec zbiorem przeliczalnym, c. b. d. d.

W szezegdlnosei zbiorami przeliezalnymi sy zbiory: (a) liczb parzystych,
(b) nieparzystych, (e) liczh podzielnyeh przez dowolng liczheg naturalng k&, (d) liczb
pierwszyeh, (e) kwadratéw liezb naturalnyeh.

Zbiory te bowiem sa nieskonczone i zawarte w zbiorze wszystkich liczb
naturalnyeh. '

(4.2) Suma co najwyzej przeliczalnej rodziny &bioréw skonczonych
lub przeliczalnych jest zbiorem co najwyzej preeliczalnym.

Dowd6d. Niech |d,)u—pe,.. bedzie ciagiem wszystkich zbiorow
danej rodziny, a wiec zbioréw skonczonych lub przeliczalnych.
Mozemy oczywiscie bez uszezerbku dla ogélnogei zalozyé, ze zbiory
A, s3 niepuste. Ustawmy elementy kazdego zbioru 4, w cigg nie-
skonezony. Otrzymamy ciggi:

011y (125 0113y .eey kg oo
U321y 0294 (0234 400y kg
(-1) a1y 0325 0334 .00y B3kyoes

-

ar'n'i’ anz, alng, sery aq;k, oo

gdzie a,x oznacza element zbioru 4, wystepujacy na k-tym miejscu.
Wypiszmy teraz po kolei elementy a., znajdujace sie w ciggach (4),
piszgc najpierw a,,, potem te, dla ktérych n+-k=3, nastepnie te,
dla ktéryeh n+4-k=4, it. d. Otrzymamy cigg:

(5) (y1y Qypy gy Qygy Qogy Oy -
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Poniewaz w ciggu (5) wystepuja wszystkie elementy nalezace
o0

N’ . . . ’ . I3
do sumy >'4,, wiec suma wszystkich zbior6w A4, jest skonczona

ey

n==1

lub przeliczalna, e. b. d. d.

W szezegblnosei, jezeli zbiory !{d.jn—i,.. sa przeliczalne lub

rozlaczne i niepuste, wéwezas suma ich jest przeliczalna.
(4.3) Jeseli A1, As,..., A, sa zbiorami przeliczalnymi, wowczas produkt
Aix Asx ... X A, jest zbiorem przeliczalnym.

[o )

Dow6d. Na moey (2.1), str. 17, mamy 4,X d,=>K,, gdzie
1

P

n=
K, s9 zbiorami przeliczalnymi. Zatem z (4.2), str. 24, wynika, ze
A, x 4, jest zbiorem przeliczalnym. Na mocy (2.4), str. 18, mamy

A X A4, A;=(¢41XA2)XA3, wiee 4;x 4,%x 4, jest zbiorem przeli-
czalnym. Postepujac tak jeszeze n—3 razy, otrzymamy przeliczal-
nosé¢ produktu A;xX A,x...X 4, ¢ b.d. d.

Z (4.3) i z okreflenia produktu (str. 10) wynika od razu twier-
-dzenie:

(4£.4) Jezeli P jest zbiorem przeliczalnym, zas n dowolng liczba natu-
ralng, wéwezas zbidr wszystkich ciqgéw, zlodonych z n elementow
zbioru P, jest zbhiorem przeliczalnym.

(4.5) Jezeli P jest zbiovem preeliczalnym, wowezas zbidr ¢ wszystkich
ciqgow skoticzonych, Kktorych wyrazami sq elementy zbioru P, jest
zhiorem przeliczalnym.

Dowéd. Oznaczajac przez C, zbior ciggéw zlozonych z n ele-

oo

mentéw zbioru P, mamy (=2 C,. Na mocy (4.2) i (4.4) zbiér C

n=1

jest wiee przeliczalny.

PRZYKLADY. 1. Na plaszezyznie zbiér punktéw o obu wspol-
rzednych wymiernych jest zbiorem przeliczalnym.

Kazdemu bowiem punktowi p, ktérego wspolrzedne xz i ¥ 83
liczbami wymiernymi, mozemy przyporzadkowad wzajemnie jedno-
znacznie pare uporzadkowang (x,y). Poniewaz zbidr liczb wymier-
nych jest zbiorem przeliczalnym (ob. przyklad 3, str. 23), wiec na
mocy tw. (4.4) zbior par (x,y), a zatem i zbiér odpowiadajgcych im
punktéw, jest réwniez zbiorem przeliczalnym. '
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Podobnie w preestreeni 2bidr punkiéw, kidrych wspdlrzedne s
licebami wymiernymi, jest pracliczalny.

9. Na osi liccbowej (p. str.8) abior odeinkdw o koticach wy-
maernych jest przeliczalny.

Kazdemu bowiem odcinkowi o korncach a,b mozemy przy-
porzadkowaé pare uporzadkowany (a,b). Stad  jak poprzednio
wynika, ze zbiér tych odeinkéw jest zhiorem przeliczalnym.

3. Zbidr wsezystkich wielomiwndw
(6) W(T) = @y} @ - 854 2", gdzie  a,34=0,
kidryeh wspdlezynniki sq liczbami wymicrnymi, jest preeliczalny.

Kazdemu bowiem wielomianowi (6) mozemy przyporzgdkowaé
ciag skoticzony liczb wymiernych ay,ai,...,a,. Prazyporzadkowanie to
jest oeczywidcie wzajemuie jednoznaczne. Zatem zbior tych wielo-
miandéw jest przeliczalny na mocy tw. (4.5) 1 przeliczalnodei zbioru
liczb wymiernych (przyklad 3, str. 23\

4. Zbidr liczb algebraicznych jest pracliczalny.

Liczba algebraiceng nazywamy kazda liczbe, bedgceq pierwiast-
kiem wielomianu o wspélezynnikach wymiernych, z ktorych nie
wszystkie sg roOwne zeru.

Otz ustawmy wszystkie wielomiany (6) o wspélezynnikach
wymiernych w cigg {w,(®)jn=1s,.. Niech 4, oznacza zbiér pierwiast-
kéw rzeczywistych réwnania w.(w)=0. Zbiér 4, jest zbiorem skon-
czonym, gdyz réwnanie w,(x)=0 ma — jak wiadomo z Algebry —
co najwyzej » pierwiastkéw rzeczywistych, gdzie r oznacza stopien
wielomianu w, (). Oczywidcie, zbiér liczb algebraicznych jest sumg
zbioréw A,.. Z tw. (4.2), str. 24, i z uwagi ze zbidr liczb algebraicz-
nych jest nieskonezony (liczba wymierna p/q jest bowiem pierwiast-
kiem réwnania gr—p=0, zatem jest liczba algebraiczng) wynika, ze
zbiér liczb algebraicznych jest przeliczalny.

Zbiér liezb rzeczywistych nie jest zbiorem przeliczalnym (ob. praykiad 3,
str. 19). Zatem zbi6r liczb algebraicznych nie moze zawieraé wszystkich liczb

rzeczywistych. Wynika stad, ze istniejg liczby nie algebraiczne czyli przestepne
(jak e i =).

(4.6) Zbidr H wszystkich podzbiordw skonezonych zbiorw przeliczal-
nego A jest zbiovem przeliczalnym.
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Dowéd. Kazdemu podzbiorowi skornczonemu i niepustemu §
zbioru-A przyporzadkujmy ciag skonczony, jaki otrzymamy, usta-
wiajac elementy zbioru S8 w dowolnym porzgdku. Zbiorowi za$ pu-
stemu przyporzadkujemy pare (a,a), gdzie a jest dowolnie wybranym
elementem. Przyporzadkowanie tak okreslone jest oczywiscie odwzo-
rowaniem wzajemnie jednoznacznym zbioru H na cze$é (nieskoil-
czona) zbioru wszystkich ciggéw skonczonych, ktorych wyrazami
s3 elementy zbioru A. A wiec na mocy (+.5) zbior H jest przeli-
czalny, c¢.b.d.d.

5. Zbiory mecy ¢ (continuum). Kazdy zbiér 4, ktéry jest
réwnej mocy ze zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych, nazywamy
zbiorem mocy continuum albo moey ¢, co piszemy A=c.

PRZYKTADY. 1. Jezeli zbior A, ktérego elementami sg
liczby rzeczywiste, zawiera jakis przedzial, woéweczas zbidr 4 jest
mocy c.

Niech bowiem zbidr 4 zawiera przedzial a<g<<b. Funkecja

T

y="tg 2(b‘——_c—6 [20—b—a]

odwzorowuje wzajemnie jednoznacznie ten przedzial na caty zbidr
liezb rzeczywistych. Zbiér liczb rzeczywistych jest wiee rownej mocy
z czefeia zbioru A, a poniewaz A jest z zalozenia sam czescia
zbioru liczb rzeczywistyech, wi¢e A=c¢ na mocy twierdzenia Bern-
steina (str. 19). .

W szczegllnosci: przedzial, suma przedzialéw, zbiér liezb
rzeczywistych dodatnich, zbidér lieczb rzeczywistych ujemnych, s3
zbiorami mocy c. ,

2. Zbiér punktéw plaszezyzny (lub przestrzeni) jest zbiorem
moey c.

Niech bowiem K bedzie kwadratem 0<w<<1l, 0<y<1l. Udowo-
dnimy, ze K jest rownej] mocy z przedziatem O<<z<1l. Niech (x,y)
bedzie punktem kwadratu K. Napiszmy wspélrzedne x,y w postaci
ulamkoéw nieskonezonych:

(1) ‘E:O;al:am-"aa!ﬁ-“a ’3/20:/317/327--°7ﬂ117-'-1

gdzie a;,dgy ...y Py oy ..y 58 cyframi dziesietnymi. Punktowi (z,y) przy-

porzgdkujmy liczbe z, ktoérej rozwiniecie dziesietne ma postaé

(2) z=07a19/§17a27.327---:auaﬂm"'
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Oczywidcie rozwinigcie liczby =z jest rdwniez nieskorczone
i 0<e<].
Obierzmy dowolny punkt o wspélrzednych:

’ ’ ; t o ’ .
m':O,al,a-ﬁ,...,an,..., Yy =07ﬁ17ﬁ‘&7 ‘--7/3117 tasy

I

zatem 2'=0 ai,ﬂi,  Boy eeny Pry Bry - JeZeli 2=2', 0 poniewaz rozwi-
niecia liczb 2 1 2" sg 111eskonczonc, wugv ar«-a; Bi=P1, y.0ry An==0y,
Bu=frit.d. A zatem a=& 1 y=y.

Wynika stad, ze odwzorowcmw okreslone wzorami (1) i (2)
jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym zbioru JU na czgsé
przedziatu 0<<2z<<1. Poniewaz zarazem przedziat ten jest réwne]
mocy z czedciy kwadratu K, mianowicie z przedzialem 0O0<w<l
prostej y=»,, wiec na mocy twierdzenia Bernsteina K jest rownej
mocy z przedzialem 0<z<<l. Zatem K jest mocy c.

Zauwazmy, ze funkeje o’'=tgn(x—)), y'=tgn(y—}%) okredlaja
wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie kwadratu K na calg plasz-
ezyzne. Zatem zl:io’r punktow plaszezyzny jest mocy c.

Podobnie dowodzi sie, ze zbidr punkidw przestrzent (3-wymia-
rowej, ..., n-wymiarowej) jest zbtorem mocy c.

(5.1) Suma shkoriczonej lub przeliczalnej rodziny zbiordw mocy c jest
zbiorem mocy c.

Dowdd. Niech {4, bedzie ciggiem zbioréw tej rodziny. Od-
wzorujmy elementy zbioru A4, wzajemnie jednoznacznie na przedziat
n<er<<n-+1. Otrzymamy w ten sposéb odwzorowanie czesci zbioru
liczb rzeczywistych na sume zbioréw A,. Zatem suma ta jest co
najwyzej mocy c. Nie moze byé jednak mocy nizszej, gdyz zawiera
zbiory 4, mocy c.

(5.2)  Suma rodziny mocy ¢ zbiordw mocy ¢ jest zbiorem mocy c.

Dowo6d. Niech rodzina R zawiera ¢ zbioréw K mocy c¢. Przy-
porzgdkujmy kazdemu zbiorowi K ¢R liczbe rzeczywisty a w sposéb
wzajemnie jednoznaczny. Elementy zbioru K odpowiadajacego
liczbie ¢ odwzorujmy wzajemnie jednoznacznie na punkty plasz-
czyzny lezace na prostej x=a. W ten sposéb okreslilismy odwzo-
rowanie punktéw plaszezyzny na sume zbioréw K rodziny R. Zatem

‘suma ta jest co najwyzej moey ¢. Nie moze jednak byé mocy nizszej
niz ¢, gdyz zawiera zbiory K moecy c.
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PRZYKLAD. Zbiér wszystkich przedzialéw o konecach a,b
(z konicami lub bez), gdzie a<<b, jest zbiorem mocy c.

Oznaczmy bowiem przez K, zbior wszystkich przedzialéw, kto-
rych lewym koncem jest a. Zbiér ten jest mocy ¢, gdyz zbior liczb
b>a jest mocy c. PoniewaZ rodzina zbioréw K, jest mocy ¢, zas
zhior wszystkich przedzialow jest sumg zbioréw K, wiec z tw. (5.2
wynika, ze zbidr wszystkich przedzialow jest mocy c.

(5.3) Jeieli T<c t kaidy 2bidr K, gdzie te¢T', jest rdwniei mocy
nie wysszej nii ¢, wowczas

szQC-
fef .

Dow6d wynika od razu z twierdzen (4.2), (5.1) 1 (5.2).

W szezegdlnosed, jezeli I' jest mocy ¢, zas zbiory K, sa zbio-
rami niepustymi i rozlacznymi, wowezas suma zbioréw A, jest
mocy ¢. Suma zawiera bowiem zbiér mocy ¢, kbtory otrzymamy,
wyjmujac z kazdego zbioru K, po jednym elemencie (ob. odnosnik
do str. 40) i laczace te elementy W zbiér. Wynika stad twierdzenie:

(5.4) Swuma ¢ zbioréw rogtacznych i niepustych, z ktdrych kaidy jest
mocy nie wysszej nig c, jest zbiorem mocy c.

(5.5) Suma skoiiczonej liczby zbiordw mocy nitszej niz ¢ jest zbiorem
mocy nizszej niz C.

Dowéd. Udowodnimy to najpierw dla dwoch zbiorow A i B
mocy nizszej niz ¢ W mysl tw. (5.3), A-+B jest zbiorem co naj-
wyzej mocy C.

Przypuiémy, ze A+ B jest zbiorem mocy c. Istnieje zatem
odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne ¢ zbioru A+ B na zbibr
wezystkich punktoéw plaszezyzny P. Oznaczmy przez ¢(4) i o(B)
podzbiory plaszezyzny, ktdre przy tym odwzorowaniu odpowiadaja
zbiorom 4 i B. Zatem ¢(4)+@(B)=2PL. |

Zauwazmy, ze na plaszezyznie tej istnieje prosta x=u, roz-
laczna ze zbiorem ¢(4). W przeciwnym bowiem razie istniatby na
kazdej proste] z=a (gdzie —oc<a<oo) jaki§ punkt zbioru g(4),
co dowodziloby, ze @(A4) zawiera zbiér moey c, wbrew zaloZeniu.
Podobnie istnieje prosta y=1y, rozlaczna ze zbiorem @(B). Wynika
stad, ze punkt (2q,y,) nie nalezy do zbioru @(4)+@(B), co jest nie-

mozliwe, gdyz jest to punkt plaszezyzny P. Zatem A+ B<c.
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Niech teraz Ai,As...,4, beda zbiorami, z ktdrych kaidy jest
mocy nizszej niz c. Zatem A+ A4, jest mocy niZszej niz ¢, wiee
A+ A+ A4,=(4,+4,)+ 4, jest mocy nizszej niz ¢, it. d.

(b.6) Jezeli A=c, BCA 1 B<c, to A B-——c

Dowdd. Poniewaz 4=B+-(4A—B), wiee na mocy (5.5) 4—B
nie moze by¢ moey nizszej niz ¢, zatem jest mocy c.

PRZYKLAD. Zbidr licsb nicwymiernych jest mocy ¢, gdya
otrzymujemy go przez usunigeie ze zbioru wszystkich liezb rze-
ezywistych zbioru liczh wymiernyeh, ktdry jest przeliczalny (pray-
klad 3, str. 23). ,

Z uwagi do wzoréw (2.1) i (2.2), str. 17, oraz z tw. (5.4) wy-
nika twierdzenie:

(5.7) Jezelz A_c U B<c, to AXB=c.

Z tw. (5.7) 1 wzorn (2.4), str. 18, wnosimy, ze:

(6.8)  Produki skoticzonej liczby 2bioréw mocy ¢ jest zbiorem mocy c.
PRZYKLADY. 1. Przestrzeti n-wymiarowa jest zbiorem mocy ¢
{p. str. 28).

Wynika to réwniez wprost z tw. (5. 8), gdyz zbiér wszystkich
Wktadéw {21, @s, ..., 24} liczb rzeczywistych jest produktem

A1X AsX .. X Ay,

gdzie A;=Ady=..=4, jest zbiorem lczb rzeczywistych.

2. Zbiér wszystkich ciggéw liczbowych skorczonych jest zbio-
rem moey ¢.

Oznaczmy bhowiem dla kazdego naturalnego n przez C, ZblOI‘

ciagdw {ai}i=1s.. .. Podobnie jak w przykladzie 1 widzimy, ze 0n~c

00

Poniewaz suma

n-:l

skoﬂczonyeh, wiec zbiér ten jest mocy ¢ na podstawie tw. (5.1).

2. C jest zbiorem wszystkich ciggéw liczbowych

3. Zbiér wszystkich wielomianéw jest zbiorem mocey c.
Przyporzadkujmy bowiem ka,zdemu wielomianowi

w(a)=ay+ arx+a;x2...+ a:,z xt,  gdzie  @,=0,



1§ 3] Zbiory moey continuum, 31

o wspotezynnikach rzeczywistych ciag skonczony {Goy @1y +uvy Bpj. PO~
niewaz przyporzadkowanie to jest wzajemnie jednoznacznym od-
wzorowaniem zbioru wszystkich wielomiandw na cze$é zbioru ciagdw
skonezonych liczbowych, wiec zbiér wielomiandw jest co najwyzej
mocy ¢ Zbiér ten nie moze byé jednak mocy nizszej niz ¢, gdyz
juz jego podzbidr, mianowicie zbibr wielomiandw w(z)=a,, jest zbio-
rem mocy c.

(8.9) Produlkt ciggu nieskonczonego ebiordw mocy ¢ jest zbiorem
mocy .

Dowbdd. Niech {4, bedzie ciagiem zbioréw mocy c. Odwzo-
rujmy kazdy zbiér 4. z osobna wzajemnie jednoznacznie na prze-
dziat 0<z<1. Eatwo widzieé, ze produkt zbioréw A, jest réwnej mocy
ze zbiorem C wszystkich ciagéw liczbowych -nieskonczonyeh (&),

gdzie 0<w,<l dla n=1,2,... Wystarczy wige udowodnié, ze 0 =c.
Niech iz, eC. Zatem 0<z<l, 0<@,<<1it.d. Rozwitmy liczby
@, na ulamki dziesigtne nieskonczone: »

Ly== 0, 01,1 01,2 01,8 ove Q1 koo
a) =0, 02,1 02,2 02,3 +r0 A2k eee

- . . . . . » - .

mn: O, an’l an") a“J:-} vas an’k-c‘

i

gdzie a,; oznacza k-ta cyfre dziesietng licz'by Xy, .
Okreslmy liczby # przez rozwinigcie (por. (5), str. 24):

(2) 2=0, 011 Q12 21 13 G2 Q23 o UL 02, k—1 O3, k—2 40+ Op 1 o

Tatwo widzieé, ze przyporzgdkowujae ciggowi {z,} liezbe 2z,
otrzymamy odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne zbioru € na
czedé przedziatu 0<z<1, a wiec C<c. Zbiér ¢ nie moze byé jednak
mocy nizszej niz ¢, gdyz zawiera ciggl {2,%,...; 0 wyrazach réw-
nych dowolnej liczbie » przedzialu 0<<w<<1; zbidr za$ takich ciagow
jest mocy c.

PRZYKEADY. 1. Zbidér wszysthich eiqgdéw licebowych nieskoi-
czonych jest mocy c.

Zhiér wszystkich eiagéw liczbowych {anjn—1,z,.., jest bowiem
produktem ciagu nieskonczonego {4,) zbioréw, z ktdrych kazdy jest
zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych.

2. Zbidr funkeyi ciaglych f(x), okreslonych dla a<<z<b, jest mocy c.
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Ustawmy wszystkie liczby wymierne przedzialu a<e<b w ciag
lw,y (por. str. 23). Kazdej funkeji f(«) przyporz&@kujn?y ciag {f(w,)).
To przyporzadkowanie jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacz-
nym zbioru F wszystkich rozwazanych funkeyj na ezedé zbioru cig-
goéw nieskonczonyeh liezbowych, gdyz jezeli dla dwéch funkeyj f(x)
i @(x) nalezacych do zbioru F mamy f(w,)=qp(w,) przy kazdym n,

to z ciaglodei Wynikéh, ze f(x)=gp(x) dla e<Lo<<h. Zatem F<c. Zhior p
nie moze byé jednak mocy nizszej niz ¢, gdyz juz zbidr funkeyj
f(x)=const. jest zbiorem mocy c.

(5.10) Zbidr wszystkich ciqgow mnieskoriczonych {a.), ktérych wyrazy
przyjmuje tylko dwie wartosei (np. 0 i 1), jest mocy c.

Dowé6d. Kazdemu ciagowi {a,} przyporzadkujmy lezbe z, kto-
rej rozwiniecie dziesietne ma postaé 2=0,a; as ... a, ... Jest to 0¢zy-
wiscie odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne zbioru ciggéw {a,) na
czgd¢ zbiorn lezb rzeczywistych. Wige zbiér wszystkich ciagdw {a,)
jest mocy nie wyzszej niz c.

Z drugiej strony, kazdej liczbie & przedzialu 0<<z<1, ktorej roz-
winiecie dziesigtne nieskoriczone ma postad 0,a1,a9, ...,y ..., Przypo-
rzagdkujmy cigg {a,), w ktérym wystepuje kolejno najpierw (a;-1)
razy liczba 0, nastepnie (ay--1) razy liczba 1, potem znowu az+1
razy 0 it.d. Odwzorowanie to jest wzajemnie jednoznacznym od-
wzorowaniem przedziatu’ 0<z<<1 na czedé zbioru ciggow {a,). 7 twier-
dzenia Bernsteina (str. 19) wynika zatem, ze zbidr ciagdw {a.} jest
mocy ¢, ¢ b. d. d.

(5.11) Jezelt zbior A zawiera co najmnie] dwa elementy 4 jest mocy
nie wyiszej iz ¢, woéwezas zbidr ¢ wszystkich ciqgéw nieskoriczonych
{an}, ktorych wyrazy naleiq do A, jest mocy c.

Dowdd. Niech # i y beda dwoma dowolnymi elementami
zbioru 4. W mysl (5.10) zbiér wszystkich ciggéw nieskonczonych
{anl, ktérych wyrazy przyjmuja tylko wartosei z i ¥, jest moey ¢
i jest zawarty w C. Zatem 5>c.

7 drugiej strony, jezeli zhiér A odwzorujemy wzajemnie jedno-
znacznie na czedé zbioru liezb rzeczywistych, wéwezas kazdemu
ciagowi {a.}e ¢ bedziemy mogli przyporzadkowaé wzajemnie jedno-
znaeznie ciag liczbowy {z,) (gdzie z, jest liczbgy przyporzagdkowana

elementowi a,). Zatem (p. przyklad 1, str. 31) O<c. A wige O=c,
c. b. d. d. \
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PRZYKLADY. Przyjmujac za A zbior liczb (a) wymier-
nych, (b) naturalnych, (e) calkowitych, mozemy powiedzied: zbiory
wszystkich ciggéw, kitérych wyrazy sa liczbami (a) wymiernymi,
(b) naturalnymi, (¢) catkowitymi, s3 mocy c.

Z (5.11) wynika latwo wniosek:

(5.12) Jeeli kazdy ze zbioréw {A,} zawiera co najmniej dwa elementy
i jest mocy mie wyisze] nig ¢, wowczas produkt zbzmow {An) jest zbio-
rem mocy .

(5.13) Rodzina wszystkich podebiordw zbioru przelwzalfnego jest zbio-
rem mocy c.

=

Dowéd. Kazdemu podzbiorowi skofczonemu lub przeliczal-
nemu (71, %a, ..y Wy ...) Zbioru liczb naturalnyeh przyporzadkujmy cigg
liezb {a.;, w ktoérym O, = Oy = ..=0p, =...=1, & poza tym wystepuja

same zera. Jest to, jak latwo widzied, odwzorowanie wzajemnie je-
dnoznaczne rodziny wszystkich podzbioréw zbioru liczb natural-
nych na zbiér wszystkich ciggéw {a.), kitérych wyrazy przyjmuja
tylko dwie wartosci 0 i 1; ten za$ jest mocy ¢ w mysl tw. (5.10).

(5.14) Wniosek. Rodzina wszystkich podzsbiordw przeliczalnych sbiory
przeliczalnego jest zbiorem mocy c. :

Dowéd. Na mocy tw. (4.1) rodzina ta jest réznicg A—B
miedzy rodzing 4 wszystkich podzbioréw zbioru przeliczalnego,
a rodzing B jego podzbioréw skonczonych, Ltora na mocy (4 b)

jest zbiorem przeliczalnym. Zatem BCA4 i B<c Pomewaz A=¢

na mocey tw. (5.13), wiec na mocy (5.6) jest A——B:c, c. b. d. d.

(5.15) Jezeli 4 =¢, to dla kazdej liczby naturalnej n rodzina L, wszyst-
kich podzbioréw zbioru A, majacych po n elementdw, jest zbiorem
mocy c.

Dowdéd. Mozemy oczywiscie przyjad, ze A jest zbiorem liczb
rzeczywistyeh. Ustawmy liczby kazdego zbioru Bel, z osobna
W c¢igg rosngey. Otrzymamy w ten sposéb odwzorowanie wzajemnie
jednoznaczne zbloru L, na czesé zbioru clagow Liczbowych o n wy-

razach. Zatem Lngc Nie moze byé jednak L,,<c, gdyz juz zbibr
ciagéw n-wyrazowych {z,2,3,...,n}, gdzie O<w<l, jest zbiorem
mocy c. .

S. Bunach, Wstep do Teorii funkcyj. 3
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Z (5.15) wynika latwo twierdzenie:

(5.16) Rodzina .wszystkich podebioréw skoviczonych ebiorw Mocy ¢ jest
zbiorem mocy c.

&)

Rodzina ta jest bowiem sumg Z;Ln; wige na moey (5.1) i (5.15)

n==

jest zbiorem mocy c.

(8.17) Jegeli A=c, to rodzina wseystkich podebioréw preeliczalnych
zbioru A jest zbiorem mocy c.

Dowéd. Zalézmy, ze A jest zbiorem liczb rzeczywistych. Kaz-
demu zbiorowi przeliczalnemu P liczb rzeczywistych mozemy przy-
porzadkowaé cigg liezbowy, ktéry otrzymamy, ustawiajac P w do-
wolny sposéb w ciag. Poniewaz tak okredlone odwzorowanie bedzie
wzajemnie jednoznaczne, wiec (p. przykiad 1, str. 31) rodzina w8zyst-
kich zbioréw P jest moecy réwnej lub nizszej niz . Oczywiste jest
jednak, ze nie moze by¢ mocy nizszej niz ¢, bo zawiera wiréd swych
elementow wszystkie podzbiory przeliczalne zbioru liezb naturalnych,
ktére w myél tw. (5.14) tworzg zbiér mocy c.

6. Zbiory mocy f. Kazdy zbiér réwnej mocy z rodzing wezyst-
kich podzbioréw zbioru liezb rzeczywistych nazywamy zbiorem
mocy f.

* -Z twierdzenia Cantora (3.11), str. 21, wynika, ze zbiér mocy f
jest mocy wyzszej niz ¢ (np. niz zbiér liczb rzeczywistych).

(6.1) Zbidr @ wseysthkich funkeyj p(x), okreslonych dla —oo<p<too
i preyjmujacych wartosci 0 5.1, jest mocy f.

- Dowdéd. Kazdej funkeji g(z) e @ przyporzadkujmy zbiér tych =,
dla ktérych ¢(z)=1. Przyporzadkowanie to jest oczywidcie odwzo-
rowaniem wzajemnie jednoznacznym zbhioru @ na rodzine wszyst-
kich podzbioréw zbioru liczb rzeczywistych. (Zbiorowi pustemu
przyporzadkowans jest funkeja @(z)=const.==0, zbiorowi wszystkich

liczb funkeja p(2)=const.==1.) Zatem ¢=f.

(6.2) Zbidr wseystkich fumkcyj (), gdeie — 00X 00, PrYyjmujg-
eych wartoSci rzeceywiste, jest zbiorem mocy f.

Dowdd. Z tw. (6.1) wynika, ze jest to zbiér co najmniej mocey f.
Przyporzadkujmy kaszdej z funkeyj f(x) zbiér wszystkich punktéw
plaszezyzny o wspolrzednych @, f(z). Jest to odwzorowanie wza-
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jemnie jednoznaczne zbioru tych funkeyj na czesé rodziny wszyst-
kich podzbioréw plaszezyzny. Poniewaz zbiér punktéw plaszezyzny
jest mocy ¢ (por. przykiad 2, str. 27), wiee rodzina wszystkich pod-
zbioréw plaszezyzny jest mocy f, zatem rozwazany zbiér funkeyj
jest zarazem mocy co najwyzej f, ¢.b. d.d.

§ 4. Zbiory updrzadkowane.

1. Porzadek. Zbiér F nazywamy uporzqdkowanym, jezeli po-
miedzy jego elementami okreslony jest stosunek -<, zwany stosun-
kiem nastgpstwa, stosunkiem porzedkujgeym lub porzqdkiem, spel-
niajgey nastepujgce warunki:

(i) Jezeli acE, beE i a+b, to albo a poprzedza b, albo b po-
przedza a, czyli albo a<b, albo b<a.

(ii) Jezeli a<b, to nie zachodzi zwigzek b<a.
(iii) Jezeli a<<b i b<e, to a<e.

Uwaga. Zamiast ,a poprzedza b“ méwimy tez ,a jest weze-
{niejsze od b“, ,b jest pdzZniejsze od a“, ,b nastepuje po a“.
Zamiast a<lb piszemy roéwniez b a.

PRZYEKLADY. 1. Zbiorem uporzadkowanym jest zbidr liczb
naturalnyeh, ustawionyeh wedhug wielkogei, t. zn. gdy z dwéch liezb
naturalnych uwazamy za wezesniejsza liczbe mniejsza. Stosunkiem
nastepstwa jest tu stosunek mniejszosci <. -

9. Zbiorem uporzadkowanym jest kazdy zbiér liczb rzeczywi-
stych, uporzadkowany wediug wielkosei.

3. Zbiér punktéw plaszezyzny mozemy uporzadkowaé w na-
stepujacy sposéb. Dla dowolnyeh punktéw plaszezyzny p==(w,y)
i g=(a',y’) przyjmujemy p<lg, gdy z<az', albo gdy z=2a" i y<y'.
Yatwo stwierdzié, ze warunki (i)-(iii) sg wtedy speinione.

2. Zbiory podebne. Dwa zbiory uporzgdkowane 4 i B na-
zywamy podobnymi, jezeli istnieje odwzorowanie wzajemnie jedno-
znaczne zbioru A na caly zbiér B, zachowujace nastepstwo, t. zn.
ze jezeli elementom a i a’ zbioru A przyporzadkowane sa elementy
b i b’ zbioru B, to warunek a-<la’ pocigga b<<b'.

Odwzorowanie takie nazywamy tez odwzorowaniem podobnym
lub podobienstwem.

3%
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PRZYKLADY. 1. Zbiory: (a) wazystkich liczh naturalunych, (b) liczb natu-
ralnych parzystych, uporzadkowane wedtug wioclkodei, sy zbiorami podobnymi,
Liezbie naturalnej »n mozemy przyporzadkowad liczbe naturalug parzysta 2.
Warunek n<<n’ pocigga oczywiseie 2n<2n/. ‘

2. Zbiory: (a) wezystkich liczb rzecaywistych, (b) liczb okreslonych pie.
réwnoscis —1l<a<l, uporzadkowane wedtug wielkodei, sy zbiorami podobuymi,

. . a ca e .
Przyporzadkowujac liezbie x liczbe y== tggm, widzimy, 2o dla —l<up<p'<]
mamy tg5r<ltg 5o’
°3 2"
3. Zbiory: (a) liczb naturalnych, (b)licsb catkowitych ujemnych, uporzgdko-

wane wedhug wielkosei, nie sg podobne. Pierwszy zbidr ma bowiem element naj-
wezesniejszy, mianowicie 1, drugi zad zbiér nio ma elementu najwezeniojszego.

Z okreflenia wynika, ze dwa zbiory uporzadkowane podobne
s3 réwnej mocy, nie jest jednak na odwrét (jak wskazuje poprzedni
przyklad). W szezegélnodei zbiory: (a) liczb rzeczywistych, (b) liczb
wymiernych, uporzadkowane wedlug wielkogei, nie sg podobne, bo
nie s3 ré6wnej mocy.

3. Zbiory typu n i 1. Zbiér uporzgdkowany, podobny do
zbioru liczb wymiernych (uporzadkowanych wedlug wielkodei), na-
zywamy zbiorem typu 7.

Zbior uporzadkowany, podobny do zbioru wizystkich liczb rze-
czywistych (uporzagdkowanych wedlug wielkosei), nazywanyy zbiorem
typu A.

PRZYKEADY, Zbiér liezb wymiernyeh —I1<lu<<1 jost zbiorem typu N

> LN » 113 .
Wynika to z podobiefstwa odwzorowania Y —1~-~m, gduie —1<<a<l.
Stosujac to samo odwzorowanie, widzimy réwniez, Ze przedzial —1<<w<1 jest
typu A.

Kazdy zbiér typu 5 jest zbiorem przeliczalnym, zad typu A
jest moey «. '

4. Przekré6j. Niech E bedzie zbiorem uporzadkowanym.

Przekrojem zbioru E nazywamy podzial zbioru F na dwa zbiory
4 i B o wlasnosciach nastepujgeych (por. Wstep, str. 2): t

1° Kazdy element zbioru X nalezy albo do 4, albo do B, t.j.:
E=A+B, A-B=0,

2° Kazdy element zbioru 4 jest wezegniejszy od kazdego ele-
mentu zbioru B. '

3% Zbiory A i B nie 83 puste, t.zn. ze kazdy z nich zawiera
jaki§ element zbioru Z.
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Przekr6j otrzymamy, biorge np. dowolny element a,eZ (nie
ostatni) i zaliczajac do zbioru A element a, oraz elementy a<lay, za$
do zbioru B elementy a>a,.

Jezeli w zbiorze A nie ma elementu najp6zniejszego i rowno-
czeinie w B nie ma najwczesniejszego, przekrdj nazywamy luka.

Jezeli w zbiorze A istnieje element najpdzniejszy o', zas w zbio-
rze B najwezesniejszy a'’, przekrdj nazywamy skokiem.

Oczywiscie nie istnieje wtedy zaden element aeH miedzy a' 1 a”,
t. zn. taki, ze a'<a<<a'.

W zbiorze typu # nie ma skokéw, sg natomiast luki. Luke
otrzymamy, zaliczajac do zbioru A np. liczby wymierne < V§.«
za$ do zbioru B liczby wymierne 2> )2. Oczywidcie, nie ma naj-
wiekszej liczby w zbiorze A, ani najmniejszej w zbiorze B.

W zbiorze typu A nie ma ani skokéw ani luk, jak to wynika
z aksjomatu Dedekinda (p. Wstep, XII, str. 2).

W zbiorze liczb calkowitych nie ma luk, natomiast kazdy
przekr6j jest w nim skokiem.

§ 5. Zbiory dobrze uporzadkowane.

1. Pojecie dobrego uporzgdkowania. Zbiér uporzgdko-
wany, w ktérym kazda cze$é niepusta ma element najwczesniejszy,
nazywamy zhiorem dobrze uporzqdkowanym.

7 okreslenia wynika od razu, ze zbiér dobrze uporzgdkowany
(niepusty) ma element pierwszy.

PRZYEKLADY. 1. Zbiorami dobrze uporzgdkowanymi sa:

(a) Zbidr liezb naturalnych uporzadkowany wedtug wielkosci. W kazdym
bowiem podzbiorze zbioru liczb naturalnych istnieje liczba najmniejsza. Np.
w zbiorze liczb naturalnyeh podzielnych jednoczednie przez 2 i 3 najmniejsza
liczba jest 6.

(b) Zbhiér wyrazéw ciagu {a,}, gdzie a; -ra,J dla z:{:y, uporzadkowany wedle
nastepstwa w eiagu, t.zn. tak, Ze q; <a, dla 4 <j.

(e) Zbiér liczb a;, b, gdzie 4=1,2,..., uporzadkowany w sposdéb nastepujacy:

T TURNON’ S B P ,bn, ., b.zn. tak, ze a—ia ibd {b , jezeli i<Cj, oraz Ze
aj{b dh, Lazde(ro i 1§ (zaklada sie, Ze Wszystkle a; i b sq rézne).
(d) Zhiér liezb a, o gdzie i=1,2,..., j=1,2,... 1 crdzm wezystlkie a;; 8%

rézne, uporzadkowany Zeks ykograficznie, t.zn. w sposéb nastepujacy:

0111, a12, aeny a'21’ C[’zz, ey agl, aaz, wesy alii, aiz, ase
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Fatem “fj< . gdy i<r, lub gdy i=7 i j<<s. Jezeli mamy dowolny pod-
zbiér B zbioru liczb ay, uporzadkowanego leksykograficznie, to najwezesniejszy
element otrzymamy, wybierajac najpierw ze zbioru B podzbiér utworzony z tych
elementéw, ktére majg pierwszy wskaZnik najmniejszy, a z poérdd nich ten, kté-
rego drugi wskafnik jest najmniejszy.

2. Podobnie do zhioru (d) z przykladu 1 uporzadkowany jest zbiér liezh
postaci i—% (gdzie © 14 sy dowolnymi liczbami naturalnymi), uporzadkowany
wedlug wielkosei. ' ' '

3. Natomiast nie sa dobrze uporzadkowane zbiory:

(e) Zbidr liczb catkowitych, nie ma w nim bowiem elementu pierwszego.
(t. zn. nie istnieje liczba calkowita najmniejsza).

(f) Zbior liczb odeinka 0<<x<<1, bo jego czedé 0<<w<C1l nie ma elementu
pierwszego.

Jezeli zbiér E jest dobrze uporzgdkowany, wowcezas po kazdym
elemencie acE (z wyjatkiem ewentualnie ostatniegq) istnieje ele-
ment b bezposrednio nastgpujqcy, t. zn. taki, ze a<b i ze nie ma
takiego elementu ¢, ze a<<¢-~b. | '

Jezeli bowiem P jest zbiorem elementéw pézniejszych od a,
to najwezesniejszy element zbioru P jest elementem bezposrednio
nastepujacym po a.

W zbiorze liczb naturalnych elementem bezpogrednio nastepu-
jacym po n jest n--1. '

‘W zbiorze uporzgdkowanym, ktéry nie jest dobrze uporzgdko-
wany, mogs istnied elementy, nie majace bezpogrednio nastepuja-
cych, a nawet — jak w zbiorze liczb rzeczywistych — moze zaden
element nie mieé bezposrednio nastepujacego.

2. Odcinki zbioru dobrze uporzadkowanego. Odecinkiem
zbioru dobrze uporzadkowanego E nazywamy kazdy zbiér ICE
0 tej wiasnosei, ze jezeli ael, wowezas a'<a pociaga a’el, t. zn. ze
wiowezas wszystkie elementy wezesniejsze od « nalezg réwniez do I.

Odcinkami zbioru E sg wiec: «

(1) sam zbidr E,

(2) zbiér pusty,

(3) zbidr zlozony z pierwszego elementu a, el,

(4) zbior zlozony z elementéw a<2a, |

(8) zbiér zlozony z elementéw a<la oraz «, gdzie o jest dowol-
nym elementem zbioru E.

Na odwrét, kazdy odcinek I jest zbiorem jednego z typow
(1)-(5). Jezeli bowiem I==H, to 0ZNaczajae przez a najwezesniejszy

element zbioru E—I, widzimy, ze I jest typu (4), t.zn. zbiorem
elementéw a-<<Za.
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Zauwazmy jeszeze, ze odeinki typu (2), (3) i () (ten ostatni,
gdy nie jest rowny &) sg zarazem typu (4). Jezeli bowiem w (4)
przyjmiemy za a kolejno a,, a, i o* (gdzie a, i a* oznaczaja odpo-
wiednio elementy bezposrednio nastepujace po a, i po a), to otrzy-
mamy zbiory typu (2), (3) 1 (5). _

Jezeli I, i I, sa odcinkami zbioru dobrze uporzadkowanego,
to albo I,CI,, albo I,CI,.

Jezeli dwa zbiory dobrze uporzadkowane 4 i1 B s3 podobne,
wowezas przy odwzorowaniu zbioru 4 na B wzajemnie jednoznacz-
‘nym i zachowujgcym stosunek nastepstwa, odeinki zbioru A prze-
chodzg na odcinki zbioru B (i na odwrot), przy czym typy (1)-(5)
przy odwzorowaniu przechodzg na siebie, t. ]. 53 niezmiennikami
tego odwzorowania.

3. Twierdzenlia o podobiefistwie. Zachodzg twierdzenia
nastepujgce:

(3.1) Dwa rééne odecinki zbioru dobrze uporzadkowanego nie sq nigdy
podobne.

Dowéd. Przypudémy bowiem, ze dwa odeinki I' i I zbioru
dobrze uporzadkowanego £ s3 podobne. Istnieje zatem odwzoro-
wanle wzajemnie jednoznaczne ¢ odeinka I’ na odeinek I, zacho-
‘wujace porzadek. Gdyby dla kazdego a’'eI’ bylo g(a’)=a’, to oczy-
wiscie mielibySmy I'=I". Zakladajac wiec, ze I'$=1I", oznaczmy
przez a najwezesniejszy element w I’ taki, ze g(a)=a. Z podobien-
stwa odwzorowania ¢ wynika jednak, ze wtedy odcinek zlozony
z elementéw c<la przejdzie na siebie przy tym odwzorowaniu.
Zatem odcinek zlozony z elementéw a<a i z a przejdzie réwniez na
siebie, skad g@(a)=a. Doszlismy wiec do sprzecznosei, co obala przy-
puszezenie podobienstwa miedzy I' a I"” przy zalozeniu, ze I' =1".

(3.2) Jezeli zbiory dobrze uporzadkowane A i B sq podobne, wowczas
istnieje jedno tylko odwzorowanie wzajemmnie jednoznaczne A na B,
zachowujgee porzadek.

Dowéd. Przypudémy bowiem, ze istnieja dwa rdézne odwzoro-
wania 4 na B, zachowujgce porzgdek: ¢ i o, Istniatby wtedy ele-
ament aed, ktoéry przy odwzorowaniu ¢ przeszediby na element
b'eB, za$ przy v na element b'’eB, przy czym b'==b". Wynika stad,
7ze odcinek zlozony z elementéw b<<b' bylby podobny od odcinka
ziozonego z elementow b<<b”. Lecz to jest niemeozliwe na mocy (3.1),
gdyz b'==b". | ‘
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(3.3) Jeseli zbiory A i B sq dobrze uporzadkowame, wowczas jeden
z nich jest podobny do pewnego odcinka drugiego.

Dowéd. Niech I bedzie zbiorem takich elementéw aed, ze
do kazdego z nich istnieje w B taki element b=g(a), iz odcinki
a<<a i f-<<b sg podobne. Zhibr I jest oczywiscie-odeinkiem zbioru 4,
zas p(a) odwzorowaniem, wzajemnie jednoznacznym i zachowujgcym
porzadek, odeinka I zbioru A na pewien odcinek J zbioru B. Odecinki
IiJ sg zatem podobne. Przypusémy, ze I==A4 iJ==B. Niech a’'e 4 —TI
1 b'eB—J bedg najwczesniejszymi elementami, nie nalezacymi od-
powiednio do I iJ. Zachowujac poprzednie znaczenie p(a) dla a<la’
I przyjmujac @(a’)=">', ofrzymamy wzajemnie jednoznaczne i zacho-
wujace porzadek odwzorowanie odeinkéw a<la’ i a<<d’ na siebie.
Wynika stad, ze a'el, wbrew zalozeniu, ze a'eA—I. Zatem nie
moze by¢ réwnoczesnie I==4 i J4=B. Albo wige I=A4, a wtedy
zbior A jest podobny do odeinka J zbioru B, albo J =B, a wtedy
zbidr B jest podobny do odecinka I zbioru 4, ec.b. d. d.

4. Twierdzenie o dobrym uporzadkowaniu. Nastepu-
jace twierdzenie znane jest ze wzgledu na swa podstawowsgy role
w 6. zw. Ogélnej teorii mnogosei:

(4.1) Twierdeenie Zermeli. Kasdy zbidr moéma dobree uporzad-
kowad.

Dowdd. Niech E bedzie dowolnym zbiorem. Przyporzadkujmy
kazdemu niepustemu podzbiorowi ACE dowolny element aeAd?)
i oznaczmy go przez F(4). Zatem:

(1) F(d)ed.

Niech E bedzie rodzing wszystkich tych podzbioréw U zbioru E,
ktére daja sie dobrze uporzgdkowaé w taki sposéb, zeby byly
spelnione warunki:

1% pierwszym elementem w U jest I'(E);

2° jezeli aeU i I jest zbiorem elementéw wezesniejszych od a
w U, to a=FE—I)

Rodzina R jest niepusta, zawiera bowiem zbiér dobrze uporzgd-
kowany, zlozony z element6w a, i a,, gdzie ay=F(E)<Sas=F (E ~(@1))

1) Istnienie przyporzadkowania o tej wiasnosei opiera sie na t. zw. aksjo-
~macte Zermeli (znanym tez pod nazws aksjomaty wyboru)
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Rodzina R ma nastepujaca wlasnoscé:

(2) Jeseli UeR i UyeR, wowezas albo Uy jest odeinkiom zbioru U,
_ albo U, jest odcinkiem zbioru U,.

Opierajgc sie bowiem na twierdzeniu (3.3), mozemy przyjac, ze.
np. U, jest podobny do pewnego odecinka J zbioru U,. Gdyby bylo
U,=dJ, to istnialby w U, najwczesniejszy element o taki, ze odpo-
wiadajacy mu element beU, bylby rézny od a, przy czym wobec 1°
oczywiscie a nie bylby najwezesniejszym elementem zbioru U,. Zbiér I
elementow wezedniejszyeh od a w zbiorze U, bylby wiec identyczny
ze zbiorem elementéw wezeéniejszych od b w zbiorze U, Na mocy 2°
mieliby$my zatem a=F(E—I)ib=F(E—I), skad a="b wbrew zalo-
zenin. A wiec U, jest identyczne z odcinkiem J zbioru U,, czyli wias-
nosé (2) jest dowiedziona.

Nieech teraz S bedzie sumg wszystkich zbioréw rodziny R.
O zbiorze § udowodnimy nastepujaca wiasnosé:

(8) Jezeli aelS, beS i cel, to:
(i) istmieje zbidr UeR zawicrajqcy elementy a, b, c.

(i) w kazdym =zbiorze UekR, zawzemmcym a 1 b, elementy te
wystepuja w tym samym porzqdki.

Dowéd warnnku (i). Istnieja bowiem zbiory Uy, Us,, U, nale-
zace do R i zawierajace odpowiednio elementy a, b, ¢. Z wiasno-
dei (2) rodziny R wynika, ze jeden z tych zbioréw, np. Us, posiada
odcinki identyczne z U, i U, Zatem U, zawiera a, b i c.

Dowéd warunku (ii). Jezeli zbiory U,eR i U,eR zawieraja a
i b, to poniewaz jeden z nich, np. U,, jest na mocy (2) identyczny
z odcmk1em drugiego, wiec a i b musza w obu zbiorach U,i U,
wystepowadé w tym samym porzadku.

Wiasnoséé (3) jest zatem dowiedziona.

Uporzadkujmy teraz zbiér § w nastepujacy sposéb: jezeli a
i b naleza do 8, to niech a<2b, gdy istnieje zbiér UeR, ktéry za-
wiera ¢ i b i w ktérym a jest wezedniejsze od b.

7 (i) i (i) wynika, ze jezeli aib nalezg do S, to albo a<3b albo
b<a, oraz ze jezeli a<<b, to nie moze byé b~<la. Spelnione sg wiee
pierwsze dwa warunki na to, by zbiér § byt uporzgdkowany (str. 35).
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Spelniony jest tez warunek trzeci, t.zn. ze a<b i b<l¢ po-
ciagaja a<<c. Istnieje bowiem UeR, zawierajacy a, bic. W zbiorze U
a jest wezeéniejsze od b, za$ b wezesniejsze od ¢, zatem w U jest
a wezesniejsze od ¢. Tem samem a~<c¢ w 8§ na mocy okreslenia,.

Udowodnilismy wiee, ze zbidr § jest uporzadkowany.

Aby dowiedé, ze zbidr § jest dobrze uporzgdkowany, wesmy
pod uwage dowolny zbiér niepusty GCS i dowolny clement ae@.
Istnieje wige zbidr UeR zawierajacy «. Oznaczmy przez b naj-
wezedniejszy element zbioru U, nalezacy do (. Jezeli ze@, to
istnieje zbiér U,¢R zawierajagcy b i w. Jezeli 4¢U, to oczywidcie
b<<w lub b=gx. Jezeli za§ » nonel, to latwo widzie¢, ze U jest
identyezny z pewnym odeinkiem I zbioru U,. Poniewaz bel, za
zel,—I, wige znowu bz lub b=z. Udowodniliémy zatem, ze b
jest najwezeéniejszym elementem zbioru ¢. Poniewaz @ bylo do-
wolne, wieec S jest zbiorem dobrze uporzadkowanym.

Udowodnimy teraz, ze S=H. Przypusémy, ze tak nie jest
i niech g=F(F—8). Na mocy (1) ¢ nie nalezy do 8. Oznaczmy
przez V zbiér dobrze uporzadkowany, ktéry otrzymamy, dolgezajac
do zbioru dobrze uporzadkowanego S element g jako nastepujacy
po wszystkich elementach zbioru 8.

Udowodnimy, ze ¥ ma obie wlasnodei 1° i 2° rodziny R.

Wiasnosé 1° jest spelmiona, gdyz F(E) jest najwezesniejszym
elementem zbioru 8, bo jest najwezedniejszym elementem kazdego
zbioru UeR. Z drugiej strony na mocy okreslenia elementu g:

(4) Jezeli aeV i a= g, to wlasnosé 2° jest spetniona dla V.

Zaldzmy wiee, ze aeV i a==¢ oraz e a==F(FE). Wezmy pod uwage
dowolny zbiér UeR zawierajacy a. Zbiér I elementéw wezesniej-
szych od ¢ w § jest oczywideie zbiorem elementéw wezesniejszych
od a w zbiorze U, ktéry jest odcinkiem zbioru dobrze uporzadko-
wanego S. Na mocy wiec (4) mamy o=I"(H—I).

A wiee zbiér dobrze uporzgdkowany V ma obie wlasnodei 1%
i 2% zatem VeR, skad ge§ whbrew zalozeniu.

Dowiedlismy wiee

_ , 26 8=, czyli se F da sic dobrze upo-
rzadkowaé, c. b. d. d. - '

7 twierdzenia Zermeli wynika, ze:

(4.2) Dwa dowolne zbiory 4 i B sq poréwnywalne, t. zn. e albo
sq rownej mocy, albo jeden z nich jest mocy wysszej wiz drugi.
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Dowéd. Na moey bowiem tw. Zermeli mozemy zbiory 4 i B
dobrze uporzadkowaé. Z tw. zas (3.3) wynika, ze jeden z tych zbio-
ré6w jest réwnej mocy z odcinkiem, a wigc podzbiorem drugiego.
To za$ na mocy tw. Bernsteina (str. 19) dowodzi ich poréwnywal-
nosei. . '

5. Indukeja pozaskonczona. Zasadq indukeji pozaskoiiczo-
nej nazywamy nastepujace twierdzenie:

Niech E bedzie zbiorem dobrze uporsadkowanym, zas W pewnq
wlasnodeia, ktdra elementy sbiorw E mogq mieé ub ne. Wiowezas:

Jezeli sq spetnione mastepujace warunki:
(1) pierwszy element 2bioru B ma wlasnodé W,

(2) jezeli # tego, se wsaystkie elementy wezesniejsze od pewneqo
elementu a zbioru B maja wlasnosé 0, wynika, Ze a posiada
réwnies wltasnosé W,

to wszysthie elementy z2bioru B majq wlasnosé 0.

Dowéd. Zaléimy, ze dla wlasnosei W zachodza warunki
(1) i (2), przypusémy jednak, ze nie wszystkie elementy zbioru
dobrze uporzadkowanego F maja wiasnosé 0.

Oznaczmy przez o najwezesniejszy element zbioru B, ktory
tej wlasnodci nie posiada. Na moey (1) « nie jest w zbiorze E ele-
mentem pierwszym. Kazdy za$ element £<2¢ ma wlasnodé 0, zatem
z (2) wynika, . ze o ma réwniez wiasnosé . Doszlismy wiec do
sprzecznogei 1 tym samym udowodnilismy prawdziwos¢ zasady in-
dukeji pozaskonczonej.

Zasada indukeji pozaskoriczonej jest uogdlnieniem zasady in-
dukeji aupelnej dla ciagu liczb naturalnyeh, czyli . zw. rozumowania
Z 7 na n-+1. .

Zasada indukeji pozaskoticzonej, wraz z twierdzeniem Zermeli
o mozliwodci dobrego uporzadkowania kazdego zbioru, jest wazng
i czesto uzywana metoda dowodu twierdzen.






