9298 ROZDZIAY VI. Aksonometria
XM’ + YN’ =XM°-cos & + YN°-cosy = XY -cos2§ + XY - cos?ny =
= XY - (cos? £ -+ cos?7),

co na podstawie nieréwnosci:

1 < cos? & + cos?y < 2,
daje:
1.-XY <XM +YN <2-XY,

% czego oczywidcie wynika, ze C; i C, majs dwa punkty wspélne.

GWICZENIA.

1. Nakreélié rzut prostokatny szeécianu, przyjmujac a) l:im:n=4:5:6, b)l:m:in=
=1:1:1

2. Nakredlié rzut prostokatny kuli z réwnikiem, jednym réwnoleznikiem i jednym
poludnikiem, przyjmujac £ == 45°, a n = 30°,

8. Nakreslié rzut prostokgtny czesci pétkuli znajdujgce] sie nad kwadratem wpisanym
w réwnik, przyjmujac & = 45° i 5 = 15°.

4. Narysowaé zupehie dowolnie rzut réwnolegly prostopadiodcianu i znalezé dlugoéei
jego bokéw pod zalozeniem, Ze jest to rzut prostokstny.

(Przyjaé, ze prosta na ktérej lezg rzuty trzech krawedzi figury posiadajace wspdiny
wierzcholek s rzutami prostokatnymi z, y i z osi ukladu).

ROZDZIAL VIIL
PERSPEKTYWA

§ 37. Definicja rzutu $rodkowego

Wesmy pod uwage plaszezyzne = i punkt S nie lezgey na niej.

Niech P bedzie dowolnym punktem réinym od S. Polaczmy punkb P
z punktem S i oznaczmy przez P’ punkt przebicia plaszezyzny = (rys. 857).

Jedli 8 byt punktem niewladciwym, to P’ nazywaliémy rzutem réwnoleglym
punktu P na plaszezyzng m. W szezegblnym przypadku, gdy S byl punktem
niewltadciwym prostopadtym do m, tzn. niewladciwym punktem na prostych
prostopadlych do m, P’ nazywaliémy rzutem prostokatnym.

Obecnie zakladaé bedzemy, ze S jest punktem wiadciwym.

Definicia. Punkt P’, w ktérym prosia SP prazebija plaszczyzne © nozywamy
rautem $rodkowym, centralnym lub perspektywe punkiv P, albo jeszcze obrazem
punkiu P.

Plaszczyzne m, na kbérej znajduje sie obraz punktu P, nazywaé bedziemy
reutnig, tlem lub plaszczyzng obrazu, punkt S érodldem rzutéw lub okiem. Wia-
domo, ze patrzac jednym okiem umieszezonym w punkeie S nie potrafilibysmy
odréznié punktu P od punktu P’ na plaszezyZnie .

W dotychezasowych metodach rzutow,
tzn. w rzutach prostokatnych i uko$nych,
rzutami  punktéw niewladeiwych byly
punkty niewladciwe. Istotnie, Iaczac
punkty niewlagciwe S 1 P* otrzymujemy
prosta niewladciwa, ktbra oczywifcie pla-
szezyme 7 przebija w punkcie niewlasci- S
wym P’

W rzutach grodkowych na ogél punkt
niewladciwy posiada rzut whdciwy, jesh
bowiem prosta SA* Iaczacal punkt 4> ze
¢rodkiem rzutéw S nie jest réwnolegla do,
to rzut A’ bedzie punktem wladciwym
(rys. 357). Jedynie w przypadku, gdy pro-
sta lpczaca $rodek rzutdéw z punkbem P
bedzie réwnolegta do , perspektywa P’ Rys. 357.
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bedzie punktem niewladciwym. Jest oczy-
wiste, ze moze to zaj$é jedynie w przypadku,
gdy prosta SP bedzie znajdowad sie na plasz-
czyZnie © przechodzace] przez $rodek rzutéw
1 réwnoleglej do rzutni w. Nazywaé jg be-
dziemy plaszczyzng zniknwienta (rys. 358).

Widzimy wiee, Ze punkty plaszezyzny KL
zniknienia, 7 posiadajs niewladciwe rzuty.

Z definicji rzutu érodkowego wynika, Ze
perspektywy punktéw 4 i B lezgeych na
proste] przechodzacej przez $érodek S po-
krywajs sig. .

Rysunki 3571 358 sg szkicami wyjasniaja-
cymi metode rzutu grodkowego. Samym
rzutem Srodkowym jest to, co sig znajduje
na plaszezyznie . Jeéli teraz obraz znajdu-
jacy sie na m cheemy umiedcié na plaszczyZnie rysunku, to konieczne jest
ustalenie polozenia punktu S wzgledem .

Oznaczmy w tym celu przez S, rzut prostokatny punktu S na w i zakreslmy
okrag o $rodku S, i promieniu réwnym odleglodei S od =, tzn. odeinkowi SS,;
bedziemy go nazywali okregiem oddalenia albo okregiem glebokosci. Jest oczywi-
ste, ze S i okrag oddalenia okreslajg jednoznacznie polozenie grodka rzutéw,
robimy tu bowiem jeszeze zalozenie, ze S znajduje sie po tej samej stronie
plaszezyzny w co sam rysunek. Rzut wiee 4’ punktu 4 bedzie sie przedstawial
jak na rys. 359. Tatwo zauwazyé, Ze perspektywy punktéw znajdujacych sie
wewnatrz stozka o wierzcholku S, ktérego podstaws jest okrag oddalenia, sg
polozone wewnatrz okregu oddalenia, perspektywy zaé punktéw zewnetrznych
zewnatrz. Jedli punkt lezy na naszym stozku,
to jego rzut frodkowy jest na okregu od- e
dalenia. oA

TN

5

0,3”

P’m

Rys. 358.

Uwaga I. Opierajac sie na definicji rzutu
srodkowego mozna perspektywe wykreslaé
tak jak na rysunku 360. Plaszczyzna rzutéw rc
jest plyta szklana, §rodek rzutu zastapiony
jest otworkiem w listwie sztywno zwiszane] /
z plyta. Patrzgc jednym okiem przez otwér
zaznacza¢ mozna na szkle punkty, ktére
znajdujg sie na jednej linii prostej z punk-
tami danej figury geometryczne;j.

icm
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Rzut prostej — Plaszezyzna

Mechanizmem, za pomocs ktérego
otrzymaé¢ mozna rzut $rodkowy, jest
aparat fotograficzny. Okiem jest tu
érodek optyczny obiektywu, plasz-
czyzng rzutdw klisza (lub film). Pro-
mielt $wiatta (rys. 361) wychodzacy
zpunktu 4 po przejéciu przez obiektyw
pozostawia flad 4’ na kliszy.

Uwaga II. W pierwszym przypadku
mozemy wykredlié tylko rzuty tych fi-
gur, ktére znajduja sie przed okiem, tzn. bis
po tej stronie plaszezyzny zniknienia
co 7, w drugim otrzymujemy na kliszy
obrazy tych punktéw, ktére znajduja
sie za okiem (lub doktadniej: wewnatrz
pewnego stozka obrotowego o osi 8,8 i wierzchotku S, zwanego stozkiem
widzenia).

W perspektywie traktowane] geometrycznie mowa bedzie o wszystkich
punktach z wyjatkiem S.

Rys. 361.

CWICZENTA.

1. Jaka figurs bedzie rzut frodkowy kwadratu lezgcego w plaszezyinie réwnoleglej do r?

9. Co bedzie rzutem frodkowym prostej przechodzace] przez $rodek §?

3. Co jest perspektyws, stozka, ktérego wierzcholkiem jest punkt S, a podstaws okrag
oddalenia? Gdzie znajduje sie perspektywa hiperboli, w ktérej plaszezyzna prostopadia
do w przecina ten stozek?

§ 38. Rzut prostej — Plaszczyzna

I. Niech ! oznacza prostg nie przechodzgcs przez punkt S (rys. 362).

Aby wyznaczyé rzuty punktéw 4, B, C, . . . proste] I, laczymy je ze grodkiem
rzutéw S; otrzymamy proste, ktére lezg w plaszezyznie wyznaczonej punktem S
i prosta I. Z tego wynika, ze rauty 4’, B, ', ... znajdowaé sig muszg na
krawedzi I’ tej plaszezyzny i rzutni. Tatwo zauwazyé, ze punkt prostej I’ jest
rzutem $rodkowym jednego punktu na I. Mamy zatem:

Wiasnoéé I Rezutem lindi prostej jest prosta lub punkt.

Ostatni przypadek zachodzi wtedy, gdy prosta przechodzi przez Srodek
rzutéw S.


pem


ROZDZIAL VII. Perspektywa

Rys. 362.

Rys. 363.

Nalezy zwrbécié uwage na to, Ze rozwazania nasze nie wykluczaja prostej
niewlasciwe], jesli bowiem 2> bedzie prosta niewlaciwg plaszeczyzny «, to
wszystkie proste gezgce punkty 4%, Bx, 0=, ... proste] 2= ze frodkiem
rzutéw S lezeé beda w plaszezyZnie @ réwnoleglej do o i oczywidcie ich rzuty
na krawedzi ¢iw. Zatem iw tym przypadku rzutem prostej bedzie prosta.

Weimy teraz cztery punkty 4, B, €' i D prostej ! (rys. 363). Poniewasz [
nie przechodzi przez S, wige rzuty 4’, B’, C’i D’ sa réznymi punktami prostej I'.
Zauwazmy, ze odpowiednio$é pomiedzy punktami a ich rzutami jest prze-
ksztalceniem homologicznym, zatem na podstawie twierdzenia Pappusa

(A’B’C'D’) = (4BCD).
Mamy wiec:
Wiasnosé 1. Wartoses dwustosunkéw caterech punkiw linii prostej © ich
rzutdéw sq réwne.

Jesli w szezegbluym przypadku weZmiemy prostg m réwnolegls do rzutni,
to perspekbyws niewlasciwego punktu D= tej prostej bedzie oczywidcie réwnies
niewlagciwy punkt D' = D=, Poniewaz jak wiadomo,

AIGI

0 _ég IR ey -
(4BCD )_BC oraz (4’B'C'D )‘B'C’"

wiec z réwnania (1) wynika, ze:

icm
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Jesli prosta jest réunolegla do ruutni, to stosunki podziatu jej punktéw sg
réwne stosunkom podziatu ich rzutéw.

Gdy np. punkt C jest $rodkiem odeinka AB réwnoleglego do =, to rzut
jego C' jest &rodkiem rzutu A4’B’.

II. Gdy proste I im znajdujs sig na jednej plaszczyznie przechodzace] przes
§rodek rzutéw i zadna z nich nie zawiera 8, to oczywidcie krawed# jej z plasz-
czyzng 7 jest zaréwno rzutem prostej I jak i rzutem prostej m (rys. 363). Wy-
nika z tego, ze rzut I’ nie okreéla jednoznacznie prostej 1.

Zalozmy, ze prosta I nie jest rtéwnolegla do plaszezyzny i oznaczmy przez T
punkt wspélny z rzutnig, a przez Z= jej punkt niewtasciwy. Rzut 1" bedzie
oczywidcie identyczny z T, rzut punktu Z* znajdowad sig bedzie w przecieciu
prostej I réwnoleglej do I i przechodzgcej przez S plaszezyzng n. Bedziemy
go oznaczali praez Z (zamiast Z°°') i nazywali ladem zbiegu proste] [ (rys. 364).
Punkt 7" = T' nazywamy dla odréznienia od Z sladem tlowym.

Jalk tatwo widaé, $lad tlowy i glad zbiegu okreélajs jednoznacznie polozenie
prostej. Istotnie, jedli Z i T sg dane, to wystarczy Z polaezyé ze srodkiem
rzutéw S (ktéry znajduje si¢ w odleglodel réwne] promieniowi okregu oddalenia
na prostopadlej z S,) i przez §lad tlowy T przeprowadzié prostg réwnolegls.
do niej.

Rozpatrzmy blize] polozenia punktéw prostej ! i ich rzutdw.

Jedli punkt 4 (rys. 364) znajduje sie wzglgdem S po przeciwnej stronie
rzutni, to jego obraz 4’ jest polozony na odcinku ograniczonym §ladami T'i Z.
Punkt B odeinka NT prostej | ograniczonego plaszezyzng rzutéw 1 plaszezyzna,
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S

\

\

Rys. 365.

zniknienia posiada obraz B’ poza odcinkiem Z7 po stronie T. Jesli wreszcie ¢
lezy po przeciwnej stronie plaszezyzny zniknienia wzgledem rzutni, to jego
obraz (" lezy zewngtrz odcinka ZT po stronie Z. Widzimy wiec, ze:

a) rzutem poélproste] TZ= nie zawierajace]j punktu N jest odcinek T'Z,

b) rzutem odcinka T'N, gdzie N jest punktem przebicia plaszezyzny zniknie-
nia prosty I, jest polprosta TN'> nie zawierajgca Sladu zbiegu Z,

¢) rzutem poélprostej NZ* nie zawierajacej éladu ttowego T jest pélpro-
sta, ZN'* nie zawierajaca $ladu tlowego 7.

Gdy prosta | przechodzi przez érodek rzutéw S, to rzuty wszystkich jej
punktéw znajduja sie w jednym punkeie.

Dla prostej réwnoleglej do rzutni mozna tak samo okredlié glady zbiegu
1 tlowy; beds one znajdowaly sie oczywifcie w punkeie niewlasciwym pro-
stej I’ (a wiee tez 1 prostej ).

Z definicji $ladu zbiegu wynika, ze w praypadku, gdy proste a i b sg do siebie
réwnolegle, tzn. majs wspélny punkt niewtasciwy Z*, perspektywy ich beda
mialy wspblny $lad zbiegu, a wige Z, = Z;. W ogélnym wiec przypadku
rzuty prostych réwnolegtych sa prostymi przecinajacymi sie w punkeie wia-
Sciwym Z. Jedli proste ¢ i d // ¢ sg réwnolegle do =, to §lad zbiegu Z° = Z&°
jest punktem niewladciwym; rzuty ¢’ i d’ ss wiee do siebie réwnolegle (rys.
365a i b).

Zauwazmy, ze polozenie §ladu zbiegu Z zalezy od kierunku prostej. Jest
widoczne, ze

a) prosta prostopadla do rzutni posiada glad zbiegu w punkeie S,

icm
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b) prosta mnachylona do rzutni pod katem 45°
posiada Slad zbiegu na okregu glebokodci ttowej,

¢) prosta zawierajgca z rzutnig kat < 45° ze-
wnatrz okregu,

d) prosta zawierajaca z rzutnia kat > 45°
wewnatrz okregu oddalenia.

Poniewaz prosta | = SZ; jest réwnolegta do I,
wige rzeczywistg wielko§dé miedzy ! i = moina
znalefé obracajac o 90° tréikat Z;S,8 (rys. 366).
Rzutem prostokgtnym tego tréjkgta jest odei-
nek Z;S,. Klad jego Z,8,.S otrzymamy kredlac z S, .
prostopadly do Z,S,. Oczywidcie § znajduje sie na okregu oddalenia.

Rys. 366.

III. Wezmy pod uwage plaszezyzne o nieréwnolegly do =. Jedli nie prze-
chodzi ona przez §rodek rzutdéw S, to na kazdej prostej przechodzacej przez S
istnieje jeden punkt plaszezyzny o; rzutem jego jest oczywiscie punkt prze-
bicia z plaszezyzng . Wynika z tego, ze kazdy punkt na tle = bedzie rzutem
jednego punktu plaszezyzny «. Jedynie w przypadku, gdy plaszezyzna prze-
chodzi przez S, rzuty jej punktéw znajdujg sie na krawedzi jej z tlem, po-
niewaz oczywidcie promienie laczace jej punkty ze srodkiem rzutéw beda na
niej lezaly. W tym polozeniu, jak latwo widaé, rzut, tzn. prosta «’, okresla
(rys. 367) jednoznacznie plaszezyzne o. (Nasuwa sie tu analogia z rzutami pro-
stokatnymi, gdzie rzutem plaszezyzny prostopadiej do 7 jest réwniez prosta).

W przypadku jednak, gdy « nie przechodzi przez S, nie bedziemy méwili
o rzucie jej na =, gdyz bylaby to cala plaszezyzna w, lecz zrobimy umowe
o wykredlaniu na rzutni tylko pewnych prostych plaszezyzny «. Podobnie
jak dla linii prostej weZmiemy:

1° krawed# przecigcia « i ; na-
zywaé jg bedziemy Sadem tho-
wym o 1 oznaczaé symbolem £, oraz

2° prosts niewlasciwa 2°°.

Obrazem prostej niewladciwe] 2=
jest wedlug definicji krawedZ =
i plaszezyzny G réwnoleglej do o
i przechodzace] przez S; jest to
oczywiste, gdyz promienie taczace S
z punktami prostej z* lezg na 4.
Oznaczmy przez z, (zamiast z°)
rzut proste] z*°; nazywadé go bedzie-
my $ladem zbiegu plaszczyzny .

Rys. 367.
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ar

Rys. 368.

Rys. 369.

Rzutem prostej ¢, jest oczywidcie ta sama prosta. Mamy wiec na tle dwie
proste (rys. 3681 369): £, 1 z, (oczywiscie t, // 2., gdyz o // a. Eatwo zanwazyé,
ze polozenie plaszezyzny « jest tymi éladami jednoznacznie okreglone; rze-
czywiscie, dla ustawienia o« wystarczy przez punkt S i z, poprowadzié plasz-
czyzng 4 i przez I, poprowadzié plaszezyzng o do niej réwnolegly.

Latwo zauwazydé, ze:

a) plaszezyzna prostopadia do rzutni posiada §lad zbiegu przechodzacy
przez punkt S,,

b) plaszczyzna nachylona do rzutni pod katem 45° posiada $lad zbiegu
styczny do okregu oddalenia,

c) §lad zbiegu plaszezyzny nachylonej do rzutni pod katem mniejszym od
45° nie przecina okregu glebokosci,

d) §lad zbiegu plaszezyzny nachylonej do rzutni pod katem wiekszym od
45° przecina okrag glebokosci w dwoch punktach.

Aby znalezé rzeczywista wielkodé kata miedzy o a T, wystarczy wykonad
kiad kata miedzy G a =. W tym celu obierzmy za jedno ramie kata prostg
przechodzacy przez S; oczywiscie drugie przejdzie przez S, (rys. 369). Rzuty
ich bedg si¢ znajdowaly na prostej prostopadlej do $ladu Z, gdyz jest on kra-
wedzig obu plaszezyzn. Wykonujac ktad punktu S korzystamy z tego, ze
jego oddaleniem (cechs) od 7 jest promien okregu glgbokodei.

Z definicji §ladéw prostej i ptaszezyzny wynika, ze:

a) jesli prosta a lezy na o, to élad zbiegu znajduje sie na §ladzie zbiegu
plaszezyzny, a §lad ttowy na gladzie tlowym plaszezyzny (rys. 368),

b) jesli prosta a jest réwnolegta do «, to jej élad zhiegu lezy na dladzie zbiegu
plaszezyzny, dlad zad tlowy nie lezy na éladzie tlowym plaszezyzny.

icm
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N

[§ 38]

I
[~

Riys. 370.

Jedli plaszczyzna o jest réwnolegta do rzutni, to oczywidcie jej élad tlowy
jest prosts niewladciwa to. Slad zbiegu, jako przeciecie i G =T, pokrywe?
sie w tym przypadku ze éladem tlowym. Obrazem figury geometryczne]
smajdujacej sie na takiej plaszezysnie jest figura podobna do niej (rys. 370).

ZADANIE I. Narysowaé Slady plaszczyzny preechodzqee] preez dwie proste
réwnoleglte a 2 D.

Slad ttowy ¢, bedze przechodzit przez $lady T, 1 T, danych prostych, §lad
zad zbiegu 2, przez wspblny élad zbiegu Z, = Z, i bedzie réwnolegly do %,
{rys. 371).

ZADANIE I1I. Dane sq duse proste nieréwnolegle a @ b; nakreslié slady plasz-
cayzny o praechodzacej przez a 4 réwnoleglej do b.
- §lad zbiegu plaszezyzny o przechodzi przez &lady zbiegu Z, i Z obu prostych,
¢lad tlowy ¢, przez T, i jest réwnolegly do 2, (rys. 372).

2y
oS
06” T
Ty
I o Th ty Ta
Rys. 371. Rys. 372.
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Zy 7y ;Zm
Ze i
'i’m T Tn Ty
Rys. 373. Rys. 374,

Wezmy dwie proste przecinajace sig a1 b (rys. 373). Poniewaz plaszezyzna,
ktéra przez nie przechodzi, posiada lad zbiegu zawierajacy flady Z, i Z, 'oraz
§lad tlowy zawierajacy T, i T, wiec T, T, /]| ZyZ,.

Z tego wynika, ze w przypadku, gdy Z, i Z, sg rézne i prosta Z,Z; nie jest
réwnolegta do T, T}, proste a i b ani nie sg réwnolegle, ani nie przecinajg sie.
w punkeie wlasciwym, poniewaz nie lezg na jednej plaszezyznie. Jak wiadomo,
takie proste nazywamy skosnyms.

Widzimy wiec, ze w przypadku, gdy Slady Z,, T4, Zy 1 T s whadciwe, mozna,
z ich polozenia wnioskowaé o ustawieniu prostych ¢ i b wzgledem siebie.
Z tego bowiem, ze trzy rodzaje wzaj emnych potozed prostych a i b wykluczaj EX
sig, wynika, ze wnioski nasze mozna odwrécié. Otrzymamy wige nastepujace
uwagi (rys. 373):

a)jedli Z, 5 Z,1 Z,Zy || ToTp, to a i b przecinajy sie w punkcie wlasciwym;

b) jesli Zy £ Zo, Ty 5 Toi Z,Zy W Ty T, to proste a i ¢ s3 skodne i wreszcie
’\c) e Zy = Zy, to a /] b.

Wylaczenie §ladéw niewladciwych jest zrozumiale, gdyz wowczas przez Z,
i T,%= Z, prosta g nie jest okredlona.

ZADANIE III. Znaleté slady To, i Z, prostej m przechodzacej przez punkiy A
@ B polozone na danych prostych réwnoleglych a 3 b.

Rzut m’ prostej m bedzie oczywiscie przechodzit przez rzuty 4’1 B’ punk-
tow 4 i B. Kreslac glady ¢, i 2, plaszezyzny przechodzacej Jprzez a i b
(zad. I) otrzymujemy na przecieciu #, i m’ $lad ttowy T),, na przecieciu za$ z,
im’ élad zbiegu Z,,.

ZADANIE IV. Przez punkt A na prostej a narysowaé prostq m réumolegly
do damej prostej b.

Z réwnolegloéei prostych mib wynika, ze Z,, = Z, (rys. 375). Faczac Z,
z rzutem A’, otrzymujemy rzut m’ prostej m. Slad ttowy T, znajduje sie na.
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Rys. 375. Riys. 376.

prostej przechodzace] przez T, i réwnoleglej do ZyZy, poniewas a i m sg pro-
stymi przecinajacymi sie.

ZADANIE V. Przez punkt A na prostej a oraz prostq b przeprowadzié plasz-
czyzne.

W celu wyznaczenia éladéw plaszezyzny kredlimy przez dany punkt 4
prosty m réwnolegly do b; nalezy wiec dla znalezienia jej $ladu T, powtbrzyé
zadanie poprzednie.

Oczywidcie glad tlowy zadanej plaszezyzny przechodzi przez Ty i Ty, dlad
zbiegu przez Z, = Z,, jest do niego réwnolegly (rys. 376).

ZADANIE VI. Dany jest punkt A na prostej a oraz prosta b; narysowaé
$lady prostej m tgczqcej punkt A = punktem N, w kidrym b przebija plaszczyzne
zmknienia. -

Jak wiadomo, obrazem punktu N jest punkt niewladciwy N’e (rys. 377).
Rzut zatem m” prostej m laczy 4’1 N'=. Aby znalezd lady Ty i Zp, zZauwaszmy,
ze m znajduje sie w plaszezyznie przechodzacej przez punkt 4 i prosts b.
Znajdujemy wiee jak w zadaniu poprzednim §lady tej plaszezyzny za po-
mocg, prostej p réwnoleglej do b i zaznaczamy na przecieciu z m’ §lady prostej m.
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ZADANIE VII. Dane sq punkty A 1 B na skosnych prostych a ¢ b; znaletd
Slady proste; m lgczqeej A 1 B.

Zadanie rézni sie tym od zadania ITT, ze proste a 1 b sg skosne. Mozna zatem
rozwigzaé je kredlac najpierw prosta a, przechodzaca przez 4 i réwnolegly
do b. Mamy wieec Z,, = Zp, T0,To /] Zo,Zo. Jedli teraz wesmiemy plaszezy-
zne « przechodzacy przez a; i b, to otrzymamy Z,, na z,, a T, na t,.

ZADANIE VIII. Znaleé $rodek odcinka AB.

Oznaczmy szukany srodek przez C i weimy pod uwage czwérke punk-
téw 4, B, C i Z* na proste] AB. Jak wiadomo, jest to czwdérka harmo-
niczna. Z wlasnodei IT wynika, ze rzut ¢ §rodka musi spetniaé réwnanie:

(A'B'0'Z) = (ABOZ*) = —1,

gdzie Z’ jest rzutem punktu Z*, tzn. §ladem zhiegu prostej AB. Mozemy wiec
znalesé C’, korzystajac z wlasnosei czworokata zupetego (§ 25, éwiczenie 3,
rys. 240). Kredlimy zatem prosta E'D’ przechodzaca przez Z (rys. 379),
laczymy A'E’ i B'D’ oraz A'D’ i B’E’; punkt przecigcia jednej pary jest
punktem przekatnym Z, czworokata zupehmego A’B'D’E’, punkt zad prze-
ciecia drugiej pary drugim punktem przekgtnym R’

Prosta Z, R’ przecina A’B’ w punkcie ¢, ktéry jest obrazem srodka odcinka.

Latwo zauwazyd, ze konstrukcje te mozna wyjasnié jako perspektywe
rownolegtoboku ABDE. Istotnie, je$li Z, uwazaé bedzlemy za obraz punktu
niewlasciwego, tzn. §lad zbiegu prostych AE i BD, to R’ bedzie obrazem punktu
przecigeia przekatnych, a prosta R’Z, obrazem prostej réwnoleglej do bo-
kéw AE i BD. Oczywidcie punkt C’ przecigcia R'Z; z A’B’ jest obrazem
§rodka odcinka AB.

ZADANIE IX. Na prostej AB odmierzyé odcinel: BC = AB.

, Zadanie to mozna by wykonaé postugujac sig konstrukejs poprzednig, i kre-
§lac perspektywy dwéch przystajacych réwnoleglobokéw o wspélnym bhoku BD.

Z 2o Z Zi 2,
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Rysunek jednak bedzie prostszy, jesli na pewnej plaszezyzZnie o zawierajace]
dany odcinek (rys. 280) nakreslimy trzy proste réwnolegle a, b i ¢ przechodzace
odpowiednio przez punkty 4, Bi C. W tym celu obieramy na z, glad zbiegu
Zo = Zy = Z,1 przecinamy proste @ i b prosts m réwnolegls do Tzutni, a-wiec
réwnolegla do ¢,. Poniewaz wedtug wniosku z whasnodei 1T, stosunki podziatu
na m rbwne sg stosunkom podziatu w rzucie, wiec odmierzajac na m’ od-
cinek B,C;, = AB, otrzymamy B',(", = A’B’;. Jesli wiec z punktu C, po-
prowadzimy prosta ¢ réwnolegly do a i b, to oczywiscie odleglodé b od ¢
réwnaé sie bedzie odleglodei a od bipunkt przecigcia ¢ z prosta 4B spelniad
bedzie zadany warunek BC = AB.

CWICZENIA.

1. Wikazaé rzuty punktéw przebicia prostej ze stozkiem, ktdrego podstawy jest okrag
glebokofci, a wierzcholkiem grodek rzutéw.

9. Nakredlié rzut nieograniczonego graniastoshipa prostego, ktdrego podstawa jest
kwadrat na rzutni.

3. Znalez6 odleglo§é dwéch prostych o i b, gdy rzuty dane sg tak, ze Zg = Zp = Sx.

4. Jaka krzywa bedzie konturem rzuconym kuli o grodku na prostej S8?

5. Przez punkt 4 na danej prostej wykreflié prosta prostopadiy do =.

6. Przez dang prosta poprowadzié plaszezyzne prostopadla do m.

7. Dane sg punkty 4, B i C na prostych a, bic, przy czym a /| b, a ¢ jest prosta skoéng
wzgledem b; znalesé §lady plaszezyzny przechodzacej przez 4, B i C.

8. Wykonaé éwiczenie 7 przy zaloZeniu, Ze dane proste @, b i ¢ sa parami skosne.

9. Dane sa: punkt 4 na prostej @ oraz proste bie¢, Narysowaé §lady plaszczyzny prze-
chodzacej przez A i réwnoleglej do b i c.

10. Wykazaé, ze je§ii o[/ B, %0 2= 2p.

11. Przez punkt 4 na prostej a narysowaé plaszczyzne o réwnolegla do danej plasz-
czyzny f.

12. Dane s Slady réwnolegtych do siebie plaszezyzn o i f; narysowad §lady plaszezyzny
réwnoleglej do nich i réwno oddalonej od mich.

18. Znalesé érodek odcinka, gdy jego korice A i B sa dane na prostych skoénych a i b.

14. Podzielié w rzucie odcinek 4B na trzy réwne czedcl.

15. Dana jest plaszezyzna o i punkt 4 nie Jezgcy na niej. Narysowaé Slady plaszczy-
zny f przechodzace] przez A i kraweds przeciecia o i plaszezyzny zniknienia.

16. Narysowaé §lady plaszczyzny przechodzgeej przez dang prosta o i punkt N,
w ktérym prosta b przecina plaszczyzng zniknienia,

17. Narysowaé perspektywe rzutu prostokatnego danej prostej na plaszezyzne .

§ 39. Konstrukcje podstawowe

I. Niech beds dane dwie nieréwnolegle do siebie ani do rzutni plaszezy-
zny o i B. KrawedZich jako prosta lezaca na o musi mieé §lad ttowy T na £,
a glad zbiegu Z; na z,; podobnie z tego, Ze krawedZ lezy na plaszezyZnie f8,

16 — 47502 E. Otlo
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wynika, ze T, znajduje sie na 23, a Zy na z5. Widzimy
zatem, ze T jest punktem przecigcia fladéw tlowych,
a Z; punktem przeciecia §ladéw zbiegu.

Jesli élady plaszezyzn o 1 B nie sg réwnolegle do
siebie, to $lady krawedzi beds punktami wladciwymi
i rzub & otrzymamy bezpofrednio (rys. 381). Jedli
% [] 23, to Zy, jest punktem niewlasciwym. Wystarczy
znaleZé jeszeze jeden punkt wspdlny plaszezyzn o i f.
W tym celu przecinamy obie plaszezyzny pewng pla-
szezyzng y. Jedli ¢ 1 b sg krawedziami « 19 oraz f8
iy, to punkt ich przeciecia jest jednym z punktéw prostej k. Rzut &’ otrzymu-
jemy laczac go z punktem niewlasciwym na z, (rys. 382).

\\\/{ e 7}{

Rys. 381.

Jesli jedna z plaszezyzn np. o jest réwnolegla do =, to oczywidcie krawed? &
bedzie réwnolegla do rzutni, a wige tez do $ladu 5, poniewaz k lezy na f.

Zalozmy, ze plaszezyzna o przechodzi przez punkt A lezacy na danej pro-
stej a (rys. 383). Przyjmijmy przez a plaszezyzne y 1 znajdZmy jej krawedz d
z plaszezyzng «. Jest oczywiste, ze plaszezyzna y przecina f w prostej ¢ réwno-
leglej do ¢,, a przechodzacej przez A oraz o w szukanej krawedzi k réwnolegtej
do 3, a przechodzacej przez punkt przecigeia ¢ i d.

1. WeZmy teraz plaszczyzne o i prosta a i znajdZmy punkt wspélny.

W tym celu narysujmy slady plaszezyzny f przechodzacej przez a i znajdsmy
jej krawed? z dang plaszozyzng o Jest oczywiste, ze punkt przeciecia krawedzi
1 prostej o jest szukanym punktem przebicia (rys. 384).

Jesliby prosta @ byla réwnolegla do rzutni, a wiec okreglona swoim rzutem
i punktem na danej prostej b, to zamiast dowolnej plaszczyzny przechodzace;
przez a weZmiemy oczywiscie plaszezyzne zawierajaca b. k

ZADANIE I. Dane sq proste a 1 b oraz punkt P na prostej c; znaleté Slady
proste] p. przechodzacej przez punkt P 1 preecinajgcej o 1 b.

icm
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Rys. 384.

Szukana prosta musi lezeé w plaszezysnie o wyznaczonej prosts ¢ i punk-
tem P. Aby znalezé §lady ¢, i 2z, kre€limy przez P prosts m réwnolegly do
a (Zm = Za, TnT, // ZinZe). »

Poniewaz prosta p ma przecinaé b, musi wiec zawieraé punkt B, w ktérym b
przebija «. Po znalezieniu B laczymy go z P. Slady prostej » znajdujs sie
na $ladach plaszezyzny o (rys. 385).

ZADANIE II. -Dane sq proste a, b © ¢; narysowaé rzut prostej m réumolegle;
do ¢, a przecinajgeej a ¢ b.

Prosta m znajduje sie w plaszezyZnie o przechodzacej przez a i réwnolegle
do ¢ oraz w plaszezyZnie 8 przechodzace] przez b i réwnoleglej do c.

Szukana wiec prosta jest krawedzia plaszezyzn o i B (rys. 386).

1II. Wazystkie proste prostopadie do plaszezyzny o sa do siebie réwno-
legle, majg wiec wepdlny slad zbiegu Z,.

Aby wskazaé polozenie punktu Z,, zalézmy najpierw, ze plaszezyzna o nie
jest ani réwnolegla, ani prostopadia do rzutni. Niech g oznacza plaszczyzne
réwnolegla do « i przechodzacs przez $rodek rzu-
tow (rys. 387),  prosta réwnolegls do p i prze- Za )!\IH’ Za T
chodzaca przez S.

WeZmy pod uwage plaszczyzne ¢ zawierajaca
prostg p 1 SS,. Plaszezyzna yp jest prostopadia do
ladu zbiegu z, plaszezyzny «, mamy bowiem:

@lp) ~ (=Ll
(70 L 882) > (2 L 82

T Ta
Rys. 386.

(2a L p).
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%

Rys 387. Riys. 388,

Wrynika z tego, Ze prosta z, jest prostopadia do prostej Z,S, lezgcej na y.
Oznaczmy przez L punkt przeciecia Z,S; 1 2.

Aby wiec znalefé Z,, nalezy wziaé pod uwage trdjkat prostokatny LSZ,,
ktérego przeciwprostokatna LZ, jest prostopadta do z,, a wysokodé jest réwna
odcinkowi SS,. Mozna konstrukcje wykonad na plaszczyZnie = (rys. 388)
obracajac tréjkat LSZ, dokola przeciwprostokatnej Z,L o 90°. Oczywidcie
wtedy punkt S znajdzie sie w punkcie § na okregu glebokosci, przy
czym 88, L LZ,.

Jesli plaszczyzna o jest prostopadia do rzutni =, to 2, przechodzi przez
punkt S, a Z, jest punktem niewladciwym na prostej prostopadlej do z, (rys.
389). Jesli o jest plaszezyzng réwnolegly do =, to oczywiscie §lad zbiegu
prostych prostopadiych Z, pokrywa sie z punktem 8.

ZADANIE III. Przez punkt A na prostej a prze-
prowadzié prosty prostopadig do danej plaszczyzny.

Slad zbiegu Z, szukanej proste] znajdujemy jak
na rysunku 388; znajac Z, mozemy nakreslié rzut p’ 2o

. . . . T

1 flad tlowy T, opierajac sig na tym, ze proste a

i p przecinajg sie (T,1y [/ Z,Z,) (rys. 390). 4
ZADANIE IV. Dany jest punkt A na prostej o '\\4' =

1 prosta p; narysowaé Slady plaszczyzny o przecho- v/

dzqeej przez A ¢ prostopadlej do p. Riys. 389.

[§ 391 Konstrukeje podstawowe 245
L Y
Zy
3.5
Ta
| T
Zp
Rys. 390. Rys. 391.

Wryznaczanie §ladu zbiegu Z, plaszezyzny « jest odwréceniem konstrukeji
poprzedniej. A wige (rys. 391): punkt Z, laczymy z S, kredlimy kiad S na
okregu glebokodei tak, by Z, S, L 8,8, nastepnie znajdujemy na prostej Z,S,
taki punkt L, aby Z,§ L SL i wreszcie rysujemy §lad zbiegu 2, przez punkt L
prostopadle do Z,S.

W celu wykredlenia $ladu tlowego £, przyjmijmy na plaszezyinie « prosts !
przechodzacs przez punkt 4. Slad zbiegu Z; mozemy wybraé dowolnie na zg,
glad tlowy T; nalezy znalezé opierajac sig na tym, 7e [ przecina dang prosts a.
Po wyznaczeniu T rysujemy ¢, przez T 1 réwnolegle do z,.

ZADANIE V. Przez prostg a preeprowadzié plaszczyzne 8 prostopadly do
danej plaszczyzny o.

Jedli plaszezyzna f ma byé prostopadia do «, to muszs na niej istnieé proste
prostopadle do «. ZnajdZmy ich §lad zbiegu Z,. Poniewaz §lad zbiegu 25 musi
zawierad Zy, wiec zg = ZoZp. Slad tlowy ts przechodzi oczywiscie przez T,
i jest réwnolegly do zs.

Za S To
ﬁ/\]z\ Ta
4 §

o

.

Rys. 392. Riys. 393.
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ZADANIE VI. Narysowaé prostg p pree-
cinajgeq dwie dane proste skosne a 1 b 1 pro-
stopadlg do nich.

Wyobrazmy sobie plaszezyzng ¥ réwnolegly
do obu prostych. Jest oczywiste, ze prosta p
prostopadia do @ i b musi byé prostopadia
do y. W celu rozwiazania naszego zadania
taczymy wige (rys. 393) élady zbiegu Z,i Z,
uzyskujgcz, oraz znajdujemy dlad Z, prostych
prostopadlych do y. Poniewaz prosta p ma
przecinaé ¢, musi wiec znajdowaé sie z @ w jednej plaszezyZnie o; podobnie
musi lezeé w jednej plaszezyZnie § z prosta b. Znajdujemy wiec élady obu
plaszezyzn 1 przez ich przecigeie szukang prostg p.

Rys. 394.

ZADANIE VIL. Dana jest prosta a i plaszczyzna o.; nalezy znaleéé prostg b
rouerajqeq punkt przebicia o prosig a, zawariy w « 1 prostopadlg do a.

Znajdimy punkt P, w ktérym prosta a przebija plaszezyzne o (rys. 394).
Jak wiadomo, wszystkie proste przechodzgce przez P i prostopadle do a lezg
w plaszezyZnie § prostopadiej do a.
Aby wiec znaleZé szukang prosta,
krelimy najpierw $lad zbiegu plasz-
czyzny [3; oczywiscie prostg spelniajgca
warunki zadania jest kraweds plasz-
czyzn o1 f. Razut jej otrzymamy laczac
jej élad zbiegu z rzutem punktu P.

1V. Przyjmijmy plaszézyzne o nie-
réwnolegly do 7 ilezacq na niej prosts a
(rys. 395).

Wiele zadari o charakterze miarowym
wykonywaliémy w rzutach prostoka-
tnych za pomocs kladu plaszezyzny.
Okazuje sie, ze i tu bedziemy mogli je
w taki sam sposéb rozwiazad. W tym
celu zastanéwmy sig nad konstrukejs
Kadu.

Obréémy plaszezyzne o dokola gladu
tlowego ¢, o kat, jaki ona zawiera z rzu-
tnig w. Réwnoczeénie plaszezyzne &
przechodzadcad‘ przez $rodek i do niej Rys. 395.

[§ 39 Konstrukeje podstawowe 247

Rys. 396. Riys. 397.

réwnolegly obréémy o ten sam kat dokola z, i zaznaczmy klad S§° punktu S.
Aby znale#é S°, zwréémy uwage na to, ze punkt S odbywa ruch obrotowy
w plaszezyinie prostopadlej do osi.obrotu z,. Srodkiem obrotu jest punks L,
w ktérym plaszezyzna obrotu przecina z,, tzn. na prostej prostopadlej do z,
i przechodzacej przez S, promieniem obrotu odcinek SL. Odmierzajac SL
na proste] S, otrzymujemy S°.

Na plaszezyznie a znajduje sie prosta ¢ przechodzaca przez S i réwnolegla
do a. Obracajac ja razem z plaszczyzna @ otrzymamy klad a° przez polaczenie
punktéw Z, 1 S°.

Aby znale7é klad prostej a, wystarczy zauwazyé, ze kat zawarty miedzy
¢, i @ rowny jest katowi migdzy 2,1 @ Poniewaz przy obrocie katy prostych
z osiami nie ulegaja zmianie, wige a® //@°; oczywiscie a° musi przechodzié
przez T,.

Opisang konstrukeje podaje rysunek 396. Rzeczywista diugosdcia promienia
obrotu SL dla érodka rzutu jest dhugosé SL. Po wykresleniu @° = 5°Z, na-
rysowano o° przez T, i réwnolegle do &°.

Przyjmijmy teraz na plaszczyZnie o punkt 4. Aby wykreglié kiad 4° punk-
tu A, przyjmijmy przezeh na o dwie proste aib. Oczywiscie znajdujac a®1b°
otrzymamy na przecigeiu klad A°.

Konstrukcje mozna nieco uprofeié; mozna bowiem udowodnié, ze punk-
ty A° A’ i 8° lezg na prostej.

Tstotnie, wezmy przez 4 na plaszezyinie o taks prosty c, zeby jej rzut ¢’
przechodzit przez klad 8° woéwezas wyznaczajae ¢ jak na rysunku 396,
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Rys. 398.

Riys. 399,

sprawdzamy, ze klad ¢® pokrywa sie z rzutem ¢’. Poniewaz ¢° musi zawie-
raé A°, wiec 8°, A’ 1 A° znajduj sie na prostej.

Uwaga: W rzutach prostokatnych klad proste uzyskiwaliSmy za pomoca
ktadéw dwoéch punktéw lezacych na niej. W rzutach srodkowych jest odwro-
tnie: za pomocy bezposredniej konstrukeji znajdujemy kiad proste], a klad
punktu jest konstrukecjs zlozons, nalezy bowiem wykonaé klady dwéch pro-
stych przechodzacych przez punks.

Weimy teraz odpowiedniosé miedzy rzutami X’ a kladami X° punktéw
plaszezyzny «. Punktom prostej o’ odpowiadaja punkty prostej a°. Ponie-
waz wedtug udowodnionego zwigzku praypisane sobie punkty X’ i X° znajduja
sie na prostej przechodzacej przez S°, wiec odpowiedno$é nasza jest kolineacja
srodkows o §rodku S° (rozdz. ITI, § 23, IIT).

Osig tej kolineacji jest, jak latwo widaé, glad tlowy ¢, plaszezyzny o, poniewasz
ktad i rzut kazdego punktu prostej z, znajdujg sie w tym samym miejscu.
Prosty graniczng jest tu élad zbiegu z,. Istotnie, punkty prostej 2, sg rzutami
punktéw niewtadciwych plaszezyzny o; poniewaz kladami punktéw niewla-
sciwych sg punkty niewlagciwe, wiec punktom prostej z&° odpowiadajs w Kladzie
punkty niewladciwe; 2, jest wige jedna prosta graniczng. Aby znalezd druga
prosty graniczng, nalezy wskazaé w kladzie taks prosts n°, ktére; perspektywa,
jest prosta niewlagciwa. Wiadomo jednak, ze jedyna prostg plaszezyzny o,
ktéra posiada rzut niewladeiwy, jest jej krawedZ n z plaszezyzna zniknienia.

Poniewaz odleglodé n od ¢, réwna jest odleglogei S od 2y, wiee klad n° otrzy-
mamy odmierzajac (z zachowaniem zwrotu) odleglodei S° 1 2, od #,. Xatwo
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zauwazyé, ze proste graniczne z, i n° sa polozone miedzy S° i ¢, albo §° i ¢,
miedzy 2z, i n° (rys. 398).

Nalezy zwrécié nwage na to, ze rozwazania nasze dotyczs kolineacji miedzy
rzutem [o'] ukiadu plaskiego [«] a kiadem [«°], a nie miedzy ukladami [«]
1 [o°].

Kolineacje miedzy [o'] a [«°] mozna okreélié jako superpozycje dwéch koli-
neacji. Niech bowiem X’ = S(X) oznacza przeksztalcenie rodkowo koli-
neacyjne, ktére kazdemu punktowi X ukladu [«] przypisuje jego rzut X.
Srodkiem tej kolineacji jest punkt S, osia ¢,, prostymi granieznymi z, i # (rys.
399). Niech dalej X = W(X°) bedzie obrotem, tzn. przeksztalceniem, w kté-
rym punkt X odpowiada punktowi X° uzyskanemu po obrocie plaszezy-
my o« 0 kgt miedzy « i =.

Obrét jest kolineacja o §rodku W< na prostej prostopadlej do plaszezyzny
symetrii kata o 1 7, osig jest réwniez f,. Prostymi granicznymi sg proste nie-
wiadciwe plaszezyzn o 1w, poniewaz w przypadku rodka niewladciwego koli-
neacja jest przeksztalceniem afinicznym.

Przeksztalcenie zlozone X’ = SW(X°®) jest kolineacjs érodkows o érodku
w punkeie przebicia r prostg SW* (§ 23, IT), tzn. w S°. Osig kolineacji ztozonej
jest #lad f,, a prostymi granicznymi proste z, i n°, poniewaz w kolinea-
cjii W(X°) prostym wiasciwym odpo-
wiadajg wladciwe, a niewladciwym —
niewladciwe.

ZADANIE VIII. Nakreslié rzut kwa-
dratu leiqcego w plaszczyinie o majge
dang przekging AC w rzucie.

Obréémy plaszezyzne o dokola dladu
tlowego 1 nakredlmy ktad 4°C° odcinka
AQC (rys. 400). Rysujac wkladzie drugs
przekatng B°D° bedziemy mogli znalezé
jej rzut B’D’ opierajgc sie na tym,
ze: 1° dlad tlowy T, prostej BD znaj-
duje sie na przecigein jej kladu z osig
obrotu, tzn. ¢, 2° élad zbiegu Z, lezy
na 2, i spelnia warunek Z,8° // B°D".

Zauwazmy, ze proste Z,8°1 Z,S° sg
do siebie prostopadie jako proste rd-
wnolegle do kladdéw 4°C° 1 B°D°. Po-
dobnie <« (Z,8°Z;) = 45°, jeéli Z, ozna-
cza §lad zbiegu bokéw 4D i CB.
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Opierajae sig na tym, bedziemy mogli
wykonad zadanie bez pomocy kladu.

Po wykredleniu sladéw zbiegu Z, 1 Z,
ifladu zbiegu Z, bokéw 4B i CD (rys.
401), laczymy 4’ z Z; 1 C" z Z, uzy-
skujac rzut D" wierzchotka D. F.gczac
wreszeie (7 z Zy1 A’ z Z, otrzymujemy
ng przecigciu rzut wierzchotka B.

Postugujge sig sladami zbiegu w miej-
sce kladu, nalezy zwrdcié uwage na to,
ze rzut kata i kgt réwny rzeczywistej
jego wielkodei a posiadajacy wierzcho- Rys. 401.
Iek S° opierajs si¢ na tym samym od- .
cinku (albo péiprostej) Sladu zbiegu (np. rzut & (Z,0Z,) i rzeczywista wiel-
kodé, tzn. & (Z,8°Z,) opierajac sie na odecinku Z, Z,).

ZADANIE IX. Narysowaé rzut $rodkowy szescianu, ktdrego podstawa znaj-
duje sie na danej plaszezyinie.

Rzut podstawy ABCD na danej plaszezyZnie zostal znaleziony na rysunku
402 za pomocy kiadu 8° i Sladdéw zbiegu Z,, Z,, Z; i Z, jak na rysunku
poprzednim.

Dla nakreslenia krawedzi prosto-
padtych do podstawy narysowany
zostal ich wspélny §lad zbiegu Z,.
Pozostaje do wyznaczenia rzut jesz- -
cze jednego wierzchotka. W tym
celu nalezy na §cianie A BFE znalezé
przekatna BE. Slad zbiegu tej Sciany
Jest oczywidcie prosty laczaca Z,1Z,.
Obréémy wige érodek rzutéw S do-
kota tego éladu i zaznaczmy jego
klad 8°. Dzielac na polowy kat
¥ (Z483Zy) otrzymujemy lad Z;
przekatnej BE. Teraz wystarczy
juz postugiwaé sig éladami Z, i Z,,
aby narysowaé dalsze krawedzie.

V. Uwagi podane przy rozwigzy-
waniu zadania VIII pozwalaja na
odmierzanie katéw w perspektywie
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bez pomocy kladu. Nie czynilo to jednak
kladu zbyteczna konstrukejg, gdyz dla wy-
znaczenia rzeczywistych wielkodel odecinkéw
musieliémy uzywad kladu.

Obecnie podamy konstrukeje, ktéra bez
pomocy kladu pozwoli znaleZé rzeczywists
dlugoéé odcinka. :

Rozwazmy w tym celu zwiazek, jaki
zachodzi miedzy rzutem i kladem odcinka
znajdujacego si¢ na plaszezy#nie a. Qdrdz-
nimy dwa przypadki:

1. Jedli glad tlowy T prostej AB jest
punktem wlagclwym (rys. 403), to obréémy
ktad 4°B° dokota T w polozenie AB na £la-
dzie ¢, Otrzymamy trapez réwnoramienny
A°B°AB w kiadzie (oczywiscie klady] punktéw A4 1 B pokrywaja si¢ z nimi).

Rzut tego trapezu mozna wykonaé znajdujac élad zbiegu M prostych 44
i BB. Wiadomo, ze M jest punktem $ladu zbiegu z, plaszezyzny o i MS°//
A°A. 7 podobiefistwa trdjkatéw A° AT i MS°Z wynika, ze ZM = ZS°, po-
niewaz TA° = TA. Moina wiec znale#é punkt M odmierzajac ZS° na z,.
Zatem odcinek AB réwny istotne] wielkodeli odcinka AB otrzymujemy na
dladzie tlowym ¢,, przecinajac go prostymi MA’i MB’.

Punkt M o tej wlasnodei nazywamy punktem mierzenia.

Zauwazmy, ze odcinek ZM jest réwny odlegloéct ZS $ladu zbiegu prostej od
$rodka rzutéw.

2. Jedli T jest punktem niewladciwym, to rzut 4A’B’ i klad 4°B° odcinka
sg réwnolegte do éladu tlowego plaszezyzny (rys. 404).

Wesmy dowolny réwnolegtobok 4°B°AB, gdzie 4 i B s punktami §ladu
ttowego £, Jego rzutem jest trapez A’B’AB, przy czym A4 i BB maja
wspblny $lad zbiegu M na z,. B

Dowolnoéé kierunku 4.4 na « oznacza / TN
oczywiscie dowolnogé gladu zbiegu M na z,.. ANED
Poniewaz 4B = A°B°, wigc M odgrywa tu
role punktu mierzenia. Widzimy zatem, Ze

Kazdy punkt M na 2, jest punktem mierzenia
dla prostej lezqeej na « 1 réwnoleglej do .

ZADANIE X. Narysowaé rzut prostokats
o bokach 2 c¢m 1 3 em lezqeego na danej plasz-
czyénie. Rys. 404,
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Wierzchotek A4 i prosts e przyjeto
na rysunku 405 dowolnie. W celu nakre-
glenia, boku AB =3 cm na proste] a
znaleziono dla niej punkt mierze-
nia M, za pomocg kladu 8° (Z,S° =
=Z,M,). Odmierzajac od punktu A
na i, odcinek AB =3 cm i laczac B
z M otrzymamy rzut B.

Slad zbiegu Z; bokéw 4D i BC spelnia
warunek: % (Z;8°Z,) = 90°. Majac
teraz Z; mozemy znaleZé M 1 odmie-
1zyé na prostej b odcinek AD = 2 cm.

ZADANIE XI. Dana jest plasz-
czyzna o 1 punki A na wiej lesgey. Na
prostej p prostopadie] do o odmierzyé odeinek AB = 4 cm.

RozwigZzemy najpierw zadanie w przypadku, gdy plaszezyzna o nie jest
prostopadia do rzutni (rys. 406).

Slad zbiegu Z, znajdujemy jak na rysunku 388. Nastepnie przeprowadzamy
przez prosta p pewns plaszezyzng f. W tym celu przyjmujemy na o prosts a

B I
~,
~ \é’/_\
\\\\
N
Ra Sn N Z,aMa
4em P e
7
////
e
////A'
Anta
1 %
P
Rys. 406. Rys. 407,

icm

(s 391 Konstrukeje podstawowe 958

Z

=]

/?1
L

Zp

Rys. 408.

przechodzges przes punkt 4; laczac Z, i Z, 1 rysujac przez T, prosta réwno-
legly otrzymujemy zg 1 ts . .

Punkt mierzenia M, dla prostej » znajduje sie na 23 w odleglosci .1‘owne]
odeinkowi Z,S od Zy; odcinek ten jest juz jednak znaleziony w kladzie przy
wyzaczaniu dladu Zy; jest bowiem Z,8 = Z,S. o

Odmierzamy wige ZpS na zg i otrzymujemy M, Razut kox_lcfx B o_dclnka,
AB = 4 cm dostaniemy wige ostatecznie kredlac proste MpA i MypB, przy
czym AB == AB.

W praypadkua, gdy plaszez
jest punktom niewladeiwym prostopadtym do 2,
do z, (rys. 407).

yzna o jest prostopadia do rzutni, glad zbiegu Z,?
tzn. punktem prostopadie]
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Narysujmy — podobnie jak poprzednio — prosts @ przechodzgcs przez
punkt 4 1ilezacs na « oraz §lady plaszezyzny f zawierajacej @ i p. Poniewaz
AB jest odcinkiem réwnolegtym do 25, wige tez A’B’ jest réwnolegle do tg
Punktem mierzenia moze byé zatem kazdy punkt Sladu z,. Na rysunku 407
przyjeto M, = Z,.

Korzystajac z podanych konstrukeji wykonano na rysunku 408 rzut per-
spektywiczny figury stojace] na danej plaszezyZnie nieprostopadie] do rzutni.
Klad S° punktu § umieszezono po stronie S, wzgledem z,. Na plaszezyZnie
uwidoczniono jedynie sposéh odmierzania odcinka ¢ i b. Punkt mierze-
nia M, odcinka ¢ znaleziono jak na rysunku 406.

CWICZENIA.

1. Dana jest prosta m réwnolegla do plaszezyzny « przy pomocy rzutu m’ i warunku,
ze przecina dana prosta a; znaleié punkt, w ktérym m przebija plaszezyzne # okredlona
Sladami. !

2. Przez punkt 4 na prostej @ przechodzi plaszezyzna o réwnolegls, do rzutni; znalezé
punkt, w ktérym prosta b okre§lona §ladami przebija .

8. Dane sy proste aib przy pomocy &ladéw Zg, L', Zp, Tp znajdujacych sie na pro-
stej o’ = b’; znaleié rzut punktu przeciecia.

4. Dane sa proste a i d przy pomocy §ladéw znajdujacych sie na prostej a’ = b’ oraz
proste ¢ i d réwniez przy pomocy §ladéw na prostej ¢’ = d; znalezé §lady prostej m prze-
cinajacej a, b, ¢ i d.

5. (Gdzie znajduje sie punkt przebicia plaszezyzny prosta a, jesli 1° 2, = te, 2° Z, =T,
3° réwnoczednie zg =, i Zg = Ty?

6. Znalezé prosta przecinajaca, cztery proste a, b, ¢ i d, gdy a // b.

7. Narysowaé prosta przechodzaca przez dany punkt A na prostej @ i réwnolegla
do plaszezyzn « i .

8. Dane sg proste a, b i ¢ parami skoéne; narysowaé prosty m réwnolegls do ¢ i prze-
cinajacyg @ i b.

9. Przez punkt 4 znajdujacy sie na danej plaszezyZnie o narysowad prosts prosto-
padis do =.

10. Przez punkt A na prostej a narysowaé plaszczyzne prostopadia do prostej a.

11. Dane sy proste aib przechodzgce przez punkt 4, przy czyma/ /w1b ¥ m; naryso-
waé flady plaszezyzny o prostopadlej do @ i przechodzacej przez A.

12. Dana jest prosta a i plaszezyzna o nie zawier&jqca a; znaleZé perspektywe rzutu
prostokatnego @ na «.

13. Dane sg proste a i b oraz punkt M na prostej m; znalesé slady prostej przechodzqce;
przez B, przecinajgeej a i prostopadiej do b.

14. Wykreslié rzut szeSciokata foremnego znajdujacego sie na danej plaszezyznie
1) przy pomocy kladu, 2) poslugujac sie jedynie éladaam zbleg'u par bokéw, jesli dana jest
przekatna.

15. Dany jest rzut 4’B’ boku prostokata 4BCD, w ktérym BC = 4 4B; narysowné
rzut prostokata 1) przy pomocy kladu, 2) postugujac sie Sladami zbiegu bokéw i prze-
katnej prostokata. ) )

16. Narysowaé rzut rodkowy szachownicy 1) przy pomocy kladu, 2) posluguj@é sig
ladami zbiegu bokéw i przekatnych. -

icm
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17. Przyja¢ w rzucie dowolny tréjkat na plaszezysnie i narysowaé jego wysokosci
bez pomocy kladu.

18. Na prostych m i n dane s3 punkty 4, B i €, D; znalesé §rodek kuli przechodzgcej
przez te punkty.

19. Znaleié kat miedzy danymi prostymi o i b.

20. Znalezé kat miedzy danymi plaszezyznami o« i B.

21. Dana jest prosta g i plaszczyzna « nie zawierajaca a; znalesé kat miedzy @ i o.

22. Narysowaé rzut érodkowy ofmiofcianu foremnego, ktérego przekatng jest dany
odeinek i 1) jedna krawedz jest réwnolegla do rzutni, 2) druga przekatna jest réwno-
legla do rzutni.

23. Narysowaé rzut &rodkowy czworofcianu foremnego, ktérego podstawa znajduje
sie na danej plaszezyznie o, a jeden wierzcholek w punkcie 4 nie lezgcym na o.

24. Gdzie sie znajdujg wszystkie punkty mierzenia prostej a nieréwnoleglej do rzutni?

25. Na prostej prostopadlej do rzutni odmierzyé od §ladu tlowego 10 cm.

26. Nakreslié rzut érodkowy dwunastoscianu foremnego, ktérego jedna éciana znajduje
sie na plaszezy’nie « prostopadlej do rzutni, postugujac sie rysunkiem 103 (tzn. kre-
flac w kladzie rzut poziomy i korzystajac z rzutu pionowego dla narysowania punktéw
nie lezacych na a).

27. Znaleé odleglodé prostych skonych @ i b.

28. Dany jest punkt 4 na prostej a i prosta b; narysowaé §lady plaszezyzny, ktéra
przechodzi przez b i jest oddalona od punktu 4 o polowe odleglodei A od b.

29. Dany jest punkt A na prostej o i prosta b; znaleZé taka prosts m przechodzacy
przez 4 i prostopadia do b, zeby odleglodé b od m réwna byla polowie odlegloéei b od A.

§ 40. Rzuty krzywych drugiego stopnia

Weimy na plaszezyZnie o nie przechodzgcej przez §rodek rzutéow S krzyws
drugiego stopnia S. Poniewaz miedzy punktami plaszczyzny o a ich rzutami
zachodzi kolineacja srodkowa, wige krzywej S odpowiada jako rzut kraywa
drugiego stopnia S'.

Krzywe drugiego stopnia podzieliliémy na trzy rodzaje: elipsy, parabole
1 hiperbole w zalesnosci od ilodei punktéw przeciecia prosta niewladciwa. Po-
niewaz prosta niewlagciwa plaszezyzny rysunku jest obrazem prostej # na
plaszezyZnie zniknienia, wiec jest widoczne, ze rzut S’ krzywe] S bedzie mial
tyle punktéw niewlasciwych, ile punktéw stozkowe] S zawiera prosta n.
Odréznimy zatem trzy przypadki:

1) Stozkowa S nie posiada punkiéw na prostej n (rys. 409).

Rzut S’ nie posiada wéwezas punktéw niewladciwych, jest wiec elipsa.
Wezmy pod uwage Srednice o elipsy 'S’; jest ona biegunows punktu nie-
wlageiwego P’ na . Oczywiscie punkt P> jest rzutem punktu P prostej #.
7 whasnodel biegunéw i biegunowych wynika, ze prosta p” jest rzutem proste] P,
biegunowe] punktu P wzgledem stozkowej S.


pem


256 ROZDZIAL VII. Perspektywa

pr=

Rys. 409.

Aby wiec znalefé jakas érednice rzutu S’, rysujemy najpierw biegunows p
pewnego punktu P na prostej » i nastepnie kreflimy jej rzut p’. Oczywicie
konstrukcje wykonywamy w kladze.

W tym celu znajdujemy najpierw kiad n° prostej n. Jak wynika z rozwa-
Zati poprzedniego paragrafu, odleglodé n° od ¢, jest réwna odleglodei S° od 2,
ipary &, z.1n°, 8° rozdzielajs sig.

Na rys. 410 przyjeto okrag S w kladzie tak, aby nie przecinal prostej n°.
Punkt P° przyjeto na n° dowolnie, a biegunows p° znaleziono za pomocy
stycznych z P° do okrggu. Razut proste] p, tzn. érednice p’ otrzymujemy jak
zwykle, za pomocs $ladu zbiegu Z,, ktéry spelmia warunek S°Z, // p°.
Punkty przeciecia A’ 1 B’ elipsy S’ jej érednicg p’ sg rzutami koncéw 4 i B
cigeiwy okregu (4°A4’ i B°B’ przechodzs przez 8°).

Srednica sprzezona z ¢’ jest biegunows punktu niewtadciwego ¢'> prostej p’.
Poniewaz klad tego punktu znajdowad sie musi na n° i p°, wiec mozna bedzie
wyznaczyé najplerw jego biegunows ¢°, a nastepnie przenieéé ja do rzutu.
Punkty ¢’ i D’ otrzymujemy na przecigciu C°S° i D°S° prosta ¢’.

2) Wetmy teraz na plaszezyinie o stozkowa S styceng do plaszczyzny zniknienia
(rys. 411).

Poniewaz rzut S’ bedzie zawieral tylko jeden punkt niewladciwy, mianowicie
rzut N'> punktu N stycznodei, wiee bedzie parabols. Oczywidcie o§ para-
boli 8’ bedzie zawierata punkt niewladciwy N’'*, a wiec bedzie réwnolegla
do SN.

Na rysunku 412 przyjeto w kladzie okrag §’, styczny do #n° w punkcie N°.

W celu wyznaczenia $rednicy paraboli 8" przyjmujemy na #n° dowolny punkt
P° rbéiny od N°i znajdujemy jego biegunows p° = N°A4° wzgledem S°. Rzu-
tem jej bedzie prosta p’, przy czym punkty 4 i N beds mialy rzuty 471 N’

icm
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Rys. 410.

Rys. 411. Rys. 412.
17 — 47502 E. Otlo .
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Rys. 414.

Dla wykreslenia paraboli rysujemy jeszcze styezng s w punkcie 4’, odpowia-
dajacs stycznej s° w punkecie 4° do okregu i rzut jednego punktu krzywej S,
ktéry otrzymujemy przenoszae z kladu do rzutu przyjety punkt na S°.
Jedli S° przecina §lad tlowy ¢, plaszezyzny, to oczywidcie parabola przechodzi
przez te punkty.

Gdybyémy zamiast dowolne] frednicy A’N’> cheieli narysowaé of para-
boli S, to musielibyémy korzystaé z prostej granicznej n° (zamiast z,) i z po-
wodu réwnoleglosei A'N' i S°N° oraz s” i S°P° obraé P° na prostej S°P°
prostopadiej do S°N°.

3) W przypadku, gdy stozkowa S posiada dwa réine punkty M i P na pla-
szezyinie zniknienia, obraz jej S’ ma dwa rézne punkty nlewlaéclwe, jest
wiec hiperbolg (rys. 413).

Wykredlmy styezne m i » w punktach M i P. Na plaszezyznie = beds im
odpowiadaly jako rzuty proste m’ i p’ styczne do S’ w punktach niewlasci-
wych M’= i P’=. Zgodnie z definicja sa wigc one asymptotami hiperboli §/.
Rzut N’ punktu przecigcia asymptot jest érodkiem krzywej, poniewaz jego
biegunowa n'* = M’® P’* jest prosta niewladciwa.

Oznaczmy przez S, 1 S, tuki, na ktére plaszezyzna zniknienia rozeina stoz-
kows S. Latwo zauwazyé, ze obrazem luku §, jest czedé hiperboli znajdujata
sig w jednym kacie, ktérego ramionami sa asymptoty, a obrazem luku S,
czg§¢ hiperboli zawarta w drugim kacie (wierzchotkowym) o tych samych
ramionach.

Na rysunku 414 wykonano konstrukeje korzystajac, podobnie jak.w dwéch
poprzednich przypadkach, z kladu plaszezyzny «. Steskowa S° jest tu okre-
giem przecinajacym n° w dwéch punktach M°i P°. Aby znalesé asymptoty m’

icm
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Rys. 415.

i p’, narysowano najpierw styczne m° i p° w punktach M°i P° do S°, a na-
stepnie korzystajac ze znanych zwiazkéw (8°Zy, [/ m® 1 8°Z, [/ p°), rzuty m’
i 9. Do okreslenia hiperboli nalezy jeszcze znalezé jeden punkt; mozna to
osiggnaé obierajge punkt na S° 1 rysujac jego rzub.

Jedli S ma punkty Wspolne ze $ladem tlowym t,, to oczywidcie nalezg one
do rzutu S’.

ZADANIE 1. Narysowad w perspektywie trzy okregi wspélirodkowe na plasz-
czyénie prostopadiej do rzutni o réwnych réinicach promiens obierajqc je tak, aby
rzut jednego byl elipsg, drugiego parabola, o trzeciego hiperbolg.

Jest oczywiste, ze dla rozwigzania zadania wystarczy zlaczyé rysunki 410,
4121 414. Na rysunku 415 podano jedng tylko czg$é hiperboli odpowiadajaca
tukowi S;. Dla uproszezenia konstrukeji $lad tlowy ptaszezyzny przyjeto sty-
ezny do okregu glebokodcei; poniewaz w tym przypadku odleglodé drodka rzutéw
od ¢ladu zbiegu réwna sie odlegltodci prostej » od sladu tlowego, wiee n° = 2,.

ZADANIE II. Dany jest punkt O na prostej a oraz promieh r; narysowaé
kontur kuli o $rodku O © promieniu 1.

Jedli punkt S uwazaé bedziemy za zrodlo §wiatla, to zadanie mozna bedzie
rozwigzaé tak samo jak cier kuli na rzutnie (rys. 274, 275 i 276).

W tym celu znajdZmy rzut proste] b przechodzacej przez O i prostopadiej
do rzutni; oczywidcie Slad zbiegu Z, jest w punkcie S,, a §lad ttowy spetnia
warunek Ty 7T, /| ZyZ, (xys. 416). Weimy teraz kiad plaszczyzny f prze-
chodzacej przez b 1 §rodek rzutéw S(zz = tg = b'). Punkt 8° znajduje si¢ na
okregu glebokodci (przy ezym S.S° L ), a prosta b° przechodzi przez Ty 1jest
réwnolegta do S°Z;,.
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Rys. 416.

Riys. 417,

W ktadzie dokota O° narysowany zostat kiad przekroju kuli plaszezyzng B.
Jak wiadomo, kontur rzucony bedzie stozkows, ktérej osig jest prosta b’ s
a wierzchotkami punkty W, i W, przecigcia b’ z tworzacymi stycznymi do
. przekroju. Ogniskami bedg rzuty F’y i ¥/, punktéw kuli, w ktérych "plagz-

czyzny styczne sg réwnolegle do .
Jest oczywiste, ze kontur rzucony bedzie elipsa, gdy plaszczyzna zniknienia
nie bedzie posiadata punktéw wspélnych z kula, paraboly — gdy bedzie sty-
- czna, a hiperbols — gdy przetnie kule w okregu. Pierwszy przypadek zachodzi
wtedy, gdy klad przekroju plaszezyzng f nie posiada punktéw wspblnych
z prosta, n° przechodzacy przez 8° i réwnolegly do ts, drugi, gdy jest on styczny
do n°, a trzeci, gdy przecina n° w dwéch punktach.

ZADANIE III. Znaleté praekrd kuli o érodku ma prostej S8S. plaszczyeng
prostopadly do .

Kontur kuli bedzie w tym przypadku okregiem, gdy# stozek opisany ma
of prostopadla do rzutni. Plaszezyzna symetrii B (zadanie IT) moze wige tu

byé kazda plaszezyzna przechodzaca przez SS,. Wesmy takg, ktéra jest -

prostopadia do danej plaszezyzny o (rys. 417). Nie trudno zauwazyd, ze zg =
= t‘g_L?a. Jedli s'.rodek kuli O byt okrgélony rzutem O’ i warunkiem przyna-
le?noécl do danej prostej a, to narysujmy przezeh prostg b lezacy na B; jak
wiadomo, Z; bedzie na 25, a T na prostej réwnoleglej do Z,Z; i przechodzace]
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Riys. 418.

przez T, Zmajdsmy teraz klad plaszezyzny f wraz z prosty b, punktem O
i krawedzig przecigcia o 1 f.

Teraz mozemy w kladzie narysowaé przekrd] kuli plaszezyzna f 1 Srednice
A;B; przekroju dang plaszczyzng o. .

Znajdujac rzut ¢ érodka C przekroju i majac promien (4°B°: 2) mozna
postugujac sie podana konstrukejg (przy pomocy kladu plaszezyzny o) znaled
grednice sprzezone albo osie rzutu ‘okregu.

ZADANIE IV. Dana jest plaszczyzna o © punkt O na niej; mie rysujgc
Fladu znalesé rzuty dwéch kwadratéw opisanych na okregu, o danym promie-
niw v 1 $rodku O, obrécome wzgledem siebie o 45°.

Rzut kwadratu o srodku O i danym boku 27 mozna znaleZé postugu-
jac sie $ladami zbiegu bokéw i przekatnych oraz punktami mierzenia
(rys. 418). 7

W tym celu nalezy najpierw wykonaé klad S° érodka rzutéw i do obranego
z géry punktu Z, znalezé punkty Z, 1 Z, tak, aby <« (£,8°Z;) = < (Z,8°Z,) =
= 45°. Odkladajgc na jednej prostej (np. OF) odcinek réwny promieniowi
okregu za pomocs punktu mierzenia (Mj), mozna juz kwadrat w rzucie
narysowaé uzywajac jedynie $ladéw zbiegu Z;, Z, i Z,.

Drugi kwadrat, ktérego przekatne posiadajs kierunki bokéw pierwszego,
znajdujemy podobnie. ‘

Konstrukeje drugiego kwadratu mozna by nieco uproécié. Okazuje sig bo-
wiem, 7e nie znajac nawet istotnej diugosci odcinka O4 moina na prostej b
przechodzacej przez O odmierzyé odeinek OB = OA4.
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Wystarczy w tym celu zauwazyé, Ze prosta S° /97’},
AB (rys. 419) jest prostopadia do dwusieczne] A .
kata miedzy a i b zawierajacego odcinek AB.

Opierajac sie na tym, znajdujemy $lad proste]
AB dzielac odpowiedni kat miedzy Z,S° i Z,8°
na polowy (tzn. ten, ktéry nie zawiera odcinka
Zy 7). ’

Znajdujac jak na rysunku 418 osiem styeznych :
do obrazu okregu latwo zauwaziyd, ze mamy ~y o
réwnoczeénie ich punkty stycznodei. Jesli nie Rys. 419,
chodzi o wielks dokladnodd, to mozna rzub
okregu narysowaé postugujac sie tylko tymi punktami i stycznymi. Metoda
ta jest bardzo dogodna, gdyz — jak latwo widaé — nie zalezy od tego, czy
rzut okregu hedzie elipsa, parabola czy hiperhols.

Za pomoca tej metody znaleziono trzy styczne wraz z punktami stycz-
noéci okregéw na rysunku 420.

Podstawa figury znajduje sie na plaszezyZnie prostopadlej do rzutni, wige
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punktami mierzenia dla krawedzi pionowych moga byé dowolne punkty na
gladzie zbiegu podstawy. ‘

Punkt $rodkowy tuku kolowego na podstawie znaleziono odmierzajac na
dwusiecznej promien okregu metoda podang na rysunku poprzednim.

CWICZENIA.

1. Jaks krzywa jest perspektywa paraboli o osi réwnoleglej do =?

2. Jaks krzyws jest perspektywa hiperboli o jednej asymptocie réwnoleglej do 7

3. Narysowaé rzut srodkowy stozka obrotowego o osi prostopadiej do rzutni i znalezé
przekrdj dana plaszezyzng o

4. Narysowaé rzut §rodkowy stozka obrotowego o podstawie na danej plaszezy-
#nie o i znaleZé przekré] plaszczyzna f, gdy 1) // o, 2) B ' a

5. Walec obrotowy o podstawie na danej plaszezyinie o przeciaé plaszczyzng f.

6. 7 przyjetego punktu 7' na 7 wykresli¢ prostg prostopadis do z i znalezé na niej taki
punkt 0, aby QT = 88; == 8 cm i punkty & i O lezaly po przeciwnych stronach z, nastepnie
narysowaé kontur kuli o $rodku O i promieniu 1) 3 cm, 2) 6 cm, 3) 9 em. Jaks linia be-
dzie kontur kuli przechodzacej przez érodek rzutéw, jesli srodek nie znajduje si¢ na pro-
stej SSA?

7. Narysowaé perspektywy réwnika, jednego réwnoleznika i jednego poludnika kuli
o érodku na plaszczyZnie .

§ 41. Konstrukcje cieni w rzutach srodkowych

Objagnienia konstrukcji cieni rozpoczniemy — jak w metodzie rzutéw
prostokatnych — od sposobu wyznaczania cienia punktu na plaszezyzng.

Niech « bedzie dowolng ptaszezyzng, a Zs fladem zbiegu promieni wiatla.
Aby znaleé cied punktu A polozonego na proste] a, polaczmy jego rzut A’
ze fladem zbiegu Z, (rys. 421). Otrzymamy rzut promienia $wiatta. Punkt
przebicia plaszezyzny o promieniem bedzie szukanym cieniem 4. punktu A.
Lezy on na krawedzi k plaszezyzny o i plaszezyzny f przechodzace] przez
promien §wiatha i prosta a, na ktérej znajduje si¢ dany punkt {oczywidcie z3 =
= ZaZs, t3 przechodzi przez T).

AT : P

\E” A\ o .k Za /;'Z

Zx

Rys. 422,
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Rys. 423.

Zauwazmy, ze réwnocze$nie znaleziony zostal punkt P, w ktérym prosta o

przebija plaszczyzne «. Odcinek PA, jest oczywidcie cieniem odcinka AP

na o.

Z tego wynika, ze gdyby punkt P byt dany w rzucie, to mozna by konstruk-
cie uproscié (rys. 422). Wystarezyloby bowiem dla wyznaczenia cienia od-
cinka AP polgczyé $lady zbiegu Z, i Z;, przeciaé prosts z, i uzyskany
punkt Zp polaczyé z punktem P. Cied punktu 4 bedzie na przecieciu pro-
stych Z; P i Z,A.

ZADANIE 1. Znalesé ciery figury, ktdrej podstawa wnajduje sie na danej
plaszczyinie o« prostopadle; do rzutni.
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Poniewaz podstawa znajduje sie na plaszezyinie o prostopadiej do rzutni,
wiec rzuty wszystkich odcinkéw prostopadlych do o sa prostopadie do jej
gladu zbiegu. Cien tych odcinkéw na « znaleziono na rysunku 423 metods
wyjaéniong na poprzednim rysunku, tj. przez polgczenie §ladu Z, ze la-
dem Z, prostych prostopadiych do. « i przecinanie odpowiednich promieni
$wiatla krawedziami plaszczyzny o« 1 plaszezyzn wyznaczonych odeinkami
i promieniami $wiatla.

Tym samym sposobem znaleziono cieri wierzcholka ostrostupa na plasz-
czyzne gbérnej podstawy graniastostupa, gdyz znany jest rzut wysokosei ostro-
stupa. .

Elementy nie wchodzace w konstrukeje zostaty mna rysunku pominiete
(Sx, okrag glebokodci i lady ttowe plaszezyzn).

ZADANIE I1. Wykredlié ciet éwiartki kola na plaszczyzne prosiopadiy do .
Czwarta czeéé kola zostala na rysunku 424 umieszezona na plaszezyznie f
prostopadlej do . Kwadrat, ktérego bokami s promienie 40 i OB, zbudo-

Zs

o ~ g

Zp c

Z i

(4
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wano za pomocs, fladu zbiegu Z, = S, bokéw OB i 4D, niewlagciwego sladu
zbiegu bokéw 04 i BD oraz punktu Z, na okregu glebokosci, ktory jest gladem
zbiegu przekatnej. Promier OC na przekatnej OD odmierzono za pomocg
gladu zbiegu Z4c cieciwy AC prostopadlej do dwusiecznej kata < (40C),
opierajac sie na uwagach podanych w paragrafie poprzednim (rys. 419). Obraz
luku ACB okregu narysowano korzystajac jedynie ze stycznych w punk-
tach .4, C'1 B (oczywidcie styczna ¢ w punkeie ' jest réwnolegla do cigeiwy AB,
a wiec ma z nig wspOlny dlad zbiegu Z,).

W celu nakre$lenia cienia na plaszczyzne o przechodzaca przez $rodek
okregu i prostopadly do promienia O4 wyznaczono cienie punktéw 4 1 ¢ oraz
cienie stycznych a, bi c. :

CWICZENIA.

« 1. Narysowaé rzut érodkowy szefcianu, ktérego jedna éciana znajduje si¢ na plaszezy-
#4nie o prostopadiej do rzutni i znalezé cien odcinka laczacego obrany punkt na « z wierz-
cholkiem nie lezacym na o.

2. Znalezé ciert okregu na plaszezyzne réwnolegla.

3. Narysowaé cien kuli na dana plaszezyzne o.

Wsk.: Przeciaé kule plaszezyzna prostopadls do promieni §wiatla i znaleZé cierl na
plaszezyzne a.

§ 42. Anaglify

7 definicji rzutu srodkowego punktu wynika, ze kazdy punkt 4’ na plasz-
czyfnie 7 jest rzutem wszystkich punktéw proste] AS przechodzacej przez
grodek rzutéw. Totez we wszystkich zadaniach rozdziatu VII, gdy chodzilo
o jednoznaczne okredlenie polozenia punktu, zakladalidmy, ze znajduje sie
on na pewnej prostej nie przechodzace] przez $rodek rzutéw lub na plasz-
czyinie nie zawierajacej S. Wiadomo, ze prosta i plaszczyzna sg jednoznacznie
okre§lone swoimi $ladami. Jedli wiec poprowadzimy przez rzut 4’ pro-
mie 48, to na przecieciu z prosta, wzgl. plaszczyzng, otrzymamy wilasciwe
polozenie punktu 4.

Ohserwujac wiee perspektywe F” pewnej figury F jednym okiem umiesz-
czonym w érodku rzutéw S, nie mozemy odpowiedzieé na pytanie, ktéry
z punktéw promienia AS jest wladciwym polozeniem punktu 4 figury F. Nie
mozna wiec twierdzié, ze np. jaki§ czworokat widoczny na rysunku przed-
stawla kwadrat, a nie trapez. Jesli w pewnych wypadkach to robimy, to
dziala tu wiele czynnikdéw ubocznych, jak do§wiadczenie, poréwnanie z sg-
siednimi dobrze znanymi skadingd figurami itp.

Moina sig jednak uniezaleznié od tych czynnikéw, patrzac na dwa odpo-
wiednio dobrane rzuty srodkowe.
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Wyobrazmy sobie, Ze na plaszezyZnie = p A
wykonane zostaly dwa rzuty Srodkowe tej 2N
samej figury: rzut Fj, gdy érodkiem rzutéw AN
jest punkt Sy, 1 rzut F), gdy érodkiem rzutow / \
jest punkt 8,. Kazdy wigc punkt posiada
dwa rzuty A; 1 4,, przy czym 4; # 4,, jedli
A nie znajduje sie na plaszezyinie w ani na
prostej taczacej S; i Sp. / 6 A

Ustawmy teraz tak plaszczyzne w, aby oko / \
lewe znajdowalo sie w punkeie S;, a prawe Si2 "
w punkcie S,. Jesli do oka lewego dochodzié
bedzie jedynie promied $wiatla z punktu A,
a do prawego tylko z A, (co mozna zrobid
np. przez ustawienie przegrody o), to nie bedzie mozna ich odréznié od pro-
mieni $wiatla wychodzacych z punktu 4 i skierowanych do S, wazgl. S,.
Doznamy wtedy wrazenia, jak gdyby nie istniala plaszczyzna = (ani prze-
groda o) z punktami 4;1 4,, lecz jeden tylko punkt A wysylajacy promienie
Swiatta do S;1 S,

Ten sam skutek, co przez umieszezenie przegrody ¢, uzyskaé mozna przez
réinobarwne rysunki. Jefliby rzut Fy wykonany byl tuszem czerwonym,
a F, niebieskim, to woéwczas patrzac przez okulary o lewym szkietku nie-
bieskim, a prawym czerwonym, widzie¢ bedziemy lewym okiem tylko F,
a prawym tylko F, (przez czerwone szkietko przechodza tylko czerwone pro-
mienie, przez niebieskie tylko niebieskie, zatem F; widoczne bedzie lewym
okiem jako czarne, F, prawym jako czarne).

Sposéb wykonania takich rysunkéw — nazywamy je anaglifami — jest, na
podstawie naszych wiadomosci, bardzo prosty.

Riys. 425.
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Riys. 427.

Zalozmy, ze plaszezyzna rzutéw w jest réwnolegla do prostej S;Sp, tzn.
7e glebokodci tlowe sg réwne. Odlegtodé obu $rodkéw rzutéw powinna byd
réwna odleglodei Zrenie, tzn. 6—7 cm.

Niech o bedzie prosts prostopadis do rzutni n. Poniewaz §lad tlowy T,
znajduje sie na t, wiec jego rzut jest zawsze w tym samym punkcie bez wzgledu
na polozenie drodka rzutéw. Slady zbiegu jednak beda rézne, gdyz Zy = Siz,
a Zyp = Spx (vys. 426). Majac rzuty a; i a, prostej a oraz np. rzut 4;, znajdu-
jemy A, opierajac si¢ na tym, ze A;A4, // Si28p.

Aby to udowodnié, zauwaizmy, ze proste 4;d, oraz S;S, leza w plasz-
czysnie przechodzacej przez S;, S, 1 punkt 4. Poniewaz pierwsza znajduje sig
na rzutni 7, a druga jest do niej réwnolegta, nie moga wiec mieé wspolnego
punktu wladciwego. Ze zwigzku A4, [/ S S, wynika 4;4, [/ ShSp.,, gdyz
812 1 Sy sg rzutami prostokgtnymi srodkéw S;1 S,

Opierajac sie na tych uwagach wykonano na rys. 427 rzuty szescianu o pod-
stawie « prostopadlej do = a réwnoleglej do S,S, oraz oémiodcianu, ktorego
wierzchotkami sg $rodki Scian szedcianu.

Slad zbiegu plaszczyzny o bedzie dla obu rzutéw wspblny, poniewaz
818y /] . Konstrukeje wystarczy przeprowadzié dla jednego rzutu, a drugi
wykonaé opierajac si¢ na poprzednim rysunku.

§ 43. Fotogrametria

Za pomocy rzutu perspektywicznego mozna w pewnych przypadkach
otrzymad plan.

Zalézmy mianowicie, ze mamy fotografie terenu plaskiego. Jesli w chwili
dokonywania zdjecia klisza = (blona) byta réwnolegla do plaszezyzny terenu o,

[§ 43] Fotogrametria 269

Riys. 428.

Rys. 429.

to — jak latwo zauwazyé — fotografia réini sie jedynie skala od terenu,
a wiec jest planem. Istotnie, obraz 4’B’ odcinka AB (rys. 428) spehia
réwnanie:

A'B": AB = ¢;: ¢y,

gdzie ¢, jest odleglodcig srodka obiektywu O od kliszy, a ¢, odleglodcig Srodka
obiektywu od terenu.

Jegli jednak plaszezyzny «iw nie sg do siebie réwnolegle, to odeinki w tere-
nie réwnolegle do siebie doznajs tym wigkszych skr6téw na zdjeciu, im dalej
sg umieszezone od aparatu, tzn. im obrazy ich sa blizej tzw. horyzontu (§ladu
zbiegu plaszczyzny). '

Okazuje sie, ze i w tym przypadku mozna za pomocg zdjecia wykonaé
plan.

Przypuéémy, 7¢ jestedmy w posiadaniu planu e, tzn. rysunku réznigcego
sie tylko skals od terenu oraz kliszy o’. Niech 4;B;C;D, bedzie planem pe-
whnego czworokata ABCD, a A’B’C’D’ jego obrazem na o'

Przypusémy dalej, ze udato sie nam uzyskaé takie wzajemne potozenie obu
plaszezyzn o i 7 (rys. 429), ze proste 4,4’, B,B’, C,C’ i D, D’ przechodzg przez
pewien punkt S.

Wykazemy, ze w takim polozeniu prosta laczaca perspektywe X’ punktu X
w terenie i jego obraz X, na planie o, przechodzi réwniez przez punkt S.

W tym celu zauwazmy, ze odpowiedniodé pomiedzy ukladami plaskimi [e,]
i [x], w ktérej praypisane sg sobie te punkty, ktore reprezentujs ten sam punkt
w terenie, jest przeksztalceniem rzutowym. Istotnie, zwigzek X' = f(X)
pomiedzy punktami terenu i ich obrazami na kliszy jest (w chwili zdjecia)
kolineacjg §rodkowa. Podobnie zwigzek X = ¢(X,) miedzy punktami terenu
a ich odpowiednikami na planie jest réwniez kolineacjs rodkowa, poniewaz
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mozna uzyskaé plan przez réwnolegle do terenu ustawienie plaszczyzny oy
7 tego wynika, e przeksztalcenie X’ = fo(X,) = F(X,) jest rzutowe. Po-
niewaz kazdy ruch w przestrzeni jest przeksztatceniem rzutowym (§ 23), wiec
tez i w takim polozeniu jak na rysunku 429 — ktére nie musi byé iden-
tyczne z pierwotnym — mamy miedzy [on] & [] przeksztalcenie rzutowe
X = Fy(X,). . .

7 zalozer mnaszych wynika, ze A’ = Fy(d,), B = F,(By), €' = Fy(Cy)
i D = Fy(D,). Te same jednak warunki speia kolineacja frodkowa X’ =
= F,(X,) migdzy [«,]i[r], dla ktérej S jest $rodkiem kolineacji. Na mocy wige
twierdzenia o jednoznacznodcl przeksztaicen rzutowych (§ 25), przeksztalcenie
sozone F,(X,) oraz przeksztalcenie bezposrednie F,(X,) sg identyczne, tzn.
punkty X’ i X, lezs na proste] przechodzace] przez S. : .

Zachodzi jeszcze pytanie, czy istnieje takie ustawienie jak na rysunku 429.
Mozna udowodnié, ze jest ich nieskoriczenie wiele, Jednym z nich jest potozenie
paszezyzny © w chwili zdjgcia, jefli réwnoczeénie plaszezyzne o, wyobrazimy
sobie w polozeniu réwnoleglym do terenu, a wierzcholki czworokata A,B8,C,D;
na promieniach S4, 8B, SC i 8D. Srodkiem kolineacji bedzie punkt O obiek- '
tywu. '

Korzystamy z tego przy sporzgdzaniu planéw na podstawie zdjgé foto-
graficznych ze samolotu.

Zaznaczone w terenie wierzehotki 4, B, C, 1 D czworokata przenosimy na

- plaszezyzne (w obranej skali), opierajac sig na pomiarach w terenie. Nastepnie

ustawiamy klisze i 7rodto éwiatta jak na rysunku 429. Jesli teraz na plaszezy-
snie «, umiescimy papier §wiatloczuly, to po wywolaniu otrzymamy cied
figur znajdujacych sie na w, ktéry jest juz zadanym planem.

W fotogrametrii opisana czynno$é nazywa sie prostowaniem zdjed lotmiczych.
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