ROZDZIAL VI
AKSONOMETRIA

§ 35. Twierdzenie Pohlkego — Aksonometria uko$na

I. Zalézmy, ze mamy dane trzy rzuty figury geometryczne;j.

Jesli jest ona bardzo prostej budowy i poza tym bardzo specjalnie polozona
wzgledem rzutni, to najezefciej rzuty te nie stanowia wystarczajacego obrazu,
z ktbrego moina by bylo w latwy sposéb zorientowad sie w catogei. Jedli np.
figura jest szescianem o krawgdziach réwnoleglych do osi uktadu, to rzuty sg
kwadratami, ktére wprawdzie okredlaja jednoznacznie figure, ale sa bardzo
niedogodne przez to, ze w kazdym rzucie widoczna jest tylko jedna Sciana.

Aby okazaé figure w polozeniu niespecjalnym, przyjmujemy oprécz trzech
plaszezyzn ukladu =, 7y, 7, jeszcze jedng rzutnie = nachylong na ogét pod
katami ostrymi do osi z, y i #; nastepnie obieramy pewien kierunek nieréwno-
leglty do = i wykonujemy rzut réwnolegly danej figury na plaszezyzne .

Mamy wige nastgpujace zadanie:

Dane sq rzuty pewnej figury na tray plaszceyzny Ty, Tg 1 T3 Parami do siebie
prostopadie; nalezy wykonad nowy rysunek, kidry bylby rzutem réwnoleglym dane)
figury ma czwartq plaszczyzne . :

Nowy rzut powinniémy wykreglié opierajsc sie na danych rzutach prosto-
katnych. W zadaniu idzie wiee o metode ,,przenoszenia figur” z jednego
rysunku na drugi. Oczywidcie wystarczy okazaé jak przenosi sie punkty.

Punkt P okrveélony jest w odniesieniu do ukladu Ty, gy T 28 POIIOCH
trzech liezb , y, 2, zwanych jego wsp6lrzedny-
mi. 8g to, jak wiadomo, miary trzech wekto-
6w, ktére sa skladowymi wektora OP o po-
czatku w punkcie przecigcia plaszezyzn ukladu,
a o kocu w punkcie P. Dla naszych celéw dogo-
dniej bedzie za wspélrzedne uwazad wprost te
skladowe. A wige wspélrzedne beds to trzy
wektory (rys. 338) o wspblnym poczatku O,
a o koficach w punktach P,, P,, i P,, ktére 83
rzutami prostokgtnymi punktu P na osie uktadu.

Z wiasnosci rzutu réwnolegtego (§ 1) wynika,
Ze majac rzuty trzech odcinkéw OP,, OP,iOP,

] &

Rys. 338.
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mozemy z latwodciy narysowaé rzut dowolnego punktu Q, ktérego wspdl-
rzedne sg znane.
Istotnie, zaléimy:

OQm: Oszcl, OQy:OPyzcg, OQZZOPZ=C3-

Jak wiadomo, stosunek odeinkéw linii prostej jest réwny stosunkowi rzutéw

(§ 1 wlasnodé 3), zatem:
OQ:OPy=c, 0Q,:0P,=c, 0Q,:0P,=c,.

Stad otrzymujemy diugodci rzutéw wspélrzednych punktu Q. Postugujac
sig w dalszym. ciagu jedynie tym, ze odeinki
réwne i ré6wnoleglte maja rzuty rdéwne 1 réwno- 2
legle, kre§limy najpierw wektor O Q' = ¢
== ¢, - ' P, nagtepnie wektor @, @' =0'Q',=
=0y - O' P’y réwny i rbéwnolegly do drugiej
wapbtrzedne], a w koricu wektor @'Q = 0'Q’, =
= ¢y - O'P’,, tzn réwny iréwnolegly do trzeciej / %
wspblrzedne] punktu €. vy x

Przypudémy teraz, ze wszystkie trzy wspdli- o
rzedne punktu P wynosza 1. Z dyskusji naszej
wynika, ze dowolny punkt o znanych wspél-
rzednych bedziemy mogli narysowaé, jedli potrafimy nakreslié rzut réwno-
legly tréjki wektordw parami do siebie prostopadiych a réwnych sobie.

Okazuje sie, ze zmieniajac polozenie plaszezyzny m wzgledem trzech plasz-
czyzn ukladu oraz kierunek rzutu otrzymaé moina na rzuty 0', Py, Py i P,
z pominigciem skali kazda czwoérke punktéw z wyjatkiem czwérek lezacych
na proste].

Rys. 339. .

II. Wesmy dowolne cztery punkty 4, B, C i D nie lezace na jedne] plasz-
czy#nie (lub tworzace czworocian) oraz cztery punkty 4, By, C;, Dy na plasz-
czyfnie « tak, by nie lezaly na jednej prostej (rys. 340).

Udowodnimy nastepujace twierdzenie (Pohlkego):

Mosna tak dobraé kierunek reutu + tak ustawié plaszczyzne rzutow, se rzuty
A'B'C'D’ caworodciany ABCD tworzg figure podobng do danej figury 4,4, C, Dy
(tub: damy ceworokat zupelny A, B,Cy Dy moina z pominigciom skali uwazaé za
rout réwnolegly danego czworoécranu ABCD).

Dowéd o‘piem sig na lematach: '

1. Graniastostup, kidrego podstawq jest réwnoleglobok, moina przeciql w kwa-
dracie.
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Riys. 340. Riys. 341.

Aby to udowodnié, wpiszmy w graniastostup (rys. 341) walec eliptyczny
tak, by érodkowe réwnolegloboku byly srednicami sprzezonymi podstawy.
Na podstawie § 34 (rys. 331) mozna wskazaé plaszczyzneg o przecinajacs walec
w okregu. Miedzy elipsa podstawy a okregiem przekroju zachodzi powino-
wactwo, w ktérym Srednicom sprzgzonym AB i CD odpowiadajs érednice
sprzezone okregu 4B, i C.D,, a réwnoleglobokowi MNOP opisanemu réwno-
leglobok M,N,0,P; opisany na okregu o érodkowych 4,B, i C,D;. Poniewaz

A,B, i C.D, jako érednice okrggu sg sobie réwne i prostopadte, wige M, N,0,P,
jest kwadratem.

II. Kasdy gramiastostup tréjs’cienny moina przecigé w réjkgeie podobnym
do z gory damego tréjkata.

Niech 4,B,C; bedzie danym tréjkatem, ABC podstawa danego grania-
stostupa (rys. 342).

Zbudujmy na plaszezyinie trojkgta 4,B,0, taki kwadrat, by jednym wierz-
chotkiem byt 0, a jednym bokiem odcinek D,L, na 4,B,. Wyznaczmy na-
stepnie punkty D i L na podstawie graniastostupa (na prostej 4B) tak, by:

AD  A,D,

BD " B.D, "
(x)

AL _ AL

BL ~ BLIL,

W koticu wykreslmy CM //AB i LM j/ CD.
Graniastoship, ktérego podstaws, jest réwnoleglobok CMLD, a krawedzie
sg réwnolegle do krawedzi graniastoshipa danego, przetnijmy plaszczyzng o
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tak, by przekrsj CyM,L,D, byl kwadratem. Roéwnoczesnie plaszezyzna o
przecina graniastostup ABC w tréjkacie 4,B,C,.

Fatwo zauwazyé, ze figura A, D, L, B, M ,0, r67ni sie jedynie skalg od figury
A,D,L, B, M, C,. (Wynika to z proporcji (z) oraz z tego, ze katy < (C,DyLy)
i % (04DyL,) sa roéwne). Plaszezyzna o przecma, wige graniastostup ABC
w tréjkacie podobnym do 4,B,C;.

‘Wezmy teraz czworodcian 4 BCD oraz czworokat 4,B,C D, na plaszezyznie.
Wyznaczmy na AB tak punkt E (rys. 343), aby

AE _ AE,
‘ BE ~ B,E,
oraz tak punkt F na CD, aby
OF _O.F,
DF D,F,

Poprowadzmy przez wierzcholki czworodcianu proste a, b, ¢ 1 d réwnolegle
do EF. Jeli ograniczymy sie jedynie do prostych a, b i ¢, to uwazajac je za

© krawedzie graniastostupa tréjéciennego 4BC, zastosujmy do niego lemat II.

Istnieje wiec taka plaszezyzna o, ze punkty 4’, B', ¢ przebicia a,bicza
s, wierzcholkami tréjkata podobnego do 4,B,C;.
Tatwo zauwazyé, ze z powodw:

AE _AE 4B, . CF CF  C.E,

B —BE BB, A DF _DF Db
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Riys. 345.

Rys. 344.

oraz B’ = F’ czworokat A'B'C'D’ jest podobny do czworokata A4,B,C,D,
(D’ i E’ oznaczaja punkty przebicia d i EF z o). EF jest wiec zadanym kie-
runkiem rzutu, o — plaszezyzns rzutu.

Twierdzenie Pohlkego zostalo wiec ndowodnione.

III. Wesmy na osiach ukladu prostokatnego z, y, 2 trzy punkty: X [1, 0, 0],
Y [0, 1, 0], Z [0, 0, 1] oraz poczatek ukladu O (rys. 344).

Wedlug twierdzenia Pohlkego, dowolnie przyjete cztery punkty
0, X', Y, Z' (rys. 345) mozna — z pominigciem skali — uwazaé za rzuty
réwnolegle punktéw 0, X, ¥ i Z. ‘

Opierajac sie na tym mozemy uzupehiadé ten rzut: prosta 0’X’ bedzie rzutem
osi z ukladu, O'Y”’ rzutem osi y, 0’2’ — osi 2.

Jedli poza tym przyjmiemy w ukladzie prostokatnym punkt P o wspél-
rzgdnych zy, ¥, 2, to opierajac sie na wlasnodel 2. i 3. rzutu réwnoleglego
bedziemy mogli ze stosunku ‘

z, OX
(1]

z,  OX

obliczyé dtugodé rzutu z odcinka zo. Otrzymamy rzut P, punktu P, Od-
kladajac nastepnie yo obliczone ze stosunku y:yo = 0'Y’: 0¥ na prostej
réwnolegle] do 3’ od P, i w koficu 2j spehiajace warunek zj: 2o = 0’Z: 0Z
od kotica P7; odeinka yp, a réwnolegle do rzutu 2’ osi 2, otrzymamy rzut P’
punktu P.

Tak wige rzut réwnolegly punktu dostaniemy odmierzajac odpowiednio
skrécone jego wspélrzedne na osiach ', 4’ 12 (lub réwnolegtych do nich).

Otrzymaliémy zatem pewns metode kreélenia rzutu réwnoleglego (a do-
Kadniej: rysunku rézniacego sig skalg) poshigujaca sie wspblrzednymi punk-
téw, tzw. metode aksonometryczng. Usywamy jej wtedy, gdy znamy oczywi-
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Rys. 346.

écie wspélrzedne wierzcholkéw figury geometryeznej, wiee np. wiedy, gdy
dane sg rzuty Monge’a figury.
Jedyng niedogodnodcig tej metody jest koniecznosé skracania (vx.rzgl. wy-
dtuzania) wspblrzednych np. ¢ w takim stosunku, jak zmienit sie odcmel; 0X.
Aby to wykonaé geometrycznie, moina zbudowaé tréjkab réwnoramienny
o ramionach OX i podstawie 0’X’. Jeéli na ramionach (lub na ich przediuze-
niach) odmierzymy od wierzchotka odcinek xg, to laczac koﬁ.oe 'otrzyma'my
odeinek ), gdyz wh: xo=0'X":0X (rys. 346). Podobnie znajdujemy o1 2o.
Wobee dowolnodci czworokata 0XYZ mozemy w nastepujacy sposdb stre-
4cié metodqi aksonometryczng, kredlenia rzutu réwnoleglego:
1° Obieramy dowolnie rzuty o', ¥ i 2" (przez O).
9° Przyjmujemy dowolnie stosunki skrétéw
9.4 oY . o'z
Sy, = 1 =
0X oY 0z

Najezedciej w praktyce przyjmujemy na osiach 7 iz stosunek 1 (tzn. O'Y" =
=0QY, 0'Z'=0Z), a na osi ¢ ulamek whéciwy, np. 3/4 lub 1/2, albo
réwniez 1. o ,

Przejécie z rzutéw Monge’a do rzutu ukofnego wyjasnia rysunek 3_47.

Poniewaz rzuty «, %' i 2’ osi ukladu prostokatnego i*slfréce'ma S2> Sy is
mozna na podstawie twierdzenia Pohlkego przyjaé dowolnie, wiec zmleniajac

~ P”
2,
x
X, )
Ys
) P S Sent; Sy
Riys. 347.
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X,
Y )
. )
P
y' =
, l a;
~5 sesppsn
c) d )

Riys. 348.

je mozna otrzymad rdzne rzuty tej samej figury. Rysunki 348 b, ¢ i d przed-
stawiajg rzuty réwnolegle figury, przyjetej w rzutach Monge’a (rys. 348 a),
przy trzech ukladach =, y i z (widoki z trzech stanowisk). Na kazdyra
rysunku podano sposéb wyznaczenia rzutu jednego wierzcholka.

W ten sposéb wykonano rzut réwnolegly sklepienia krzyzowego (rys. 349)
(rzuty okregow i elips uzyskano przez wykreélenie rzutéw osi) oraz polaczenia
drzewnego (rys. 350), przy czym w drugim przypadku dla lepszego okazania
wzglednego ustawienia czedci wykredlono whadciwie dwa rysunki: dla czesel
dolnej przyjeto uklad osi z’, ¥/, #/, dla gérnej uklad %', ¥y 12, gdzie 2, =2,
ax'y1y’; 83 symetryczne do ' i 4’ wzgledem poziomej prostej. Skréty na z'y,
¥y 12 sy talde jak na 2/, ¢/ i 7.
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D>l
A ciil| MR 7
Rys. 349.
-
|
x
e v p
y SoSurl Sk
Rys. 350.
CWICZENTA.

1. Nakrolié rzut ukoény a) walca obrotowego, b) stozka obrotowego, przecigtych

plagzezyzng ukosng. )
2. Nakroflié rzut sklopienin klasztornego podanego w przykladzie XV § 34.
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§ 36. Aksonometria prostr
1. Weimy punkty X, Y i Z na plaszecz™’ by tworzyly
tréjkat ostrokatny (rys. 351).
Udowodnimy, ze sstnieje punki O (poza p-. Fkidry polg-
czony z punktamt X, Y 1 Z wyznacza trzy proste , sto-
padie.

Aby znalezé 0, zauwazmy, ze musi on lezeé na powie.
VX leewn omrnsta, OX ma byé prosto-

jesu . 'y XY,

Z wa: .0Z wyanika, ze O lezy [ Ks
na kt —wey XZ.

Sla ~-ncinagjg sie w punk-
cie L na .. “XL 1. YZ
1 z uwagi na to, _ T ng,
prosta prostopadia z X ac \

Poniewaz drodki kul K; i K, _.
rzutni, wiec linia przenikania kul jest
okregiem K o érednicy XL polozonym
w plaszezyZnie prostopadlej do plaszezyzny
rysunku.

Jedli uwzglednimy jeszcze trzeci warunek, ze < ") = 90°, to zabaczymy,
7e punkt O powinien znajdowadé sig na trzeciej kt ‘rednicy YZ Tet='- °
wige punktu O bedzie wykazane, jesli udowodni e ™
punkt wspdlny; jest to jednak oczywiste, gdyz ok S
wnatrz K (kat < (YXZ) jest bowiem < 90°), a , ”

Poniewaz rzutem prostokatnym okregu K jest ére
na XL; analogicznie O’ lezy na YM oraz ZN, przy czyn
(Mamy wiec ,,przestrzenny’ dowdd na to, Ze wysokosel w
sie w jednym punkeie).

Niech proste OX, OY i OZ beds osiami ukladu
0'X, 0'Y i O'Z sg rzutami prostokatnymi osi z, y N
ogélny rzut réwnolegly moina by wykreélaé rzut prostokatny, gdyby z.
byly skrécenia na osiach ukladu z, ¥ i 2

W tym celu znajdZmy istotne diugodei odeinkéw OX, OY i OZ.

Wykonajmy kitad tréjkata XOY obracajge go dokola jego przeciwprosto-
katnej XY. Wierzcholek kata prostego O obracaé sie bedzie w plaszezyZnie
prostopadlej do XY. Poniewaz kat & (X0°Y) jest prosty, wiec 0° lezy na

N
<
-

N—

L7
i

< waIUE
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oY
oY
A
o —
RYS. 35.
rieciu. okregu o grednicy XY 7T 52). Istotng dtugoscia OX
ag 0°X. :
.ojkata XOZ obracajac go dokota boku XZ.
. 094 oY . oz . . )
8 8 = gop = ooy 18:= 57 mozemy jak w § poprze
wim kres: wnlegly.
II. Oznaczr. i ¢ katy, jakie plaszezyzna = tworzy z osiami z,
¥ i z ukladu prostc 353 a).
Z z L -
P AN
- ‘ \\
A7 p
!
A F
. N |
N
P
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7 definicji skrécen sy, sy 1 s, wynika, ze:

Sz==c08 £, 8 —cosy, 8= cos(.

Okazuje sie, ze istnieje zwigzek pomiedzy skréceniami sq, sy 1 s, Aby go
wyprowadzié, wesmy pod uwagg dowolnie skierowany wektor OP dlugodei 1
(vys. 353D). Jedli &, 1 & sa katami zawartymi miedzy odcinkiem OP
a osiami ukladu, to rzuty OP na =, ¥ 1 2z s odpowiednio réwne OP, == cos &,
OP, = cos7, i OP, = cos {;. Z twierdzenia Pitagorasa wynika jednak, ze:

0Pz, + OP%, + OP%, = OP* + P'P2 = 0P2 =],
wobec czego:

cos? &, + cos? 9, +cos? ¢y = 1.

(1)

Biorge za OP kierinek OO’ prostopadly do plaszezyzny = (rys. 353 a) mamy
£ =90°—§& 9, =90°—1, {=90—, a wigc:

sin? £ + sin?z) +sin2f =1 (1)
lub kladge sin? £ = 1 —cos? &, sinZy = 1 —cos?y, sin?{ = 1—cos?{,
cos? & + cos?y + cos2 { = 2 (2)
tzn.
§% + 8% + 52, =2, 29

Poniewaz poza tym |s;| <1, |s,| <1ils,| <1, wiec zréwnania (2) wynika,
ze suma kwadratéw dwéch skrécert must byé wieksza lub réuna jednodcr.

Dwie z liczb s, sy, s, mozna wige przyjaé dowolnie, ale tak, by zadna nie
byla bezwzglednie wigksza od jednoécl, a natomiast suma ich kwadratéw byla
wieksza od jednofci. Najczeécie] jednak nie podaje sig z gbry dwéch skrécen,
lecz trzy liczby I, m i n do nich proporcjonalne, tzn. talkie, ze:

Il=Fk-spym=Fk-sy n==F-s,;
oczywidcie musi byé wowezas:
P+m?+n?=E(s% + 5% + s%) = 2k2.'

Poniewaz poza tym:

Jl=k-s,,.<k m? + m2> k) (m? A+ n> PR
m="k-sy<<kpwiecy B+ n2>k;i{ P+ n2>m? (3)
ln=7c~sz<7c 12 4-m? > k2 B +m? > n?
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Rys. 354.

Okazemy, ze majge liczby I, m 1 n spelniajace ostatnie nieréwnogci, bedziemy
mogli narysowad tak rzuty a’, ¢’ i 2’ osi ukladu, ze skrécenia beds propor-
cjonalne do I, m i m.

Weimy w tym celu pod uwage tréjkat X, ¥, Z,, ktérego wierzchotkami sg
spodki wysokogei tréjkgta XYZ (rys. 354 a i b).

Jest widoczne, ze:

X (2,2X) = 5 (XYY,) =«

(ramiona sg odpowiednio do siebie prostopadle). Poniewas istnieje okrag
przechodzacy przez punkty X, Z,, X, 1 Z, wige:

* (XX, Z)) = % (XZZ,) = «.
Podobnie:
S (XX,)Y)=xXYY) =«
widzimy wige, Ze:
< (XX1Z1) =< (XX1Y1):

tzn. ze wysokodé XX, tréjkata XY Z jest symetralng kata w trdjkacie XY, Z,.
Analogicznie pozostale wysokodel tréjkata XYZ sy symetralnymi katéw
trojkata X, Y, Z,; punkt ich przecigeia O jest wige rodkiem okregu wpisanego
w tréjkat XY, Z,.

Zauwazmy, ze tréjkaty 0'X,Y, 1 0'XY sa podobne. Oznaczajge boki trdj-
kata XYZ przez a, b i ¢, a boki tréjkata X, Y, Z, przez ay, by, ¢; oraz promied
okregu wpisanego przez r, otrzymujemy proporcje:

15— 47502 B, Otto
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¢ ic=r:07Z;
ale z rysunku a) widzimy, ze 0'Z, = d - tg ¢, (gdzie d = 00') i

@ —0xt40ve =5 4 B _p
sin?§  sin?y

gin% 7 + sin? &
sin? - sin? g

co ze wzgledu na réwnanie (1) daje:

2 . 1—sin2¢ . cos?
¢ =d "Sin?&-sin®y | sin® &-sin?7)
Mamy wiec:
¢ d-cos r )
=g =7 - = — - —— COsE {.
© TO’Zl asiné"smn-d-tgé sin&-siny-sin ¢
Podobnie:
ay L _.cos? i b1=——7.———-cos'~’n;

=sin§-sin77-sing“ sin&-sing-sin g
a wiec:

@y : b e, = cos2E - cos?7 - cosE L.
Poniewaz =1k cos &, m =k cosn i n = k. cos {, wiec:

a:b:c=1:m?:n2

Jedli zatem dane sg liczby I, m 1 n spelniajace trzy nierdwnodei (3), to kre-
§limy najpierw tréjkat X,Y,Z,, ktérego boki sg proporcjonalne do liczb 12,
m2 i n?, a nastepnie symetralne jego katow; sqg one rzutams prostokgtnymi x’,
¥, 2 ost x, y © z ukladu ortogonalnego.

‘Wiadomo, ze majac rzuty osi, mozna znalezé skrdcenia s,, sy1s,. W naszym
przypadku beds one proporcjonalne do I, min. Korzystajac z tego otrzymu-
jemy z latwoécig czynnik proporcjonalnoéel & spelniajgcy réwnodé:

I24+m? +n=2k?
za, pomobcsd konstrukeji opierajacej sig jedynie na twierdzeniu Pitagorasa

(rys. 355).
Zauwazmy jeszcze, ze z rownan:

L= s & B e s, = cos? ﬁ—s—~cos§
p = se=cosf, — y = h o = %=
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wynika, ze katy & 71 ¢, jakie osie z, y 1 2
zawieraja z plaszezyzng w, narysowad mozna
nie korzystajac ze znajomosei rzutéw ', 412’

Z tego wynika inny sposéb konstruowania
rzutéw o', ¥ 1 2/, gdy dane sg liczby I, min.

Mozna bowiem znalezé jak na rysunku 355
katy £1i7 i obraé¢ dowolnie punkty X i Y,
w ktorych osie z i y przebijaja plaszezyzne
rysunku (tzn. plaszezyzne ). Rys. 355.

Aby znaleZé punkt O’, zauwazmy, ze wszystkie proste przechodzace przez
punkt X i nachylone do plaszezyzny rysunku pod katem & sg tworzacymi
stozka obrotowego A, o osi prostopadiej do m; podobnie wszystkie proste
nachylone do 7 pod katem 7 tworza stozek obrotowy A, o osi prostopadtej do .

Punkt O bedzie sie znajdowal oczywidcie na stozku A,, A, i kuli K o gredni-
cy XY, poniewaz x L y. ZnajdZmy linig przenikania C, stozka A ikuli. Na
podstawie § 34 (rys. 325) rzut €’y krzywej C, na plaszezyzne = jest okregiem
o §rodku na XY. Aby znaleZé $rednice tego okregu, wykonajmy kiad przecie-
cia stozka i kuli plaszezyzna symetrii figury zlozonej ze stozka i kuli. Otrzyma-
my na przekréj stozka tworzgeq XM nachylong do XY pod katem &ina prze-
cigeie kuli okrag K. Za pomocy kladu tej tworzacej i okregu otrzymujemy
punkt wspélny M najpierw w kladzie M°, a nastepnie w rzucie M’. Oczywi-
Scie XM’ bedzie érednica rzutu C,.

Podobnie znajdujemy rzut C’, linil przecigeia C, stozka A, 1 kuli,

Punkt przecigcia obu rzutéw jest rzutem 0’ poczatku ukladu.

7 zalozen naszych wynika, Ze okregi C; 1 C, przetng sie. Istotnie z rysunku
356 wynika, ze:

Rys. 356.
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9298 ROZDZIAY VI. Aksonometria
XM’ + YN’ =XM°-cos & + YN°-cosy = XY -cos2§ + XY - cos?ny =
= XY - (cos? £ -+ cos?7),

co na podstawie nieréwnosci:

1 < cos? & + cos?y < 2,
daje:
1.-XY <XM +YN <2-XY,

% czego oczywidcie wynika, ze C; i C, majs dwa punkty wspélne.

GWICZENIA.

1. Nakreélié rzut prostokatny szeécianu, przyjmujac a) l:im:n=4:5:6, b)l:m:in=
=1:1:1

2. Nakredlié rzut prostokatny kuli z réwnikiem, jednym réwnoleznikiem i jednym
poludnikiem, przyjmujac £ == 45°, a n = 30°,

8. Nakreslié rzut prostokgtny czesci pétkuli znajdujgce] sie nad kwadratem wpisanym
w réwnik, przyjmujac & = 45° i 5 = 15°.

4. Narysowaé zupehie dowolnie rzut réwnolegly prostopadiodcianu i znalezé dlugoéei
jego bokéw pod zalozeniem, Ze jest to rzut prostokstny.

(Przyjaé, ze prosta na ktérej lezg rzuty trzech krawedzi figury posiadajace wspdiny
wierzcholek s rzutami prostokatnymi z, y i z osi ukladu).

ROZDZIAL VIIL
PERSPEKTYWA

§ 37. Definicja rzutu $rodkowego

Wesmy pod uwage plaszezyzne = i punkt S nie lezgey na niej.

Niech P bedzie dowolnym punktem réinym od S. Polaczmy punkb P
z punktem S i oznaczmy przez P’ punkt przebicia plaszezyzny = (rys. 857).

Jedli 8 byt punktem niewladciwym, to P’ nazywaliémy rzutem réwnoleglym
punktu P na plaszezyzng m. W szezegblnym przypadku, gdy S byl punktem
niewltadciwym prostopadtym do m, tzn. niewladciwym punktem na prostych
prostopadlych do m, P’ nazywaliémy rzutem prostokatnym.

Obecnie zakladaé bedzemy, ze S jest punktem wiadciwym.

Definicia. Punkt P’, w ktérym prosia SP prazebija plaszczyzne © nozywamy
rautem $rodkowym, centralnym lub perspektywe punkiv P, albo jeszcze obrazem
punkiu P.

Plaszczyzne m, na kbérej znajduje sie obraz punktu P, nazywaé bedziemy
reutnig, tlem lub plaszczyzng obrazu, punkt S érodldem rzutéw lub okiem. Wia-
domo, ze patrzac jednym okiem umieszezonym w punkeie S nie potrafilibysmy
odréznié punktu P od punktu P’ na plaszezyZnie .

W dotychezasowych metodach rzutow,
tzn. w rzutach prostokatnych i uko$nych,
rzutami  punktéw niewladeiwych byly
punkty niewladciwe. Istotnie, Iaczac
punkty niewlagciwe S 1 P* otrzymujemy
prosta niewladciwa, ktbra oczywifcie pla-
szezyme 7 przebija w punkcie niewlasci- S
wym P’

W rzutach grodkowych na ogél punkt
niewladciwy posiada rzut whdciwy, jesh
bowiem prosta SA* Iaczacal punkt 4> ze
¢rodkiem rzutéw S nie jest réwnolegla do,
to rzut A’ bedzie punktem wladciwym
(rys. 357). Jedynie w przypadku, gdy pro-
sta lpczaca $rodek rzutdéw z punkbem P
bedzie réwnolegta do , perspektywa P’ Rys. 357.
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