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Przyjmujac jeszeze plaszezyzng T okregu S za
plaszezyzne kolineaci, a wierzcholek parabo-
loidy U i jeden z punktéw kuli na osi ! za pare
odpowiadajacych sobie elementéw, otrzymamy
kolineacje, ktéra paraboloide przeprowadza
w kule @, gdyz jest ona jedyng kwadrylks, ktora
przechodzi przez U; 1 styka sie ze stozkiem
wzdluz S (punkt niewladciwy N* paraboloidy
przejdzie na drugi punkt N, kuli na osi I, po-
niewaz plaszezyzna w =t jest wspding pla-
szczyzng biegunows punktu W wzgledem obu
powierzchni 1 czwérka harmoniczna (WTUN>)
musi przejéé na czworke harmoniczng (WT'U,N,).

Przenie$my teraz punkt X prostej m na pla-
szezyZnie stycznej w U do paraboloidy do punk-
tu X, na plaszezyZnie styczne] w U; do kuli
(oczywiscie W, X i X, lezg va prostej). - £aczac
X, z punktem H,, proste] m na plaszczyinie
kolineacji otrzymujemy prosta m,; ktors nastep- Rys. 303.
nie przebijamy kule jak w zadaniu II. Uzyskane
punkty 4, i B; przenosimy do prostej m, osiagajac w ten sposéb cel zadania.

Gdyby paraboloida byla eliptyczna, to podobnie jak w zadaniu poprzednim,
nalezaloby ja najpierw zamienié na paraboloide obrotows za pomocs
powinowactwa prostokatnego o kderunku osi elipsy lezace] w plaszezyZnie
prostopadlej do punktu niewladciwego powierzchni.

CWICZENIA.
1. Czy hiperboloide jednopowlokows, eliptyczng mozna przeciaé w okregu?

2. Co tworzy zbiér wszystkich prostych réwnolegltych do plaszezyzny o i przecinaja-
cych proste skofne a i b nieréwnolegle do «? ’

3. Narysowaé plaszczyzny styczne do kuli a: 1) réwnolegle do danej plaszezyzny,
2) przechodzace przez dang prosta.

4. Narysowaé plaszczyzne biegunows punktu wzgledem kuli.

5. Znaleié punkty przebicia hiperboloidy dwupowlokowej prosta.

6. Znalezé przekréj 1) paraboloidy eliptycznej, 2) hiperboloidy dwupowlokowej dana
plaszezyzng.

7. NTakreélié plaszezyzny styczne do elipsoidy a przechodzace przez dang prosta.

S.te h arysowaé plaszezyzne stycang do paraboloidy eliptycznej a prostopadls do danej
prostej.
) 9. Na,rys‘owaé }_:)rOStQ sprzezong z dang, prosta wzgledem 1) kuli, 2) elipsoidy tréjosiowe],
3) paraboloidy eliptycznej i 4) hiperboloidy dwupowlokowej.

10. Przyjaé trzy odeinki 4B, 0D i EF polowigce sie i parami do siebie prostopadie,

ale tak, by tylko jeden byt réwnolegly do = i znalezé rzut poziomy elipsoidy, ktérej osiami
sg dane odcinki,
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ROZDZIAL V.
PRZENIKANIE POWIERZCHNI

§ 33. Powierzchnie obrotowe

I. Wesmy pod uwage pewna krzyws C oraz prosta I. Przez obrét C do-
kola | powstaje pewna powierzchnio obrotowa.*

Kazdy przekréj powierzchni obrotowej (rys. 304) plaszezyzng prostopadls
do osi obrotu I jest okregiem lub sklada sie z wielu okregbw; nazywamy je
réwnolesnikams powierzchni. Réwnoleznik o minimalnym promieniu nazy-
wamy okregiem szyjnym, réwnoleznik o maksymalnym promieniu réwnikiem.

Przekréj powierzehni obrotowej plaszczyzng przechodzacy przez of I na-
zywamy poludnikiem powierzchni. Kazde dwa poludniki sa réwne (przysta-
jace), daja sie bowiem nalozyé na siebie przez obrét.

Fatwo zauwazyé, ze przez obrét poludnika dokola osi powstaje ta sama
powierzchnia.

Niech 4 bedzie punktem powierzchni
obrotowej nie lezacym na osil, Pi R
potudnikiem i réwnoleznikiem prze-
chodzacym przez A. Zalbzmy, e pohu-
dnik jest krzywa posiadajaca w punk-
cie 4 styczng t, 1 weZmy pod uwage
plaszezyzng o przechodzaca przez i,
i styezng ¢, do réwnoleznika zawiera-
jacego punkt 4. Niech o bedzie pla-
szczyzng przechodzaca przez 4, ale
rézna od o, C przekrojem powierzchni
plaszezyzng «, a A, punktem na C.
Yatwo udowodnié, ze proste 44, dazg
do krawedzi ¢ plaszezyzn o i ¢, gdy
4, dazy do A. (Mozna by badaé gra-
nice siecznych A4,”, wzgl. 44’,, gdzie
A, wagl. 4’y sa punktami przecigcia
P, wzgl. R irbéwnoleznika, wzgl. po- Riys. 304.

1 QczywiScie z wyjatkiem przypadku, gdy C jest 6qugiem, a | prosta przechodzaddag
przez jego frodek i prostopadls do plaszczyzny okregu.
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Rys. 305.

Rys. 306.

tudnika przechodzacego przez 4,.) Plaszezyzna o jest wiec zgodnie z defi-
nicjg (§ 31) plaszezyzng styczng do powierzehni w punkeie 4.

Jedli w punkcie W przebicia powierzchni osia I potudniki posiadaja styczne,
to oczywiscie muszg one ze wzgledu na symetrig byé prostopadle do I. Po-
wierzchnia bedzie miata wowezas w punkcie W plaszezyzne styczng prosto-
padiy do I. Jedli w punkeie W poludnik posiada dwie styczne (symetryczne),
o zbidr tych wszystkich stycznych jest stozkiem. W nazywamy wtedy punk-
tem stozkowym.

Przyktad I. Przez obrét prostej ¢ dokola osi ] réwnoleglej. do ¢ powstaje
walec obrotowy (rys. 305a). Réwnolesnikami sa okregi o réwnych promie-

niach, potudnikami pary prostych réwnolegtych. Jedli of jest prostopadia, -

do rzutni poziomej, to plaszezyzny styczne sa réwniez prostopadie do niej
1 §lady poziome sg styczne do réwnoleznika lezacego na T,

Przyktad II: Przez obrét prostej ¢ przecinajgcej I w punkeie wlagciwym
powstaje stozek obrotowy. Poludnikami sa pary przecinajacych sie tworzacych;
punkt przecigcia ¢ i ] jest wierzcholkiem. Plaszczyzna ¢ styczna w punkcie 4
przechodzi przez styczng s do réwnoleznika i tworzacs ¢ (rys. 305 b).

.Przykla,d III: Obracajac dokola prostej I prosts ¢ skoéna, otrzgymamy, jak
wiadomo (§ 31), hiperboloidg jednopowlokows obrotows (rys. 306).

Poludnikami sa hiperbole, dla ktérych I jest osig urojona. Przez obrét
punktu prostej ¢ najblizszego osi powstaje okrag szyjny; na nim znajdujg sie
wierzcholki poludnikéw. Jegli o§ jest prostopadla do 7y, to rzuty poziome
tworzgeych ¢ sq styczne do rzutu okregu szyjnego. Biorae pod uwage §lad
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poziomy hiperboloidy, tzn. réwnoleznik lezacy na ,, mozemy nakreslié rzut
pionowy tworzacej ¢ przenoszac punkt $ladu na z, a punkt stycznodel z okre-
giem szyjnym na jego rzut pionowy (ktéry jest odcinkiem laczacym wierzcholki
poludnika znajdujacego sie w plaszezyinie réwnoleglej do ).

Tu dla narysowania plaszezyzny stycznej do powierzehni w punkcie 4 nie
jest konieczne kreélenie potudnika zawierajacego A. Jesli rzut poziomy
punktu A4 jest dany, to mozna znaleZé obie tworzace ¢ i u zawierajace A
i przeprowadzié przez nie plaszezyzng styczng o.

Przyklad IV: Przez obrét okregu K dokola érednicy powstaje kula (rys.
307 a). Jedli 0é obrotu nie jest érednicg, ale lezy w plaszczyinie okregu, to
powierzchnia uzyskana przez obrét nazywa sie forusem lub powierzchnig
pierscientows.

Zaleznie od wzajemnego potozenia osi [ i okregu istniejs trzy rodzaje toruséw:

1) Gdy of nie ma punktéw wspdlnych z okregiem K, to wowezas torus
posiada w kazdym punkcie plaszezyzng styczng i ma ksztalt pierdcienia (rys.
307 b).

2) Gdy ! jest prosts styczng do K, to wowezas torus posiada jeden wierzcho-
lek (rys. 307 ¢) i moze byé poréwnany do kuli o zlepionych biegunach.

3) Gdy I przecina okrag w dwéch punktach T i W, to wtedy torus posiada
dwa wierzchotki (rys. 307 d) i sklada sig z dwoch czedei: powloki zewnetrznej
ksztaltu jablka i powloki wewnetrznej postaci wrzeciona.

Jedli of jest prostopadia do T, to rzutem powierzchni jest w praypadku
1) pierdcien kolowy, w przypadku 2) i 8) kolo.

Uwaga. Punkt powierzchni nazywa sie punktem regularnym, jesli istnieje
w P plaszezyzna styczna do powierzehni, a wige jeéli wszystkie proste styczne
do przekrojéw plaskich powierzehni przechodzgcych przez P tworza plasz-
czyzne. . .

Prostg styczng do krzywej lezacej na powierzchni nazywamy prostq styczng
do powierzchni.

Zauwazmy, ze w przypadku 1) kazdy punkt torusa jest punktem regularnym,
w przypadku 2) powierzchnia posiada jeden punkt nieregularny, w ktérym
istnieje tylko jedna prosta styczna do powierzehni, w przypadku 3) istniejg
dwa punkty, w ktérych proste styczne tworza stozki obrotowe.

Punkty regularne powierzchni dzielimy na trzy rodzaje.

Wesmy w tym celu pod uwage w punkcie P prosta normalng n do po-
wierzehni, tzn. prostopadts do plaszezyzny stycznej w P. Krzywe przeciecia
powierzehni plaszezyznami przechodzacymi przez m nazywamy przekrojami
normalnyms.

a) Jedli wszystkie $rodki krzywizn przekrojéw normalnych istniejs i znaj-
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Rys. 307.
duja sie po jedne]j stronie plaszezyzny stycznej, to punkt P nazywa sie elip-

ty?znym punktem powierzchni. W przypadku szezegblnym, gdy srodki krzy-
wizn schodzg sie w jednym punkeie, punkt P nazywamy kofowym.
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Kazdy punkt elipsoidy, paraboloidy eliptycznej i hiperboloidy dwu-
powlokowe]j jest punktem eliptycznym. Kazdy punkt kuli jest punktem
kolowym.

b) Jedli wszystkie istniejace Srodki krzywizn przekrojow normalnych znaj-
dujg, sie po jednej stronie plaszezyzny stycznej, a co najmniej jeden przekrdj
normalny posiada érodek krzywizny niewlaseiwy, to punkt nazywamy para-
bolicznym.

Kazdy punkt walca i kazdy punkt stozka z wyjatkiem wierschotka (ktory
nie jest punktem regularnym) jest punktem parabolicznym.

¢) W przypadku, gdy czesé érodkéw krzywizn przekrojéw normalnych znaj-
duje sig po jednej stronie plaszczyzny stycznej, a czeéé po drugie], punkt
nazywa sie hiperbolicznym.

Kazdy punkt hiperboloidy jednopowltokowe] jest punktem hiperbolicznym,
gdyz plaszezyzna styczna przechodzi przez dwie tworzace, pozostawiajac
po obu stronach czgéei powierzchni o wklestych, wzgl. wypuldych przekrojach
normalnych.

Fatwo zauwazyé, ze kazdy punkt czedcl torusa powstale] przez obrét ze-
wnetrznego pétokregu bez koncéw jest punktem eliptycznym, a kazdy punkt
czedel powstale] przez obrét wewnetrznego pblokregu bez kohcéw punktem
hiperbolicznym. Wynika to z tego, ze W plerwszym przypadku powierzchnia
znajduje sie po jednej stronie plaszczyzny stycznej i kazdy przekr6j normalny
posiada whadciwy &rodek krzywizny, w drugim z tego, ze potudnik posiada
grodek krzywizny w srodku okregu K, a réwnoleznik na osi obrotu I, tzn. po
drugiej stronie plaszczyzny stycznej.

Mozna wykazaé, ze punkty N (rys. 307 d) najwyZszego i najnizszego réwno-
leznika torusa sg punktami parabolicznymi. Zauwazmy w tym celu, ze plasz-
czyzna styczna w takim punkcie jest prostopadia do osi obrotu powierzchni
(0 narys. 307 d). Poniewaz torus znajduje sie po jednej stronie plaszezyzny,
wiec punkt nie jest hiperbolicznym punktem powierzchni. Udowodnimy, Ze
plaszezyzna o przechodzaca przez normalng i styczng do réwnoleznika
w punkcie N przecina torus w krzywej, ktéra w N posiada' niewladciwy
érodek krzywizny.

Tstotnie, wezmy dwie plaszezyzny oy 1 oy réwnolegte do « po obu stronach «
w odlegloéciach s. Przekroje torusa plaszezyznami oy 1 oty posiadaja w punk-
tach okregu K przechodzacego przez N grodki krzywizn po réznych stronach
plaszezyzny o, jesl odleglodé e jest doéé mala. Poniewaz oddalajg si¢ one
nieograniczenie od o, gdy ¢ dazy do zera, wiec na podstawie cigglosci, ktora
w przypadku torusa jest oczywista, ¢rodek krzywizny przekroju plaszczyzng
o jest niewladciwy.
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II. Przez kazdy punkt powierzchni obrotowej nie lezacy na osi przechodzi
jeden poludnik i jeden réwnoleznik.

Jesli chcemy w punkcie regularnym P nie nalezacym do osi wyznaczyd
plaszezyzne styczng do powierzehni, to wystarczy wykredlié styczng s do
réwnoleznika oraz styczng s, do potudnika.

Gdy of powierzehni jest prostopadla do rzutni poziomej, to rzutem pozio-
mym réwnoleznika 7 jest okrag o tym samym promieniu, rzutem pionowym
za$ odcinek réwnolegly do z i réwny érednicy; rzut poziomy s, ]est styczny
do r’, rzut pionowy pokrywa sie z r”/ (rys. 308).

Stycznq sp najdogodniej jest wykreslié, gdy punkt znajduje sie na potudniku
p réwmolegtym do rzutni pionowej. Wtedy bowiem poludnik ten jest konturem
na 7y, Sp jest wiee prosts styczng do p”; sp pokrywa sie z P’, tzn. jest prosta,
réwnolegly do z (lub punktem). Jesli teraz obrécimy styczng sp dokola I razem
z potudnikiem p, to zauwazymy, ze punkt przeciecia jej z osig nie zmienia sie.

Z tego wynika nastepujgcy sposéb wykre§lania stycznej do poludnika
w p.lmkeie P: obracamy punkt P dokota [ do potudnika konturowego w polo-
z'gme Py, wyznaczamy styczng sy w P, do potudnika konturowego w rzucie
pionowym i wracamy do pierwotnego polozenia, tzn. laczymy punkt P
z punktem przeciecia stycznej sy z ! lub kredlimy réwnolegly do I, jesli Spy [/ 1.

Rys. 308.
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Plaszezyzna przechodzaca przez s, 1 sp jest plaszezyzng styczng do po-
wierzehni w punkcie P.

Wezmy pod uwage dwie powierzchnie obrotowe o tej samej osi obrotu
i o poludnikach stycznych do siebie w punkecie P.

Poniewaz odpowiednie styczne s, i s, w tym punkeie sg wspdlne, wige obie
powierzchnie majs w punkeie P wspélng plaszezyzne styczng. Woéwezas mo-
winmy, ze powierzchnie stykajg sie ze soby w punkcie P.

W naszym przypadku (rys. 309) powierzchnie sa do siebie styczne w kazdym
punkecie réwnoleznika przechodzgcego przez P.

Zaleinie od polozenia bedziemy mowili, Ze jedna powierzchnia jest wpisana,
wzgl. opisana na drugie;.

Znajdsmy teraz kontur powierzehni obrotowej, gdy of nie jest réwnolegla
do rzutni.

Przede wszystkim nalezy dokladnie okredlié, co rozumiemy przez kontur
powierzchni. Niejednokrotnie wykredlaliémy juz kontury powierzchni np.
walca, stozka, kwadryk o osiach réwnoleglych do rzutni oraz kontury po-
wierzehni obrotowych o osiach réwnoleglych do rzutni; byly to jednak przy-
padki, w ktérych precyzowanie pojecia konturu okazalo si¢ zbyteczne.

Wesmy np. rzut poziomy kuli. Pewne proste rzutujace, tzn. prostopadie
do rzutni majg po dwa punkty wspélne z kuls, inne po jednym, tzn. sa sty-
cznymi. Punktami stycznoéei sg punkty réwnika, stanowi on wiec konbur
przy rzutowaniu w kierunku prostopadtym do m;,. Podobnie konturem przy
rzutowaniu prostopadtym do 7, jest potudnik réwnolegty do wy. Przyjmujemy
wiec nastepujaca definicje:

Konturem powserzchni wzgledem Fierunkw k nazywamy zbibr punktéw,
w ktérych proste réunolegle do k sq styczne do powierzchni.

Rzut konturu w Fierunku &k nazywa sie konturem rzuconyn.

Kontur jest na ogét krzyws lub sktada sig z kilku krzywych, moze jednak
zawieraé punkty odosobnione, np. do konturu torusa o jednym wierzchotku
(rys. 307 c) wzgledem kierunku osi nalezy wierzcholek, ktéry jest punktem
odosobnionym, gdy# w jego otoczeniu nie ma na powierzchni innych punktéw
o stycznych réwnoleglych do osi.

Jedli punkt P nalesgey do konturu jest punktem regularnym, to plaszezyzna
styczna do powierzchni w P jest réwnolegla do kierunku rzutu.

Cheae zatem wykreslié kontur rzucony powierzchni obrotowej o osi na-
chylonej pod katem ostrym do rzutni, winni§my znalezé takie punkty po-
wierzchni, w ktérych plaszezyzny styczne sg prostopadie do rzutni,

1 Dwie krzywe sg do siebie styczne w punkeie P, jefli maja wspélng styczng w tym
punkacie. i
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W tym celu ustawmy rzutnie pionows
réwnolegle do osi powierzchni i obierzmy
pewien réwnoleznik r (rys. 310).

Plaszezyzny styczne do  powierzchni
w punktach réwnoleinika r obwodzg pewien
stozek lub walec 0 osi . Nalezy sposréd nich
wybraé taks, ktéra jest prostopadla do rzutni
poziomej. Aby wybér utatwid, wpiszmy kule
styczng, do powierzchni wzdtuz réwnolez-
nika r.

Poniewaz plaszezyzny styczne do obu
powierzchni w punktach réwnoleznika r sg
wspolne, mozna wige poszukiwad pionowych
plaszczyzn styeznych do kuli w punktach
okregu r. Poniewaz wszystkie punkty kuli,
w ktérych plaszezyzny styczne sa pionowe, Rys. 310.
znajdujg sig na jej réwniku R, wiec szukane
punkty znajdujg sie na przecigeiu okregu r z réwnikiem R.

Zatem w celu wyznaczenia punktéw konturu znajdujacych sie na obranym
z géry réwnoleiniku kredlimy rzuty pionowe r’/i R”, ktére sa odcinkami i rzut
poziomy réwnika R. Punkt przecigcia r i R” przenosimy do rzutu poziomego
R’ i uzyskujemy w ten sposéb dwa punkty szukanego konturu. Poniewaz
plaszezyzny styczne w tych punktach do danej powierzchni i kuli pokrywaja
si¢, wiec prosta styczna do rzutu poziomego réwnika w kazdym z tych punktéw
Jest réwnoczesnie prosts styczng do konturu (lub: kontury obu powierzchni
83 do siebie styczne).

Punkty konturu lezace na | wyznaczamy kredlac pionowe styczne do po-
udnika konturowego w rzucie pionowym.

Gdyby of powierzchni nie byta réwnolegla do zadnej rzutni, to kontury
zmalezliby$my jak na rysunku 810 za pomocs dwéch oddzielnych konstrulkeii,
przyjmujae jeszcze dwie rzutnie réwnolegle do I.

Uwaga. Kontur rzucony nie musi pokrywaé sie z brzegiem rzutu po-
wierzchni. Np. do brzegu rzutu pionowego torusa nie nalezs dwa niewidoczne
poétokregi konturu na rysunku 307 b, ¢ i d.

III. ZnajdZmy granice cienia whasnego na powierzchni obrotowej. Na og6t
granicy czefel o$wietlone] i nieodwietlonej na powierzehni jest pewna krzywa.
Nie trudno zauwazyé, ze punkty tej krzywej posiadajg te wlasno$é, ze pro-
mienie $wiatla przechodzace przez nie sg styczne do powierzchni, ‘

Z rozwazati o konturze wynika, ze mamy tu analogiczne zadanie. Wobec
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tego metoda postgpowania bedzie taka sama. Bedziemy sie starali na przyie-
tym z géry réwnolezniku znaleZdé punkty, w ktérych promien éwiatta bedzie
styczny do powierzchni. Warunek ten jest oczywiScie réwnowazny postula-
towi, ze plaszezyzna styczna w takim punkeie powinna byé réwnolegla do
kierunku gwiatla.

Podobnie jak na rys. 310, warunek stycznosei do danej powierzehni zasta-
pimy stycznodciy do kuli wpisane], wzgl. opisane] na powierzehni wzdtuz
danego réwnoleznika,

Przyjmijmy najpierw kierunek §wiatta. réwnoleglty do rzutni pionowej (rys.
311), a o§ powierzehni prostopadly do rzutni poziome;j.

Obierzmy pewien réwnoleinik r i wpiszmy kule styczng do powierzchni
wzdluz r. Promienie styczne do kuli tworzg walec obrotowy, przy czym linig
stycznodcl walca z kuly jest okrag R, lezacy oczywiscie w plaszezyZnie prosto-
padlej do osi walca, a wige w naszym polozeniu — prostopadte] do rzutni piono-
wej; rzut pionowy R’ musi byé zatem érednicy prostopadia do pionowego
rzutu s promienia §wiatla. Punkty przecigeia 4 i B tej érednicy z rzutem
pionowym réwnoleznika r sg szukanymi punktami cienia wlasnego na obranym
réwnolezniku. Do rzutu poziomego przenosimy je na okrag r'.

Rys. 311.
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Konstrukeje nalezy powtérzyé wielokrotnie dla réznych réwnoleznikéw.
Najwyzszy punkt T' i najnizszy U cienia otrzymujemy kreélac do potudnika
zmajdujacego sie w plaszezyinie réwnoleglej do promienia $wiatla (a wiec
- tu réwnoleglego do rzutni pionowej) proste styczne o kierunku s. v

Niech teraz promieh $wiatla ma kierunek nieréwnolegly do m,.

Zadanie rozwigzujemy zasadniczo jak poprzednie.

‘Whpisujemy kule styczng wzdiuz wybranego réwnoleznika r (rys. 312) i bie-
rzemy pod uwage granice R cienia wlasnego kuli. Tu jednak wyznaczanie
punktéw przeciecia okregdw r 1 R nie jest tak bezpodrednie, gdyz rzut pio-
nowy R’ nie jest odcinkiem.

Punkty 4 i B s to punkty wspélne r i plaszczyzny ¢ przechodzacej przez
okrgg R. Poniewas plaszezyzna g jest prostopadia do s i przechodzi przez
srodek kuli, wiee wykreflamy prosta czolows ¢ lezaca na o, a przechodzzicq
przez §rodek kuli (jak wiadomo: ¢’ // x, ¢/ Ls”). Punkt P przebicia ¢ z plasz-
czyzng réwnoleznika r jest wprost widoczny w rzucie pionowym. Przenosimy
go wige na ¢’ 1 wykredlamy krawedz
obu plaszczyzn oczywiscie prosto-
padle do s’. Punkty przeciecia kra-
wedzi z 1’ s3 szukanymi punktami
granicy cienia wlasnego (na r).

Punkty na konturze w rzucie pio-
nowym mozemy wyznaczyé bezpo-
srednio, sg to bowiem punkty stycz-
noéci styeznych do potudnika kontu-
rowego réwnolegtych ‘do s”, w nich
bowiem plaszezyzny styczne s r6w-
nolegle do kierunku $wiatla i prosto-
padle do rzutni pionowe;j.

Najnizszy 1 najwyzszy punkt cie-
nia znajduje sie na pohudniku réwno-
legtym do kierunku éwiatla. Aby je
znalezé, obréémy ten poludnik do-
kota osi I o tald kat, aby przyjst
potozenie réwnolegle do rzutni pio-
nowej; w tym polozeniu nakreslmy
jak na rysunku poprzednim styczne
réwnolegte do obréconego kierunku
§wiatla i powréémy z punktami stycz-
noéci do pierwotnego polozenia.

W obu zadaniach mozna znalezé

P" " . rr
.f R

N
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cieti rzucony na inng figure, kreélac cienie znalezionych punktéw granicy cienia
wlasnego na te figure.

Na rysunku 813 przyjeto walec obrotowy, polowe torusa i plytke o pod-
stawie kwadratowe] i nakre§lono cien.

Wizystkie promienie $wiatta przechodzace przez punkty boku PQ plytki
lezg, W plaszezy#nie prostopadiej do rzutni pionowej, cied wige tego boku na
torus jest to przekréj torusa plaszezyzng. Przekr6j ten jest pewna krzywa,
Iktérej rzut pionowy jest odecinkiem.

Jedli kierunek $wiatla przyjmiemy tak, aby rzut poziomy zawierat kat 45°
7 osia %, to jak latwo zauwazyé, istnied bedzie symetria figury i §wiatla, a za-
tem i cienia wzgledem pionowej plaszczyzny przechodzacej przez of powierzehni
i przekgtng kwadratu.

7 tego wynika, ze krawedZ PR rzuci cied symetryczny do cienia krawedzi
PQ. Korzystajac z tego, znajdujemy cied drugiego boku plytki w poziomym
rzucie przez symetryczne odbicie podiug przekatnej; np. symetryczny do 4
punkt B kre¢limy w rzucie poziomym i przenosimy do rzutu pionowego na
réwnoleznik przechodzacy przez 4.

Granice cienia wiasnego na torusie znajdujemy jak na rys. 312. Na rys. 313
uwidoczniono jedynie konstrukeje najnizszego punlktu.

Cliet rzucony plytki i torusa na walec zostal narysowany przez wyznaczenie
killu punktéw przebicia promieni §wiatla z walcem jak na rys. 207 i 208.

IV. Przekrd] powierzchni obrotowej plaszezyzng nieprostopadta do osi
obrotu znajdujemy réwniez, przyjmujgc na powierzehni szereg réwnoleznikéw
(rys. 314).

Plaszczyzna roéwnolesmika r przecina
dana plaszezyzng o w prostej f, ktérej
rzut poziomy # jest réwnolegly do pozio-
mego $ladu plaszezyzny o. Punkty 41 B,
w ktérych ¢ przecina rzub poziomy réwno-
leznika r, sg szukanymi punktami prze-
kroju; ich rzuty pionowe znajdujg sie
oczywidcie na /.

Najwyzszy punkt N i najnizszy punkt T
przekroju znajduja sie oczywifcie na
plaszezyZnie symetrii o figury zlozonej
z powierzchni i plaszezyzny «. Przechodzi
ona przez o§ obrotu I ijest prostopadia
do «. Powinnismy krawedzia k plaszezyzn
a1 ¢ przebié powierzchnig lub przeciaé

13 - 47502 E. Otio

Rys. 314.
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poludnik lezacy w plaszezyznie o. Najdogodniej jest przez obrét dokota I
0 kat X (o, w,) sprowadzié krawedZ % i potudnik do polozenia réwnoleglego
do rzutni pionowej; wtedy potudnik lezacy na o przejdzie na poludnik kon-
turowy, a krawedZ % na prostg k. Punkty N i T nalezy oczywidcie teraz
obrécié w przeciwnym kierunku o ten sam kat; N/ 1 7* beds wiec na tej samej
wysokosei co N 1T,

Mozna by jeszcze bardzo latwo znaleZé punkty przekroju na konturach.
Dla poziomego konturu wystarczy tylko zamiast dowolnego réwnoleznika
wziaé réwnik, wzgl. okrag szyjny powierzehni. Dla pionowego konturu nalezy,
jak tatwo widaé, narysowaé krawed# plaszezyzny o i plaszezyzny poludnika
konturowego 1 przecigé nig kontur.

CWICZENTA.

1. Czy torus posiada punkty kolowe?

2. Wykazaé, ze hiperboloida jednopowlokowa posiada same punkty hiperboliczne,

3. Krzywa plaska C obraca sig dokola prostej I, lezacej w tej samej plaszezyznie. Wy-
kazaé, Ze przez obrét czefei wypuklej (ze wzgledu na 1) powstajg punkty eliptyczne,
czesei wkleslej punkty hiperboliczne, a przez obrét punktéw przegiecia punkty parabo-
liczne.

4. Narysowaé plaszezyzne styczna do: a) kuli, b) torusa, a réwnolegla do danej plasz-
czyzny.

5. Narysowaé plaszezyzny styczne do torusa, a przechodzace przez dana prosta m
prostopadts do 1.

6. Narysowaé kontur na rzutni poziomej torusa o osi réwnoleglej do rzutni pionowej
i nachylonej pod katem 45° do poziomej.

7. Znalezé cien tréjkata na torus.

8. Narysowaé ciefi wlsny na elipsoidzie obrotowe;.

9. Znalezé przekré] torusa dowolna plaszezyzng.

10. Przyjaé w éwicz. 9 plaszezyzne dwukrotnie styczng do torusa (a nieprostopadia
do 1) i udowodnié, ze przekrsj bedzie sie skladal z dwéch okregbw.

§ 34. Przyklady przenikania powierzchni

I. Weimy pod uwage dwie powierzchnie @ i .

Zbiér wszystkich punktéw wspélnych w wiekszosci przypadkéw tworzy
pewng krzyws lub zbiér krzywych. Sg to najezedciej krzywe przestrzenne,
tzn. takie, ktére nie znajdujs sie w jednej plaszezy#nie. Nazywajs sie liniams
przenikonia.

Nie bedziemy zajmowali sie systematycznie wiasnogciami linij przenikania
powierzehni nalezgeych do rozwazanych typéw (kwadryki, powierzchnie
obrotowe), niektére jednak whasnodci beds potrzebne do wykreélenia rzutéw
linii przenikania. Poniewaz beds to na ogbt krzywe rézne od znanych nam

icm
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Rys. 315.

krzywych stopnia drugiego, wige rzuty ich b'@dziemy m?gﬁ kreslié tylko
w przyblizeniu wyznaczajac pewns skorczong ilogé ‘l)lil'nk[';OW.. . .
Nie istnieje ogélna metoda znajdowania punktéw linii przenikania. .Na,lez'y
na przykladach poznaé kilka z nich, a w przypadku konkretnym wzigé naj-
Mfg";‘;];ﬁ&d 1. Aby znaleté linie przenikania C dvf)éch stqz‘kdw (rys. 315), dobrze
bedzie prowadzié plaszczyzny praez wierzcholki; takie bowiem plasz‘ezyz'ny prze-
cinajg jeden stozek w tworzacych ¢ 12,1 drugi w tworzacych n, 1 My i ?.CZYWI-
$cie punkty 4 = tyny, B = tyny, C=1nyts i D =1;m, 55 punktami linii prze-
&. . .
mlg‘;;l uproszezenia konstrukeji prowadzimy prosts SwW lgczacad errzcho}ln
(por. przenikanie ostrostupéw, § 6) 1 znajdujemy punkty P 1‘Q, w ktérych ona
przebija podstawy obu stozkédw. Jedli plaszezyzna przechodzi przez prosta SW,
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W \
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N\ /

Rys. 316.

to przecina plaszezyzny podstaw w liniach % i A, przechodzacych przez Q
wzgl. P imajgeych punkt wspélny na krawedzi obu plaszezyzn. Wystarczy
wige punkty przeciecia k& wzgl. b z odpowiednimi podstawami polaczyé z W
wzgl. S, aby otrzymadé tworzace ¢, i £, wzgl. ny i ns.

W celu dokladniejszego nakredlenia linii przenikania dobrze bedzie znaleZé
punkty jej na tworzacych konturowych obu stozkéw. Wystarczy w tym celu
zamiast dowolne] proste % (k) przechodzace] przez punkt @ (P) narysowad
te, ktéra przechodzi przez punkt odpowiedniej tworzacej konturowej znaj-
dujacy sie na podstawie. Na rysunku 315 wyznaczono w ten sposéb punkty
na tworzace] konturowej rzutu poziomego KW. '

Przyktad II. Dla walca i stozka konstrukcie nie ulegajq istotnej zmiawie,
jesli walec traktowaé bedziemy jako stozek o wierzcholku niewladciwym W
(por. przenikanie ostrostupa z graniastostupem, § 6).

[§ 34] Przyklady przenikania powierzchni 197

Rys. 317.

(Na rysunku 316 walec jest réwnolegly do podstawy stozka, a wobec tego
jeszeze tez punkt P jest niewlagciwy). , o

Przyktad III. Gdy dane sq dwa walce, to plaszczyzny praecinajgee je w two-
reqeych sq do siebie réwnolegle.

Aby znale£é jedny z takich plaszezyzn, ‘mozna by przez dowolny punkt P
(rys. 817) nakresli¢ prosta o rownolegla do jednego i prosta b réwnolegly do
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drugiego walea (por. przenikanie
dwoch graniastostupéw, § 6). Pla-
szezyzna o = (ab) i kazda do niej
réwnolegla przecina walce w two-
rzacych.

Okazuje sie, ze w kazdym przy-
padku mozna znalefé styczng do
krzywej przenikania C. Jedli punkt A
jest punktem mnalezacym do po-

wierzchni @ i do powierzchni ¥, to |
wezmy pod uwage plaszezyzne sty-

czng w A do @i plaszezyzne styczng,
w A do powierzehni ¥ i oznaczmy

przez s ich krawedZ. Z definicji .

plaszezyzny styezne] do powierzchni
wynika, Ze jedli obie powierzchnie sg
w punkeie 4 regularne, to s jest pro-
stg styczng do krzywej C w punk-
cie A.

Aby wiec narysowad styczng s do
krzywe] w obranym punkcie 4,
nalezy przeciaé obie plaszezyzny
styeczne w nim do powierzchni.

Bardzo latwo wykonaé to na
rysunku 317. Wystarczy bowiem
narysowaé §lady poziome plaszezyzn
stycznyeh do waleéw wzdhiz two-
rzgcych, na ktérych lezy punkt 4.
Sa to proste styczne do podstaw w od-
powiednich punktach. Krawed# s
otrzymamy lgczae punkt 4 z punk-
tem przeciecia obu §ladéw s, i s,.

Na rysunkach 315 i 316 mozna
bylo réwnies znalezé styczne do linii
przenikania, wymagaloby to jednak
wielu linii konstrukeyjnych.

Przyklad IV. Znajdéimy preens-
kanie kuli ze stozkiem, ktérego pod-
stawq jest okrag na reutni poziomej
(rys. 318).

[§ 34] Przyklady przenikania powierzchni 199

W tym przypadku dogodnie jest
kredlié plaszezyzny réwnolegle do
rzutni poziomej. Kaida z nich
przecina kule w okregu o $rodku
na prostej laczacej bieguny, stozek
zaé w okregu o grodku polozonym
na prostej laczace] wierzcholek ze |
grodkiem podstawy. '

Przyktad V. Narysujmy jeszcze
przenikanie kuli z walcem obrotowym
o tworzgeych poziomych (rys. 319).

W tym zadaniu réwniez jest ||
wskazane przyjmowaé plaszezyzny
poziome, przy czym nalezy korzy-
staé z podstawy walca, wykredlone]
w trzecim rzucie na plaszezyzne
prostopadls do walca, a nie z elip-
tyeznego rzutu pionowego.

Przyktad VI. Wykreslenie linii
przenikania walca o ost prostopad-
lej do rzutnt 2 dowolng powierzchnig
jest ulatwione przez to, Ze rzut jej
w kierunku osi walca znajduje sie
na podstawie walca.

Wezmy np. walec i powierzchnie
pierdcieniows o osiach pionowych
(na rys. 320 wykreslono czwarts Rys. 320.
cze$é torusa). Rzut poziomy linii
przenikania jest oczywidcie kolem podstawowym walca. Poniewaz kazda
tworzgca walca przebija torus w dwéch punktach symetrycznych wzgledem
plaszezyzny réwnikowej powierzchni, wiec szukana krzywa bedzie posiadata
1zut plonowy o poziome;j osi symetrii. Poszczegdlne punkty (np. 4) przenosimy
do rzutu pionowego kreslac réwnoleiniki (np. r) przez nie przechodzace.
Na rysunku zaznaczono punkty: najwyzsze C'i D, najnizsze E i F oraz punkty
na konturze pionowym walca.

Przyklad VIL. Jeéls obie powierzchnie sq obrotowe oraz osie ich przecinajq sie,
to mosna zamiast plaszezyzn przyjmowadé kule o wspélnym srodku w punkcie
przecigcia osi.

Jedli mamy np. znalezé przenikanie walca obrotowego ze stozkiem obroto-
wym (rys. 321), okre$lonym wierscholkiem i kulg o érodku O na osi walca,
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to najprofciej w tym przypadku jest -
przecinad obie powierzchnie kulami o érod-
ku 0. Kazda bowiem kula o érodku na
osi walca przecina walec w kolach r i r;
prostopadiych do osi, a stozek w kolach
s 1 s, rbéwniez prostopadtych do osi
stozka.

Jedli osie obu powierzchni sg rdéwno-
legle do rzutni pionowej, to rzuty r”
1 8" s3 odcinkami i rzut pionowy punktu
linii przenikania otrzymujemy na ich prze-
cieciu. Jesli tak nie jest, to nalezy przez
jedna lub dwie zmiany ukladu (§ 19) do-
prowadzi¢ do takiego polozenia.

Przykiad VIII. Przenikanie walea ob-
rotowego z powierzchnig pierScientows, gdy
osie preecinajq sig, znaleziono na rysunku
322 metoda podang w poprzednim przy-
kladzie. W celu sprowadzenia do takie-
go polozenia, aby rzuty pionowe réwno-
leznikéw r i s byly odeinkami, wykonano zmiane ukladu przyjmujac of z,
réwnolegly do rzutu poziomego walca; s’ jest odcinkiem prostopadtym do
osi walca, 7" odeinkiem prostopadtym do osi powierzchni pierscieniowe].
Rzut poziomy réwnoleznika r wykreslamy korzystajac z okregu K réwno-
leglego do danej rzutni pionowe;.

Rys. 321.

Przyklad IX. Metode kul moina zastosowaé zawsze, gdy jedna powierzchnia
jest obrotowa, a druga kulg. Wtedy bowiem zajdzie na pewno przypadek prze-
cinania si¢ obu osi, gdyz za oé kuli mozna obraé kazdg prosts przechodzacy
przez jej Srodek.

. Na rysunku 323 przyjeto stozek obrotowy o osi réwnoleglej do rzutni pio-
nowej i kule o §rodku w tej samej odleglogei od rzutni pionowej.

Konstrukeja bedzie najprostsza, jedli przyjmiemy za of danej kuli prosta
prostopadly do rzutni poziomej. Wtedy istotnie osie obu powierzchni przetng
sie w punkeie O,.

Kazda kula o érodku O, przecina stozek i dang kule w okregach lezacych
w plaszezyznach prostopadiych do rzutni pionowej. Mamy wiec w rzucie pio-
nowym odeinki s i r”, ktére przecinaja sie w punkeie 4" nalezacym do rzutu
linii przenikania. Rzut pionowy punktu 4 przenosimy na okrag r’, ktéry
jest rzutem poziomym réwnolezniks kuli.

icm
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Rys. 322.

1. Zalézmy teraz, Ze obie powierzchnie @ i ¥ sa kwadrykami i oznaczmy
przez C krzywg przenikania.

Tstniejs takie szczegblne polozenia powierzehni @ i ¥ i plaszezyzny rzutdw =,
7o rzut €’ jest krzywa stozkows. W bardzo specjalnych przypadkach j.est
to oczywiste; jedli np. @ jest walcem o tworzacych prostopadiych do rzutni =,
to jak widaé¢ natychmiast, rzut C” musi sig znajdowaé na podstawie S Walcz.L,
przy czym C'=S lub €’ jest czgdei krzywej S (zaleznie od tego czy wszystkie
tworzace walca przebijaja powierzchnie ¥, czy nie).

Okazuje sig, ze istnieja jeszeze inne przypadki, w ktérych €’ jest s’coikovxfad
lub czedcia stozkowej, choé sama krzywa C nie jest krzyws drugiego stopnia
ani czefclg krzywej drugiego stopnia. :

Zauwasmy, ze w praypadku walca prostopadiego do rzutni na tworz&c;quh
jego znajduja sig po dwa punkty krzywej C; 53 to dwa punkty .przebmm,
tworzacej z powierzchniy ¥. Jest to istotny warunek, mozna bowiem udo-

wodnié
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Twierdzenie XVII. Jesli Faidy
punkt krazywej C’, z wyjgtkiem skoticzo-
nej 1loder, jest rzutem dwich punktow
Frzywej preenikania C dwdch powierzchns
stopnia drugiego, to G’ jest krzywq stoz-
kowag lub czedcig krzywej stozkowej.

Aby to wykazaé, oprzemy si¢ na
nastepujacym twierdzeniu XVIII:

Przez kazdy punkt P przestrzent prze-
chodzi jedna powrerzchwia stopnio dru-
giego £, plaszezyzna lub para plaszczyzn,
zauierajgea kraywg przenikanio C dwéch
pounerzchni stopnia drugiego @ v W.

Najkrotszy dowdd tego twierdzenia
opiera si¢ na metodach geometrii ana-
litycznej 2

Niech g (z, y, ) = 0 bedzie réwna-
niem powierzehni @, a f(z,'y, 2) =0
réwnaniem powierzchni ¥; wiadomo,
ze g(z,y,2) 1f(z, ¥, 2) sa wielomianami
stopnia drugiego. Oczywidcie zakla-
damy, Ze powierzchnie sa rézne i ze Rys. 323.
punkt P nie nalezy do @ ani ¥'. § Wy-
nika z tego, Ze nie istnieje liczba ¢ o tej wtasnodci, ze réwnanie ¢ (z, ¥, z) +
+ ¢ f(z, y, 2) =0 zachodzi dlaJwszystkich liczb z, u iz poza tym, jesli
Tos Yo 2y Oznacza wspblrzedne punktu P, to:

9@, Yo, 2) =@ #0 1 f(z tp 2) =0 # 0.
WeZmy réwnanie:

‘ af(@ vy, 2)—b g(=, y, 2) =0;
poniewaz lewa strona jest wielomianem drugiego stopnia, wzglednie w szezegél-
nych przypadkach pierwszego?, wiec réwnanie przedstawia kwadryke, pare
plaszezyzn lub plaszezyzne. Punkt P spelnia to réwnanie, gdyz:
a f (@0 Yo 20)—b g (0, Yo, 7)) = ab—ba = 0.
Twierdzenie XVIII zostalo wiec udowodnione.

1 (.}eometryczny dowéd tego twierdzenia przeprowadzié mozna postugujac si¢ pojeciem
tzw. inwolucji na prostej, tzn. przeksztalcenia rzutowego szeregu punktéw w siebie, w kt6-
rym pary odpowiadajacych sobie punktéw zamieniaja sie, oraz twierdzeniem o inwolucji
par punkidéw przebicia dowolng prosta wszystkich stozkowych posiadajacych cztery
punkty wspdlne.

) % Nie moze to by¢ liczba stata rézna od zera, gdyz dla punktéw krzywej C lewa strona
jest zerem.,
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Niech teraz oznacza kwadryke, pare
plaszezyzn lub plaszezyzne zawiera-
jacq krzywa C i przechodzacy przez
punkt W* na prostych prostopaditych
do rzutni ;. Poniewaz wedtug zaloze-
nia prosta ¢ faczaca punkt W z punk-
tem A na krzywej C przecina jg poza
tym w drugim punkecie B, wige jako
prosta zawierajaca trzy punkty: We,
A i B na ¢, lezy na £, tzn. jestjej
tworzaca. Mamy wige nieograniczong
iloé prostych przechodzacych przez
W= ilezgcych na kwadryce {; zatem £
jest walcem. Przecigcie jego rzutnig
jest wiec krzywg S zawierajacs rzuty
par punktéw krzywej C, tzn. krzy-
wa C.

Przyklad X. Znajdémy rzuty linie
preentkania stozka o 0si pionowe; z wal-
cemn obrotowym o ost poziomej, gdy
wierzcholek stozka 1 0é walca znajdujg
ste w tej samej poziome] plaszezyénie o.

Yatwo zauwazyd (rys. 324), Ze pla-
szezyzna ¢ jest plaszezyzng symetrii
figury zlozonej z obu powierzchni. Rys. 324.

7 tego wynika, Ze jest ona plaszczyzng

symetrii krzywej przenikania C. Poniewaz symetryczne punkty np. 4 1B po-
siadajs wspblny rzut poziomy, wiec z twierdzenia naszego wynika, ze rzut G’
bedzie krzywa stozkows lub czefcia krzywe] stozkowej.

Tu latwo jest sprawdzié, ze krzywa C’ jest elipsa, gdyz musi byé zawarta
wewnetrz okregu podstawowego stozka.

Osie elipsy C’ znajdujemy opierajac sie na symetrii krzywe] C wzgledem
plaszezyzny o przechodzacej przez wierzchotek stozka i prostopadiej do osi
walca. W tym celu wykonujemy trzeci rzut na plaszezyzne réwnolegts do c.
Poniewaz kontur na trzecia rzutnie pokrywa sig z przekrojem plaszezyzng o,
wiec punkty 4 i O przecigcia konturéw przenosimy na o uzyskujac jedna
o A'C’.

Druga of bedzie przechodzié przez §rodek pierwszej i bedzie do niej prosto-
padla. Jest ona rzutem s’ pewnej tworzgeej s walca; rzub & jest oczywidcie
punktem. Punkty przebicia B i F ze stozkiem znajdujemy badZ przez prze-
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ciecie plaszezyzng przechodzaca przez
51 W, badz przez przekrd] plaszezyzna
poziomg.

Rzut pionowy C” krzywej C wyko-
namy za pomocs, trzecie] rzutni przez
odmierzanie wysokoéci.

Uwaga. Podobnie za pomocs roz-
wazZai o symetrii mozna by udo-
wodnié, ze rzut pionowy C” krzywe]
przenikania walca obrotowego ze stoz-
kiem obrotowym na rysunku 321 jest
czedcig hiperboli oraz rzut pionowy
krzywe] przenikania stozka z kuls na
rysunku 323 jest czescig elipsy.

Przyklad XI. Znajdémy rzuty
linii przenikanio stotka  obrotowego
z kulg o $rodku na plaszczyébnie o prae-
chodzqcej przez wierzcholek 1 prosto-
padlej do osi (rys. 325).

Mamy tu symetrie obu powierzchni
wzgledem plaszezyzny o; rzut pozio-
my C’ krzywej przenikania C jest
wiec stozkows.

Okazuje sig, ze C’ jest okregiem. Rys. 325.

Aby to udowodnié, zauwazmy, ze réwnania:
e, y,2)=0 i g(@ 9, 2=0
obu powierzchni przedstawiaja dla kazdego z = ¢ okregi:
f@ y =0 i g(z v, 0)=0.
Poniewaz réwnanie waleca rzutujacego krzywg C jest postaci:
- ef@®y )by y 2)=0,
wiee kladac z = ¢ otrzymamy:
af(@ vy c)—b gy, c)=0,

c? jak Wlafdomo‘, révv"niez przedstawia okrag (spélezynniki przy a2 i y2 sg
rowne, gdyz w wielomianach f (z, y, ¢) i g (z, ¥, c) byly sobie réwne).
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Oczywidcie érednice okrggu C’ otrzymamy przenoszac do rzutu poziomego
punkty przeciecia konturéw pionowych obu powierzehni, poniewaz na ry-
sunku 325 érodek kuli i of stozka leza w plaszezyznie o réwnoleglej do m,.

Poniewas plaszezyzna o jest plaszezyzng symetrii obu powierzchni, wiec
tez i rzut pionowy C” jest stozkows.

Mozna wykazaé, ze jest to hiperbola.

W tym celu obierzmy punkt W za poczatek ukiadu o osiach réwnoleglych
do z, y, z. Réwnanie stozka bedzie postaci:

22+yt—alz? =0,

a kuli:
(x—q)2+y2+2? =12

Oczywiscie réwnanie walca roéwnoleglego do osi y nie moze zawierad spél-
rzednej y, bedzie wiee postaci:

1f(w7 Y, Z)Mlg(ﬁf, Y, Z) = (m2+y2_“222)_[(37‘Q)2+y2+22—<72] =

=gt (p—g)—2t—a22? 1% =222+ 2qw—(1 +a2) 2 —q2+r? =

2 (z+1) 3
=9 (m—.—ﬁ) —(1+a?) z2~§q2+ 72 = 0.

Réwnanie to przedstawia w przestrzeni walec o osi réwnoleglej do ¥, a na
plaszezyznie 2 z hiperbole o osiach réwnolegtych do osi z i z.

Jeden punkt krzywej C' znaleziony zostal za pomocg kuli o &rodku
w wierzcholku stozka, czbery inne przez przeciecie konturow.

Widzimy wiec, ze oba rzuty C'i G s stozkowymi, choé krzywa C nie
jest stozkows.

III. Krzywe przestrzenne dzielimy na klasy w zaleznodci od ilodci punktéw
przecigcia dowolng plaszezyzng. Liczbe te nazywamy stopniem krzywej. Np.
prosta jest pierwszego stopnia, bo plaszezyzna przecina ja na ogdt w jednym
punkeie, kolo — drugiego stopnia itd.

Okazuje sie, ze linie preentkania dwéch powierzchni stopnia drugiego s
Fraywyma czwartego slopnia. '

Aby to wykazaé, przetnijmy obie powierzchnie drugiego stopnia @1 ¥
plaszezyzng o. Otrzymamy krzywe drugiego stopnia ¢ i v. PoniewaZz mogg
one — jak wiadomo — mieé co najwyzej catery punkty wspélne, wige o ma
7 linig przenikania cztery punkty wspblne, ¢.b. d. d.

Weimy teraz pewien wazny w zastosowaniach przypadek szczegdlny.

Na wstepie przypominamy (§ 31), ze plaszezyzna styezna do powierzchni
w punkcie regularnym P jest to miejsce geometryczne wszystkich prostych
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styeznych do krzywych C przeprowadzonych
na powierzchni przez punkt P (rys. 326).

Méwimy, jak wiadomo, ze dwie powierz-
chnie @ i ¥ sg do siebie styczne w punk-
cie P, jedli: 1° P lezy na @ 1 ¥, 2° plasz-
czyzny styczne w P do obu powierzchni po-
krywajg sie.

Otéz wezmy dwie powierzchnie drugiego .
stopnia tak, aby byly do siebie styczne w dwoch punktach P i @.

Przyktadami takich polozen jest walec i kula z rysunku 327, kula i stozek
z rys. 328 1 dwa walce z rys. 329.

Udowodnimy twierdzenie XIX.

Jedli powterzchnie drugiego stopnia @ 1 ¥ sq do siebie styczne w dwich punkiach
P 1 Q, to linia preemikania sklado sig 2 dwich krzywych drugiego stopwio prze-
chodzaqeych przez P ¢ Q.

Dowbéd. Przez P, Q i pewien punkt A nalezacy do @ i ¥ poprowadZmy
plaszezyzne « (rys. 330); przekrd] powierzehni @ oznaczmy przez ¢, powierzchni
¥ przez . Obie krzywe przechodza przez punkty 4, P i @, przy czym prosta
styczna p w punkeie P do ¢ lezy w plaszezyZnie stycznej o w P do powierzch-
ni @. Poniewaz o jest wedlug zalozenia réwnoczeénie plaszezyzng styczng
do W, wiec p jest prosty styczng w P do ¥. Podobnie w punkcie @ obie krzywe
¢ 1 1 majg wspblna prosta styczng ¢. Skoro jednak obie krzywe drugiego

Rys. 327.
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Riys. 330.

stopnia majg trzy punkty 4, P 1@ oraz styczne w P i @ wspblne, to sig po-
krywaja (twierdzenie Pascala). Zatem ¢ = v lezy na obu powierzehniach,
tzn. ¢ nalezy do linii przenikania.

Jedli poza tym istnieje punkt B obu powierzchni @ i ¥, to przez P, Qi B
przeprowadZmy drugg plaszezyzne f 1 przetnijmy nig @i ¥. Powtarzajac
rozumowanie, otrzymujemy, ze przekroje ¢, i W, pokrywajs sie, mamy wiec
drugs czeéé linii przenikania.

Oczywigcie powierzchnie @ 1 ¥ nie majg poza ¢ i ¢, punktéw wspdlnych,
gdyz w przeciwnym razie linia przenikania bylaby rzedu wyzszego niz cztery.

Przyklad XII. Wesmy walec eliptycany 1 kule o $rodku na osi walca,
a o promieniuw roéwnym dusej polosi (rys. 331).

Jedli o§ duza podstawy ustawimy prostopadle
do osi z, to rzuty pionowe punktéw stycznosei P
i @ pokryja si¢ oraz tworzgce konturowe « 1¢ walca
leze¢ beda w jednej plaszezyZnie z konturem pio-
nowym kuli (ckrag potudnikowy P). W tym wige
polozeniu na przecieciu ¢ 1 % z potudnikiem P sg
punkty linii przenikania. Je§li 4 jest jednym
z tych punktéw, to krzywa lezaca w plaszezyznie
o= (4, P, Q) jest czedcig linii przenikania. Druga
czeéé lezy w plaszezyznie f = (B, P, Q). Poniewaz
krzywe te lezg na kuli, wiec sg okregami.

Rzuty poziome pokrywajg sie oczywicie z pod-
stawa, rzuty zad pionowe sg odcinkami, poniewaz
plaszezyzny « 1 B, jako przechodzgce przez prosta
P@Q prostopadty do rzutni pionowej, sg prosto-
padle do rzutni pionowej. Rys. 331.
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W'y

Riys. 332.

Gc?.yby of duza podstawy walca nie byla prostopadia do rzutni pionowej, to
nalezaloby wykonaé zmiane ukladu doprowadzajac do takiego polozenia, aby
prosta PQ byla prostopadia do nowej rzutni. Po wykresleniu linii przenikania
na nowej r.zutm nalezy powrdcié do pierwszego rzutu pionowego wyznaczajac
pary érednic sprzgZonych.

Z przykiadu XII wynika wniosek:

Kazdy walec eliptyczny moina przecigé w okregu.

Przyktad XIII. Korzystajac z wwag podanych w poprzednim praykladzie,

wykrfaél?no linig preenikanio kuli ze stozkiem (rys. 332), gdy powierzchwie sq
do siebie styczne w dwéch punkiach.

icm
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iP' P’
o
i x ax
PX& P XY
|
Rys. 333. Riys. 334.

Uklad o osi z, postuzyt do przyjecia kuli spelniajacej zadane warunki, ulklad
0 o8l %, do wyznaczenia érednic sprzezonych okregéw, z ktorych skdada sie
linia przenikania.

Przyklad XIV. Podobnie jak w poprzednim praykladzie, znajdujemy linie

. preenikania dwich walcéw obrotowych o réwnych promieniach 1 osiach Przecinaso-

cych sig (vys. 333). Otrzymamy dwie elipsy lezace w plaszczyznach o i 8 prosto-
padlych do plaszezyzny poprowadzonej przez osie walcow.

Przyklad XV. Jesli jeden walec jest obrotowy, & drugi eliptyceny (ale tak
dobrany, zeby byly styczne do siebie w dwéch punktach), to linie przenikania
znajdujemy jak w przykladzie poprzednim (rys. 334).

Uwaga. Wspdlng czedé obu waleéw w polozeniu jak na rys. 333 i 334 na-
zywamy sklepieniem klasziornym, sume — sklepieniem krzysowym.

Przyklad XVI. Znajdémy jeszcze linig preenikania dwdch stozkéw obroto-
wych opisanych ma wspdlnej kuli.

Rozwigzemy zadanie w najprostszym polozeniu, gdy osie obu stozkoéw sg
réwnolegle do rzutni pionowej (rys. 335 a, b 1 ¢).

Wezmy pod uwage okregi, wzdtuz ktérych stozki stykaja sig z kula. Ozna-
czmy przez P i@ ich punkty wspélne. Latwo zauwazyd, ze plaszczyzny styczne
w tych punktach sa réwnoczesnie styczne do obu stozkéw; linia przenikania
bedzie sie wige skiadata z dwoch stozkowych S, i S,. Poniewaz rzuty pionowe
punktéw P i @ pokrywajg sie, wige rzuty pionowe obu krzywych lezeé beda

Y4~ 47502 E. Otto :
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Rys. 335.

na prostych przechodzacych przez P = @”. Oczywifcie rzuty zawierad
muszy punkty przecigcia tworzacych konturowych obu stozkéw, gdyz z powodu
symetrii wzgledem plaszezyzny o réwnoleglej do 7, tworzace te leig w jednej
plaszezyzinie.

Widaé, ze na rys. 335 a obie stozkowe sg elipsami, na rys. 335 b jedna
elipsa, a druga parabolg, na rysunku za$ 335 ¢ jedna elipsa, druga hiperbols.

Uwaga. Latwo zauwazyé, ze z rozwazaf naszych o przenikaniu stozkéw
opisanych na wspélnej kuli wynika nastepujace twierdzenie z geometrii pla-
skiej: ,

Przekaine czworokata opisanego na okregu preecinajq sig w punkeie na prostych
laczaeych punkiy styczmosci przeciwleglych bokéw.

Przyktad XVII. Znajdémy cier rzucony podstawy do wnetrza stoska pray
oéwietleniu réuwnoleglym.

Wyobrazmy sobie wszystkie promienie éwiatta przechodzace przez pod-
stawe stozka (rys. 336). Tworza one walec, ktérego podstaws jest ta sama
krzywa. Cienie punktéw podstawy sg to punkty przebicia z powierzchnig
stozka. Widaé wiec, Ze cieniem do wnetrza bedzie czeéé linii przenikania
walea i stozka; poniewaz jedna czeéeig jest dany okrag, wiec druga czeéd musi
byé¢ réwniez stozkows. ’

Niech bowiem K bedzie punktem przebicia plaszczyzny podstawy pro-
mieniem $wiatla przechodzgeym przez wierzcholek stozka. Oznaczmy przez k
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/i ; ’
0
0
ez

Rys. 336,

bhiegunows punktu K wzgledem podstawy, a przez P i  punkty przeciecia k
z okregiem. Tatwo widaé, ze plaszezyzna KWP jest styczna do stozka i Walca‘
w punkcie P; podobnie KW@ jest plaszezyzng styczng do obu powierzchni
w punkeie Q. Obie wiec powierzchnie majg dwie stozkowe wspdlne, z kté.rych
jedna jest okrag dany, a druga szukany ciel. Cieft musi by¢ oczywiscie elipsa,
gdyz lezy na walcu eliptycznym. ‘

Aby znale#é drednice sprzezone cienia, mozna wziaé albo kolineacje grodkows
miedzy okregiem a cieniem o §rodku kolineacji w Wierzchol.ku stozka, albo
powinowactwo, ktérego $rodkiem jest Zrédio Swiatla. ‘W pierwszym przy-
padku odpowiadaé beda sobie te punkty obu stozkowyeh, ktére lezg na wspol-
nych tworzacych stozka, w drugim te, ktére znajduja sie na wspblnych two-
rzgeych walca. Dla obu przeksztalcen & jest prosts stala (osizp)..

Oczywideie dla celéw konstrukeyjnych dogodniejsze bedzie powmo.wact:,wo.
Aby ono bylo okreglone, nalezy dla pewnego punktu S znaleZé odpowiadajgcy
mu punkt S, tzn. cied do stozka.
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Kreélimy wige promieh éwiatla przez S oraz plaszezyzne przez ten promied
1 wierzcholek W. Przecina ona podstawe stozka w prostej KS, a stozek
w tworzacych SW i S;W,, gdzie S; jest drugim punktem wspblnym podstawy
i prostej KS. Oczywiscie cie S, znajdowadé sig bedzie na prostej WS,.

Majac juz o§ powinowactwa £ oraz pare punktéw odpowiadajgeych sobie
S 1i 8., mozemy dla kazdego punktu X znaleZé cien X,.

Aby otrzymaé drednice sprzezone cienia, obrano na rysunku 336 érednice
sprzezone okregu QP i ST i znaleziono érednice sprzezone Q.R, oraz S.T,
cienia. Oczywidcie w gre wechodzi tylko czeéé elipsy znajdujaca sie ponizej
podstawy stozka.

Przyklad XVIIL. Znalesd cieth réunolesnika v do wnetrza kuli, gdy érédlem
sunatla jest punkt wladciwy S.

Podobnie jak w przykladzie poprzednim, nalezy znalesé linie przenikania
kuli ze stozkiem, ktérego wierzcholkiem jest zrédlo wiatta S, a podstaws dany
réwnoleznik r. Linig tg jest suma réwnoleznika r i pewnego okregu s, ktéry
jest szukanym cieniem (rys. 337).

Najdogodniej cied s narysowaé w rzucie na plaszezyzne symetrii figury
zlozone] z réwnoleznika i Zrédla dwiatla. Mamy tu okrag przedstawiony
odeinldem 4, By'. ‘

Do rzutu poziomego przenosimy A4.B, na plaszezyzne symetrii, a kodce
drugiej osi C; i D, na prosty prostopadly. Oczywiscie CoD; = 4;” By, po-
niewaz s jest okregiem.

CWICZENIA.

1. Przyjaé tak dwa stozki obrotowe, aby posiadaly cztery tworzace wspélne.

(Wsk.: Suma katéw @ iy zawartych miedzy osiami a tworzacymi stozkéw winna byé
wigksza od kata miedzy osiami; najlepiej wziaé podstawy stozkéw na kuli o §rodku we
wspélnym wierzchotku.)

2. Wykre£lié linig przenikania dwéch stozkéw, gdy podstawa jednego znajduje sie na
rzutni poziomej, & drugiego na pionowej.

3. Wiykreglié linig przenikania dwéch waleéw obrotowych stycznych do rzutni pozio-
mej, gdy promienie podstaw s rézne.

4. Znalez¢ linig przenikania powierzchni podanych na rysunkach 327—3829.

5. Czy na elipsoidach, paraboloidach i hiperholoidach nieobrotowych istnieja okregi?

6. Znalezé linig przenikania elipsoidy obrotowej z kulg.

7. Znalezé linie przenikania elipsoidy tréjosiowej z walcem opisanym na kuli, ktérej
frodek znajduje sie w érodku elipsoidy, a érednica jest najmniejsza of.

8. Znaleié przenikanie torusa o osi nachylonej do rzutni poziomej pod katem ostrym
z kulg, gdy érodek kuli i of torusa leza w plaszezyznie réwnoleglej do rzutni pionowej.

9. Udowodnié, ze linia przenikania stozkéw na rysunku 335 skiada sig z dwéch stozko-
wych, wykazujae, ze przekroje obu stozkéw plaszezyzng przechodzaca przez przekatne

czworokata, ktérego bokami sg konturowe tworzace, a prostopadly do rzutni poziomej sa
identyczne.

icm
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(Wsk.: Wykazaé, ze przekroje obu stozkéw majs wspolne wierzeholki i ogniska; pierwsze
jest oczywiste, drugie wynika z tego, ze sumy przeciwleglych bokéw czworokata opisanego
na okregu sg réwne).

10. Znalezé przenikanie stozkéw opisanych na wspélnej kuli, gdy prosta laczaca
wierzcholki jest: a) styczna do kuli, b) przebija kule w dwéch punktach.

(Wsk.: Oprzeé sie na éwiczeniu 9.)

11, Znalezé cied do wnetrza stozka, gdy Zrédlem &wiatla jest punkt wlagciwy.

(Wsk.: Oprzeé sie na kolineacji o §rodku w wierzcholku jednego lub drugiego stozka.)

12. Znalezé cied do wnetrza walca, gdy Zrédlem $wiatla jest a) punkt wladciwy,
b) punkt niewladciwy.

13. ZnaleZé przenikanie dwéch stozkdw, ktére sy do siebie styczne wzdluz jednej
tworzacej, ale posiadajg wierzcholki réine. Podstawy przyjaé na rzutni poziome;j.

14. Znalezé cieh réwnoleznika do wnetrza paraboloidy obrotowej.

15. Znalezé przenikanie dwoéch hiperboloid jednopowlokowych obrotowych, ktérych
okregi szyjne sg wielkimi okregami tej samej kuli.

16. Znalezé przenikanie dwoch réwnych toruséw o osiach przecinajacych sie.

17. Narysowaé linig przenikania torusa z kulg styczng w dwdéch punktach do torusa.
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