ROZDZIAL IV

POWIERZCHNIE DRUGIEGO STOPNIA

§ 30. Kolineacja i przeksztalcenie rzutowe przestrzeni

I. Kolineacja ukladéw plaskich [«] 1 [«/] ztaczonych na jednej plaszezy#nie
okredlona byla (§ 23) jako przeksztalcenie zlozone ze skonczonej ilodei koli-
neacyj pomiedzy réinymi plaszezyznami, spelniajace warunek, ze odpowiada-
jace sobie punkty lezg na prostych przechodzacych przez pewien punkt (§ro-
dek kolineacji). ,

Jegdli $rodek kolineacji W nie lezy na osi %, to mozna na podstawie twierdze-
nia Pappusa (§ 25) okredlié kolineacje srodkows na
wspdlnej plaszezyZnie jako przeksztalcenie, ktére przy
danym punkeie W, proste] % (rys. 283) i liczbie
¢ (# 0) kazdemu punktowi X’ przypisuje punkt
f(X) = X” na promieniu WX, ktéry spelnia warunek:
(WXX'X") = ¢, gdzie X oznacza punkt na osi k.
Istotnie, gdy A’A” jest para odpowiadajacych sobie
punktéw, to proste A’X’ i A”X” przecinajy sie
w punkeie K na osi kolineacji i

(WAA'A”"y= (KW, k, o/, o) = (WXX'X") =e.

Liczbe ¢ nazywamy cechg kolineacys.

Przyjmiemy to za punkt wyjdcia w definicji kolineacji drodkowej w prze-
strzeni tréjwymiarowe;j.

Weimy pod uwage punkt W, plaszezyzng 7 nie zawierajsca W i liczbe ¢
rbézng od. zera.

Praeksztalceniem Srodkowo-kolineacyjnym preestrzeni rautowe] na siebie o $rod-
ku kolineacis W, plaszczyénie kolineacii 7 i cesze kolineacjs ¢ nazywamy odpo-
wiednodd, w ktdrej punktows X’ odpowiada na prostej WX’ punkt F(X') = X
spelniajgey warunek (WXX'X") = c.

Latwo zauwaiyé nastepujace whsnosei kolineacii przestrzeni:

a) punktom prostej =’ odpowiadaja punkty prostej »’* przechodzace] przez
punkt K, w ktérym z’ przebija plaszezyzne kolineacji (rys. 284 a).

(W szezegblnodei punktowi K odpowiada punkt K.)
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b) prostym przecinajacym sie odpowiadaja proste przecinajace sie, skodnym.
— skoéne. '

¢) punktom plaszezyzny o odpowiadaja punkty plaszezyzny o’ przecinajg-
cej sie z nig na plaszezyznie 7.

d) punktom stozkowej S’ odpowiadaja punkty stozkowej S”’.

e) jesli punkty X’, Y’, Z’ i U’ leiza na prostej, to (X'Y'Z'U") =
= (X"Y"Z"U").

) jedh ciag X'y, X/, ..
zbiezny i ma granice A”.

Wiasnoéé a) wynika z warunku (WXX'X") = ¢ = (W 4 4’ A”), ktory
na podstawie tw. Pappusa bedzie spelniony wtedy, gdy prosta 4”X” prze-
chodzi przez punkt K, w ktérym A’X’ przecina plaszezyzne kolineacji 7.
Wtasnodé b) wynika wprost z definicji, ¢) z b), zaé d) i e) z tego, ze ograniczajac:
sig do punktéw pewnej plaszezyzny o otrzymujemy, jak latwo widzieéd, koli-
neacje miedzy o 1 o, .

Aby udowodnié cigglodd przeksztalcenia (wlasnodé f) wystarczy zauwazyé,.
ze gdy 0'10” sa para odpowiadajacych sobie punktéw, to wiazka [O'] prze-
chodzi w sposéb ciagly na wiazke [0”]. Biorac trzy wiazki [0,], [0,] i [Os]
o wierzchotkach nie lezacych na prostej i rozpatrujac promienie tych wigzek
przechodzace przez punkty X, X,, ... ciagu, widzimy na podstawie definicji
granicy w przestrzeni rzutowej, ze ciag X", X"y, ... jest zbiezny do A4”.

Wezmy punkt niewlasciwy N'*.

Odpowiada mu punkt N*/, ktéry moina otrzymad kreélac z W prostg réwno--
legly do 2" = X’N’* i przecinajac prostg z” (rys. 284 b). Tatwo zauwazyd,
ze plaszezyZnie niewlasciwej 9’ (tj. zbiorowl wszystkich punktéw niewla-
$ciwych przestrzeni) odpowiada plaszezyzna y” réwnolegta do 7 i przechodzaca.
przez N”. Nazywamy ja plaszczyzng graniczng. Podobnie istnieje plaszczy-
zna &’ réwnolegla do 7, ktére] odpowiada plaszczyzna 87*. Aby znaleZé &,

. dazy do granicy 4, to ciag X", X”,, ... jest.
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wystarczy na prostej o przyjaé punkt M”* i narysowaé odpowiadajacy mu
punkt M’ na z'.

7 whsnoéci d) i b) wynika, ze powierzchni stozkowej A\, ktérej podstawa
jest krzywa stozkows S’, odpowiada powierzehnia A", ktéra ma za podstawe
réwniez krzywa stozkows S”; jest ona walcem, wzglednie stozkiem, zaleznie
od tego, czy wierzchotek powierzchni A’ lezy na plaszezyZnie granicznej o,
czy nie. Jedliby poza wierzcholkiem W miata jeszeze dwie tworzgce wspélne
% &, to walec A” bedzie miat za podstawe hiperbole, jesli jedns, to parabole.
Plerwszy nazywamy walcem hiperbolicznym, drugi parabolicznym.

Jesli powierzchnia A’ jest walcem, to A" bedzie stozkiem o wierzchotku na
plaszezyZnie .

II. Kolineacja, dla ktérej. (WXX'X") = —1, nazywa sie snwolucyjng.

Kladge X7 = Y’ otrzymamy Y = X oraz —1 = (WXX'X") =
= (WYY'Y") = (WXX" Y") = (WXY” X"), a wigc Y’ = X'; funkcja
zatem X" = f(X’) spelnia warunek X’ = f(X"), tzn. jest identyczna ze swolm
odwréceniem. Wynika stad w szczegdlnodei, Ze plaszezyzna graniczna
pokrywa sie z plaszezyzng graniczng o'

Zauwazmy, e jezeli wefmiemy na plaszczyZnie kolineacje inwolucyjng
przyjmujac biegun i biegunows wzgledem stozkowe] S za érodek i of kolineacjt
{rys. 251), to kazdy punkt X’ krzywej przejdzie na punkt X’/ nalezacej réwniez
do tej krzywej. Mamy wiec kolineacje, ktéra krzyws S przeprowadza na siebie,
przy czym na S beds istnialy dwa fikspunkty, jesli biegunowa przecina S, a nie
bedzie na S zadnego, jesli biegunowa lezy zewnatrz.

III. Jedéli punkt W jest niewlaéciwy, to kolineacje nazywaé bedziemy po-
winowactwem. W tym przypadku punktowi wladciwemu odpowiada punkt
wladciwy, a niewladciwemu — niewladeiwy. Z tego wynika, Ze prostym réwno-
legtym odpowiadajg proste réwnolegle, plaszezyznom réwnolegtym plaszezyzny
réwnolegle, elipsom — elipsy, parabolom — parabole, & hiperbolom — hiper-
bole. , »

Jesli odcinek A’B’ jest réwnolegly do plaszezyzny 7
— ktéra teraz nazywa sie plaszczyzng powinowactws —
to odpowiadajagcy mu odcinek A”B” bedzie réwny
i réwnolegly do niego (rys. 285). Z tego wynika, ze figu-
" rom polozonym na plaszezyznach réwnolegltych do pla-
szezyzny powinowactwa odpowiadajs figury przysta-
Jace. '

Powinowactwo nazywamy prostokatnym, gdy kie-
Tunek W* jest prostopadly do plaszezyzny 7. Jedli
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poza tym zalozymy inwolucyjnoéé, to kazdemu punktowi K’ odpowiadaé
bedzie punkt X symetryczny wzgledem plaszezyzny powinowactwa.

Praeksztalcenie zlozone ze skoriczonej ilodci kolineacyj $rodkowych nazywamy
przekszialcentiem rzutowym.

Jesli pomiedzy plaszezyznami o 5 o« okreSlona jest kolineacjia X" = XY,
to mozna jq rozszerzyé nma przestrze, tzn. mosna okredlié tak kolineacje prze-
strzems X" = F(X'), 2e dla X’ nalesgeego do o bedzie F(X') = f(X').

W przypadku gdy o’ = «, przyjmujemy przez oé kolineacji k plaszezy-
zng 71 okreélamy kolineacje przestrzeni zakladajac (WXX'X") = (W44'4"),
gdzie 4’ i 4" naleza do o’.

Gdy o’ 5 o, to bierzemy 7 przez o§ kolineacji i zakladamy ( WXX' X"y =
= (WKA'A"), gdzie K, 4’1 4” sy odpowiednio punktami na 7, ¢’ 1 o
(rys. 284 c).

Udowodnimy twierdzenie XIII:

Jedli pigthe punktéow 4°, B, C', D', B 1 A”, B”, 0", D”, E” nie zawierajy
czwirek lezqeych w plaszczyénie, to istnieje przeksztalcenie rzutowe X' = r(X'),
ktére przeprowadza jedng pigtke w drugg, ten. spelnia warunki:

A" =7 (), B =1 (B), " =r(C"), D" =1 (D) i B =r(E).

Oznaczmy przez F’ punkt przebicia plaszczyzny A’B’C’ prosts E'D’ (rys.
286) oraz przez F” punkt na A”B”C” i E”’D”. Jak wiadomo, istnieje prze-
ksatalcenie zloZone ze skoriczonej ilodei kolineacyj érodkowych okreélone dla
plaszezyzn o' = A’B’'C'i " = A”B"(", ktére czwbrke punktéw A’, B/, ¢/, ¥’
przeprowadza w czworke punktéw 47, B”, C”, F”.

Rozszerzajage na przestrzed kazds w tych kolineacyj érodkowych na pod-
stawie poprzedniego twierdzenia, dostaniemy prze- )14 /1‘:
ksztalcenie rzutowe przestrzeni, przeprowadzajace - ’
A, B, ¢, F/ w Ai=A", Bi=B", C;=0"
i Fy=F".

Jesli przy tym prosta D; E; jest rdzna od proste]
D”E"”, to wefmy jeszcze kolineacje $rodkows
o frodku w punkcie W przeciecia E;E” 1 D;D”
i plaszezyinie o' = A”B”(" jako plaszezyZnie
kolineacji.

(Oczywiscie proste E;E”” 1 D;D” przecinajg sie,
gdyz F; = F"))

Jedli przyjmiemy teraz dwustosunek (WKD; D),
gdzie K jest punktem przebicia plaszczyzny ko-
lineacji prosts D;D”, za ceche kolineacji srodkowej

11— 47502 B. Otto
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4

przestrzeni, to ostatecznie przeprowadzimy punkty 4, Bi, Ci, D 1 Ey w pigtke
A", B”, ¢, D" i E". :

Otrzymaliémy wiec ostatecznie przeksztalcenie rautowe przestrzeni, spetnia-
jace zadane warunki.

Nie trudno zauwaiyé, ze przeksztalcenie to jest jedyne.

Gdyby punkty 4°, B’, ¢" i IV oraz A”, B, C" i D" lezaly w jedne]j plasz-
czysnie, to istnialoby nieskonczenie wiele przeksztalcend spelniajacych nalo-
zone warunki.

CWICZENIA.

1. Udowodnié jednoznacznosé przeksztalcenia w ostatnim twierdzeniu.

(Wystarczy oczywifcie wykazaé, e przeksztalcenie rzutowe przestrzeni, ktére posiada
pieé fikspunktéw, miedzy ktérymi nie ma czwérki lezgcej w plaszezyZnie, jest przeksztal-
ceniem identyeznym #(X’) = X'.)

2. Dane sa dwa ostrostupy ezworodcienne. Wykazadé, ze istnieje nieskoriczenie wicle
przeksztalcent rzutowych przestrzeni, ktére wierzcholki jednego ostrostupa przeprowadzajs,
w wierzcholki drugiego ostrostupa.

3. Jaka figura odpowiada szeScianowi, ktéry z plaszczyzna granicznag posiada tylko
wierzcholek wsp6lny?

§ 31. Definicja i ogdlne wlasnoéci powierzchni
drugiego stopnia

I. Kwadrykq albo powierzchnig drugiego stopmia nazywamy zbiér punkiéw,
ktory kazda plaszezyzne preecing w stozkowej (zdegenerowane] lub nie).

Np. kula jest kwadryks, gdyz plaszczyzna moze ja przeciaé w kole, w punk-

cie lub zbiorze pustym, tzn. w stozkowej. Walce i stozki, ktére posiadaja za
podstawy krzywe stozkowe, sg réwniez kwadrykami.

Yatwo zauwazyé, ze a) zbiér pusty, b) punkt i c) prosta spelniajg naszs,
definicje, sg wige kwadrykami. ,

Wylaczmy je z naszych rozwazan i starajmy sie zbadaé pozostale.

Niech wiec @ bedzie kwadryks, ktora nie jest zadng z tych trzech osobliwych
rodzajéw. Przyjmijmy punkt P nie nalezgcy do @ i polaczmy go z punktem
4’ na D (rys. 287). Oczywidcie prosta PA’ nie lezy na @, gdyz w przeciwnym
razie punkt P musiatby nalezeé do @. Niech B’ oznacza punkt kwadryki &
nie nalezacy do prostej PA’. Jedli przez P, 4’ i B’ przyjmiemy plasz-
czyzng y, to czesé wspblna @ iy bedzie prosts, para prostych lub stozkows
niezdegenerowans.

Polgezmy punkt B’ z punktem P. Z zalozen naszych wynika, ze @ posiada
punkty poza plaszezyzng y. W przeciwnym bowiem przypadku powierzch~
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nia @ skladalaby sie z pary pro-
stych lub stozkowej niezdegene-
rowanej, co jest wylgczone, gdyz
te zbiory nie sg — jak widaé z de-
finicji — kwadrykami.

Niech wigc €’ bedzie punktem
kwadryki @ nie lezacym na y.

Wezmy na kazdej prostej = prze-
chodzacej przez P i majgce] punk-
ty X’ i X” wspblne z powierzch-
nig @ punkt X harmoniczny do P
wzgledem X’ 1 X", tzn. taki, ze
(X' X'PX) =—1; jesli X' = X",
to — jak wiadomo — X = X".

Udowodnimy, ze zbiér & wszystkich punktéw harmonieznych X lezy w je-
dnej plaszezyznie.

Zaunwazmy, e jeSli plaszezyzna przechodzaca przez P ma z @ tylko prosts ¢
wspblng, to ¢ nalezy do zbioru £, jesli stozkows niezdegenerowans S, to biegu-
nowa p punktu P nalezy do &, jesli wreszcie wspélng cze$é stanowia dwie
proste, to jak latwo wynika z twierdzenia Pappusa, zbiér punktéw harmo-
nicznych z P jest prosta przechodzacs przez ich punkt wspblny.l

‘Wezmy teraz trzy plaszezyzny: « = PBC, f = PC4 iy = PABi oznaczmy
przez a, b i ¢ proste, na ktérych znajduja sie punkty harmoniczne z P; oczywi-
$cie tworza one tréjkat, gdyz np. punkt 4 harmoniczny z P wzgledem 471 4”
w czworce (A’4”PA) = — 1 musi leseé na b ic. Niech © bedzie plaszezyzng
tego tréjkata. Polgczmy punkt X’ powierzchni @ z P i oznaczmy przez X~
drugl punkt wspélny z &, a przez X punkt przebicia = prosta PX".

Wystarczy oczywiscie udowodnié, ze (X’X”PX) = —1. W tym celu prze-
prowadZmy przez prosts PX’ taks plaszczyzne 8, aby przeszla ona przez jeden
wierzcholek tréjkata ABC np. C i przecigla bok przeciwlegly w punkcie we-
wnetrznym U. Widaé, ze punkty harmoniczne na d znajduja sie na prostej
CU, na ktérej musi réwniez lezeé punkt spelniajacy relacje (X'X”PX) =
= —1; jest wiec X =X, c. b.d.d.

Plaszezyzne =, na kitrej lesq wszystkie punkty harmoniczne z P wzgledem
kwadryke @, nazywamy plaszczyzng biegunowg punktu P, a punkt P biegunem
plaszezyzny .

Oznaczmy przez Sp przekrd] kwadrylki @ plaszezyzng 7. Stozkowa Sp moze
by¢é zbiorem pustym (jeshi np. D jest kuly, a P punktem wewnetrznym), punk-

Rys. 287.

1 Rys. 250. R Q jest biegunows punktu P wzgledem pary prostych XY’ i X" 7.
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tem (gdy np. @ jest powierzchnia stozkowa, a P lezy wewngtrz), parg prostych
(edy @ jest stozkiem, a P punktem zewnetrznym) lub stozkowa niezdegenero-
wana (np. dla kuli i punktu zewngtrznego).

Udowodnimy, ze Sp nie moie byé prosig.

Zalbzmy, ze tak nie jest, tzn. Sp = m. Wynika z tego, Ze co najmnie] jedna
zpar A’A”, B'B" 1 ("C" sktada sie z réznych punktéw’; niech np. bedzie ¢ =
= (" i wesmy pod uwage przekréj S4 kwadryki plaszczyzng « przechodzacs
przez P, Bi C. Poniewaz biegunowa punktu P wzgledem przekroju S4 pla-
szezyzna o ma z nig jeden tylko punkt M (na prostej m) wspdlny, wige Sa
jest para prostych MC’ i MO” (zawierajaca B'B”; oczywifcie jesli B” = B”,
to M = B). Podobnie plaszczyzna f = PCA przecielaby @ réwniez w parze
prostych NC’ i NC”. Wynikaloby z tego, ze plaszczyzna przechodzaca
przez m 1 € mialaby z @ trzy proste: m, MC i NC wspblne, co jest niemozliwe.

Prosta, ktéra ma 2z kwadrykg tylko jeden punki wspdlny, nazywe sie prosig
Styczng. )

W przypadku, gdy Sp jest stozkows niezdegenerowans, wszystkie styczne
do @ przechodzace przez P tworzg tzw. siozek opisany na powierzchne (walec
opisany, jesli P jest punktem niewladciwym). Widzimy wiee, ze stozek opisany
na kwadryce jest kwadryke. Wspdlng czeéeia obu kwadryk jest stozkowa nie-
zdegenerowana Sp.

Jedli Sp jest zbiorem pustym, to przekrdj S, kazdy plaszczyzng o prze-
chodzaca przez P jest stozkows niezdegenerowans, poniewaz krawed? o i,
ktéra jest biegunows punktu P wzgledem S,, nie przecina S,. Podobnie,
jesli Sp jest punktem, to co najmniej jedna z trzech plaszezyzn: «, f lub y
przecina @ w stozkowej niezdegenerowanej. Gdy Sp jest para prostych ¢,
1t,, to kazdy przekrdj S, plaszezyzng « zawierajgca punkt P, a nie przechodzaca
przez punkt T przeciecia #; 1 ¢,, jest — jak wynika z dotychezasowych roz-
wazan - stozkows niezdegenerowana, dla ktérej biegunowa punktu P prze-
cina f, 14,. Jedli plaszczyzna o przechodzi przez T, to przecina @ w punkeie 7',
prostej ¢, prostej ¢, lub parze prostych ¢ i ¢”. Ponlewaz ¢’ i ¢’/ musza mieé po
jednym punkecie wspdlnym z kazda stozkows S4, wiee kwadryka @ jest w tym
przypadku stozkiem (walcem) o wierzchotku 7.

Widzimy wiec, ze je§li @ nie jest powierzchnig stozkows, to plaszczyzna
biegunowa 7 kazdego punktu P nie nalezgcego do powierzchni przecina ja
w stozkowej niezdegenerowanej Sp lub czedé wspdlna @ i 7 jest zbiorem

pustym.

II. Zalézmy, ze nieosobliwa kwadryka & nie jest powierzchnia stozkows.
Z wlasnodci biegunéw i biegunowych sprzezonych krzywej stozkowej wynika,

! Poniewaz z warunku X’ = X" wynika, ze X’ naleiy do Sp.
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ze jedli plaszezyzna biegunowa =
punktu P przechodzi przez punkt R,
to plaszezyzna biegunowa p punk-
tu R przechodzi przez punkt P. -

Oznaczmy przez ! krawedZ pi=
(rys. 288). Jesli obierzemy punkt U
na I, to odpowiadajgca mu pla-
szczyzna biegunowa 7 przejdzie
przez prosta RP = . Z tego wynika,
ze dla kazdego punktu N prostej [
plaszezyzna biegunowa v przechodzi
przez prostg 1.

Proste I i | nazywamy prostyms
sprzezonymi wzgledem kwadryks.

Jedli oznaczymy przez O punkt
przebicia plaszezyzny 7 prosta I, to
jego plaszezyzna biegunows w przej-
dzie przez R, Pi U. Otrzymaliémy
czworo$cian P, R, O, U o te] wiasnodci, ze biegunowa kazdego wierzchotka
jest dciang przeciwlegla, a prosta sprzezona do kazdej krawedzi jest kra-
wedzig przechodzaca przez dwa inne wierzcholki (tzw. krawedZ przeciw-
legta). )

Jesli punkt P jest niewladciwy, to = nazywamy plaszezyzng Srednicowq
kwadryki; dzieli ona na polowy cieciwy przechodzace przez P*. Krawedz
dwoch plaszezyzn frednicowych = i o nazywa sie érednicg; jest ona sprzezona
z prostg niewlasciwg P B>,

Riegun plaszezyzny niewlasciwe] nazywa sig $rodkiem kwadryki. Jedli jest
on punktem wladciwym, to dzieli na polowy wszystkie cigciwy przechodzace
przez niego. Kazda drednica musi oczywidcie zawieraé¢ $rodek powierzchni.

Jesli plaszezyzna w przecina powierzchnie @ w stozkowe] niezdegenerowa-
nej S, to istnieje punkt P, dla ktérego = jest plaszczyzng biegunows. Istotnie,
biorac na = trzy punkty R, U 1 O nie lezgce ani na S, ani na wspélnej prostej,
otrzymamy trzy plaszezyzny biegunowe p, 7 1 w, ktbre przecinajg sie w jednym
punkcie P, poniewaz z plaszczyzng = maja wspblne trzy proste nie przecho-
dzace przez jeden punkt; oczywidcie punkt P jest biegunem plaszczyzny =.

Niech S’ i S beds krzywymi stozkowymi niezdegenerowanymi na kwa-
dryce .

Udowodnimy

Twierdzenie XIV. Istnicje kolineacja, ktéra przeprowadza kwadryke @
w siebie w ten sposéb, se stoskowa S’ przechodzi na S” i na odwrdt.
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Rys. 289.

Oznaczmy przez o« i o« plaszezyzny stozkowych S§” i §”, a przez % ich
krawedZ. :

Zalozry, ze prosta k nie ma punktéw wspblnych z powierzechnig @. Niech
K'i K" bedg biegunami proste] k wzgledem S’1 8" (rys. 289). Przeprowadzmy
przez prostg K'K" plaszezyzne y; przecina ona @ w stozkowe] S, a plaszczyzny
o’ 1 o w prostych o’ i a”. Czworokat zupelmy wpisany w S, dla ktérego o’
1 a” jest parg bokéw przeciwlegtych, posiada jeden punkt przekatny na k,
a dwa inne na K'K”.

Weimy pod uwage kolineacje inwolucyjng przyjmujgc érodek w jednym
7 nich, np. w R, a plaszczyzne kolineacji v przez k1idrugi (@Q). Poniewaz prosta
K’K” jest sprzezona z krawedzia k, wigc plaszezyzna biegunowa punktu R
wagledem @ przejdzie przez k; poza tym musi ona przejéé przez punkt A na
przekatnej PQ czworokata, dla ktérego czwérka (4’A”’RA) jest harmoniczna;
ale prosta PQ przecina 4’4" wtakim punkcie 4, ze (4’4" RA) = — 1. Z tego
wynika, ze 4 = 4. Plaszczyzna biegunowa punktu R przechodzi wiec przez
Qik. Latwo zauwazyé, ze w kolineacji inwolucyjnej o érodku R i plaszezyZnie
stalej 7 powierzchnia @ przechodzi w siebie. Poniewas przy tym plaszezyzna o
przechodzi na «”, wige czedé wspélna @ i a, tzn. S’, przechodzi na czedé
wspblng @ i o, tzn. S”.

Gdyby prosta & miala jeden punkt wspélny z @, to znaczy gdyby S’ i 87
byty styczne do & w punkeie wspélnym, to na podstawie § 27 istnialaby koli-
neacja o frodku W miedzy o 1 &, w ktérej stozkowej S’ odpowiadalaby stoz-
kowa S”. Biorac za plaszezyzne kolineacji hiegunows punktu W wzgledem
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& mozna jg rozszerzyé na kolineacje inwolucyjna przestrzeni, w ktére] @
przechodzi na siebie.

Jedliby prosta & przebijala kwadryke @ w dwoch punktach, to dowéd mozna
by przeprowadzié analogicznie jak w przypadku plerwszym: przeprowadzajac
przez bieguny K’ i K” prostej k& wzgledem stozkowych S i 8" plaszezyzng y
przecinajaca @ w stozkowe] niezdegenerowanej. - Otrzymujemy na przecieciu
z 8’1 8" punkty 4°, A”, B'i B”, tworzace czworokat o jednym punkcie prze-
katnym na krawedzi k. Przyjmujac jeden z pozostatych punktéw przekatnych
za §rodek kolineacji, a plaszczyzne przechodzaca przez drugl i krawedZ k za
plaszezyzng kolineacji, okredlié mozna takie przeksztatcenie érodkowo koli-
neacyjne, w ktérym kwadryka przechodzi na siebie tak, ze stozkowe S’ i S”
zamieniajg sie.

Udowodniliémy wiec twierdzenie we wszystkich przypadkach.

W przypadku, gdy plaszezyzny o 1 o’ sg réwnolegle, stozkowe S’ 1 S” sa
podobne (jesli np. S’ jest okregiem, to S” jest réwniez okregiem). Mamy wige

Whniosek. Jedli preekroje kwadryks plaszczyznami réwnoleglymi nie sq
zdegenerowane, to sg podobne.

III. Zaldzmy, se nieosobliwa kwadryka @ nie jest powierzchnia stozkowa.
Niech r bedzie plaszezyzna przecinajacg kwadryke @ w stozkowe] niezdegene-
rowanej Sp; a punkt P biegunem plaszczyzny w. Poniéwaz Sp jest stozkows
niezdegenerowans, wiec istnieje kolineacja X’ = f(X), ktéra @ przeksztalca
na pewng powierzchnie @ w ten sposdb, ze Sp przechodzi na okrag S’. Niech
X’ = F(X) bedzie rozszerzeniem funkeji
X’ = {(X) na przestrzerl tréjwymiarows.

Wezmy jeszeze plaszezyzny ofy 1oy 10-
wnolegle do =’, ktére przecinajs @ w stoz-
kowych S’; 1 8’,. Poniewaz S’ jest okre-
giem, wiec S’ 1 ', saréwniez okregami.
Oczywidcie $rodki wszystkich okregdéw
lezacych w plaszezyznach réwnolegtych
do =’ znajduja sie na prostej I’ sprzezone]
z prosta niewladciwg plaszczyzny =’

Okreélmy powinowactwo, ktére pozo-
stawia w miejscu punkty plaszczyzny =/,
a prosta I/ przeprowadza w prosts ' pro-
stopadly do =, ' ‘

Powierzchnia @ przejdzie wowcezas na
kwadryke obrotows @

Aby to wykazaé, weZmy pod uwage
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dwie plaszezyzny f 1y przez prosta I”7. Kazda z nich przetnie okregi 87, S
i 8, (rys. 290) powierzchni w szeseiu punktach, ktére do siebie przystaja
przez obrét, Z tego wynika, ze réwniez przekroje kwadryki @ plaszezyznami
B iy, jako stozkowe przechodzace przez przystajace szostki punktéw, do siebie
przystaja, tzn. ze @’ jest powierzchnig obrotows.

Mamy wige

Twierdzenie XV. Kaidg kwadryke nieosobliwg moina za pomocy prze-
ksztalcenia rzutowego przestizemi przeprowadzié ne kwadryke obrolowa.

Przekroje plaszezyznami przechodzacymi przez of obrotu powierzchni

Rys. 291,
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obrotowe] nazywamy poludnikami powierzchni. Moga, wiec zajéé co najwyze]

cztery przypadki:

2) poludnik powierzchni jest elipsa (lub okregiem) (rys. 291 a),

b) » » » parabolg (rys. 291 b),
c) » » » hiperboly o osi rzecaywistej [ (rys. 291 c),
d) » » » hiperboly o osi urojonej 7 (rys. 291 d).

W trzech pierwszych przypadkach bedzie mozna za pomocs kolineacji
przeksztateié @ na kule.

Weimy w tym celu kule v wpisang w powierzchnie wzdtus stoskowe] S
(mozma jg otrzymaé przez obrét okregu stycznego do potudnika w punktach
na S’). Oznaczmy przez W biegun plaszezyzny ©° wazgledem & (oczywidcie
W lezy na 1); jest on réwnoczesnie biegunem tej plaszezyzny wzgledem kuli 5.

Prosta I przebija @ w punktach 47 i B”, a kule w punktach 4 i B. Roz-
patrzmy kolineacje drodkows przestrzeni, ktérej $rodkiem jest punkt W,
plaszezyzng stals, /', a 4”7 1 4 pars odpowiadajacych sobie punktéw. Fatwo
zauwazyé, ze kwadryka @ przejdzie wowezas na kule, gdyz na kazdej plasz-
czyZnie zawierajace] | potudnik kwadryki przejdzie na poludnik kuli (§ 27).

Jest widoczne, ze W trzech pierwszych przypadkach potudnik moze byé
zupelnie dowolng stozkows o osil z wylaczeniem hiperbol, dla ktérych I jest
osia urojona.

Pozostaje do rozstrzygniecia pytanie, czy jest mozliwe takie polozenie jak
na rysunku 291 d, tzn. cey preez obrét hiperboli dookola osi urojonej powstaje
powierzchnia drugiego stopnia.

IV. Wezmy dwa peki ptaszezyzn (p) i (r) o osiach skoénych (rys. 292 a)
1 prosta, ¢ nie przecinajgcy ani p, ani . Niech &, = /(&) bedzie funkeja, ktéra

¢



pem


170 ROZDZIAZL 1V. Powierzchnie drugiego stopnia

kazdej plaszezyznie £ peku (p) przypisuje w peku (r) tg plaszczyzng &5, ktéra
przecina sie z nig na prostej ¢.

Widad, ze przeksztalcenie jest okreglone dla wszystkich elementéw peku (p),
a funkcja odwrotna &, = f(&,) istnieje i jest okrelona dla wszystkich ele-
mentéw peku (7). :

Udowodnimy, ze zbiér H wszystkich prostych z, w ktérych przecinajg sie
odpowiadajace sobie pary plaszezyzn &, i &,, tworzy kwadryke @.

Zauwazmy w tym celu, ze przecinajge pek plaszezyzn (1) (vys. b) plaszczyznams
o i f o krawedz k skosnej wzgledem 1 1 praypisujge sobie te proste x © z”, ktdre
lezq w jedne] plaszczyinie pekuw (1), otrzymamy preeksztatcenie homologicane pekéw
prostych na o« 1 f. Jest to oczywiste, gdyz odpowiadajace sobie proste obu
pekéw przecinaja sie na krawedzi & obu plaszezyzn o i f.

Przystepujac do dowodu, ze zbiér prostych = (a raczej punktéw nalezgeych
do prostych z) tworzy powierzchnig drugiego stopnia, wezmy pod uwage
najpierw plaszczyzne o przechodzgcs przez g. Przecina ona peki (p) i (r) w pe-
kach prostych (W,) i (W,). Poniewaz odpowiadajace sobie promienie pekéw
(Wy)1(W,) (tzn. te, ktére znajduja sie na odpowiadajgeych sobie plaszczyznach
pekdw (p) 1 (r)) przecinajg sig na ¢, wige mamy miedzy (W,) i (W,) okreslong
homologie 1 wobec tego czedé wspdlna w 1 zbioru H jest para prostych gi W, W,.
Kazda wiec plaszezyzna przechodzgca przez ¢ przecina @ w stozkowe] zdegene-
rowanej, skladajace] si¢ z prostej ¢ i pewnej prostej przecinajscej o i r; oczywi-
dele jest to prosta laczaca punkty przebicia pi7r z w.

Niech teraz § bedzie plaszezyzng nie zawierajac ¢ i oznaczmy przez (V)
1 (V,) peki prostych, w ktorych 8 przecina (p) i (r). Miedzy elementami peku
(V1) a elementami peku (W;) mamy homologig, podobnie migdzy (W,) i (W.)
oraz miedzy (W,) i (V). Jest wige ostatecznie miedzy (V) i (V) przeksztal-
cenie rzutowe, w ktérym — jak wynika z definicji tych homologii — odpo-
wiadajgce sobie proste v, i v, przecinaja sie na prostej nalezacej do H. Prze-
kréj ptaszezyzng & jest wiee stozkowa i wobec tego zbiér @ kwadryks; nazy-
wamy ja hiperboloidy jednopoutokowq (rys. 292 c).

Zauwazmy, e kazde dwie proste z i & kwadryki @ nalezace do H sa skogne.
Istotnie, gdyby lezaly w plaszezyznie, to proste p i r jako przecinajgce sie
z nimi znajdowalyby sie w tej samej plaszczyZnie, co przeczy zalozeniu.

Niech teraz z, Z i z beda trzema elementami rodziny prostych H. Wiadomo,
& przez dowolny punkt P na 2 mozna poprowadzié prosta y przecinajacs &
iz. Plaszezyzna o przechodzgca przez iy przecina @ wstozkowej S, do ktore]
nalezy prosta i te punkty prostych F i z, ktére lezg na y. Z tego wynika,
ze y_nalezy do S, a wiec tez do @. Wszystkie proste y przecinajace proste z,
Z 1% tworzg rodzine prostych H,, o ktérej. mozna podobnie jak dla H udowo-
dnié, ze kazde jej dwie proste sa skogne. Mamy zatem
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Twierdzenie XVI. Na hiperboloidzie jednopowlokowej istniejq dwie
rodziny prostych H i H,. Przez kazdy punkt powierzchni preechodzs jedna prosta
jednej rodziny © jedna prosta drugiej rodziny. Duwie proste hiperboloidy prze-
cinajq sie jedymie wiedy, gdy nalezq do résmych rodein.

Wezmy pod uwage plaszczyzng o przechodzacs
przez proste z 1 y przecinajgce sig w punkcie P.
Niech o bedzie dowolna plaszezyzng przechodzacy
przez P, a rbézng od o (rys. 293). Jedli o nie zawiera
ani z, ani ¥, to przecina kwadryke @ w stozkowe],
ktéra z plaszczyzna o ma tylko punkt P wspélny;
krawedZ zatem o i ¢ jest styczng do stozkowej
w punkcie P. Jesli « przechodzi przez = (lub y),
to przekréj sklada sie z @ (y) 1 prostej j (») nie
zawierajacej P; w tym przypadku @ (y) jest styczng. Zawsze wige proste
styczne lezg w plaszezyZnie o. Zatem o jest plaszezyzng stycang do hiperboloidy
w punkcie P.

Jest widoczne, ze kazde przeksztalcenie rzutowe hiperboloidy jednopowloko-
wej @D jest powierzchnia, ktéra powstaje w ten sam sposéb co @, a wige jest
hiperboloida jednopowlokows.

Niech @°, oznacza hiperboloide jednopowlokows, obrotows, na ktérs moina
wedlug ndowodnionego twierdzenia zawsze przeksztalcié rzutowo kwadryke @.
Poniewaz @° nie jest ani stozkiem (stozek nie zawiera prostych skosnych),
ani nie moze byé rzutowo przeksztalcone na kule (na kuli nie istniejg proste),
wiee @° musi byé powierzchnia, ktérej poludnikiem jest hiperbola o osi
urojonej [ (rys. 291 d). ’ :

Nie trudno zauwazyé, ze za pomocs powinowactwa prostokatnego o kie-
runku ! mozna P° przeprowadzié w hiperboloide, ktérej poludnikiem jest
zadana z géry hiperbola.
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V. Poniewaz wartoéé dwustosunku jest niezmiennikiem przeksztalcen rzu-
towych, wige wlasnodé ,,byé biegunem i biegunows jest wlasnodcig rzutows.
Tstotnie, jedli plaszezyzna w jest biegunows punktu P wzgledem kwadryki @,
to uzyskane po przeksztalceniu elementy P’ i 7’ s3 biegunem i biegunows
wrgledem przeksztatconej kwadryki @, z réwnodei bowiem (X'X"PX) =
=—1, gdzie X’ i X s3 punktami na @, a X na =, wynika réwnosé
(X’X"PX)= —1 dla odpowiadajgcych im punktéw na @ i .

Dotychezas nie rozpatrywaliémy przypadku, gdy punkt P lezy na kwa-
dryce @, poniewaz nie znajac blize] wlasnoéei kwadryk nie potrafiliby$my
odpowiedzied na pytanie, co tworza punkty X harmonicznie zwigzane z da-
nym punktem P i punktami X’ i X" na ®.
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Zakres rozwazail nie ulegnie zwezeniu, jesli zalozymy, ze @ jest kwadryks
obrotows. Jest natychmiast widoczne bez zadnych trudnodei, ze powierzchnia,
obrotowa, ktérej potudnik jest krzywa posiadajacs w punkeie P prost styczna,
posiada w punkeie P plaszczyzne styczna. Poniewasz potudnik kwadivki &
jest stozkows, wiec istnieje plaszczyzna styczna m w punkcie P do &.

Niech teraz z bedzie prosta przechodzace przez P inie lezacs w plaszezyz-
nie ©. Poniewaz X’ = P, wiec z uwagi na to, ze X" 5 P, jedynym punk-
tem X spemiajacym réwnanie (X’X”PX) = —1 jest X = P. Jedli prosta z
lezy na m, ale nie znajduje sig catkowicie na @ (tzn. nie jest tworzacy
kwadryki), to X” =P = X’ i réwnanie (X'X”PX) == —1 spehia kazdy
punkt X prostej z. Jesli wreszcie z jest wspblng czedcig 7 i @, to réwniez X
moze byé¢ dowolnym punktem prostej . Z tego wynika, ze wszystkie punkty
harmonicznie sprzezone z punktem P leza na plaszezyinie stycznej .

Jesdli @ jest powierzchnig stozkowa, a P jej punktem réznym od wierzchotka,
to podobnie jak w przypadku poprzednim dowodzi sie, 7e zbiér punktéw
harmonicznych z P jest plaszezyzng styezna .

Zatem: :

Josli punki P lety na kwadryce, to jego plaszceyzna biegunowa jest stycang
dla powterzehnt w punkcie P.

VI. W § 27, I wykazaliémy, e kazds stozkows niezdegenerowans mozna
przeksztalcié na okrag. Z tego wynika, ze jesli S,i S » oznacza dwie dane stoz-
kowe niezdegenerowane, to istnieje przeksztalcenie rzutowe, ktére S) prze-
prowadza na S,. Ze stanowiska wige przeksztatcert rzutowych S, nie rézni sie
od S,. '

‘Mamy wiec pieé typéw stozkowych, ktére zachowujs sig niezmienniczo
przy przeksztaleaniach rzutowych: 1) zbidr pusty, 2) punkt, 3) prosta, 4) dwie
proste (na plaszezyznie) i 5) stoskowa niezdegenerowana.

Jak wynika z dotychezasowych rozwazadh o kwadrykach, mamy szesé typéw
powierzehni drugiego rzedu: 1) 2bir pusty, 2) punkt, 3) prosta, 4) stosek
(o wierzcholku whasciwym lub niewladciwym, tzn. walec), 5) kwadryka dajgca
sig praeksztaleié rzutowo na kule i 6) hiperboloida jednopowlokowa.

Dwie kwadryki daja sie jedynie wtedy przeksztaleié rzutowo na siebie, gdy
nalezg do tego samego typu. ‘

CWICZENIA.

1. Udowodnié, ze powierzchnia & posiadajaca w punkcie P plaszezyzne styczng « prze-
chodzi w przeksztalceniu kolineacyjnym na powierzchnie @', ktéra w punkeie P’ posiada
plaszozyzne styczna o', Czy w kazdym punkcie kwadryki nieosobliwe] istnieje plaszezyzna
styczna?

2. Udowodnié, ze w przypadku gdy prosta [ nie ma punktéw wspélnych z kwadryks @
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nieosobliwg, i nie bedaca stozliem, to prosta z nis sprzezona [ przebija & w dwéch punk-
tach P i @ i plaszezyzny styczne w punktach P i @ przechodza przez . Na odwrét, jesli 1
praebija @ w dwéch punktach réinych P i @, to plaszezyzny styezne do @ w PiQ za-
wieraijg [.

(Wsk.: Przyjaé dwie plaszezyzny prees I, ktére @ przecinaja w stozkowych niezdegene-
rowanych.)

3. Wrykazaé, ze jefli stozkowa niezdegenerowana § nalezy do kwadryki @ i stozka A,
ktéry nie jest stozkiem opisanym na @, to istnieje stozkowa S, nalezgca do @ i A, ktéra
wraz z § stanowi zbibr wszystkich punktéw wspélnych obu kwadryk.

(Wsk.: Nalezy rozpatrzyé kolineacje X’ = F(X’), ktérej érodkiem jest wierzcholek
stozka, a plaszezyzng stala biegunowa wierzchotka wazgledem kwadryki.)

4. Zal6zmy o kwadryce nieosobliwej &,
ze nie jest stozkiem i weZmy plaszczyzng 7,
przecinajaca @ w krzywej niezdegenerowa-
nej S oraz biegun P plaszezyzny 7. Nech
plaszezyzna o (rys. 204) przecina @ i stozek A
opisany na @ o wierzcholku P w krzywych
niezdegenerowanych S, i §,. Udowodnié,
ze 1) dla prostej I lezgcej na 7 proste sprze-
zone wzgledem @i A pokrywaijs sig, 2) ist-
nieje kolineacja, ktorej osia jest krawed? & o
i m, a frodkiem punkt przebicia « prosts,
sprzgzong z &, a ktéra przeksztalca S; w S.,.

(Wsk.: W 2) oprzeé sie na kolineacji mie-
dzy 8,1 S).

5. Jedli plaszezyzna niewladciwa o prze-
cina kwadryke w stozkowej niezdegenerowa-
nej (rys. 291 c¢id), to stozek opisany o wierz-
cholku w biegunie plaszezyzny «*, a wiec
w frodku kwadryki, nazywa sie stozkiem
asymptotycznym. Udowodnié, ze nieosobliwe
przekroje kwadryki i stozka asymptotycznego sg podobne.

(Wsk.: Zalozyé w éwiczeniu 4. 7%° = o™.) .

6. Udowodnié, ze odcinki zawarte migdzy punktami przebicia hiperboloidy i jej stozka
asymptotycznego dowolng prosta ss sobie réwne.

7. Niech § bedzie stozkows, niezdegenerowans na stozku A. Wykazad, ze istnieje jedna
tylko kwadryka, ktéra przechodzi przez dany punkt X nie lezacy na A ani na plaszezyz-
nie o krzywej S, a dla ktérej A jest stozkiem opisanym wzduz S.

8. Udowodnié, ze przez dwa niezdegenerowane przekroje S, i S, stoika A plaszezy-
znami o, i oy, ktérych krawedZ k nie ma punktéw wspélnych z A i przez punkt X nie
nalezacy do A, «, ani oy, przechodzi jedna tylko kwadryka.

(Wak.: Przeksztatcié w éwicz, 718 A na stozek obrotowy, tak by S wzgl. Sy i, przeszly
na okregi).

Rys. 294.

9. Oznaczmy przez S, i §, dwie stozkowe niezdegenerowane lezgce w réznych plasz-
czyznach oy i oy, przechodzgce przez dwa rézne punkty 4 i B izalézmy, ze S, 1S, znajdujs
sig w kacie dwudciennym migdzy plaszezyznami o4 i op zawierajgcymi styczne a, i a,,
wzgl. b; i by, w punktach wspélnych 4, wzgl. B do S, i S,.
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Udowodnié, ze:

a) istnieja dwa stozki przechodzace przez S i S,

b) istnieje jedna powierzchnia stopnia drugiego @, ktéra przechodzi przez S, S,
ipunkt X znajdujacy sie wewnatrz tego samego kata dwusciennego co S, i S, ale
nie w plaszezyznie «; ani a,.

(Wsk.: a) Wierzcholki stozkéw lezg w krawedzi k plaszezyzn o4 i 0.

b) Wziaé pod uwage stozkowa § przecinajacg kazda z danych krzywych S;1 8, w dwéch
punktach, zawierajaca X i polozona w plaszezyznie f = (X, k). Biorac przeksztalcenie
rzutowe przestrzeni przeprowadzajace S w okrag S’ i prosta, k = 4B w prosty &', prze-
chodzges przez §rodek §’ i prostopadla do plaszezyzny zawierajacej S7, otrzymuje sie
zamiast $; 1 §, stozkowe S; i S;, o ktérych mozna wykazaé, opierajac si¢ na éwiczeniu
a), ze sg przystajace; beda one poludnikami powierzehni obrotowej @’ spemiajgcej zgdane
warunki w odniesieniu do S, S, i X,

10. Udowodnié, ze istnieje jeden stozek przechodzgcy przez dwie stozkowe niezdegene-
rowane S, 1.8, styczne do siebie w punkcie wspdlaym 7', a nie lezace w jednej plaszczyinie.

(Wsk.: Nalezy najpierw ustalié, ktére pary punktéw S, i S, beda lezaly na wspélnych
tworzacych stozka. Jest oczywiste, ze muszg to byé pary X, i X,, w ktérych styczne 2,
iz, przecinajg sie na wspélnej stycznej w punkeie 7' (por. poczatek § 27). Teraz nie trudno
bedzie udowodnié, ze wszystkie proste z = X, X, przechodza przez jeden punkt, ktéry
jest wobec tego wierzchotkiem stozka.)

11. Udowodnié, ze przez dwie stozkowe niezdegenerowane S, i S, styczne do siebie
w punkcie 7, a lezgce w réznych plaszezyznach o, i oy oraz punkt X znajdujacy sie ze-
wnatrz o; i o, przechodzi jedna powierzchnia drugiego stopnia.

(Wsk.: Weimy pod uwage stozkows S lezgcg w plaszezyznie y przechodzacej przez X,
a przecinajaca S;1.S, w czterech réznych punktach. Na podstawie twierdzenia udowodnio-
nego w ¢éwicz. 9 b istnieje kwadryka @ przechodzaca przez przecinajace sie stozkowe S
i § oraz pewien punkt ¥ nalezacy do S, (a réiny od punktéw wspélnych z S, czy S).
Wystarezy wigc wykazaé, ze S, nalezy do @.)

12. S jest elipsa, 4 jej punktem wewnetrznym. Na prostej przechodzacej przez 4
mamy dwa punkty X i ¥ elipsy §. Odcinek X4 odkladamy od ¥ do wnetrza elipsy i ko-
niec oznaczamy przez Z. Udowodnié, Ze zbidr wszystkich punktéw Z jest elipsa podobna.
o osiach pokrywajacych sie z osiami elipsy §. Udowodnié to samo dla paraboli i hiperboli..

(Wsk.: Oprzeé sig na éwiczeniach 7 i 8).

§ 32. Rzuty powierzchni drugiego stopnia

I. Majgc na mysli wlasnoécl niezmiennicze pray przeksztalceniach rzuto-
wych, podzieliliSmy kwadryki na szedé typéw. Jeéli bedziemy brali pod uwage
tylko przeksztalcenia afiniczne, to otrzymamy podzial dokladniejszy.

Poniewaz w przeksztaleeniu afinicznym punkty niewlagciwe przechodza.
na niewladciwe, a whiéciwe na wlasciwe, nalezy wige odréznié te powierzchnie,
ktére majg rdzne przekroje plaszezyzna niewladciwa.

Bedziemy wige mieli w typie 4) nastepujace rodzaje: 4,) stozhi, 4,) walce
eliptyczne, 45) walce prarabolicene 1 4,) walce hiperboliczne.

icm
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W przypadku 4, powierzchnia posiada z plaszezyzna niewlasciwa stozkows
niezdegenerowans wspélng, w 4, jeden punkt, w 4; jedng tworzaca wspélna,
tzn. plaszezyzna niewlasciwa bedzie styczna do @ i w przypadku 4, dwie two-
rzace powierzehnl znajdujs sie na plaszezyZnie niewladeiwe].

W typie 5) odrbznimy: 5,) kwadryki nie posiadajace punktéw niewladeiwych,
5,) kwadryki posiadajace jeden punkt niewladciwy i 5;) kwadryki posiadajace
stozkows niezdegenerowang na plaszczyZnie niewltasciwej. Powierzchnie ro-
dzaju 5,) nazywamy elipsoidams (rys. 291 a); 5,) — paraboloidami eliptycznyms
(rys. 291 b) i By) — hiperboloidami dwupowlokowyms (rys. 291 c). Plaszezyzna
niewladciwa jest styezna do paraholoidy eliptyeczne;j.

W typie 6) bedziemy mieli tylko dwa
rodzaje. Poniewaz kazda prosta lezaca
na powierzechni przebija plaszezyzne nie-
whadeciwg, wige mozliwe sg tylko dwa przy-
padki: 6,) @ posiada stozkows niewlasciwg
niezdegenerowana, 6,) @ posiada dwie
proste niewladciwe. W pierwszym przy-
padku mamy hiperboloide jednopowlokowq
eliptyezng, w drugim tzw. paraboloide
hiperboliczng (rys. 295). W drugim przypadku np. nie istnieje plaszczyzna
przecinajgcs powierzchnie w elipsie, gdyz przekrdj musi mieé punkty wspolne
z prostymi niewladeiwymi powierzehni, ‘

7 rozwazari § 31, IV wynika, ze plaszczyzna niewladciwa jest styczna do
paraboloidy hiperbolicznej.

Rys. 295.

11. Srednica kwadryki nazwaliémy krawedZ dwoch plaszezyzn érednicowych,
tzn. prosty ! sprzezona z prosta niewlagciwg [*°. Jesli proste 11 1% sa prosto-
padle, tzn. jedli prosta [ ma kierunek prostopadly do plaszezyzn przechodzacych
przez [, to nazywamy ja osig. Jedlil przebija powierzehnie w dwoch punktach,
w ktérych istnieja plaszezyzny styczne, to beds one prostopadie do 1, gdyz
musza przej$é przez = (§ 31, éw. 2).

Znajdsmy oé paraboloidy eliptycznej (5,). Zauwazmy w bym celu, ze plasz-
czyzna niewlagciwa ma z parabols eliptyczng jeden punkt wspdlny L, jest
wiec plaszezyzng styczng do niej. WeZmy prosta > prostopadta do L, tzn.
prosts niewladciwg lezaca w plaszczyznach prostopadiych do kierunku L.
Prosta | sprzezona z nig przechodzi przez L=, a wiec jest osia, poniewaz ! | Tee.
Drugi punkt W przebicia paraboloidy prosta ! nazywamy wierzcholkiem. Jesl
przekroje plaszezyznami prostopadtymi do osi sa elipsami, to paraboloide
nazywamy eliptyczng w écistym sensie (rys. 296 a), jesli okregami — to obro-
owq.
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Riys. 296.

Podobnie znalesé mozna of paraboloidy hiperbolicznej (6,).

Plaszezyzna niewladciwa jest styczna do powierzchni w punkeiec L> prze-
cigcia tworzacych niewladciwych 2 1y*®. Prosta ! sprzezona z prostg [* prosto-
padly do L> jest osia; drugi punkt W przeblcm oslg nazywa sig wierzcholkiem
(rys. 296 b). Kazdy przekrdj plaszezyzng réwnolegly do osi jest parabols,
zawiera bowiem jeden tylko punkt niewladoiwy L*° powierzchni, mianowicie
punkt przeciecia z* 1 y*, natomiast kazdy przekrd] plaszezyzng nieréwnolegly
do osi jest hiperbola, gdyz przecina tworzace niewlasciwe z* 1 y* w dwbch
Tésnych punktach.

Elipsoida (5;, rys. 297 a), hiperboloida dwupowlokowa (5g, rys. 297 b)1i hi-
perboloida jednopowlokowa (6,, rys. 298) posiadaja $rodki, kidre sq punkiami
wladctwyms. Istotnie, plaszezyzna niewltadciwa w® nie posiada punktow wspdl-
nych z elipsoidg, a hiperboloidy przecina w stozkowych niezdegenerowanych,

X

7

Q}
< w

b
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istnieje wiec w obu wypadkach biegun O
wiadciwy plaszezyzny w®, ktéry nazywa-
my $rodkiem powierzchni. Zauwazmy, ze of
powierzehni musi przechodzié przez jej
grodek, poniewaz . wedilug definicji jest
prosta sprzezona z prostg niewlasciwa,
ktéra lezy na ™.

Niech g(s) oznacza odlegtosé srodka O od
punktu przebicia powierzchni prosts s
przechodzacy przez frodek (tzn. polowe
cieciwy przechodzacej przez 0). Jest to
funkeja clagla, ktéra w przypadku elip- -
soidy okreélona jest dla wszystkich pro- Y A
mieni wigzki [0], w przypadku hiperboloid Rys. 208.
dla promieni znajdujgcych sig wewnatrz,
wzglednie zewnatrz stozka asymptotycznego (§ 31, éw. 5). Oznaczmy przez [y
promieti, dla ktérego o(s) osiaga minimum. Oczywiscie o(l;) > O, poniewaz O
nie nalezy do powierzchni. Zauwaimy, ze kazdy przekrd] powierzehni plasz-
czyzng przechodzacs przez [, posiada w punktach 4 i B na I, styczne prosto-
padte do I, a wiec plaszezyzny styczne o i f do powierzehni w 4 i B sg pro-
stopadle do I,. Poniewaz krawedZ [ plaszezyzn o i f jest sprzezona z [
(§ 31, éw. 2), wiec [, jest osig.

Okazuje sie, ze rozpatrywane powierzchnie majs jeszeze po dwie osie. Wez-
my przekrdj powierzchni plaszezyzng 2, biegunows punktu niewlagciwego L
prostej I,. Niech [, il; beds para osi przekroju S; powierzchni plaszezyzng 4,
a L i L® ich punktami niewlagciwymi. Eatwo zauwazyé, ze plaszezyzny Ag
i 2, biegunowe punktéw L% i L% przechodza przez l; poniewaz S, lezy na
powierzchni, wige tez A, przechodzi przez ly, a ; przez l,, Widzimy zatem,
e [, jest prosta sprzezong z [ = L7 LY, al; prosta sprzezons z 12 =L*L2.
Poniewaz l,.L1, L1, wiec Iy 1l s osiami powierzchni.

Mamy wiec w przypadku elipsoidy, hiperboloidy jednopowlokowe] 1 hiper-
boloidy dwupowlokowej tréjki osi ly, I, i Iy parami do siebie prostopadiych.

TJedli oé przebija powierzchnig, to nazywa sig reeczywisty, jesl nie ma z nig
punktéw wspblnych — wrojong. Elipsoida posiada trzy osie rzeczywiste,
hiperboloida dwupowlokowa jedns rzeczywista, a dwie urojone, hlperbolmda.
jednopowlokowa dwie rzeczywiste i jedna urojong.

Jedli jeden z przekrojéw plaszezyznami A;, A, lub 4, jest okr@glem, to kazdy
przekréj plaszezyzng réwnolegly jest okregiem i wowezas powierzchnia jest
obrotowa; jesli tak nie jest, to powierzchnig nazywamy tréjosiows w przy-
padku elipsoidy, a eliptyczng w przypadku hiperboloid.

12—-47502 E. Otto
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Niech A bedzie powierzchnia stozkows drugiego stopnia. Zauwazmy, ze
przez kazdy punkt nie lezacy na A przechodzi jedna hiperboloida, dla ktérej
A jest stozkiem asymptotycznym (§ 31, éw. 7); jest ona hiperboloidg dwu-
powtokows, jedli punkt jest wewnatrz, jednopowlokows jedli zewnatrz stozka.
Niech @ bedzie jedng z nich. Oznaczmy przez [; o§ hiperboloidy @. Jest
ona prosts sprzezons, z prosts ;. wzgledem @; poniewasz jednak A jest stozkiem
opisanym na @ wzdtuz stozkowe] na plaszczyZnie w™, wige (§31, éw. 4) prostej
17 odpowiada jako prosta sprzezona wzgledem A ta sama prosta I;. Widzimy
wiee, Ze osie hiperboloidy sg osiami stozka. Z trzech plaszezyzn 4, A;1 4,
przechodzgeych przez pary osi dwie przecinajg stozek w parach tworzgeych,
a trzecia zawiera tylko wierzcholek stozka. O§ prostopadia do nie] nazywa
sle osig rzeczywisty, dwie inne urojone. Jedli plaszezyzny prostopadie do osi
rzeczywistej przecinaja stozek w okregach, to stozek jest obrotowy, jesli
w elipsach, to stozek nazywamy tréjosiowym.

Jedna z osi walca eliptycznego jest — jak tatwo widzieé — prosts Igczaca
érodki wszystkich przekrojéw plaskich walca. Przez kaszdy jej punkt prze-
chodzy jeszeze dwie osie. Sg to osie przekroju walca plaszezyzna prostopadls,
do pierwszej.

Podobnie jedng z osi walca hiperbolicznego jest zbidr wszystkich érodkéw
przecieé plaskich walca. Przez kaidy jej punkt przechodzg jeszeze dwie osie;
53 to osie hiperboli lezgcej w plaszczyZnie prostopadie] do pierwszej osi.

Dla walea parabolicznego weZmy przekréj plaszczyzna, prostopadly do two-
rzgeych. Yatwo zauwazyé, Ze oé tego przekroju jest osia powierzchni.

III. Korzystajae z tego, ze kazds elipsoide, paraboloide eliptyczng i hiper-
boloide dwupowlokows moina za pomocs przeksztalcenia rzutowego za-
mienié na kule, bedziemy sie starali zadania o charakterze niezmienniczym
ze wzgledu na te przeksztalcenia zastapié odpowiednimi zadaniami dla kuli.

ZADANIE 1. Prezecigé kulg plaszezyzng.

Jedli plaszezyzna o jest prostopadia do rzutni pionowej, to rzut pioni)wy'
okregu przecigeia kuli jest odeinkiem A”B” $ladu pionowego (rys. 299 a),
poniewaz kazdy punkt, ktéry lezy na o, posiada rzut pionowy na v,. Punkty 4
i B znajdujg sig na okregu K, kuli, ktéry lezy w plaszezyZnie réwnoleglej
do rzutni pionowe], a przechodzacej przez érodek kuli. Rzut poziomy tego.
okregu jest odcinkiem réwnolegtym do z, a réwnym §rednicy kuli. Na ten
odeinek nalezy przenie$é rzuty punktéw 4 i B.

Weimy $rednice OD przekroju prostopadls do AB. Razut pionowy bedzie
$rodkiem odeinka 4”’B”, poziomy odcinkiem ("D’ prostopadtym do z i réwnym
rzeczywiste] wielkodel rednicy przekroju, tzn. A”B”. Poniewaz AB i CD

[§ 32] Rzuty powierzchni drugiego stopnia 179
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Rys. 299.

sg érednicami sprzgzonymi okregu, wiee A’B’ i "D’ beds érednicami sprzgzo-
nymi elipsy, ktéra jest rzutem poziomym tego okregu; ale A’B’ L C°D’, zatem
s one oslami.

Jedli jak na rys. 299 a punkt 4 lezy na gbrnej pétkuli, a B na dolnej, to
istniejs punkty T' i U, w ktérych przekrsj przecina granice obu pétkul, tj.
okrag K,. Przenoszac T i U” do rzutu poziomego K, otrzymamy punkty
stycznodei przekroju z zarysem kuli.

W przypadku, gdy plaszezyzna o nie jest prostopadta do w, ani do my, przyi-
mujemy trzecia rzutnie 7 prostopadia do A, (rys. 299 b). Porozwiazaniu zada-
nia na rzutni 7, i 7 przenosimy osie przekroju do rzutu pionowego. Oczywiscie
rzuty pionowe osi nie beda prostopadle do siebie, beds wige tylko parg Sre-
dnic sprzezonych. CGdybyémy cheieli znaleZé osie rzutu pionowego przekroju
i punkty stycznodei z zarysem, to nalezaloby przyjaé rzutnig =° prosto-
padty do v, i wykonaé konstrukeje analogiczng jak na ;.

ZADANIE II. Znaleté punkty prezebicia kuli prostg 1.

Przez prosta | przesuwamy plaszezyzne o prostopadis do rzutni poziomej,
Przecina ona kule w okregu K o érednicy AB (rys. 300); érodek O, znajduje
sie na prostej prostopadlej do o, a przechodzacej przez grodek kuli 0. Po-
niewaz o L7, wiee 00, [/ 7y, tzn. ze wysokoéé punktu Oy réwna jest wysokodci
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grodka kuli. Mozemy zatem wykonaé klad
plaszezyzny na rzutnie pozioms, narysowaé
w kladzie okrag K i prostg I i punkty prze-
ciecia z kladu przeniesé do rzutu.

Dla prostej I, réwnoleglej do rzutni pozio-
mej przyjmujemy plaszezyzng o, // 7 1 prze-
cigeie kuli (bzn. réwnoleznik) rysujemy w rzu-
cie poziomym. Punkty wspélne I'; z rzutem
poziomym réwnoleznika sg szukanymi punk-
tami.

Podobnie rozwigza¢ mozna zadanie, gdy

Ly [] mo.

ZADANIE III. Znaleté przekrdy elipsoidy
plaszezyzng.

Niech o bedzie plaszezyzng prostopadis
do rzutni pionowe], a @ elipsoids obrotows o osi prostopadiej do rzutni
poziomej (rys. 301).

We#my powinowactwo o plaszezyZnie stale] 7 przechodzgce] przez érodek O
elipsoidy, a prostopadlej do osi obrotu I, w ktérym punktowi P na I odpo-
wiada taki punkt P;, ze OP, réwna sie promieniowi okregu elipsoidy (tzn. na 7).

Wéwezas elipsoidzie @ odpowiadaé bedzie kula @; wpisana w nig wzdtuz
najwigkszego okregu. PlaszezyZnie o odpowie plaszezyzna oy, réwniez prosto-
padla do rzutni pionowej, gdyz musi przechodzié przez krawedZ & plaszezyzn
a1 7. Wystarczy juz obraé jeden tylko punkt na « i znaleé jemu odpowiada-
jacy; niech to bedzie punkt X na proste] réwnolegltej do =, a przechodzace]j
przez P. Punkt X, musi sig znajdowaé na prostej réwnoleglej do niej i wycho-
dzacej z P, oraz na XX, //1. Slad pionowy zatem plaszezyzny o, przechodzi
przez k' i X”,, poziomy jest prostopadly do z.

Przekrd) kuli plaszezyzma o, znajdujemy jak w zadaniu I. Przenoszac osie
4,B; 1 0,D; przekroju kuli do elipsoidy znajdziemy szukane osie 4B i CD.

Poniewaz kierunek powinowactwa jest pionowy, wige oczywiscie przekrdj
kuli i elipsoidy majs wspdlny rzut poziomy.

Niech teraz elipsoida @ bedzie nieobrotowa, a plaszezyzna o dowolna (rys.
302). W tym przypadku bedzie mozna powierzchnig @ przeksztalcié na kule
za pomocy dwdch powinowactw: jedno o plaszezyznie stalej v, przechodzace]
przez osie PQ i RS i parze odpowiadajacych sobie punktéw Wi W,, ktére prze-
prowadzi @ w elipsoide obrotows @, o osiach PQ, RS i U, W, i drugie o plasz-
czyZnie stalej 7, przechodzace] przez RS i U, W,, ktére podobnie jak na ry-
sunku poprzednim zamieni @; na kule @,

[§ 821 Rzuty powierzehni drugiego stopnia 181

Riys. 301. Rys. 302.

Pozostaje nakredlenie sladéw plaszezyzny «, odpowiadajace] plaszezyZnie o
w pierwszym powinowactwie 1 plaszczyzny o,, ktéra na podstawie drugiego
powinowactwa odpowiada plaszezyZnie oy. OczywiScie o; przechodzi przes
krawed? ¢ plaszezyzn o i 7 oraz przez punkt X; odpowiadajacy punktowi X
przyjetemu na $ladzie poziomym ke, poniewaz X, znajduje sie na w,, wige
otrzymujemy hq, taczac X, z H,. Slad pionowy ke, bedzie oczywidcie réwno-
leglty do ¢”. Dla wykreglenia §ladéw plaszczyzny o, przenosimy punkt Y,
gladu pionowego ke i korzystamy z tego, ze krawedZ ¢ plaszezyzn oy i 7 musi
lezeé na o,

Po wyznaczeniu osi A, B, 10, D, przekroju kuli przenosimy je do elipsoidy,
obrotowej i w koricu tak znalezione osie 4,B; i C,.D; do elipsoidy tréjosiowe]
uzyskujac dla szukanego przekroju réwniez osie AB i CD.

ZADANIE IV. Znalesé punkty przebicia paraboloidy obrotowej prosig m.

Przeksztalémy paraboloide na kule. Najlatwiej bedzie to moina zrobié
wpisujac kule @, w powierzchnie wzdluz danego okregu S (na rys. 303 przyjeto
okrag na rzutni poziome;j). Za $rodek kolineacji weZmy wierzcholek W stozka
opisanego na obu powierzchniach wzdluz okregu S.
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Przyjmujac jeszeze plaszezyzng T okregu S za
plaszezyzne kolineaci, a wierzcholek parabo-
loidy U i jeden z punktéw kuli na osi ! za pare
odpowiadajacych sobie elementéw, otrzymamy
kolineacje, ktéra paraboloide przeprowadza
w kule @, gdyz jest ona jedyng kwadrylks, ktora
przechodzi przez U; 1 styka sie ze stozkiem
wzdluz S (punkt niewladciwy N* paraboloidy
przejdzie na drugi punkt N, kuli na osi I, po-
niewaz plaszezyzna w =t jest wspding pla-
szczyzng biegunows punktu W wzgledem obu
powierzchni 1 czwérka harmoniczna (WTUN>)
musi przejéé na czworke harmoniczng (WT'U,N,).

Przenie$my teraz punkt X prostej m na pla-
szezyZnie stycznej w U do paraboloidy do punk-
tu X, na plaszezyZnie styczne] w U; do kuli
(oczywiscie W, X i X, lezg va prostej). - £aczac
X, z punktem H,, proste] m na plaszczyinie
kolineacji otrzymujemy prosta m,; ktors nastep- Rys. 303.
nie przebijamy kule jak w zadaniu II. Uzyskane
punkty 4, i B; przenosimy do prostej m, osiagajac w ten sposéb cel zadania.

Gdyby paraboloida byla eliptyczna, to podobnie jak w zadaniu poprzednim,
nalezaloby ja najpierw zamienié na paraboloide obrotows za pomocs
powinowactwa prostokatnego o kderunku osi elipsy lezace] w plaszezyZnie
prostopadlej do punktu niewladciwego powierzchni.

CWICZENIA.
1. Czy hiperboloide jednopowlokows, eliptyczng mozna przeciaé w okregu?

2. Co tworzy zbiér wszystkich prostych réwnolegltych do plaszezyzny o i przecinaja-
cych proste skofne a i b nieréwnolegle do «? ’

3. Narysowaé plaszczyzny styczne do kuli a: 1) réwnolegle do danej plaszezyzny,
2) przechodzace przez dang prosta.

4. Narysowaé plaszczyzne biegunows punktu wzgledem kuli.

5. Znaleié punkty przebicia hiperboloidy dwupowlokowej prosta.

6. Znalezé przekréj 1) paraboloidy eliptycznej, 2) hiperboloidy dwupowlokowej dana
plaszezyzng.

7. NTakreélié plaszezyzny styczne do elipsoidy a przechodzace przez dang prosta.

S.te h arysowaé plaszezyzne stycang do paraboloidy eliptycznej a prostopadls do danej
prostej.
) 9. Na,rys‘owaé }_:)rOStQ sprzezong z dang, prosta wzgledem 1) kuli, 2) elipsoidy tréjosiowe],
3) paraboloidy eliptycznej i 4) hiperboloidy dwupowlokowej.

10. Przyjaé trzy odeinki 4B, 0D i EF polowigce sie i parami do siebie prostopadie,

ale tak, by tylko jeden byt réwnolegly do = i znalezé rzut poziomy elipsoidy, ktérej osiami
sg dane odcinki,

icm

ROZDZIAL V.
PRZENIKANIE POWIERZCHNI

§ 33. Powierzchnie obrotowe

I. Wesmy pod uwage pewna krzyws C oraz prosta I. Przez obrét C do-
kola | powstaje pewna powierzchnio obrotowa.*

Kazdy przekréj powierzchni obrotowej (rys. 304) plaszezyzng prostopadls
do osi obrotu I jest okregiem lub sklada sie z wielu okregbw; nazywamy je
réwnolesnikams powierzchni. Réwnoleznik o minimalnym promieniu nazy-
wamy okregiem szyjnym, réwnoleznik o maksymalnym promieniu réwnikiem.

Przekréj powierzehni obrotowej plaszczyzng przechodzacy przez of I na-
zywamy poludnikiem powierzchni. Kazde dwa poludniki sa réwne (przysta-
jace), daja sie bowiem nalozyé na siebie przez obrét.

Fatwo zauwazyé, ze przez obrét poludnika dokola osi powstaje ta sama
powierzchnia.

Niech 4 bedzie punktem powierzchni
obrotowej nie lezacym na osil, Pi R
potudnikiem i réwnoleznikiem prze-
chodzacym przez A. Zalbzmy, e pohu-
dnik jest krzywa posiadajaca w punk-
cie 4 styczng t, 1 weZmy pod uwage
plaszezyzng o przechodzaca przez i,
i styezng ¢, do réwnoleznika zawiera-
jacego punkt 4. Niech o bedzie pla-
szczyzng przechodzaca przez 4, ale
rézna od o, C przekrojem powierzchni
plaszezyzng «, a A, punktem na C.
Yatwo udowodnié, ze proste 44, dazg
do krawedzi ¢ plaszezyzn o i ¢, gdy
4, dazy do A. (Mozna by badaé gra-
nice siecznych A4,”, wzgl. 44’,, gdzie
A, wagl. 4’y sa punktami przecigcia
P, wzgl. R irbéwnoleznika, wzgl. po- Riys. 304.

1 QczywiScie z wyjatkiem przypadku, gdy C jest 6qugiem, a | prosta przechodzaddag
przez jego frodek i prostopadls do plaszczyzny okregu.
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