ROZDZIAL III
KRZYWE DRUGIEGO STOPNIA

§ 22. Punkty niewlasciwe

Przedmiotem dalszych rozwazaii beds zbiory wszystkich punktéw prostej,
wszystkich punktéw plaszezyzny i wszystkich punktéw przestrzeni tréjwy-
miarowej. Dla krétkodci kazdy z tych zbioréw nazywaé bedziemy tez pree-
“strzenig. Procz tych przestrzeni bedzie mowa réwniez o innych zbiorach.
Jednym z nich bedzie zbiér wszystkich prostych pewnej plaszezyzny, prze-
chodzacych przez dany punkt W; nazywaé go bedziemy pekiem prostych
i oznaczaé przez (W), a sam punkt W — wierzcholkiem peku.

Pojeciem grajacym zasadniczg roleg w calej matematyce, a wige réwniez
w geometril, jest pojecie fumkeji. W poczatkach analizy rozpatruje sig pra-
wie wylacznie funkcje okreslone na zbiorze liczb rzeczywistych i przybiera-
jace jako wartodci tez liczby rzeczywiste. Pojecie to daje sig uogélnié na
dowolne zbiory jak nastepuje:

Niech X i Y beda wolnymi zbiorami (przestrzeniami). Jesdli kazdemu ele-
mentowi X zbioru X przyporzadkowany jest pewien (ale tylko jeden) ele-
ment ¥ zbioru ¥, to przyporzadkowanie takie nazywa si¢ funkejg (lub prze-
kszialceniem, lub odwzorowaniem) okreslong na 2biorze X i majaca wartodei ze
zbioru Y.

Funkeje oznacza sie przez f, F, g, G itd. Element Y zbioru Y prayporzad-
kowany przez funkeje / elementowi X zbiora X oznaczamy przez f(X) i nazy-
wamy obrazem elementu X. Zbibr obrazéw wszystkich elementéw X zbioru
X oznaczamy przez f(X) i nazywamy obrazem zbiorw X. Jedli obraz f(X)
wypelnia caly zbiér Y, to méwimy, ze funkeja f odwzorowuje zbiér X na
caly zbiér Y, w przeciwnym razie, ze przeksztatca go tylko na czedé zbioru Y.

W szezegdlnym przypadku zbiory X i ¥ mogy by¢é identyczne.

Podstawowe znaczenic dla nauki o rzutach ma pewna funkeja z = f(X)
okreélona na zbiorze X wszystkich punktéw proste] p, a ktbérej zbiorem war-
todei jest pek (W), lezacy w plaszezyinie zawierajacej prosts p i majacy
wierzcholek poza prosty p.

Funkeja ta okredlona jest jak nastepuje: obrazem (czyli wartodeia funkeji)
kazdego punktu X prostej p jest prosta z peku (W) przechodzgca przez
punkt X (rys. 209).
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W ten sposéb kaidemu punktowi prostej p
przyporzadkowana jest jednoznacznie jakad
prosta peku. Zauwazmy, ze wszystkie proste
peku, z wyjatkiem prostej r réwnoleglej do p,
posiadaja swoje odpowiedniki na proste] p (sa
warto$ciami funkeji f). Zatem funkeja f prze-
ksztalca prosta » na Y —r, tzn. na zbibr otrzy-
many z Y przez odrzucenie elementu 7. Na
gruncie tego przeksztalcenia wydaje sie, jak
odyby przestrzeri X (zbiér punktéw prostej p)
byla ubozsza o jeden element od zbioru (W).

Dzial geometrii, ktérego podstawowe pojecia majg liczne zastosowania
w dalszej czedci te] ksigzki, nazywa sie geomelrig rzulowa.

Geometria rzutowa zajmuje sie tylko takimi wlasnosciami zbiordw, ktbre
nie wlegajg zmianie przy przeksztalceniu za pomoca wyzej okreslone] funkeji f
i analogicznych funkeyj. Jeéli wige np. pewna para punktéw A, B ma wla-
snodé @ ite sama wlasnodé ma para f(4), f(B), to wlasnosé ta bedzie nalezala
do geometrii rzutowej jako niezmiennik przeksztalcenia f. Z punktu wi-
dzenia rzutowego jest wiec obojetne, czy mowa o przestrzeni X, czy o prze-
strzeni f( X); sa one jedynie obiektami, do ktérych odnosza sie pewne twier-
dzenia, sg jak gdyby dwiema interpretacjami tej samej rzeczy. Aby jednak
objaé rozwazaniami rzutowymi caly przestrzern Y = (W), zachodzi potrzeba
wzbogacenia przestrzeni X o jeden element, ktéremu bylaby przyporzgdko-
wana prosta r pegku.

Ta alternatywa zostala systematycznie zbadana 1 opracowana przez
Ponceleta.! Stala sie ona podstawa, na ktérej zbudowano geometrig
rzutows.

W geometrii rzutowej jest wiec mowa o tworach nieco hogatszych w ele-
menty (punkty) niz zwykla prosta z geometrii elementarnej. To rozszerzenie
przestrzeni rozpatrywanych w geometrii elementarnej dokonuje sie w naste-
pujacy sposob:

Niech E, oznacza zwykla, dobrze znang z geometrii elementarnej prze-
strzed tréjwymiarows, ktéra od tej chwili nazywaé bedziemy przestrzenia
euklidesows. Do elementéw zwyklych, punktéw, dolaczamy pewne nowe
elementy, ktére nazywaé bedziemy punktans niewlasciwymi i oznaczad du-
symi literami ze znaczkiem oo, np. P®, @, itd. w taki sposéb, aby byly
spelnione nastepujace postulaty:

1 J. V. Poncelet, matematyk francuski, ur. 1789, t 1867. Glownym jego dzielem
jest ,,Traité des propriétés projectives des figures” (1822).
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(1) Na kazdej prostej p znajduje sie jeden
i tylko jeden punkt niewladeiwy P*.

(2) Jedli proste p i ¢ sa réwnolegle, to P* =
=()*, tzn. proste réwnolegle maja wspdlny
punkt niewtadciwy (rys. 210).

(8) Jesli proste s it nie sg do siebie réwno- P 7
legle, to 8= = T*.

Punkty przestrzeni euklidesowej, w odrdznie-
niu od punktéw niewtadciwyeh, nazywaé bedzie-
my punktami wlagciwymi.

Przestrzert euklidesows E,;, powigkszong o wszystkie punkty niewlasciwe
nazywaé bedziemy przestrzeniq reutowq i omnaczaé przez P

Podobnie, plaszezyzng rzutowq nazywamy sume plaszezyzny zwyklej, eu-
klidesowe] E, i wszystkich punktéw niewlaciwych dolaczonych do prostych
tej plaszezyzny; oznaczaé jg bedziemy przez P,

- 'W koticu przez prostg rzutows P; rozumie sig prosta zwykls, euklidesows,
E, powigkszong o jeden punkt niewlagciwy.!

Tatwo zauwaiyé, ze jesli w postulatach (1)—(3) podstawimy zamiast ter-
minu ,,punkt niewlagciwy® stowo ,kierunek®, to beda one spelnione. Ko-
rzystajac z tego, bedziemy na rysunkach zaznaczaé punkt niewladciwy, umie-
szezajae na prostej lub na réwnoleglej do niej strzatke (obojetnie z jakim
zwrotem).

Przejrzymy teraz najbardziej podstawowe wlasnosel plaszezyzny rzutowej.

Jedli proste o i b plaszczyzny P, nie sg réwnolegle, to maja punkt wha-
ciwy wspblny; jesli zad sa réwnolegle, to majg wspdlny punkt niewtadeiwy.
Bedziemy w tym przypadku méwili réwniez, Ze proste a i b przecinajg sie
w punkecie niewlasciwym. Widzimy wige, ze kazde dwie proste plaszezyzny
rzutowej majg punkt wspélny (przecinaja sig); dla pewnych prostych ten
punkt wspdlny jest wiasciwy, dla innych niewladciwy.

- Wezmy prosty o réwnolegly do plaszezyzny «; wiadomo, Ze istnieja proste
réwnolegle do @ i lezace na o niech b bedzie jedng z nich.

Punkt niewlaéciwy 4% prostej o jest tez punktem prostej b, a zatem wedlug
definicji, réwniez punktem plaszczyzny rzutowe] «. Widzimy wiee, ze kazda
prosta rzutowa o ma punkt wspdlny z plaszezyzna rzutows o i Ze W pewnym
przypadku ten punkt jest wladciwy, a w innym niewladciwy. Wtedy be-
dziemy réwniez méwili, ze prosta o przebija plaszezyzne o w punkcie

Rys. 210.

1 Z podobnymi operacjami rozszerzania przestrzeni spotykamy sie w analizie i teorii
liczb, gdy do zbioru liczb wymiernych dolgczamy liczby niewymierne, tworzac zbiér liezh
rzeczywistych,
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niewladciwym. Widzimy wiee, ze w przestrzeni rzutowe] kazda prosta nie
lezaca w plaszezyZnie ma z nig jeden punkt wspélny.

Oznaczmy przez z% zbibr wszystkich punktéw niewlaciwych plaszezyzny o.
Zbibr ten ma z kazds prosts jeden punkt (niewlasciwy) wspdlny.

Poza tym kazda plaszezyzna B réwnolegla do a zawiera réwniez zbibr 27.
Inaczej: dwie plaszezyzny majs albo prosta wspélng, albo zbidr 27 wspélny.

Okazuje sie dogodne nazywaé zbidr 2% prosig niewlasciwg. Zyskuje sie
dzieki temu ogdlnosé w wypowiadaniu twierdzen i definieyj. Tak np. zdanie
,,dwa rézne punkty okredlajg jedns prosta’ pozostaje prawdziwe i wtedy,
gdy oba punkty sg niewlasciwe (jest nig wtedy prosta niewladciwa 27%).

Podobnie, twierdzenie, ze dwie plaszezyzny maja prosta wspdlna (prze-
cinaja sie wzdluz prostej), jest prawdziwe réwniez w przypadku réwnole-
glosci plaszezyzn (przecinajg sie wzdhuz prostej niewlasciwe;).

Zauwazmy, ze wprowadzenie proste] niewladciwe] nie burzy prawdziwosei
tych twierdzeh, w ktérych stowo ,,prosta” uzywane bylo w znaczeniu prostej
whagciwej. Tak np. zdanie ,kazde dwie proste plaszezyzny maja punkt
wspdlny® pozostaje shiszne, gdy jedna z nich jest prosta niewlasciwa.

Wprowadzimy jeszeze jedng nazwe:

Zhiér wszystkich punktéw niewlagciwych przestrzeni rzutowej nazywamy
plaszezyzng niewlasciwg.

Latwo sprawdzié, 7e twierdzenia geometrii euklidesowe] pozostajs praw-
dziwe, gdy stowo ,,plaszczyzna® zastgpimy w nich stowami ,,plaszczyzna nie-
wladeiwa®’; np. twierdzenie, ze dwie proste @ i b plaszezyzny majs punkt
wspblny, pozostaje prawdziwe i wtedy, gdy mamy na mysli plaszezyzne
niewlaéciwg. - Wtedy bowiem prosta a® nalezy do pewnej plaszczyzny wia-
$ciwej a (i wszystkich do niej réwnolegtych), b do ptaszezyzny f (i wszystkich
do niej réwnolegtych) i widaé, ze punkt niewladciwy krawedzi (whasciwe]) aif

.jest wsp6lnym punktem niewlaéciwym prostych o> ib*. Zdania ,kazde dwie

plaszezyzny majs prosta wspdlng®, ,,prosta ma z plaszezyzng jeden punkt
wspélny lub na niej lezy® itd. pozostaja nadal prawdziwe, gdy przez pla-
szezyzne rozumie sig tez plaszezyzne niewladciwg.

0d tej chwili uiywaé bedziemy terminéw punkt, prosta i plaszezyzna
w znaczeniu szerszym, rozumiejac przez nie zarbwno punkty, proste i pla-
szezyzny wladciwe, jak niewlasciwe. '
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§ 23. Homologia, kolineacja i przeksztalcenie rzutowe

1. Zbiér wszystkich punktéw prostej rzutowe] nazywamy szeregiem punk-
téw o podsiawie p i oznaczaé bedziemy przez (p).

Definicje funkeji # = f(X), podana w § 22, przeksztalcajace] prosta eukli-
desowa p na czeé zbioru prostych peku, rozszerzymy na prosta rzutows
(szereg punktdw), piszac f(P*) = r, tzn. przypisujac punktowi niewlasciwemu
prostej » promier peku réwnolegly do .

Zauwaimy, ze dla kazdej prostej z peku istnieje jeden punkt X (punkst
przeciecia p z ) taki, ze f(X) = z. Jest wige okredlona funkcja, ktora prze-
ksztalca pek w szereg; nazywamy jg funkcja odwrotng i oznaczamy przez
X =f"(=).

Funkeje 2 = f(X) oraz X = [~!(x) nazywamy przeksztalceniem homologicz-
nym lub homologiq.

Przetnijmy proste p i ¢ promieniami pgku o wierzchotku nie nalezacym do
zadnej z nich i przyporzadkujmy
sobie wzajemnie te punkty X i X,
ktére lezg na jednej prostej peku
(rys. 211 a). Jedli X =f()iov =
= ¢ (X,) sa funkcjami okredlajacymi
przeksztalcenie homologiczne od-
powiednio pgku w szereg o podsta-
wie p1 szeregu o podstawie ¢ w pek,
to funkcja zlozona da sie napisad
w postaci X = f[¢(X;)] lub (opu-
szozajac nawiasy) X = fo (X)), a odwrotna jako X, = ¢~ f~1(X). Nazywaé
je bedziemy réwniez przeksztalceniem homologicznym szeregdbw o podstawach
pigq.

Rys. 211.

Zauwazmy, e punktowli Z* szeregu (g) odpowiada punkt Z (wladciwy, .

jesli p W g), punktowi za U* szeregu (p) — punkt U, (wladciwy, jesli p ¥ ¢q)
w szeregu (g). :

Analogicznie okreflamy przeksztalcenie homologiczne pekdéw (W) i (W,)
w siebie, przyporzadkowujgc sobie wzajemnie takie promienie z i z; (rys.
211b), ktére przecinaja sie w punkcie pewnej prostej w nie zawierajace]
wierzcholkéw W i W,.

Tak wigc zardwno w homologii pekéw, jak w homologii szeregéw prosta
Iaczaca wierzcholki, a takze punkt przeciecia podstaw, sg przyporzadkowane
sobie samym.

Niech teraz dana bedzie dowolna skoriczona ilodé szeregéw (1y), (ps), (Ds),

.. oraz pekéw (W), (W,), (W), ... Zalbéimy, ze funkcja f, okredla homo-
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logie migdzy (p,) a (Ws), funkcja f, homologie miedzy (W) a (ps), funkeja /3
homologie miedzy (p;) a (W,) itd. (rys. 212).

Niech

Tn=fn1fr—2... kb f1 (@) =0 @)

funkeja @, = @(2,) przeksztalca szereg (p;) w pek (W) lub w szereg (pn)
zaleznie od tego, czy n jest liczbg parzysta, czy nieparzysts.

Podobnie funkeja

. Xo=fnafro2... fs o (X)=9p(X,)

przeksztalea pek (W,) w szereg (pn) lub w pek (Wy) zalesnie od parzystosei
lub nieparzystoscel liczby n.

Przeksztalcenie okre§lone miedzy
elementami dwu pegkéw lub peku
i szeregu, lub dwu szeregéw, uzyskane
za pomocy funkeji zlozonej ze skon-
czone]j ilodei funkey] homologicznych,
nazywamy preekszialceniem homogra-
ficznym lub rzutowym. W szezegbnosel
(gdy n» = 1 lub 2) przeksztalcenie
homologiczne jest przeksztalceniem
rzutowym. Latwo zauwazyé, ze zlo-
zenie dwu przeksztalced rzutowych jest prze-
ksztalceniem rzutowym. Widaé tez, ze w prze-
ksztalceniu rzutowym kazdemu elementowi
jednego zbioru (peku lub szeregu) odpowiada
jeden element drugiego i na odwrdt.

PRZYKLADY.

1. Obréémy prosty p dokola jej punktu F
o kat o 5 nn i prayporzadkujmy kazdemu punk-
towi X punkt X’ po dokonanym obrocie.
Odpowiednioé ta jest — jak latwo widzieé —

homologia, gdyz proste lgczace przyporzad- 4 X i/Ww x4
kowane sobie punkty (rys. 213 a) przechodzs P g /r
przez punkt niewladciwy W= na prostej prosto- ¢
padlej do dwusiecznej kata obrotu.

X P A

2. Jedli kat obrotu réwny jest w, to mamy
symetrie. Uzyskaé ja mozna jako przeksztal-
cenie zlozone z dwu obrotéw (rys. 213 b) o kat ¢ M
io katn—o. W obu wiee przypadkach prze- X

ksztalcenie bedace wynikiem obrotu jest rzu-
towe.

Riys. 213.
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3. Przesuniecie proste] p jest przeksztalceniem rzutowym (rys. 213 c).
Jest to oczywiste, jedli wektor przesunigcia nie lezy W p, jedli zad lezy, to
mozna Tuch roztozyé na dwa przesunigcia o wektory nie lezace w p (rys.
213 d). Mamy wige twierdzenie:

Kasdy ruch prostej jest praeksztalceniem T2ULOWYM.

Podobnie okazuje sie, ze przesuniecie pekui obrét peku dokola wierzcholka
sa przeksztatceniami rzutowymi. Dla obrotw dowdd opiera si¢ na po-
przednim twierdzeniu o ruchu sze- '
vegu, zastosowanym do szeregu ho-
mologicznego z danym pekiem.

II. WeZmy pod uwage trzy rézne
elementy 4, BiC szeregu o pod-
stawie p oraz trzy réine elementy
A, B, i C, szeregu o podstawie ¢
(rys. 214 a).

Udowodnimy, ze istnieje prze-
ksztatcenie rzutowe X, = f(X),
w ktérym punkty 4, B i C prze-
chodza odpowiednio na 4, B, i C;,
tzn.: : : Rys. 214.

4, =f(d), By=}(B) i C,={(0).

Jedli ps£q i ani A nie lezy na ¢, ani 4; na p, to weZmy dowolny
punkt W na prostej A4, i przeprowadsmy dowolna prosts m przez punkt 4,.
Za pomocy rzutu szeregu (p) z punktu W na prosta m otrzymujemy (rys.
214) homologie z szeregiem (m) taka, ze:

Ad=¢p(4), B=9¢(B) i C=9(0).

Polgczmy teraz punkt B z B, i € 2z (. Oznaczmy przez. W, punkt przecie-
cia. Niech u bedzie homologis szeregéw (m) i (g) okreslong rzutem z punktu
W,. Mamy oczywiscie: ‘

Ay, =y (4), By=1y (B) i Oy =y(0).

Jest widoczne, ze funkeja f = e jest przeksztalceniem szeregu (p) na sze-

reg (g). Istotnie:

fd) =yo(d) =yp(d) = 4, [(B)= po(B) = p(B) = By, {(0) =pe(0)=
=(C) =Gy
Jedli p = ¢ albo 4 leiy na g, albo 4, na p, to sprowadzamy zadanie do

poprzedniego za pomocs nowego szeregu o podstawie s, réznej od p i ¢ (rys.
214 b). '
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Zauwasmy, ze dowdd jest efektywny, gdyz konstrukeja dozwala dla kaz-
dego punktu X znalesé odpowiadajacy mu punkt X, = f(X).

Udowodnimy w §27, ze f(X) jest jedynym przeksztalceniem rzutowym
przeprowadzajacym punkt 4 na 4, B na B, i C na C; (konstrukey] jest oczy-

widcie nieskoniczenie wiele, ale kazda z nich przyporzadkowuje punktowi X

ten sam punkt X).

Podobnie postepujemy, gdy chcemy okreslié przeksztalcenie rzutowe
miedzy elementami dwu pekéw tak, by dane trzy proste a, b ic peku (W)
przeszly odpowiednio na dane trzy proste a,,
b, i ¢, peku (W,): przez punkt przecigcia @ ia;
(rys. 215) prowadzimy dwie proste m 1 m,
i bierzemy pod uwage pek o wierzcholiu
w punkeie M przecigeia prostych biec, laczacych
punkty przeciecia bz m ib, zm, oraz c zmic
zm,. Oznaczajac przez ¢ przeksztalcenie homo-
logiczne peku (W) na pek (M) (odpowiadajace
sobie elementy przecinaja sie na m) oraz przez
o — przeksztalcenie homologiczne peku (M) na
pek (W,) (odpowiadajace sobie elementy prze-
cinaja sie na m,), mamy szukane przeksztatcenie
rzutowe f(z) = yo(z), spelniajace warunki:

a, = f(a), by=1{(), e, = f(e)-
Podobnie rozwigzuje sie analogiczne zadania dla peku i szeregu.

Riys. 215.

III. Zbiér wszystkich punktéw i prostych plaszezyzny rzutowej o nazy-
wamy ukladem plaskim i oznaczamy symbolem [«].

Zbiér wszystkich prostych i plaszczyzn przechodzacych przez punkt W
nazywamy wigzkg i oznaczamy przez [W].

Wesmy pod uwage uklad plaski [«] i wiazke [W] o wierzchotku W nie na-
lezacym do ukladu [e]. Przyporzadkujmy kazdemu punktowi X uldadu [«]
prostg = przechodzacy przez X (rys. 216).

Rys. 217.
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Przeksztatcenie to nazywamy réwniez homologig. Zauwazmy, Ze punktom
A4, B, C, ... szeregu o podstawie a, lezace] na o, odpowiada na mocy tego
przyporzadkowania pek homologiczny (W) zawarty w wigzee [W]. Gdy ajest
prosta niewladciwa (a wige taka, ktorej wszystkie punkty sg niewladciwe),
odpowiedni pek lezy w plaszezyZnie réwnolegtej do a. Wynika stad, ze kaz-
dej prostej plaszezyzny o odpowiada plaszczyzna wigzki [W].

Wesmy pod uwage wiazki [W,], [Ws], . . . oraz uldady plaskie [e,], [«s], . . .
(rys. 217). Niech /, bedzie homologia miedzy [W,] a [«s], |5 homologia miedzy
[aa] & [W] itd.

Przeksztalcenie

f@)=fufo—1. .. 11 (@),

ztozone ze skonczonej ilodei przeksztatcen homologicznych migdzy wigzkami
2 ukladami plaskimi, nazywamy przeksztateeniem kolineacyjnym lub rzutowym
(wigzki na wigzke, uldadu na uklad, ukladu na wigzke), a takze Folineacyq.

7 whasnodci homologii miedzy ukladami plaskimi a wigzkami wynika, ze
w preeksatalceniu rauowym ukladéw plaskich zawsze prostej odpowiada prosia.

Specjalnie wazne jest takie przeksztalcenie rzutowe dwu ukladéw plaskich
[] i [ety], W ktérym punkty wzajemnie sobie przyporzadkowane lezg, na pro-
stych przechodzacych przez punkt staly W. Takie przeksztalcenie nazywa
sie przeksztatceniem $rodkowo-kolineacyjnym lub kolineaciq $rodkowq.

Moga zajéé dwa przypadki:

1. o # ay.

Punkt W nie moze wéwezas nalezed ani do ukladu [«], ani do ukladu [oy],
poniewaz W przeciwnym Trazie przeksztalcenie nie byloby wzajemnie jedno-
znaczne (rys. 218).

Punkt W nazywamy $rodkiem kolineacjs, a krawed? & przecigcia obu plasz-
czyzn — osig kolineacis. Kazdemu punktowi osi kolineacji odpowiada on sam.
7 tego wynika, ze proste odpowiadajqce sobie wzajemnie przecinajq sig na 08t
kolineacyr.

Punktom ukladu [«] lezacym w plaszezyZnie réwnoleglej do o, a prze-
chodzgce] przez W odpowiadajs punkty niewladciwe ukladu [o].
wszystkich punktéw niewladciwych plaszezyzny o, nazwaliémy prostg nie-
wihadciwg 22°. Widaé, ze prosta z ukladu [«], odpowiadajaca prostej niewladciwe]
ukladu [a,], jest réwnolegta do osi kolineacji. Jegli wemiemy na plaszczyinie
proste réwnolegle a, 1b;, tzn. proste majace wspdlny punkt niewladeiwy 4,
to oczywidcie proste a 1 b beds przechodzity przez punkt 4 odpowiadajacy
punktowi A%: proste @ i b przecinaja sie wobec tego na z.

Podobnie punktom niewlagciwym ukladu [«] odpowiadajs punkty ukladu
[o,], lezace na przecieciu z plaszezyzng réwnolegls do «, a przechodzgca przez

Zhibr
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Rys. 218.

Rys. 219,

érodek kolineacji W: prostej niewladciwe] n> ukladu [«] odpowiada wiec pro-
sta n, réwnolegla do osi kolineacji. Jesli dwie proste ¢; i d; ukladu [o;] prze-
cinaja sie na nr", to odpowiadajace im proste ¢ i d sg réwnolegle.

Proste z i n; nazywad bedziemy prostyms graniczmymi. Yatwo zauwazyd
(rys. 218), ze odleglo$é jednej prosiej gramicznej od osi kolineacjt réwna jest
odlegloscy drugre] prostej gramicznej od $rodka kolineacyr.

2. o= oy

Punkt W, przez ktéry ma przechodzié kazda prosta laczaca odpowiadajace
sobie punkty — a ktéry i w tym przypadku nazywa sig drodkiem kolineacji —
musl oczywidcie lezeé na «.

Kazdej proste] w przechodzacej przez punkt W odpowiadad musi ta sama
prosta, poniewa parze punktéw X i ¥ na w przyporzadkowane sg punkty X,
i ¥,, rbwniez polozone na prostej w (rys. 219). Wynika z tego, ze punktowi W
zaliczonemu do ukladu [«] odpowiada punkt W zaliczony do ukladu [«].
Punkt W jest wieec punktem stalym (fikspunktem) przeksztalcenia.

Zachodzi pytanie, czy istniejs jeszeze inne fikspunkty (oczywidcie nie
méwimy o przeksztalceniu przez identycznodé, w ktérym kazdemu punktowi X
przyporzadkowany jest punkt X, = X). Okazuje sie, ze istnieje cala
prosta k — nazywamy ja takie osig kolineacji Srodkowej lub prosty stalg —
ktérej kazdy punkt jest punktem statym przeksztalcenia. Aby tego dowiesé,
wesmy prosty @ ukladu [«] nie zawierajaca punktu W. Jedli prosta e, ukladu
{«,], odpowiadajaca prostej @, pokrywa sie z nia, to oczywiscie k = a, gdyz
kazdemu punktowi X przeciecia a i w odpowiada punkt X, przeciecia a, i1y}
skoro zaé a = ;1 w=w,, to X =X,

Zaléimy wige, ze a; # a. Woéwezas punkt 4 przeciecia o i ¢, odpowiada
samemu sobie. WeZmy jeszcze prosts b nie przechodzacs ani przez punkt W,
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ani przez punkt 4. Moga zajé¢ dwa przypadki: W
albo prosta b,, odpowiadajgca prostej b, przecina
sie z nia w punkeie B nie lezagcym na WA, al-
bo w punkcie B lezacym na AW.

W pierwszym przypadku oczywidcie prostej  /
AB odpowiada prosta 4B i — jak juz widzielis-
my — kazdy jej punkt jest punktem statym; jest
wiec AB = E. B

W drugim przypadku, tj. gdy punkt prze-
cigcla b ib, lezy na prostej WA (rys. 220),
udowodnimy, ze WA jest osig kolineacji.

Wesmy w tym celu dowolng prosta z # 4B
przechodzaca przez pewien punkd X proste]
AB. Jedliby prosta x, przecinala z w punkecie X réimym od X, to wowezas
dwie r6zne proste AX i BX nie przechodzace przez W bylyby osiami koli-
neacji. Wtedy kazdej prostej nie przechodzgcej przez X odpowiadalaby ta
sama prosta, gdyz jej punkty przeciecia bylyby punktami stalymi; z tego
jednak wynikatoby, ze kazdy punkt plaszezyzny o bytby punktem stalym, co
wylaczyliémy z naszych rozwazai.

Widzimy wiec, Ze prosta @, odpowiadajaca prostej & musi przechodzi¢ przes
punkt X; zatem X jest fikspunktem, a wobec dowolnosci punktu X pro-
sta WA jest osig kolineacji.

Oczywidcie 1 w tym praypadku proste, odpowiadajace sobie wzajemnie,
przecinaja sie na osi kolineacji.

Przeksztalcenie plaszezyzny na siebie otrzymaé mozna przez rzut dwu
réimych ukladéw paskich [«,] 1 [o], miedzy ktérymi jest zdefiniowana koli-
neacja (rys. 221). Jest przy tym obojgtne, czy bedzie to rzut z punktu wia-
gciwego S, czy z niewladciwego (tj.
rzut réwnolegly).

Istotnie, jesli przez X = 7(X,)
oznaczymy kolineacje ukladéw [e«,]
i[a,] o érodku S, przez X, = f(X3)
kolineacje uktadéw [o,]1[o] 0 §rod-
kn W 1 w koficu przez X, =r(X;)
kolineacje uktadéw [o] 1 [e] 0 $rod-
ku 8, to przeksztalcenie zlozone X ==
= rfr3(X;) jest przeksztalceniem X o W \ X,
rzutowym uktadu [«,] na siebie. Jest - '
to oczywidcie kolineacja érodkowa,
gdyz kazda para odpowiadajacych

o=ee,

Riys. 220,
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sobie punktéw X i X, lezy na prostej przechodzace] przez rzut punktu W.
Osig te] kolineacji jest, jak widaé, rzut 1’ osi kolineacji & ukladéw [a,] i [os]-
Przylktad kolineacji o $rodku lezacym na osi kolineacji dostaniemy, jesh wy-
bierzemy punkt S w plaszczyinie WE.

Twierdzenie I.

Kazde preeksztalcenie miedzy punktami dww réznych plaszezyzn o1 8, w ktérym
prostej odpowiada prosta preecinajgca sig z nig na krawedzt o 1 B, jest kolineacjq.
$rodkowg.

Dowéd. Wezmy proste X, X,iY,Y, laczace dwie dowolne pary odpowia-
dajacych sobie punktéw. Poniewaz — wed-
lug zalozenia — proste] X,Y, plaszczyzny
o odpowiada przecinajaca sie z nig prosta
X,Y, plaszezyzny f, wiee X, Y, 1 X,Y,
leza w jednej plaszezyZnie (rys. 222), a za-
tem przecinajg sie. Udowodniliémy wiec
o zbiorze P wszystkich prostych lgczacych
odpowiadajace sobie punkty, ze kazde
dwie proste tego zbioru przecinajg sie.
Tatwo dowiesé, Ze jest to mozliwe tylko
w dwu przypadkach:

1° gdy proste zbioru P lezg w jednej
plaszezyZnie; :

2° gdy sg one elementami pewnej wiazki o wierzcholicu W.

Poniewaz w danym razie proste nie leza w jednej plaszezyZnie, wige prze-
chodza, przez pewien punkt W nie lezacy ani na o, ani na f, co wlénie nalezato.
udowodnié.

Twierdzenie II. '

Kazde preekstalcenie Zozone z dwu kolineacji srodkowych o wspdlnej osi jest
kolineacjq $rodkowg.

Dowéd. Niech 7, bedzie kolineacja
uktadéw [o] 1 [e], f» — Kolineacjs ulkta-
déw [o] i [@.], & Wy 1 W, drodkami tych
kolineacy].

Niech najpierw o; == o,.

Jedli W jest punktem przebicia pla-
szezyzny o prosta W, W, (vys. 223), to
punkty X, i X, odpowiadajace punktowi
X w kolineacjach X; = f(X)1 X, = f(X)
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znajduja sie z nim na jednej prostej, po-
niewaz W, X, i W X, lezg w jednej pla-
szezyinie; jest wiee spetniony warunek na
to, aby przeksztatcenie rzutowe bylo koli-
neacja. Osia tej kolineacji jest krawedZ
ol oy

Niech teraz plaszozyzny oy, oy i o beds
roine (rys. 224), ale majace — zgodnie
2 zalozeniem — wspdlng krawedZ. Wtedy
przeksztalcenie ztozone Xy =f; fi ™ (X,)
przyporzadkowuje punktom kazdej proste]
p, plaszezyzny «; punkty prostej p, pla-
S7CzyZNY o, Drzecinajace] sie z py na krawedzi oy 1 o, @ wige jest ono koli-
neacjg $rodkows na mocy twierdzenia I.

Zauwazmy, ze érodek kolineacji ztozone] lezy na prostej taczace] grodki W,
i W, kolineacyj danych (poniewaz punkty 4; i 4, przebicia tej prostej z o
i «, muszg sobie odpowiadad).

Jedli wreszcie o, = o == &y, t0 0bréémy plaszezyzne o dokota wspélnej osi
kolineacyj 7, 1/, 0 kat 5 nm do polozenia @ i przyporzadkujmy punktowi X,
plaszezyzny o, punkt X = o (X), uzyskany przez obrét punktu X =f{1(X,)
odpowiadajacego punktowi X,. Okreglone przeksztaicenie X =X,

Riys. 224.

miedzy o i o spelnia warunki twierdzenia I, jest wige kolineacja grodkows.

Podobnie, przypisujac kazdemu punktowi X, punkt X odpowiadajgcy
punktowi X po obrocie, otrzymamy nowe przeksztalcenie kolineacyjne X =
= w1 (X,). Jest widoczne, ze przeksztalcenie X; = fio™* ofs 2 (X,)
(uzyskane za pofrednictwem plaszczyzny o) pokrywa sie z przeksztalceniem
X, =f, f+(X,). Sprowadzliémy wiec praypadek trzeci do pierwszego.

Twierdzenie zostalo zatem udowodnione we wszystkich przypadkach.

Twierdzenie III.

Jedli na plaszezybnie « dame sq cetery punkty A, B, C 1 D oraz na plaszczy-
tnie B catery punkiy A',B', (", 1 D' tak, te tadna trojka tych punkiéw nie lesy na
prostej, to istmieje przeksztalcente rzutowe X' = f(X) preeprowadzajace wza-
jemmie te czwérki punkiéw na siebie, tj. takie, e:

Hd) =4, f(B)=D, {(C)=C", 1 f(D)=D".

Dowéd. Przesufimy i ewentualnie obréémy najpierw plaszezyzne o do
polozenia a, # § tak, by punkt P’ przeciecia 4’B’ i ("D pokryt sig z punk-
tem P na ABiCD, ale by prosta A’B’ nie przeszla na prosta 4B (rys. 225).

Poniewa? zatéwno przesuniecie réwnolegle jak obrét sg przeksztalceniami
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kolineacyjnymi (o $rodku niewlasci-
wym), wigc mamy miedzy « I o, prze-
ksztalcenie rzutowe, w ktérym A, B,
C i D przechodzg na A4, By, C; 1 D,.
‘Wykonajmy teraz rzut «; na plasz-
czyzne o, przechodzaca przez prosts
A’B’ tak, aby 471 B’ byly rzutami A4,
i B,. Poniewaz przy tym prosta C,D,
przechodzi na przecinajgcg ja prosta
C,D, (P, = P,), wigc istnieje koli-
neacja, ktdra ostatecznie przeprowadza
A,B,C,D, w A’B'C'D" ($rodkiem jej
jest punkt przecigcia prostych D,
i C,00. ‘

Mamy wiec przeksztalcenie rzutowe ukladu o« na f uzyskane za pomocs
skonczonej liczby kolineacyj $rodkowych, w ktérym punkty 4, B, C, D prze-
chodzg na 4’, B, ', D".

III. Szczegdlne przypadki kolineacy] majg specjalne nazwy.

1. Powinowactwem $rodkowym nazywamy przeksztalcenie srodkowo-koli-
neacyjne, w ktérym $rodek kolineacji W jest punktem niewladciwym (rys.
226a 1b.).

Wéwezas of kolineacji p nazywamy osig powinowactwa, a rodek kolinea-
cji W* — kierunkiem powinowactwa.

W powinowactwie punktowi niewlasciwemu A® odpowiada punkt miewladciwy.

Jedli o« 5 B, to wynika to z tego, ze prosta W= A7 jako posiadajaca dwa,
punkty niewlagciwe réine jest prosts niewlasciwg, przebija wiee druga pla-
szezyzne w punkcie niewlasciwym A7.

Jedli za§ o = f, to-podobnie jak w dowodzie twierdzenia II, obréémy pla-

W\

8- 47502 E. Otto
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szezyzne o dokola osi powinowactwa o kgt # mw 1 zauwazmy, Ze migdzy
uktadami [o] a [@] (po obrocie) zachodzi powinowactwo (o $rodku w punkeie
niewtadciwym prostej prostopadle] do plaszczyzny symetrii kata obrotu).
Zatozone powinowactwo miedzy elementami uktadéw [«] i [f] jest wiee ztoze-
niem dwu powinowactw przestrzennych, w ktéryeh punktom niewladciwym
odpowiadaja punkty niewlasciwe. Wynika z tego, ze réwniez W przypadku
powinowactwa ukiaddw ZAaczonych na jedne] plaszezynie punkty niewlagciwe
przechodzg na punkty niewlasciwe.

Zatem prostym réwnolegtym odpowiadaja w powinowactwie proste rbéwno-
legle: jedli a || b, to ay || by :

Kazde przeksdalcente kolineacyjne, w Ktérym prosta miewlasciwa przechodzi
na prostg miewlasciwg, nazywomy praeksztalceniem afinicznym.

Widad, ze kaide przeksztalcenie ztozone ze skofezone]j liczby powinowactw
jest afiniczne. :

9. Podobiehsiwem nazywamy kolineacje, kidrej o$ jest niewtadciwa.

Plaszezyzny o i oy 5a wiec réwnolegle (rys. 227 ). Wobec tego punkty nie-
whadciwe przechodzg na punkty niewlasciwe, a wladciwe na whadciwe; podo-
biehstwo jest wiec preekszialceniem afinicznym.

Poniewas kazdej prostej odpowiada prosta do niej réwnolegla (przecina ja
bowiem w niewladciwej osi kolineacji), wiee wielkosci katow przy przeksztal-
ceniu przez podobiefistwo nie ulegaja zmianie.
~ Zachodzi tez réwnodé 1_141%1 == cgl’ gdzie ¢ i ¢; sa odleglodciami punktu w
($rodka podobieristwa) od plaszezyzn « 1oy

3. Szczegblny przypadek zaréwno powinowactwa jako tez i podobienstwa
zachodzi wtedy, gdy réwnoczednie §rodek kolineacji i of kolineacji sg nie-
wladciwe (rys. 228). Takie przeksztalcenie nazywamy przystawanienm.

Qczywidcie dla kazdego odcinka 4B odpowiadajacy mu odcinek 4,B; ma
wtedy te sams diugodd.

w
we /
/ g A .
A1 p ! By
/
\
s i N \\\J A B
B
) b) a) b)
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PRZYKEADY.

1. Obréémy o kat rézny od nr plaszezyzne dokola proste] p lezace] na niej
i po obrocie przyporzadkujmy kazdemu punktowi X punkt X. Widad, ze
otrzymamy przeksztalcenie rzutowe (powinowactwo prostokgtne), poniewaz
proste laczgce odpowiadajgce sobie punkty sg prostopadie do plaszezyzny
symetrii (rys. 229).

To przeksztalcenie nazywamy obrotem.

9. DPrzesuwimy rbéwnolegle plaszezyzne o i przyporzadkujmy kazdemu
punktowi X tej plaszezyzny nowe jego polozenie. Otrzymamy przekszbalcenie
rzutowe (przystawanie), ktére nazywamy przesunieciem.
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Riys. 230.

Rys. 229.

3. Wykonajmy kiad plaszezyzny o na plaszezyzne rzutdéw. Przyporzadko-
wujac sobie wzajemnie rzut P’ i klad P° punktu P plaszezyzny o, otrzymujemy
powinowactwo prostokatne, ktérego osig jest §lad plasiczyzny (rys. 230).

4. Przetnijmy stozek o podstawie S plaszezyzng nie przechodzacs przez
jego wierzcholek W. Przekrdj S; jest zbiorem punktdw odpowiadajacych
punktom krzywej S w kolineacji miedzy plaszezyzng przekroju a plaszezyzng
podstawy. Srodkiem kolineacji jest wierzeholek stozka.

CWICZENIA.

1. Dowie$é, ze istnieje nieskoriczenie wiele przeksztalcen rzutowych o« na o, w ktérych
punkty 4, B, C, D przechodza na A’, B', (', 1, jedli A BC lezg na proste] nie przechodzacej
przez D i A’B’'C’ leza na prostej nie przechodzacej przez D'.

2. Dane sa na plaszezy’nie o cztery proste a, b, ¢, d i na plaszezyinie o' cztery proste
o, b, ¢, d’ tak, e zadna tréjka prostych nie zawiera wspélnego punktu. Dowiesé, ze
istnieje przeksztalcenie rzutowe x’ = f(x) przeprowadzajace dane czwérki w takie, ze:

flay =, fB) =V, flo)=¢"if{d)=4"

3. Jakie polozenie powinien mieé czworokat na plaszezyinie o, aby odpowiadajacy mu
kolineacyjnie czworokat na S byl réwnoleglobokiem?

Jaki warunek dodatkowy musi spelniaé czworokat, aby otrzymaé w ten sposéb kwadrat?

(Wsk.: Zwrécié uwage na nastepujacy zwigzek: kat miedzy prostymi na o jest réwny
katowi miedzy promieniami laczacymi érodek kolineacji z punktami przeciecia prostych
na « i prostej granicznej). »


pem


116 ROZDZIAL ITI. Krzywe drugiego stopnia

§ 24. Stosunek podziatu i dwustosunek

1. Prosta rzutows, plaszezyzna rzutowa i przestrzen rzutowa sa przestrze-
niami szczegblnego typu: dla pewnych par punktéw okreslona jest odleglogé,
dla innych nie. Jeéli mianowicie punkty A i B s whadciwe, to majg one odle-
glodé; natomiast jesli choé jeden z nich jest mewlasclwy, to nie przypisuje
sie im zadnej odlegtosci.

Odleglosé jest funkeja (dwu zmlennych 4 i B), ktéra gra zasadniczg rolg
w badaniu wlasnodei przestrzeni euklidesowych; nie zmienia sig ona (czyli
jest niezmiennikiem) przy obrotach i przesunieciach; z jej pomoca definiuje
sie pojecie granicy itd.

Okredlimy teraz pewna funkeje Ac w przestrzeniach rzutowych, ktora gra
analogiczng role w przeksztalceniach rzutowych.

Ustalmy na prostej euklidesowej dowolnie dwa punkty 4 i B oraz zwrot
dodatni, np. od 4 do B. Dla lkazdego punktu C rézmego od B wezmy liczbe
d¢ = AC/BC, gdzie AC (i BO) oznacza miare wektora, tan. dlugo$é odeinka
AC (BC) opatrzong znakiem + lub — zalezmie od. tego, czy zwrot 40 (BC)
jest zgodny ze zwrotem dodatnim, czy nie (rys. 231).

D, D, A B C¢ C,
Rys. 231

Otrzymana liczbe A¢ nazywamy stosunkiem podziatu dla punktu C przy
danych 4 i B.

Tatwo zauwazyé, ze stosunek podziatu jest niezalezny od jednostki dtugosei
i nie zmienia sie, gdy zamienié zwrot dodatni na ujemny.

Jedli C jest wewnatrz odcinka 4B, to AC i BC sg znakéw przeciwnych, wiec
Je<0 (np. dla érodka S odcinka mamy = —1), gdy zaé C lezy zewnatrz
odcinka 4B, to A¢> 0.

Wesmy ciag punktéw Oy, Cy, . . ., Cn, . . . L0SNACY hieograniczenie, np. gdy

n+ 1 1

BC’1 AB i Cyy O =1 = AB; latwo obliczyd, ze Ac, = =1 4+ b
Podobnie dla ciggu Dy, Dy, ..., Dn, ..., gdzie Dy = 4;iDpDyy1 = B4, jest
_n=1_, 1
n n

Ciagi liezb A, i Ap, majs granice 1. ‘Widaé, ze:

1° jedli ¢ porusza sig od strony lewej do 4, to A¢ maleje od 1 do 0;
2° jedli C porusza sig od A ku B, to ¢ maleje od 0, 0s1qgamc kazdg liczbe
ujemng tylko raz;

icm
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3° jedli C porusza sig od B w prawo, to A¢ maleje od wartoéei dowolnie du-
zych do 1.

W ten sposdb kazda liczba rzeczywista zostala osiggnigta jeden raz z wy-
jatkiem liczby 1. Mamy wiee odpowiednioéé miedzy punktami wiadciwymi
prostej a liczbami rzeczywistymi, w ktore] kazdemu punktowi (z wyjat-
kiem B) odpowiada jakad liczba oraz kazdej liczbie (z wyjatkiem 1) odpo-
wiada jaki§ punkt.

Teraz rozszerzymy definicje funkeji g(X)
jac g(N*) = 1.

Wiadomo, ze funkcja ¢g(X) = Axr jest funkecjs ciagla w kazdym punkcie
whadeiwym X # B (jako iloraz dwu funkeyj ciggtych). Aby méwié o cigglosei
(czy niecigglodel) funkeji dla N*, nalezy przede wszystkim okreslié pojecie
granicy na prostej rzutowej. Oczywidcie idzie Jedynie o przypadek, gdy clag
punktéw wladciwych dazy do granicy niewla$ciwe].

Przyjmujemy nastepujgcg definicje:

Jedli dla ciggu Xy, X, . - ., Xn, . . . punkidw wladciwych jest lim | Xy} = oo,
gdzie x, jest spotrzedng punktu Xy, to lim X, = N*>.

Na gruncie te] definieji funkeja g(X) jest ciaglta w punkeie N*. Istotme,
znt+k k

Tn

= Ax na prostg rzutows, przyjmu-

=00, to g(Xn) =Ax,=

(% jest odlegtoscig A B), a wiee g(lim Xp) = lim g(Xy).

Okazuje sie, ze homologia 2z = f(X) (rys. 209) jest réwniez funkejg ciagly
dla wszystkich punktéw prostej rzutowej p. Aby to sprawdzié, nalezy okreslié
granice w zbiorze prostych peku. Przyjmujemy w tym celu definicje:

Prosta  jest granicq ciggu %, Ta, . - -, Tn, - . . romiens peku (W) o wierzcholku
wiadciwym W, jesli im % (zn, ) = 0; jesli zaé wierzcholek peku jest niewlasciwy
T2 =mn%, to lim x, =n>, gdy cigy odlegloéci prostych xn od poczathu ukladu
roénie m'eogmniczenie.-

Qdy = jest prosig wlasciwg, to lim z, = x oznacza, se odleglo$é ©n od = dasy
do 0.

Tak samo okre§la si¢ granice w wigzee.

Jedli wiec cigg X, punktéw na p dazy do N*, to — jak wynika z definicji

=14+—->1
Tn

jesli X,,—~ N*°, ezyii gdy lim |z,]

 funkeji f(X) — ciag f(Xn) dazy do prostej r. Ale r = f(N*), funkcja ta jest

wige ciggla dla X = N*. Cigglo$é dla X ¢ N* jest oczywista.

7 tego wynika, ze przeksztalcenie rzutowe pekéw i szeregbw, jako zlozone
z funkeyj cigglych, jest ciagle.

Dla ukladu plaskiego przymujemy definicie nastepujgca:

Cigg Ay, Ao, ..., An, ... dazy do grawicy wlasciwej A, jesli dla n > no An
sq punkiams wlasczwymz 1 ciqgs spdlrzednych dazq do odpowaedmch spélrzednych
punktu A.
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Cigg An dasy do G, jesli cigg spélezynmikéw kierunkowych prostych O, dg-
sy do spblezymmika Tierunkowego OG™ oraz dla wyrazéw wlasciwych Ay suma
| @n| + | ya| daty do nieskoriczonosdes (Tn v Yn 4 spblrzednyme punkiu Ay).

Opierajac si¢ na tej definicji, latwo dowiesé, e przeksztalcenia homolo-
giczne (rys. 216), a wiee tez i rzutowe, ukladéw plaskich i wigzek sa ciagte.

II. Stosunek podziatu jest niezmiennikiem przeksztalcenia homologicznego
szeregu (p) na szereg (g), jezeli (rys. 232) wierzcho-
lek W peku wyznaczajacego przeksztalcenie jest
niewltadciwy.

Jedli W jest punktem wladciwym, to oczywiscie
stosunek podzialu zmienia warto§é w przejdciu z sze-
regu (p) do szeregu (g). Aby i w tym przypadku

znalezé wyrazenie niezmiennicze, weZmy pod uwage A, B ¢
cztery punkty A, B, CiD i podzielmy A¢ przez Ap. Rys. 232.
Liczbe:
A4C 4D
lo:dp="%F% %=
¢’P=BC'BD

nazywamy stosunkiem podwéinego podzialu lub dwustosunkiem 1 oznaczamy
przez (4 BC D). .

Pary punktéw AB i CD nazywamy przedzielajgeyme sie, jesli C znajduje
sig wewnatrz 4B, a D zewnatrz lub na odwrét; jesli tak nie jest, to pary nazy-
wamy nie przedzielojgeyms. sie.

_Jél C B D
Rys. 233.

Latwo zauwazyd, ze dla par przedzielajacych sie dwustosunek ma wartodé
ujemng (A¢i Ap sg znakéw przeciwnych), a dla nie przedzielajacych sig — do-
datnig (znaki Ag i Ap sa réwne).

Z jednoznacznoscl funkeji Axy wynika

Twierdzenie IV. -

Jesli dane sq lrzy ré2ne punkty A, B 1 C oraz liczba x 5 0, to istnieje doklad-

nie jeden punkt X, dla kiérego (ABCX) = .
Istotnie, jesi A¢: Axr=u2, to Ax =%G i woéwezas do 4, Bi Ay istnieje
jednoznacznie okredlony punkt X; oczywiscie dla tego punktu bedzie:

(ABOX) = J¢: Ax = Ao:}—f:m.

icm
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Wykazemy w § 25, ze warto$¢ dwustosunku jest niezmiennikiem prze-
ksztalced rzutowych.
W dalszych rozwazaniach duzg role graé beds czwérki punktéw, dla ktérych

(4BCD) = —1. Takie czworki nazywaja sie harmonicznymi.
CWICZENTA.
1. Do punktéw 4 i B dobraé punkt C tak, by a) A¢ = %, b) A =— }

2. Do punktéw 4, Bi C, dla ktérych Ag = 2, znalezé D tak, aby a) (4BCD) = 3,
b) (AdBCD) =—1.

3. Dowie§é na podstawie definicji dwustosunku, ze (ABCD) == ((DAB) i (4BCD)=
= (BADQ), czyliie wartoéé dwustosunku nie zmienia sig przez zamiang par ani przez
zmiane porzqdkw w obu parach.

4. Wykazaé, ze jezeli (4BCD) = a,to (4BDC) = ljai (ACBD) = 1—ai(ACDB) =
= 1/(1—a).

Wsk.: W dowodzie drugiej réwnosci zastosowaé wzér Chasles’a, zakladajac 4B =
= AC + OB, CD = CB + BD, a nastgpnie 4C + CB + BD = AD. ’

5. Wykazaé, ze dla czwérki harmonicznej jest (4BCD) = (ABDC), czyli Ze przez
przestawienie elementéw w jednej parze czwérki harmonicznej otrzymuje si¢ czwoérke
harmoniczng.

6. Sprawdzié. ze czwérka punktéw ABSN*, gdzie § jest frodkiem odcinka 4B, jest
czworks harmoniczna.

§ 25. Twierdzenie Pappusa i zagadnienie jednoznaczno$ci
przeksztalcen rzutowych

I. Niech 4, B, Ci D beds punktami szeregu, a proste g, b, ¢id — homo-
logicznymi z nimi elementami pgku. Udowodnimy wzor:

sin (ac) sin (ad)
sin (bc) " sin (bd)

(4BCD) =

gdzie (ac), (be), ... oznaczaja miary katéw mniejszych co do wartoéci bez-
wzglednej od 7, zawartych miedzy prostymiaic bic,....

Zwrot dodatni w peku wybieramy zgodnie ze zwrotem dodatnim w szeregu,
a wiec znak (ac) bedzie réwny znakowi AC itd. W

Dowéd w przypadku, gdy wszystkie punkty 4, B,
C i D sa wladciwe (rys. 234), wynika z réwnosei:

AC AW i 4C —sin (a)- 2V,

sin (ac) sin g sm @
BC _BW .o BW
sin (be) sin g czyli BO = sin. (k) sin g’
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AD AW . i AW
s (ad) =g v czyli AD =sin (ed) —
BD _ AW oo BW.
Sin (bd)  sn p czyli BD = sin (bd) sn p

W przypadku, gdy np. D jest punktem niewlasciwym, dowdéd polega na

cigglodei stosunku podziatu 1 funkeji sin 2: jedli bowiem Dy, D,, ..., Ds,. ..
jest ciagem zbileznym do D*, to (rys. 235):
s ooy __ 1o S0 (ac)- sin (ady) _ sin (ac) - sin (ad)
(4BOD) = lim (ABOW) =lim 5 =70 in (bdw) — sin (bo) - sin (bd)

sin (ac) - sin (ad)
sin (be) - sin (bd)

miens peku (W) o wnerzchotku wiadciwym.

Liczba (abed) =

nazywa sig dwustosunkiem czterech pro-

Wniosek I (twierdzenie Pappusa). Jesli czwérke 4, B, C, D1 4,, By, 0,
D, sq preekrojami czterech prostych a, b, ¢, d peku, to (ABCD) = (4,B,C,D,).
Istotnie, jesli W jest punktem wladciwym, to (rys. 236):

(ABOD) = (abed) = (4,B,C,Dy).

Rys. 235. Rys. 236. .

Dla wierzchotka niewladciwego réwnodé jest oczywista.

Opierajac sie na tym, definiujemy dwustosunek dla czwérks a, b, ¢, d prostych
réwnoleglych przez réwnoéé (abed) = (ABCD), gdzie A, B, C, D sg punktams
przecigeia prostych a, b, ¢, d pewna prosty p.

Jezeli jeszeze okredlimy dwustosunek dla punktéw niewladciwych 4%, B,
0>, D* jako réwny dwustosunkowi (abed) promieni przechodzacych odpo-
wiednio przez 4%, B, C* i D* i przez wiadciwy punkt W, to mozemy
wypowiedzieé nastepujace

Twierdzenie V.

Wartodé dwustosunkw jest miezmiennikiem przeksztalced, reutowych.

[§ 25]. Twierdzenie Pappusa i zagadn. jednoznacznodci przeksztaleen rzut. 121

Wiynika to z tego, ze w homologii dwu-
stosunek nie zmienia sig oraz z tego, ze
przeksztalcenie rzutowe jest zlozone ze
skonezonej liczby homologij.

Oczywidcie mamy tu na mysli nie tylko -
przeksztalcenie rzutowe pekdw i szeregbw,
ale réwniez wigzek i ukladéw plaskich
(rys. 237).

Z niezmienniczodci dwustosunku przy
przeksztalceniach rzutowych wynika

Twierdzenie VI (Staudﬁa).

Jesle w przeksztalcentu rzutowym szeregu (peku) na siebie momy trzy réine
fikspunkty A, B4 C (tj. jedli 4; = 4, B, = Bi 0, = O), o kazdy punkt szeregu
(kazda prosta peku) przechodzi na siebie.

Istotnie, gdyby punktowi X odpowiadal punkt X, s X, to czwérka 4, B, C,
X przechodzitaby na czworke 4, B, C, X, o innej wartosci dwustosunku, co
nie jest mozliwe.

Wniosek. Przcksztatcenie rzutowe miedzy szeregami (pghami) jest jedno-
znacznie okreslone przez podanie trzech par odpowiadajgcych sobie elemenidw.

Jedli bowiem elementom 4, B, (' odpowiadajg elementy 4,, B, C;, to wa-
runek (4,B,C;X;) = (4BCX) okredla do danego
punktu X punkt X; jednoznacznie.

W szezegdlnosel wiee (rys. 238), jesli dla szeregdw
(p) 1 (¢) na réznych podstawach punkt przecigcia
odpowiada samemu sobie (4 = .4,) to proste BB,,
CCy, ..., XX, ..., lgczace odpowiadajace sobie y
punkty przechodzg przez punkt staly W. 4, B, X ¢

IX. Przeksztolcenie rzutowe X, = r(X) miedzy Rys. 238.
uktadamt plaskimi (wigzkami) jest jednoznacznie
okreslone przez podamie czlerech par odpowiadajacych sobie punkicw (prostych),
z ktorych sadna tréjka mie lezy na prostej (plaszezyinie). i

Niech na plaszezyznie o beds dane punkty 4, B, CiD, a na plaszczyznie
punkty 4,, B,, C; 1 D, tak, by 7adna tréjka nie lezala na jednej prostej.
Istnieje (§ 23) przeksztaleenie rzutowe X; = f(X), ktére przeprowadza punkty
A, B, C, D na punkty 4,, B, C;iD,. Przeksztalcenie rzutowe zlozone fr—1(X,)
przeprowadza punkty plaszczyzny f na punkty tejze plaszezyzny f w ten
sposdb, ze A, przechodzi na 4,, B, na B,, C; na ¢, i D, na D,.

Mamy wiec cztery fikspunkty na f. Jest oczywiste, ze jesliby$my dowiedli,
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ze kazdy punkt plaszezyzny B jest fikspunktem,
to wynikaloby z tego, Ze przeksztalcenia f(X)
i r(X) sg identyczne.

Wystarczy w tym celu udowodnié, ze na plasz-
czysnie f kazda prosta przechodzi na siebie. Otéz
dla bokéw czworokata A, B;0;D; wynika to z tego,
e wierzchotki sg fikspunktami (rys. 239), dla pro-
stych przecinajacych boki z tego, ze szeregl na
prostych 4B, C;Dy, . . ., skladajg sie — na mocy
twierdzenia VI—z samych fikspunktéw, gdyz poza A, i B, réwniez P, jest
fikspunktem.

Rys. 239.

CWICZENTIA.

1. Sprawdzié rachunkiem, ze (abs,sy) = —1, gdzie §; 1 5,59 symetralnymi katoéw miedzy
aib.

9. Do danych punktéw A, B i C' dobraé punkt X tak, by: (a) (ABCX) =3,
(b) (ABCX) = —4%, (o) (4BOX) =—1.

3. Figure (rys. 240) ziozong z czterech punktéw 4, B,
(i D, z ktérych zadne trzy nie leza na prostej, oraz
2 szedciu prostych 4B, AC, AD, BC, BD, CD nazywamy
czworokgtem zupelnym. Punkty te nazywamy wierzchot-
kami, a proste — bokamsi tego ezworokata.

Pary hokéw 4B i 0D, AC i BD oraz BC i AD, nie
posiadajacych wspblnych wierzcholkéw, nazywamy prze-
ciwleglymi. Punkty P, @ i B przecigcia par przeciwle-
glych bokéw nazywamy punktami przekginymi, a proste
PQ, PR i QR — prostyms przekgtnyms.

Dowieéé, ze czwérki punktéw na kazdym boku i na
kazdej przekatnej sa harmoniczne (np. (FGRQ) =1, (DOFP) =1 itd.).

Wesk.: Okresli¢ kolineacje érodkows, biorac &rodek W poza dang plaszezyzng o (rys.
241), a druga plaszczyzne o, réwnolegta do plaszezyzny WPQ i stwierdzié, ze rozwaiane

Rys. 240.

(FGRQHEGRATT1
(DCFPHBGEE")=1

icm
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czworki na o, sg harmoniczne, opierajac sie na tym, ze w kolineacji odpowiadajace sobie
czworki posiadaja te same wartosei dwustosunkow.

4. Korzystajac z wlasnosci z éwiczenia 3, znalezé punkt G tak, aby z danymi punktami
A, B i P linii prostej tworzyl czwoérke harmoniczng.

Wsk.: Do 4, Bi P dorysowaé¢ boki CD, AB, BC ... jak na rysunku 240.

5. Udowodnié, ze gdy w czwérce harmonicznej ABX Y punkt ¥ dazy do B, to ,,harmo-
niczny* do niego punkt X dazy réwniez do B.

§ 26. Definicja i ogé6lne wlasnosci krzywych stozkowych

I. Niech b@dzie dane przeksztalcenie rzutowe 2, = f(z;) pomiedzy prostymi
pekéw (W,)'i (W,) na jednej plaszczyznie. Oznaczmy przez X punkt prze-
cigeia odpowiadajacych sobie prostych zy 1 zs.

Definicja. Zbiér wszystkich punkiéw wspélnych X prostych z; i , od-
powsadajgoych sobie w preeksziatceniu rzutowym nazywamy stotkows (rys. 242).

Okrag jest stozkows, jesli bowiem kazdej prostej 2, peku (W,) przypiszemy
prosta z, nalezacg do peku (W,) a prostopadis
do x,, to oczywifcie otrzymamy okrag o Sre-
dnicy W,W,, rzutowosé zas przeksztalcenia
wynika z réwnoéel <« (a,b;) = < (89Ds), - - -
% (bidy) = % (Dodo) 1 (arbieadh) = (@bscads)-

Gdy miedzy pekami (W) i (W,) okreSlona
jest homologia (rys. 221 a), stozkowa. skiada
sie z proste] W, W, i proste], na ktbrej prze-
cinaja sie elementy sobie odpowiadajgce.

Jedi W, =W, 1 zawsze @y # x5 (O za-
chodzi np. w przypadku, gdy z, = f(z,) jest
obrotem o kat o ## mm), to stozkows jest
punkt W;.

W tych przypadkach stozkows nazywad bedziemy zdegenerowanq. Zbidr
pusty i prostg (graniczne polozenie prostych przecinajacych sig) réwniez na-
zywamy stozkowq zdegenerowamnd.

Zalbzmy, ze przeksztalcenie nie jest homologiczne i ze Wy 5= W,

Dla kazdej prostej z, mozna korzystajac z konstrukeji podanej na rysunku
915 znale#é odpowiadajaca jej prosta @, a zatem punkt X stozkowej.

W tym celu (rys. 242) przetnijmy pek (W) prosta CA = m, oraz pek (W)
prosta OB = m, Zalozone przeksztalcenie rzutowe miedzy (W) i (W,) po-
claga za soba odpowiedniodé rzutows miedzy (my) 1 (ms), W ktbrej punktom
4,, B, i C, przypisane sg punkty 4,, B,i C,. Ale C, = Oy, wobec czego (§ 25)

Rys. 242,
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pary punktéw X, X, leza na prostej przechodzace] przez punkt S na prze-
cigeiu A4, i B,B,. . ’ . .

Korzystajac z tego mozemy znalezé dowolng ilogé punktéw stozkowej.

Jedli w szezegblnodel przyjmiemy w peku (W) progt& v, przez W, to
otrzymamy na przecieciu v; i v, punkt W,. Prosta v, jest styczna w W, do-
stozkowe], gdyz na mocy ciggtodei jest granicg siecznych W,Y, gdy.Y é@zy
- do W, Analogicznie, styczna w punkcie W, jest prosta u, odpowiadajsca
prostej w, = W, Wy peku (Wy).

Udowodnijmy twierdzenie VII.
W przeksztalceniv kolineacyjnym stoskowej odpowiada stotkowa.

Rys. 243.

Niech pekowi (W) odpowiada na plaszezyinie o’ pek (W 1), a pekowi (W)
pek (W3). Poniewaz mamy tu przeksztalcenie rzutowe (W 1) na (W), (W) na
(W,) (wedlug zatozenia) i (W,) na (W3), wigc migdzy elementami pekéw
(W1) i (W) istnieje rzutowe przeksztalcenie, w ktorym odpowiadajace sobie
proste o'y i #’, przecinaja sie w punkcie X' przypisanym w kolineacji punk-
towi X. * Zbiér wszystkich punktéw X’ jest wiec stozkows odpowiadajaca
zbiorowl wszystkich punktéw X. Mamy zatem

Wniosek 1. Jedli jeden praekrdj stoska fjest krazywq stoskows, to kazdy
praekré] tego stoska jest stotkowg.

Poniewasz przeksztalcenie rzutowe jest ztozone ze skoficzonej ilodei kolineacy)
grodkowych, wiec:

Whniosek II. W przeksztalceniu rzutowym stotkowa przechodzi na stozkowq.

Udowodnijmy jeszcze twierdzenie VIII.

Jedls dane sq stoskowe niezdegenerowane S ¢ S, to istnieje przeksztolcenie
reutowe, w ktbrym stozkowej S odpowiada stodkowa S'.

icm
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Stozkowa S bedzie okreslona, jedli podane W
beda pary aas, U, i 2w, odpowiadajaeych 1 2
sobie elementdw, tzn. punkty W,, W,i 4 oraz
styczne u, 1 v, (rys. 244). Podobnie W, t:
W'y A7, w' 1 7', okredlajy jednoznacznie sto- y3
zkows S’.

Na podstawie § 23 istnieje przeksztalcenie
rzutowe, w ktérym punkty W,, W, T =
== U1y, 1 4 przechodza na punkty W’,, W’,,
T =u, v, i A. Poniewaz przy tym oczywi-
dcie styczne w4, i v, przechodza mna w1 i 13,
wige stozkowej S odpowiada stozkowa S”.

Biorae za S okrag otrzymamy

Whniosek I. Kazdg stozkowqg niezdegenero-
wang mosna przeksztaleié na okrag.

Przyjmujac na okregu dowolnie dwa rézne
wierzchotki pekéw (W) i (W,) i przypisujac
sobie te promienie z; 1 z,, ktére przecinajs
sie na krzywe], otrzymamy oczywiscie miedzy punktami przeksztalcenie
rzutowe (poniewaz katy miedzy odpowiadajacymi sobie parami elementéw
8g réwne). ’

Otrzymujemy wigec na podstawie wniosku I

Rys. 244.

Whniosek II. Jesli obierzemy dowolnie punkty W, 1 W, na stotkowej S za
wierzchotkr pekéw 1 za odpowiadajgce sobie proste wwazaé bedziemy te, kidre
przecinajg sig na S, to olrzymamy funkcje bedgeq przekszialceniem rzutowym
pomiedzy pekami (W,) i (W,) lub niedokladnie:

Kazde dwa punkty stotkowej mogq byé wwaiane za wierzchotki pekéw tworzq-
cych g stoskowa.

Wniosek III. Stoikowa jest jednoznaczmie okreslona przez:

1. pieé punktéw A, B, C, D1i E,
2. catery punkiy 4, B, C, D i styczng o w punkcie A,
3. trzy punkiy A, B, C i dwie styczne a 1 b w punkiach A 1 B.

Istotnie, przyjmujsc w pierwszym przypadku dowolne dwa punkty za
wierzcholki, w drugim 4 i dowolny inny (rys. 245), a w trzecim 4 1 B, mozemy
okreslié jednoznacznie przeksztalcenie rzutowe, przypisujac sobie promienie
przecinajace sie w pozostalych punktach, wzglednie przyporzadkowujac
stycznej prosts Igczaes wierzcholki.

Z twierdzenia o istnieniu przeksztalcenia rzutowego pomiedzy plaszezyzng
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AW, B

«, na ktérej mamy dana stozkows niezdegenerowans S, a plaszezyzng o,
w ktérym S przechodzi na okrag, wynika, Ze

Dowolna prosta moze mieé ze stozkowe niezdegenerowang S co najwyiej dwa
punkty wspélne.

Tstotnie, niech I bedzie prosta na plaszezyZnie o. Aby znaleZé punkty
wspblne S i1, wemy ich ,,0brazy rzutowe’: okrag 871V, tzn. twory, ktére im
odpowiadaja na «'. Poniewaz okrag S’ i prosta I’ mogg mieé co najwyzej dwa
punkty wspélne, wiec wracajac do plaszezyzny o otrzymamy co najwyzej
dwa punkty wspélne S il. :

Podobnie udowodnié mozna, ze

7 dowolnego punkiu moina do stozkowej wykreslié co najwyzej dwve stycune.

II. Niech 4, B, C, D, E i F beda punktami stozkowej. Przyjmujac dowolny
porzadek cykliczny liter np. 4, B, C, D, E, F, polaczmy ze sobg kolejne punkty.
Otrzymamy szedciokat wpisany w stozkows. (Jesli stozkowa jest okregiem
i porzadek jest zgodny z uporzadkowaniem punktéw na krzywej, to szeciokat
jest wypukly, jedli nie— to gwiazdzisty.) Proste (a nie odeinki!) AC, CD, DE,...
nazywamy bokams. Jesli np. 4 = O, to przez bok rozumieé bedziemy styczng
w punkeie 4 do stozkowej. Pary bokéw: AC i DE, OB i EF oraz BD i'FA
przedzielone w kolejnodci liter odpowiednio punktami B, D, wzgl. E, na-
zywamy parami przeciwleglymi.

Udowodnimy

Twierdzenie Pascala: Trzy punlkty pree-
ciecia  par preecowleglych  bokéw  szedciokqta
wpisanego w stozkowe letq na proste).

Nazywaé ja bedziemy prostg Pascala.

Prawdziwodd twierdzenia wynika z konstrukeji
punktu X podanej na rysunku 242. Zakladajac
bowiem D = W,, F = W, 1 E = X widzimy
(rys. 246), ze punkty X, X, i8S, ktére leza na
prostej, s3 punktami przecigcla par przeciwle-
glych bokéw: AC i DE, CBiEF oraz BDiFA.
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Dla przejrzystosel zapisywaé to bedziemy w nastepujacy sposob:

ACB | DEF

AC | DE .... X,
CB | EF . X,
BD | F4 8.

Oczywidcie gdy np. B = F, to zamiast X 1 X, bedziemy mieli ;1 ¥V, (rys.
242), ktére réwniez znajdujg sie na jednej prostej z punktem S. Twierdzenie
jest wiec prawdziwe, gdy E = F; podobnie, gdy jeszeze B = D.

Moz#na by, korzystajac z twierdzenia Pascala, znalez¢ styczna w danym
punkecie lub drugi punkt przeciecia prostej ze stozkows, jesli jeden jest znany.
Oczywiscie krzywa musialaby byé dana jednym ze sposobéw podanych we
wniosku ITI.

PRZYKLADY.

1. Znaleté przeciecie stozkowe] przechodzqcej przez punkty A, B, C, D ¢ E
prosty 1 preechodzqeq przez C.

Oznaczmy przez X szukany punkt i zastosujmy tw. Pascala do szesciokata
ABCXDE (punkt C musi byé umieszczony obok punktu X, aby prosta | =
= CX byla bokiem szedciokata).

Dostaniemy:
ABC XDE
AB | XD ..... I
BC | DE ..... I
cX | E4 ..... III

Punkty II i IIT proste] Pascala (rys. 247) mozna otrzymaé bezposre-
dnio, punkt I bedzie na przecigeiu
ITIII i AB.

Szukany punkt X jest na prostej
XD Ygezgceej D1 1.

II. Narysowaé styczng do stozkowej
w punkcie C, majge dane 4, B, C, D
1 styczng a w punkcie A.

Konstrukeja opiera sig¢ twierdzeniu
Pascala dla szedciokata ,,zdegene-
rowanego® AA’BCC'D, w ktérym . :
A" =41 ¢’ = (C; oczywiscie bok CC’ I
jest szukang styczng (rys. 248). Rys. 247.



pem


ROZDZIAL III. Xrzywe drugiego stopnia

128
448 | 0CD
A4 | 0O ... I
4B | 0D ... I
B0 | D4 ... 111

Zauwazmy, ze prosta Pascala jest tu przekatng czworokata zupelnego
ABCD (§ 25, éw. 3). Widzimy, wiec, Ze

Styczne do stozkowej w wierzchotkach A 1 C wpisanego czworokgta zupelnego
preecinaja sie na tej przekgine, ktora mie przechodzt praez punkt preekgtny
lezqey na AC. )

Riys. 248. Riys. 249,

III. Przyjmijmy na plaszezyznie stozkows S i punkt P nie lesgey na S.

Jedli prosta @ (rys. 249) przecina S w punktach X’ i X”, to weZmy punkt X
tak, by: (X’X"PX)=—1. -
" Znale#é go mozna rysujac drugs sieczng y z punktu P i korzystajac z wia-
snodci ezworokata zupelego X’ XY/ Y" (§ 25, éw. 3). Na przecieciu prostych
z iy przekatng QR otrzymujemy réwnoczesnie punkt X harmoniczny do P
wzgledem S na z 1 punkt harmoniczny Y na y.

Znajdsémy jeszeze na trzeciej sieczne] z harmoniczny punkt Z za pomocy
czworokata zupelnego X' X"Z'Z".

Udowodnimy, ze punkty X, Y @ Z lezq na prostej.

Wystarczy oczywidcie wykazad, ze przekatne RQ i B,Q, (rys. 250) pokrywaja
sie. Wynika to jednak bezposrednio z tego, ze punkt X lezy na obu przekatnych
(warunek bowiem (X’X”PX) = 1 okredla jednoznacznie X) i z tego, ze punkt
M przecigcia stycznych w X i X’ musi lezed na RQ i R,Q, jak to wynika
z przyktadu II.

Definicja. Prosty v, na kidrej ledq punkty harmowicznie sprzegone 2 punk-
tem P wzgledem stozkowej S, nazywamy biegunowq punkiv P, a P biegunem
prostej .

[§ 26] Definicja i ogélne wiasnodci krzywych stozkowych

Rys. 250. »

Rys. 251.

Jesli prosta z zbliza sig¢ do stycznej u (rys. 249), to oczywiscie X' 1 X7 daza
do wspblnej granicy U. Widaé, ze punkt X dgzy do U, gdyz dla siecznych
bliskich stycznej w X jest wewnatrz odeinka X'X” (P jest zewnatrz).

Jesli wiec istniejq styczne u & v preechodzqce przez biegun, to punkty stycznoder
U i V lezg na biegunowej.

§ Definicje biegunowe] rozszerzy¢ mozna tez na punkty P lezgce na stozkowej.

Jesli z jest prosts sieczng przechodzgcs przez P, to oczywiscie jeden
z punktéw przeciecia, np. X", schodzi sig z P1iwobwezas réwnosé (X' X"PX) =
= (X'PPX) = —1 daje X =P. JeSli z jest styczng do stozkowe] w pun-
keie P, to X’ =P = X" 1 warunek (X'X”"PX) = —-1 speia kazdy punkt X
na stycznej. Widzimy zatem, ze

Biegunowg punktu nalezgeego do stozkowej jest styczna w tym punkcie.

WeZmy na biegunowej p punktu P pewien punkt @ (rys. 251). Udowodnimy,
Ze biegunowa g punkiu @ przechodzi przez P.

Wykreslmy w tym celu z @ sieczng m, polaczmy punkty przecigcia 4 1 B
z P i uzyskane w ten sposéb punkty 4’1 B’ ze sobg. Poniewaz P jest jednym
punktem przekatnym czworokata ABA’B’, wigc biegunowa p musi przejsé
przez dwa pozostale punkty przekgtne (rys. 249); ¢ musi wiec lezeé na A’B’.
Z wlasnosei czworokgta zupemego wynika, ze
biegunowsa punktu @ jest ¢ = PR. Mamy wigc
twierdzenie: ‘

Jedli biegun Q lety ma bregunowe] p, to biegu-
nowa ¢ przechodzi przez bregun P.

Takie dwie biegunowe nazywamy sprzezonyms
ze sobg. -

Jesli dla danej prostej p (rys. 2562) checemy nary-
sowaé jej biegun P, to znajdujemy dla dwéch do-
wolnych punktéw R i @ na p biegunowe 7 ig;
punkt ich przecigeia bedzie biegunem prostej p.

9 — 47502 E. Otio
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IV. Biegunows punktu niewladciwego nazywamy érednica.

Przypuéémy, ze punkt P* nie nalezy do stozkowej.

Poniewaz punkt X harmoniczny do P jest érodkiem odeinka X’X" (rys
253), wige mamy twierdzenie IX:

Srodlki cieciw réwnoleglych stozkowej lezq na prostej (§rednicy).

Zgodnie z definicjs biegunowych sprzezonych, érednice s i s’ nazywad sie
beda spregsonyma, jesli biegun S* prostej s lezy na &', (a zatem tez S’ na ).

Punkt ich przeciecia O (rys. 254) nazywamy $rodkiem stozkowe;.

U u
Pw
p
X
x JX X’
P
VAT 0
Rys 253. Riys. 254.

Biegunows punktu O jest prosta niewladciwa, gdyz zawiera ona S* i §*,
Jedli wiec O jest punktem wladciwym, to dzieli na polowy kazda cieciwe X' X"/
przechodzaca przez O, poniewaz (X' X”"P*0) = —1. Wtedy drodek stozkowej
jest jej frodkiem symetrii.

Jedli érednica przecina stozkows w dwdch punktach, to proste styczne
w nich przejds przez biegun 8%, tzn. beda réwnolegle do 8.

Podobnie styczne w punktach przecigcia s ze stozkows (jesli istniejg) sa
réwnolegle do s”.

Jedli érednica s’ jest prostopadia do érednicy s sprzezonej znig, to s nazywamy
osig; oczywifcie s jest tez osig (poniewaz jest prostopadia do s). W kole
kazda frednica jest osig.

Wezmy pod uwage przeksztalcenie rzutowe plaszezyzny « na oy stozkowa
S przejdzie przy tym na stozkows S;. Jeéli prosta p jest biegunows punktu P
wzgledem S, to odpowiadajaca jej prosta p; na o, jest biegunows punktu P,
(odpowiadajacego biegunowi P) wzgledem S,. Wynika to z tego, ze cawérka
harmoniczna X’X"PX przechodzi na czworke harmoniczng X, X, P, X,.

GWICZENIA.

1. Dane sg punkty 4, B, C, D i B stozkowej; znalezé styczng w punkeie B,
2. Dane 8g punkty 4, B, i C oraz styczne a i b w punktach 4 i B do stozkowej; znaleZé:
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a) punkt przeciecia stozkowej prosts I przechodzaca przez C, b) punkt przeciecia pro-
sta m przechodzgcy przez 4, ¢) styczng w punkcie C.
3. Zmalezé biegunows punktu P wzgledem stozkowej majac dane: a) pieé¢ punktéw,
b) cztery punkty istyczng w jednym =z nich, ¢) trzy punkty i dwie styczne w dwéch z nich.
4. Wykonaé¢ éwiczenia 3, gdy P jest punktem niewladciwym.

,.

5. Znalezé érednice przechodzaes przez jeden z danych punktéw stozkowej w przy-
padkach a), b) i ¢) éwiczenia 3.

(Wsk.: Bedzie to biegunowa punktu niewlasciwego stycznej w tym punkeie).

6. Narysowaé pare §rednic sprzezonych stozkowej okreflonej jak w éw. 3.

7. Znalezé punkt stycznosei O stycznej ¢ ze stozkows, majae dane: styczne a i b oraz
punkty ich stycznodei 4 i B.

(Wsk.: Skorzystaé z wlasnoéci biegunowej punktu przeciecia ¢ i 4B).

§ 27. Konstrukcje krzywych stozkowych

I. Dowolna prosta I moze mied ze stozkows S dwa punkty wspblne, jeden
lub moze nie posiadaé zadnego punktu wspblnego z S (§ 26, I).

‘W pierwszym przypadku [ nazywamy sieczng; w drugim styczng, a w trzecim.
prosty zewnetrzng.

Jesli T jest prosta niewladciwg, to punkty wspélne I 1 S sa punktami nie-
wladeiwymi stoikowej. Otrzymamy trzy rodzaje stozkowych w zaleznosei
od ilodei punktéw niewladciwych.

Definicja. Stozkowa nazywa sig elipsq, jedli nie posiada punkidw nie-
wladciwych, paraboly, gdy poswda jeden, a hiperbolg, gdy ma dwa punkty nie-
wladciwer.

Istnienie tych trzech rodzajéw stozkowych wynika z twierdzenia, iz w prze-
ksztalceniu rzutowym stozkowa przechodzi na stozkowa. Wystarczy wzigd
kolineacje pomigdzy ukladami plaskimi [o] 1 [e,].

Jest widoczne (rys. 255), Ze okregowi nie przecinajgcemu prostej granicz-
nej n; odpowie krzywa nie posiadajgca punktéw niewlasciwych, tzh. elipsa;
okregowi stycznemu do #, stozkowa o jednym punkecie niewladciwym, to
jest parabola i wreszcie okregowl przecinajacemu 7, w dwéch punktach —
hiperbola.

Zauwazmy w tym miejscu, ze proste] a, stycznej do okregu w punkeie 4;
na prostej granicznej odpowiada prosta a, posiadajaca z S jedynie punkt nie-
wladciwy A* wspblny, a wiec styczna w punkeie niewtadciwym do stozkowej.
Nazywamy ja asymptotq stozkowe]. Hiperbola posiada dwie asymptoty. Para-

1 Na konicu tego § znajduje si¢ dowéd, ze definicja ta pokrywa sie z definicjg elipsy,
paraboli i hiperboli wychodzacs z ognisk (z pominieciem punktéw niewlasciwych).


pem


132 ROZDZIAL ITII. Krzywe drugiego stopnia

Rys. 255,

bola ma z prosty n, jeden plinkt wspblny, zatem prosia niewlasciwa jest styczng
do paraboli. Widzimy wige, Ze parabola posiada jedns asymptote, ktéra jest
prosta niewlasciwa. ‘

Dla celéw konstrukeyinych pozyteczne byloby dang stozkowa przeksztaleié
na okrag za pomocs kolineacji ukladéw [o] i [e;] ztaczonych na wspélnej
plaszezyznie.

Okazuje sie, Ze jest to zawsze mozliwe.

Wezmy stozkows S okreslona za pomoca punktéw 4, B, C oraz stycznych
@1b w punktach 4 i B (jeéli krzywa jest inacze] podana, to nalezy znalesé
styczne). Nakredlmy okrag S, (rys. 256) styczny do ¢ w punkeie 4 i styczna b,
do niego przechodzgcq przez punkt przeciecia a i b. Polaczmy nastepnie
ze sobg punkty BiC, przeciecie z a polaczmy z punktem B, stycznosei b, z okre-
glem i oznaczmy przez C; drugi punkt przeciecia tej prostej z okregiem.

Weimy teraz pod uwage kolineacje, ktérej érodkiem W jest punkt prze-
ciecia. BB, i CC,, a osig — styczna a. Nie trudno wykazad, ze w tej kolineacji
stozkowa S przechodzi na okrag S,. Rzeczywidcie, krzywej S odpowiada
stozkowa, ktéra przechodzi przez punkty B, C,i4; = A oraz jest styczna
do b, i @, = a; s to jednak warunki, ktére jednoznacznie okredlajg stozkows.

Korzystajac z tego przeksztalcenia mozna wykonaé wiele konstrukeyj,
zastgpujac je przez analogiczne konstrukeje dla okregu.

[§ 271 Konstrukeje krzywych stozkowych 138

Rys. 256.

PRZYKLADY.

1. Znaleté punkty przeciecia stozkowej prostq l.

Niech np. stozkowa S bedzie okreflona za pomoca elementoéw: 4, a, C, ¢,
i B (rys. 257 a). '

Kolineacje okredlamy jak na rysunku poprzednim,

Rys. 257.
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Aby przenieéé prosta ! do drugiego ukladu, znajdujemy najpierw punkt
M, odpowiadajscy punktowi M na I i 4B, a nastepnie }aczymy go z prze-
cigciem. i osi kolineacji k. Uzyskana prosta I; przecina okragg w punktach
X,1Y,, ktérym odpowiadaja szukane punkty X i ¥ na 1 §.

II. Znale#é asymptoty stozkowej.

Oczywidcle asymptoty istnieja wtedy tylko, gdy stozkowa posiada punkty
niewladciwe (przecina prostg niewtasciwg n*). Gdy chodzi o punkty przecigcia
prosts n*, to zadanie nie rézni sie zasadniczo od poprzedniego.

W celu przeniesienia n* do drugiego ukladu przyjmujemy na #* punkt N
wspblny z a (rys. 257); odpowiada mu oczywiscie punkt N, przeciecia a,i WN=.
Yaczac Ny z punktem przeciecia & in*, tzn. kredlac z N, réwnolegly do £,
otrzymujemy prosta 7.

Jedli ny przecina okrag S, w punktach P; i @, to S jest hiperbols o punktach
niewladciwych P i Q. Stycznym p, i ¢; do okregu w P; i @, odpowiadaja
proste majace po jednym punkeie niewladciwym P* (czy Q%) wspélnym z S,
tzn. asymptoty. Otrzymujemy je laczac ich punkby przeciecia z osia koli-
neacji z punktami P* (na WP,) i @° (na WQ,).

III. Znaleté osie elipsy.

Przyjmijmy, ze mamy érednicg 4B, punkt C oraz styczne aib (jedli stozkowa
jest inaczej podana, to za pomoca twierdzenia Pascala mosna znalesd
Srednicg 4B i styczne a i b (§ 26 éw. 5).

W tym zadaniu musimy tak okredlié kolineacjg, aby Srodek jej byt punktem
niewladciwym, tzn. powinowactwo miedzy elipsg S i okregiem S,.

Narysujmy w tym celu okrag S, styczny do a i b, a przechodzacy przez
C (rys. 258). Widad, ze powinowactwo o kierunku o i osi » laezace] C z punk-
tem przecigeia ABid,B;, gdzie 4, i B, sy punktami stycznoei 4 =aib, =b
z 8y, jest szukanym przeksztalceniem S na S,. :

Poniewaz w powinowactwie punktowi niewladciwemu odpowiada punkt nie-
wladciwy, wiec érednicy, tzn. biegu-
nowej punktu niewlagciwego, odpo-
wiada tez érednica; podobnie érodkowi
odpowiada $rodek. Jegli s jest érednicg
sprzezona z s, to 1 & jest sprzezone
z §'1. "W zadaniu chodzi o to, by s L ';
poniewaz s L sy (frednice sprzesone
okregu sg zawsze do siehie prostopadie),
wige kreslac kolo o érodku na osi p,
a przechodzace przez grodki O i 0,
krzywych §1 S, otrzymamy na p takie

icm
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punkty M i N, ze proste OM 1 ON P

odpowiadajace parze O.M i ON w= \\1

‘. . o \\

$rednic sprzezonych okregu S, sg / \ QJ\}\R

osiami elipsy S. Punkty W, W',
Vi V' przecigeia ich z S otrzymujemy
przenoszac punkty przeciecia s, 18’y
7 okregiem S,

Bedziemy je nazywali wierzchot-
kami, a odcinlkd WW’' 1 V¥V’ —
jedli nieporozumienie bedzie wyla-

czone — rdwniez osiami. S

IV. Nakreslié styczne z punkiy P 5 S
do elipsy, majgc pare Srednic sprze- D,
zonych AB ¢ CD. Rys. 250.

Mozna by to zadanie rozwigzad
za pomocy powinowactwa jak na rys. 258. Nieco prodcie] bedzie jednak
wzigé okrag S, na drednicy 4B (rys. 259); wtedy oczywiscie 4B jest osia
powinowactwa, a punktowi C odpowiadad musi punkt C; na érednicy pro-
stopadlej do 4B (aby styczne ¢ 1 ¢; przecigly sig na p).

Punkt P przenosimy do drugiego ukladu, laczae go z C i rysujac odpo-
wiadajacs jej prosty C.P; (CP i C\ P, przecinajy sie na p, CC, // PP,). Styczne
%, 1t, z punktu P, do okregu przenosimy do elipsy, laczac ich przecigcia z osig
powinowactwa z punktem P. Punkty stycznosei U i T leig na prostych
réwnolegtych do kierunku powinowactwa z punktami U; 1 T.

Uwaga: W obu ostatnich przykladach przyjmowaliémy sieczng za of koli-
neacji. Nie zawsze jednak otrzymamy w drugim ukladzie okrag. Jeéliby
bowiem stozkowa S byla hiperbols, a o kolineacji przecinala ja w punktach
X 1Y (rys. 257 b) nalezacych do réznych czedei, na ktére prosta niewladciwa
dzieli krzywg, to jest oczywiste, ze w drugim ukladzie nie dostaliby$my okregu,
lecz znowu hiperbolg S|, gdyz réwnolegla do XY prosta graniczna z musialaby
przeciagé S w dwoch punktach, ktére przeszlyby na punkty niewlasciwe.

V. Preekszialcié okrgg na parabole, majgc dany $rodek kolineacsyi © o8 koli-
neacy.

Jedli okrag S, (rys. 260) ma przejéé ma parabole, to prosta graniczna n,
musi byé styczna do S;. Za pomocy W, k i n, jest oczywiscie kolineacja
okredlona. WeZmy pod uwage punkt M, przecigcia n, 1 prostopadiej z W do
N, W (N, jest punktem stycznosci proste] granicznej z okregiem). ZnajdZmy
biegunows m, tego punktu przez polaczenie N, z punktem stycznodei U,
drugiej stycznej u, do S,. Przenie$my nastepnie m, do drugiego ukladu (oczy-
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widcie s przecina sig z m, na osi koli- W
neacji i jest réwnolegta do WN. 1)

Tatwo zauwazyé, Ze m jest osig
symetrit prostokagtnej paraboli. Isto-
tnie, styczna  w punkcie U odpowiada-
jaca stycznej u; jest prostopadia do m
wobec tego, ze m [/ WNy 1w/l WM,
biegunows punktu M* na u jest pro-
sta m, poniewaz odpowiada bieguno-
wej m; punktu M, wzgledem S;. Na m
znajdujg sie zatem drodki wszystkich
cigeiw réwnolegtych do u, tzn. pro-
stopadiych do m.

Udowodniliémy wiee istnienie osi
symetrii prostokatnej paraboli. Prze-
cina ona parabolg w dwéch punktach U i N*; U nazywamy wierzchotkiem.

Uwaga. Zadania 1—4 posiadaly po dwa rozwigzania (dwa punkty prze-
cigcia proste] i stozkowe], dwie osie elipsy, dwie styczne z punktu do elipsy
itd.). Zadania, ktére rozwigzaliémy za pomocy twierdzenia Pascala — po
jednym (punkt przeciecia stozkowe] prostg przechodzgcs przes znany punks,
styczna w znanym punkeie). Dla analogii 7z réwnaniami algebraicznymi na-
zywaé je bedziemy zadaniami drugiego, wzgl. pierwszego stopnia. Zadania
pierwszego stopnia rozwiszywaé bedziemy za pomocs linii prostych, opiera-
jac si¢ na tw. Pascala, drugiego przez kolineacje z okregiem; np. wykreélenie
stycznej do stozkowej z punktu na znanej stycznej s, gdy punlkt stycznosel s

jest dany, jako zadanie stopnia pierwszego, moze byé dokonane za pomocy
samych linij prostych.

II. Jedli znane sg érednice sprzezone elipsy i ich punkty przeciecia z elipss,
to inne punkty znaleZé moima w nastepu-
jacy sposdb: A

Srednice CD dzielimy na # réwnych czesei
(rys. 261) i oznaczamy liczbami 0, 1,2,...,
—1, —2, —, ..., Kadac 0’ = D, podobnie
bok réwnoleglohoku opisanego na elipsie
dzielimy na » réwnych czgdel, oznaczajac
punkty podzialu liczbami 07,17, 27, ...,
—1”, —2”,. .., i biorac réwniez 0" = D.
Punlty X preeciecia prostych W, X' ¢ W, X",
gdzie Wy =4, W,= B, 8g punktami elipsy. Rys. 261,
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Rys. 263.

Wynika to na podstawie definicji stozkowych z réwnosci dwustosunkéw
odpowiednich czwoérek promieni pekéw (Wy) i (W,), np. (W, 1, W, 2, W, 3,
W,4)=(W,17, W,2", W,3", W,4"). Zbiér wszystkich punktéw X jest
wiec stozkowa S. Poniewaz boki réwnolegle do CD sy styczne do stozkowej
(prostej W, 4" odpowiada W, 4”1 proste] W, N’ prosta W,N"'*) oraz punkt
D nalezy do krzywej S (W,0” odpowiada W ,0"), wiec S jest elipsg o rednicach
sprzezonych AB i CD.

Dla paraboli okreslonej punktami Wy, W= i 4 oraz styczng w; mamy po-
dobng konstrukeje:

Dzielimy na 7 réwnyeh czedel odeinek stycznej w; od punktu L przecigcia
prostg AW do W, (rys. 262) oraz na »n réwnych czeéei odeinek AL. Zaklada-
jac 0’ = 410" = Lilgczgc punkty 2’ z Wy, a 2”7 z W, otrzymujemy punkty
paraboli. .

Dowbdd opiera si¢ na tych samych przestankach co w przypadku elipsy.

W konstrukeji hiperboli, gdy znane sg asymptoty i punkt X, korzystaé
bedziemy z nastepujscego twierdzenia IX:

Jesls prosta 1 przecina hiperbole w punktach X' © X7, a asymptoty w A" + A7,
to A’X' = A"X".

Wynika to z dotychezasowych rozwazan o biegunowych. Poniewasz asymp-
toty sg styczne do hiperboli w punktach N’ i N”*, wiec biegunowa
punktu P> na I przechodzi przez ich punkt przecigcia O (rys. 263). Mamy
zatem (X'X” P®4) = — 11 (N'°N"*P*N*)= —1. Ztw. Pappusa wynika v
jednak, ze (N'®°N""*P>N=) = (4’4"P=4).

Poniewaz w obu czwérkach harmonicznych na ljeden z punktéw (P=) jest
niewladciwy, wiec drugi (4) jest érodkiem odcinkéw X'X 1 47A4"; stad
réwnosé A'X’ = A”X"”, (W szezegblnym przypadku, jesli prosta I jest
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stycénae do hiperholi, to punkt stycznodci jest &rodkiem odeinka miedzy
asymptotami.)

Korzystajac z tego twierdzenia mozna znaleZé dowolng iloéé punktéw hi-
perboli, kreglac odpowiednig iloéé prostych przechodzgeych przez dany punkt.

Widaé, ze dwusieczne s1 s’ katéw miedzy asymptotami tworza pare Srednic
sprzezonych hiperboli, a wige sg osiami. O§ s przecina krzyws w punktach
W, i W,, zwanych wierzchotkame hiperbolt; s nazywamy osiq rzeczywistg, a s’
urojonsg.

CWICZENIA.

1. Znale#é za pomocg tw. Pascala asymptoty hiperboli, majac dane cztery punkty
wiasciwe i jeden niewladciwy.

2. Narysowaé of paraboli, majac trzy punkty wiadciwe i jeden niewlasciwy.

(Wsk.: Znalezé punkt przecigcia paraboli prosts prostopadiy do kierunku osi, tzn.
punktu niewlasciwego.)

3. Narysowad of paraboli znajac dwie styczne wraz z punktami stycznoéei (por, éw. 7
poprzedniego par.).

4. Udowodnié za pomoca tw. Pascala: a) wlasnoéé hiperboli o réwnoéei odcinkéw
miedzy krzyws a asymptotami, b) ze punkt przeciecia stycznych o i b paraboli jest érod-
kiem odeinka, ograniczonego punktem stycznodci 4 prostej a i punktem C' na $rednicy
przechodzacej przez punkt styeznoéci B proste] b.

5. Znalezé styczme do stoikowej przechodzgce przez dany punkt P majac dane:
a) punkty 4, B, C'i D oraz styczng a w punkcie 4, b) 4, B i C oraz styczne a i b w punk-
tach 4 1 B.

6. Narysowad styczne do elipsy réwnolegle do danej prostej, znajac §rednice sprzezone
AB i OD. '

7. Znaleié punkty przecigeia paraboli prosta, znajac of, wierzcholek i jedns styczna.

§ 28. Przekroje stozkéw i walcow

Weimy pod uwage stozek, ktérego podstaws jest krzywa stozkowa S,.
Niech dla prostoty S, bedzie okrggiem na rzutni poziomej (rys. 264).
Znajdimy przekrdj dowolns plaszezyzng «. Jest widoczne, ze gdyby pla-
szezyzna o przechodzila przez wierzcholek W stozka, a plaszezyzne podstawy
przecinala w prostej majace] punkty 4 i B wspblne z krzyws S, to przekrdj
sidadatby sig z dwoch tworzacych (WA i WB); jefliby zaé w proste] stycznej
w punkcie 7' do Sj, to plaszezyzna mialaby ze stozkiem tylko tworzaca WT'
“wspdlng (taka plaszczyzna nazywa sie plasaczyzng styczng). Gdy przecigeie
z podstaws, jest prosta zewnetrzng wzgledem S,, to o ma ze stozkiem tylko
wierzcholek wspélny. ‘
Jedli o nie zawiera wierzcholka stozka, to przekrdj jest stozkows, niezdegene-
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&

Rys. 264.

rowang S, odpowiadajacs stozkowej S; w kolineacji o srodku W. Osig koli-
neacji jest krawedZ obu plaszezyzn, a wige w naszym przypadku gad pozio-
my .

ZnajdZmy jeszcze prostg graniczng.m,, odpowiadajacg prostej niewladciwej
ukladu [«]. Nalezy — jak to wynika z rys. 218 — przeprowadzié przez rodek
kolineacji W plaszezyzne « réwnolegls do o 1 przeciaé nig plaszezyzne pod-
stawy. Kreslimy wiec przez punkt W prosts ¢ réwnolegla do §ladu pionowego
(¢ /] va, ¢’ /] @) 1 przez jej Slad H, prosta hz.

Odréznimy trzy przypadki:

a) kg = m; nie przecina podstawy S, (rys. 264).

Woéwezas przekrd] S nie bedzie posiadat punktéw niewladciwych, a wiec
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bedzie elipsg. Aby znaleZé jej érednice, weZmy na n, pewien punkt P, i znaj-
démy jego biegunows p, (np. przez wykreslenie stycznych do okregu S,);
poniewaz punktowi P; odpowiada w kolineacji punkt P, wige biegunowsa p,
przejdzie na Srednice p. Dla narysowania p przyjmujemy na p, dwa punkty:
L, na ki@, na ny; pierwszemu odpowie punkt L = L,, drugiemu @* na WQ,.
Laczac LiQ™ otrzymujemy Srednice p. Punkty 4 i B przecigcia jej ze stozkows,
znajdujg sie na prostych W4, i WB,.

Aby jeszcze znaleZé drednice z nig sprzezons, musimy biegunows q; punk-
tu @ wzgledem S; przeniedé — podobnie jak » — do plaszezyzny a.

Jedli punkt W lezy zewnatrz okregu S, to elipsa S musi sie stykaé z two-
rzgeymi konturowymi ¢ i w. Poniewaz punkty stycznoéei 7' i U odpowiadajs
w kolineacji punktom T i U, okregu, wiec znajdujemy je przenoszac do o
prostg T, U, (tak jak dla prostej » przyjmujemy punkt na % i na #,; pierwszemu
odpowiada ten sam punkt, drugiemu niewlasdciwy).

Rzuty pionowe érednic AB 1 OD otrzymamy przenoszac na tworzace WA,,
WB,, WC; i WD, punkty 4, B, ¢ i D.

Punkty M i N” stycznoéei tworzacych konturowych pionowego rzutu z S
odpowiadajg punktom M, i N, na S;. Mozna je znalezé przenoszac najpierw
W rzucie poziomym prosta M, N, do «, a nastepnie rysujac prosta M N w rzucie
pionowym. .

Poniewaz pomiedzy ukladem plaskim [o], w przypadku gdy « 4 7, a ukta-
dem [r,] zachodzi powinowactwo, w ktérym — jak wiadomo — érednica prze-
chodzi na érednice, wiec 4’B’ i ("D’ beda érednicami sprzgzonymi rzutu po-
ziomego S’ elipsy przekroju S. Podobnie 4”B”i "D tworzg $rednice sprze-
zone rzutu pionowego S” przekroju.

b) hz = m, jest styczng do S, (rys. 265).

Oczywidcie jezeli cheemy to osiagnaé, to musimy najpierw przyjaé pla-
szezyzng & kredlac bz stycznie do S,, a nastepnie %, /] Fa.

W tym przypadku przekréj S bedzie parabolg. Parabolami beds réwniez
jej rzuty 871 8”, jedli plaszezyzna = nie jest prostopadia do w;, wzgl. Ty

Rozpatrujge rzut poziomy zauwazmy, ze zadanie wykredlenia paraboli S
nie rézni sig niczym od przykladu V poprzedniego paragrafu (rys. 260).
Stosujac wiee te sama metode znaj dujemy najpierw punkt M, (WM, 1L WN,),
a nastepnie jego biegunows m, i wreszcie odpowiadajaca jej of paraboli m.

Jefliby W byt punktem zewnetrznym okregu S, to parabola stykalaby
sig z konturem; punkty stycznodei znaleslibyémy jak na rysunku poprze-
dnim,

Rzut S przekroju mozemy otrzymad przenoszac do rzutu pionowego pro-
sta m, styczna u z punktem stycznosci U i dwa punkty paraboli znajdujace sie
na osi kolineacii (eztery punkty z ., na o zi U na tworzaca WU,). Poniewasz
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[§ 28]

Rys. 265.

kat miedzy »” 1 m” bedzie na ogét rézny od prostego, wiec m’’ bedzie jedynie
srednicg paraboli S”.

Punkt 7" stycznodel paraboli S” z konturem otrzymujemy jako punkt od-
powiadajacy punktowi T, na S;. Najpierw wigc lsczymy w rzucie pozio-
mym T, 1 N, i znajdujemy odpowiadajacg jej prosta T'N, a nastepnie prze-
nosimy 7' do rzutu pionowego.

¢) kiz = n, przecina S; w dwéch punktach P; i @, (rys. 266). .

Przekrd] jest wowezas hiperbols. Asymptotami jej sa proste p 1 ¢,
ktére odpowiadaja w kolineacji miedzy podstaws z przekrojem stycznym
1 g. )

Rzut poziomy S” bedzie hiperbols, ktérej asymptotami sg p’ i ¢’; rzut pio-
nowy S’ hiperbolg (o ile « L 7,) o asymptotach p” i ¢”.

Znajac asymptoty 1 punkt (np. na ki S;) mozemy wyznaczyé dowolng ilogd
innyeh punktéw hiperboli. ’
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Rys. 266.

.

Punkty stycznodei.z konturem w obu rzutach znajdujemy, opierajac sig
na twierdzeniu, ze sg one érodkami odeinkéw ograniczonych asymptotami.

Uwaga: Lgczac wierzcholek stozka ze wszystkimi punktami elipsy z rys.
264, otrzymamy te¢ sams powierzchnie stozkows; mozna wige uwazaé jg za
podstawe stozka. Gdybyémy do paraboli i hiperholi nie zaliczali punktéw
niewlasciwych, to przyjmujge je jako podstawy stozkéw (rys. 265 i 266),
dostalibyémy powierzchnig bez tworzace] WN, w przypadku podstawy para-
bolicznej, a bez dwéch tworzacych WP, i W@, w przypadku podstawy hiper-
bolicznej.

Na rysunkach 264, 265 i 266 konstrukeje byly wykonane w jednym rzucie,
a wyniki przeniesione do drugiego. W gruncie rzeczy korzystali§my nie z koli-
neacji zachodzacej miedzy ukladami [«] i [o;], lecz z kolineacji istniejace]
miedzy rzutami poziomymi figur plaszezyzny o a rzutami odpowiednich figur
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Rys. 267.

plaszezyzny o;. A wiee odpowiadajgcymi punktami nie byly 4 i 4, lecz 4°
14,

Jest to oczywiscie mozliwe tylko wtedy, gdy ani plaszczyzna o, ani pla-
szczyzna o, nie jest prostopadia do rzutni.

Jesli np. podstawa S, znajduje sie na rzutni poziomej, a plaszczyzna prze-
kroju o jest prostopadia do rzutni poziomej, to zadania nie mosna rozwiazaé
postugujge sie jednym tylko rzutem.

Niech dla przykiadu o bedzie plaszezyzng réwnolegly do tworzgcej kontu-
rowe] WN, (rys. 267).

Przekréj bedzie parabola S, ktérej rzut poziomy jest polprosts, a rzut
plonowy parabolg S”.

Osig kolineacji jest $lad %., prosta graniczng n, $lad hz plaszczyzny prze-
chodzacej przez W, a réwnoleglej do o; oczywiscie hz pokrywa sie z rzutem
tworzacej konturowej WN,.

Aby nakreslié parabole S§”/, wystarczyloby znale£é pewns srednice, styczns,
w punkecie na &rednicy i jeden punkt. Okazuje sig, ze podobnie jak na rys.
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265 mozna bylo uzyskaé of rzutu
poziomego przekroju (nie jest to
rzut osi paraboli), tak i tu da sie
skonstruowad of rzutu S” (nie bedzie
to rzut pionowy osi paraboli S).

W tym celu narysujmy w rzucie
pionowym tworzaca WN,ioznaczmy
przez M, taki punkt na =, zeby
rzut pionowy W”M, byl prosto-

" padly do W”N,. Przenieémy M, do
rzutu poziomego i znajdZmy jego
biegunows U,N,. Bedzie jej odpo-
wiadaé w kolineacji miedzy S,
i 8 taka éredunica UN*, ktérej rzut
plonowy U”’N”* hedzie osig para-
boli 8. Jest to oczywiste, gdyz
styezne] w;, = U, M; w punkcie U,
odpowiadaé musi styczna UM®*,
ktére] rzut pionowy jest réwnoleglty do W'’M”, tzn. prostopadly do UN<,

Przenosimy wiec do rzutu pionowego punkt przeciecia U,N, z osig koli-
neacji oraz punkt U tworzace] U,W.

Parabola styka sie z tworzges konturows rzutu pionowego T,W. Punkt
stycznosel I znajdujemy przenoszace do rzutu pionowego punkt 7' przebicia
WT,1i a

Podobnie, opierajac sie na kolineacji miedzy stozkows S, a stozkows S
(a nie na kolineacji miedzy S, a '), rozwiazad by mozna zadanie, gdyby prze-
kréj byt elipsg lub hiperbols. W pierwszym przypadku nalezaloby znalezé
drednice sprzgione rzutu poziomego, w drugim asymptoty i jeden punkt
krzywej.

Przyjmijmy teraz walec o podstawie na rzutni poziomej i dowolnym kie-
runku osi (rys. 268). Przekréj mozemy znaleZé réwnies za pomocy analo-
gicznej konstrukeji; poniewas jednak walec jest to stozek o wierzcholeu nie-
wiadciwym, wiee bedziemy tu mieli powinowactwo. Kierunkiem powlinowactwa
bedzie punkt niewlagciwy osi walea, osia — kraweds przecigcia plaszezyzn
podstawy i przekroju.

Poniewaz w powinowactwie $rednicom sprzezonym odpowiadajg Srednice
sprz¢zone, wiee przyjmujemy na podstawie walca pare grednic sprzezonych
4;B,1C,D,. Nastepnie znajdujemy punkt O, w ktérym of walca (przechodzaca
przez érodek O, podstawy) przebija plaszezyzne przekroju . Znajac pare
0,, 0 odpowiadajacych sobie punktéw i wiedzac, ze proste AB i 4,B, oraz

Rys. 268.
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CD i C.D, przecinaja si¢ na osi powinowactwa, latwo znajdujemy rzuty po-
ziome grednic AB 1 CD. Punkty stycznosei T i U przekroju z konturem uzy-
skujemy przenoszac prosta T,U; do «. Rzuty pionowe $rednic uzyskujemy
laczac punkt O z pionowymi rzutami §ladéw prostych 4B i CD.

Znajdimy jeszcze rozwinigcle walca.

W tym celu przetnijmy walec plaszezyzng prostopadls do tworzacych.
Przekrd] S jest elipsg prostopadls do wszystkich tworzacych.

Poniewaz na rozwinieciu tworzace pozostang réwnolegle do siebie, wiec
rozwinigcie elipsy jako prostopadie do wszystkich tworzgeych bedzie prosta.

" Jedli — jak na rys. 268 — podstawa jest okrag, to mozna znalezé osie
przekroju, biorgec na podstawie Srednice 4,B, prostopadiy do osi walca
i CyD, 1 A4,B,.

Poniewaz dla rozwinigcia potrzebne beds rzeczywiste dtugodei tworzgcych
{od podstawy do przekroju), wiec narysujmy trzeci rzut walca na.plaszezyzne
prostopadia do «. W tym celu najpierw przenosimy o waleca OL do nowego
rzutu, a nastepnie kreflimy §lad %, 1 O’”L™.

Widaé, ze rzut trzeci jest odeinkiem €D’ réwnym rzeczywiste] diugosel
osi malej; of duza elipsy jest réwna érednicy okregu.

Jeéli wykonamy klad elipsy S’ obracajac ja dookola A, to bedziemy mogli

10— 47502 E. Otto
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przez podziat na mate tuki rozwinaé ja w przyblizeniu na odeinek DD, zaste-
pujae tuki odpowiednimi cieciwami.

Jegli X jest pewnym punktem podzialu, to na prostopadtej do rozwinigcia
DD elipsy kreflimy odcinek XX; = XX, Laczac uzyskane punkty D,,
4, Cy, Dy, ..., krzywa, otrzymamy przyblizone rozwinigeie podstawy.

CWICZEN1A.

1. Narysowaé rzuty okregu polozonego na danej plaszezyznie o a) o L 7y, b) 7 + ocj: Ty

Wsk.: Nakreélié klad okregu i skorzystaé z powinowactwa zachodzgcego pomiedzy
rzutem i kladem.

2. Narysowaé rzuby stozka obrotowego, ktérego podstaws, jest okrag lezacy na danej
plaszezy#nie o nieprostopadlej do zadnej rzutni i przeciaé go plaszezyzng f w nastgpuja-
cych przypadkach: a) f// «, b) f L, ¢) B /] m, d) plaszezyzna f ma polozenie rézne od
a), b) i ¢).

Uwaga. Do konstrukeji potrzebna jest of graniczna u,, ktéra jest krawedziy, « i plasz-
czyzny przechodzacej przez W a réwnoleglej do B. (Biegunowe wzgledem okregu S nalezy
wyznaczaé na kladzie S;° a nie na rzucie S; czy S’;.)

3. Przeciaé stozek, ktérego podstawa lezy na rzutni poziomej, plaszezyzng nieréwnole.
ola do zadnej tworzacej.

4. Przeciaé stozek o podstawie na rzutni pionowej plaszezyzng prostopadiy do rzutni
pionowej a réwnolegla do dwbch tworzacych. ‘

5. Narysowaé okrag lezgcy na plaszezyZnie rownoleglej do rzutni pionowej i obraé tak
punkt $wiecacy, aby cied na rzutni¢ pozioma byl a) elipss, b) parabols, ¢) hiperbols,
oraz narysowaé cief.

6. Na danej kuli opisaé walec o osi réwnoleglej do rzutni pionowej i przeciaé go rzutnia
pozioms. :

7. Wykonaé éwiczenie 6, gdy of walca nie jest réwnolegla ani prostopadla do zadnej
rzutni.

8. Wykonaé éwiczenie 5 przyjmujac réwnolegle promienie §wiatia.

§ 29. Wiasno$ci miarowe stozkowych

I. Obracajac prosts ¢ dookola przecinajacej ja prostej I otrzymamy tzw.
powierzchnie stotkowg. Prosta ¢ nazywamy tworzgeq, | osig, a punkt wspdlny
W — wierzcholkiem powrerzchna.

Yatwo zauwazyé, ze plaszezyzna przechodzaca przez W a prostopadia do
osi | oraz kazda przechodzaca o$ jest plaszezyzng symetrii prostokatnej po-
wierzehni. Kazda plaszezyzna prostopadla do 7, a nie przechodzaca przez W,
przecina powierzchnie w okregu.

Wezmy plaszezyzne o nieprostopadis do osi i nie zawierajaca wierzchotka
(rys. 270a 1 D). :

Wiadomo, ze przekrdj § bedzie stozkows, (jako przeksztalcenie kolineacyjne
okregu S, znajdujacego sie na plaszezyznie f 1L 1).

[§ 29]
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Rys. 270.

Wpiszmy w stozek kule, ktéra bylaby réwnoczednie styczna do plaszezy-
zny o jest to oczywiscie mozliwe, gdyz w stozek mozna wpisaé kule o kaz-
dym promieniu. Oznaczmy przez F punkt styczmodei, a przez / krawedZ «
i plaszezyzny o, w ktérej lezy okrag stycznodel kuli ze stozkiem.

Udowodnimy, ze stosunek

XF

XK
odleglodei punktu X przekroju od punktu F i od prostej f posiada stalg wartosé
dla wszystkich punktéw X stozkowej S.

Oznaczmy w tym celu przez o iy katy, jakie plaszezyzna f tworzy z plasz-
czyzng «, wzgl. z tworzqca stozka i weimy tworzgey stozka przechodzaca
przez X. Jest ona styczna do kuli w punkecie T na okregu stycznosei. fatwo
zauwazy¢, ze prosta XF jest w punkeie F styczna do kuli i wobec tego XF =
= XT; opieramy sie tu na proste] uwadze, ze odcinki na dwdch stycznych
do kuli, ograniczone punktami styeznodci, sg rdéwne.

Obliczmy teraz dlugosel rzutéw odeinkéw XT' i XK na of stozka. Jak
latwo widad, rzuty prostokatne punktéw T i K znajdujs sie w jednym punk-
cie T, gdyz leza na plaszczyZnie o, prostopadle] do osi stozka. Bedziemy
zatem mieli:

XT

T ey

T .
sinyp sin @

AYT =

poniewaz kat miedzy XT i osig stozka wynosi 90 — v, kat zad miedzy osig
stozka a XK 90 —q. Stad:
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XF  XT sing

XK~ XK " sing O (1)

tzn. omawiany stosunek nie zalezy od punktu X na stozkowej.

Jedli o <y, to przekréj jest elipsa (rys. 270 a, ¢ << 1), gdy ¢ = y parabolg
(rys. 271 a, ¢ = 1) gdy ¢ > o — hiperbolg (rys. 271 b, ¢ > 1).

W ostatnim przypadku tworzace ¢, 1 £, réwnolegle do « przebijajg stozek
w punktach niewlagciwych hiperboli, a wieec sa réwnolegle do asymptot.
(Latwo zauwaiyé, ze biorac ¢ = 90° otrzymamy — z powodu symetrii —
punkt przeciecia asymptot na prostej prostopadte] z W do «).

Punkt F i prosts f o tej wlasnosci nazywamy ogniskiem i kierounicq stoskowe;.

Zachodzi pytanie, czy kazda stozkowa posiada wiasnoéé wyrazona réwna-
niem (1). Wystarczy oczywidcie udowodnié, ze kazda stozkows S mozna
otrzymagé za pomocs przecigeia stozka obrotowego (lub: na stozku obrotowym
mozna narysowaé krzywsg przystajaca do danej z gbry stozkowe;).

Istotnie, jesli S jest elipsa, to dobierajac kat ¢ mozna otrzymad przekréi
o zagdanym stosunku dtugodci osi malej i duzej; przesuwajac zas o réwnolegle
— elipse przystajaca do S.

Jesli S jest hiperbola, to wezmy stozek obrotowy A o kacie y rownym polowie
kata miedzy asymptotami. Poniewaz hiperbola jest jednoznacznie okreglona

Rys. 271.
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asymptotami i jednym punktem np. wierz-
cholkiem, wiec dobierajse odpowiednio odle-
glodé wierzchotka stozka od plaszezyzny
réwnolegle] do jego osi, otrzymamy przekrdj
przystajacy do S.

Niech wreszcie S bedzie paraboly, a A da-
nym stozkiem. Prazyjmujac plaszezyzny oio,
pod katem ¢ =, otrzymamy parabole po-
dobne do siebie. Wykasemy zatem, ze pewna
plaszezyzna réwnolegla do o przetnie A
w krzywe) przystajacej do S, jesli udowodni-
my, ze kazde dwie parabole sg do siebie
podobne.

WeZmy w tym celu of s paraboli S, wierz-
cholek W i punkt 4 np. na proste] p nachylo-
nej pod katem 45° do osi (rys. 272) oraz ana-
logiczne elementy paraboli S;. Poniewaz
okredlajg one krzywe S wzgl. S; jednoznacznie, wiec Si S, sa podobne: kazdej
konstrukeji, ktéra w zaleznodei od W, s 1 4 daje punkt X paraboli S odpowia-
da na S, konstrukcja powstata przez podobiedstwo o stosunku WA: W, A4,.

Mozemy wige, pomijajac ewentualne punkty niewlasciwe stozkowej, wy-
powiedzieé twierdzenie X:

Warunkiem koniecznym © wystarczajgeym na to, aby krzywa byla stoskowa,
jest .to, teby istniala para: ognisko F 1 kierowndca [, dlo ktérych stosunek
odlegloéci kazdego punktu krzywej od punktu P i prostej 1 jest staly.

Jesli ¢ <, to istniejg dwie kule wpisane w stosek a styczne do plaszezy-
zny o (rys. 270 a). Mamy wiec dwa ogniska F| 1 F, 1 dwie réwnolegle do siebie
kierownice f, i f,. Poniewaz prosta przechodzaca przez ognisko i prostopadia
do kierownicy jest osia symetrii prostokatnej, wiec ¥, F, 1/, w przeciwnym
bowiem przypadku elipsa miataby dwie réwnolegle osie symetrii prostokgtnej.

Poniewaz dla kazdego punktu X elipsy mamy (rys. 273 a):

Rys. 272.
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XF, sin XF. sin
1 A0, _Smyp Ll _SMQ
(1) X7, “smy =% X Tany = (1)
wige

XF +XFy = ¢ Xfy + ¢ Xfy=c- (Xfy +Xfo) = ¢ f1 s = F. 2
Oznaczmy przez W,, W, oraz K;, K, punkty przeciecia elipsy, wzgl. ogni-

skowych osig F, F,.
Przyjmujac w réwnaniach (1,) 1 (1,) X = W, wzgl. X = W, otrzymamy:
W,

W = C O0raz

W,E, WK, @)

Zatem stosunek podziatu tréjki punktéw F,W, K, jest réwny stosunkowi
podziatu tréjki F,W,K,.
Zat6zmy jeszoze wroéwnaniu (2) X = W,, a nastepnie X = W,. Otrzymamy:
W.F, +W.Fy = W, F,+W,F, +F,F, = 2-W,F, +F Fy=Fk

I

oraz
WoF, +WyFy = WyFy+ F,F, + W, F,

z czego wynika ze:

2-WyFy+F,F, =k,

W.F, = W,F,.

Srfxiek odcinka F,F, jest wiec réwnoczesnie grodkiem W.W,, a na pod-
stawie (3) tez srodkiem K, K,.
Zauwazmy jeszcze, ze;

k=2 WF +FFy = W,Fy+ WoF,y+ F,Fy = W, W,

‘ Wykazalismy wige, ze kazda elipsa posiada dwa ogniska F, 1 F,, znajdujgce
sig ‘Wewnattrz odeinka W, W, (rys. 270 a), dla ktérych XF+XF, = W,W
gdzie X oznacza dowolny punkt elipsy. ’

Poloimy W, W, = 2 a oraz FF, = 2e1wefmy miejsce geometryczne C
punktéw, dla ktérych suma odleglodei od danych punktéw F,iF, réwna sie
odcinkowi 2 @ (oczywiscie 24> 2 - e).

'(Tdow.odnimy, ze C jest elipsa. Zauwasmy w tym celu, ze C jest krayws,
posiadajacs dwie osie symetrii prostokatnej: F, F, i symetralng odcinka, B F,
O'znaczmy przes WiiW,oraz ViV, punkty przecigeia tych osi z C i Wez'm;
elipse S o osiach (odeinkach) W, W, i V,V,. Posiada ona ogniska w punk-
tach F, i Fy, gdyz F,V, = FVy =1, W,W,=q jak dla C.

Z tego wynika, ze C = S, Mamy wige twierdzenie XI:

Warunkiem kowiecznym i wystarczajqeym na to, aby kraywa byle elipsqg, jest

'Lstm'en'[e% dwich punkiéw Fy 1 Fy, dla ktérych suma XF,+XF; posiada wartodé
stolq wiekszq od odleglodes F.F,

icm
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Dla @ > w(rys. 271 b) istniejs réwniez dwa ogniska F, i F, i dwie kiero-
wnice f; 1 fa.

Podobnie jak w przypadku elipsy, udowodnié mozna, ze ogniska i wierzchotki
sg polozone na osi rzeczywiste] symetrycznie wzgledem punktu przeciecia
asymptot (ktéry jest srodkiem hiperboli), a nastepnie réwnosé | X F,—XF, [ =
= W, W, dla kazdego punktu X krzywej. Poza tym biorge ciag X, punktéw

" hiperboli zdazajacy do punktu niewladciwego, mozna wykazaé, ze styczne

w wierzchotkach W, i W, przecinaja sie z asymptotami na okregu o $re-
dnicy F F,.

Opilerajac sie na tym mozna udowodnié twierdzenie XII:

Warunkiem koniecznym 1 wystarczajgcym na to, aby krzywa byla hiperbolg
(po odrzuceniu punktéw wiewlasdctwych), jest istnienie dwéch punkibw Fy ¢ F,,
dla Eidrych bezwzgledna wartoéé résnicy XF,—XF, jest liczba stalg mniejszg od
dlugosci F. F,.

II. Jako zastosowanie tych twierdzen znajdZmy przekrdj stozka opisanego
na kuli. .

WeZmy najpierw oé réwnolegls do ., a 7, za plaszezyzng przekroju.

Jesli wierzcholek W stozka ma wysokodd wieksza niz najwyzszy punkst kuli,
to kazda tworzaca przebije ww; w punkcie wladciwym; przekrdj bedzie elipsa
(rys. 274). Gdyby kula byla styczna do 7., to punkt stycznosci bytby ogni-
skiem, gdyby nie, to opierajac sig na podobiefstwie z elipsg na plaszezyZnie
stycznej a réwnoleglej do niej, otrzymujemy ognisko jako punkt przebicia
rzutni prosta WT laczaca wierzecholek z najnizszym (najwyzszym) punktem
kuli. Wierzchotki W, i W, elipsy sg to
punkty przebicia m; tymi tworzacymi,
ktére lezg w jedne] plaszczyZnie z ogni-
skami. Korice V1 V, matej osi otrzymamy
korzystajac z réwnoseli FV; = OW,.

Ody wierzcholek stozka jest na wyso-
kodel najwyzszego punktu kuli, to prze-
kréj bedzie parabols (rys. 275), poniewaz
jedna tworzaca WU przebija rzutnie
w punkecie niewlasciwym. W tym przy-
padku znajdujemy jak poprzednio ognisko
i wierzcholek, a Ikierownice z relacji
fW, = W,F. Inne punkty paraboli otrzy-
mujemy z réwnania XF = Xf.

Biorge wierzcholek na wysokodci pew-
nego réwnoleznika kuli (rys. 276), otrzy-
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N/

| !

\
\

Riys. 275.

mamy na przekrdj stozka hiperbole, gdyz tworzace 8, 1 8, styczne do tego
réwnoleznika beda réwnolegle do m,; oczywidcie asymptoty beda réwnolegle
do s; 1 s,

W tym przypadku nie jest konieczne znajdowanie ognisk. Wystarczy na-
rysowad wierzcholki W, i W, i nastepnie przez srodek poprowadzié asymptoty
réwnolegle do s; i s,.

We wazystkich przypadkach mozna znalesd punkty stycznoéci tworzgeych
konturowych u i n z krzyws. Wystarczy narysowaé tworzaca w w rzucie
plonowym i przeciaé nig rzutnie pozioms. W tym celu zauwazmy, ze punkt
stycznodei « z kulg znajduje sie na ,, réwniku® R kali. Rzut pionowy okregu R
jest oczywiscie érednics réwnolegt do 2. Przenoszac punkt M na te Srednice
otrzymujemy M” i tworzacy u = WM, .

Gdyby of stozka nie byla réwoolegla do rzutni pionowej, to zadanie mozna
by bylo rozwigzaé za pomocs trzeciego rzutu na plaszczyzne réwnolegly do
osi stozka (rys. 277).

W przypadku, gdy zardwno of stozka A jak i plaszezyzna przekroju maja
dowolne polozenie, przecinamy stozek i plaszezyzne « plaszezyzng o prae-
chodzaca przez of stozka i prosts prostopadly do o.

Jest to, jak latwo zauwazyé, plaszczyzna symetrii figury zlozonej z A 1 .
Na krawedzi k o1 ¢ znajdujg sig ogniska 1 wierzchoHi przekroju. Jegli wiec
(zys. 278) znajdziemy kiad plaszezyzny o i nakrelimy kady W°, 0°, 1° i klad

‘Wilasnoéei miarowe stozkowych
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Rys. 277.

Rys. 278.

przekroju kuli, to bedziemy mogli na krawedzi % narysowad ogniska i wierz-
chotld.

Teraz juz dla wykreslenia rzutéw przekroju wystarczy narysowaé klad
plaszezyzny o wraz z wierzcholkami i ogniskami na % 1 po znalezieniu kladu
krzywej powrdcié do wlasciwego polozenia.

III. Niech C bedzie krzywa, a K okregiem stycznym do niej w punkecie P.
Oznaczmy przez @ punkt przecigcia G i K réiny od P. Zaldzmy, ze okrag
K dazy do pewnego okregu Ko, gdy @ dazy do P. Okrag K, nazywamy okre-
giem krzywiznowym krzywej C w punkeie P, a jego srodek $rodkiem krzywizny
krzywe] C; posiada on z krzyws C cidlejszg, stycznoéé niz inne okregi styczne
do C.

Jedli C jest elipsa, parabolg lub hiperbols, a P wierzcholkiem krzywej, to
jak latwo zauwazyé, okrag krzywiznowy zdefiniowaé mozna jako najwiekszy
okrag zawarty wewngtrz krzywej 1 styczny do niej w punkeie wierzchotkowym -
(rys. 279).
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Udowodnimy, Ze promien 7o okrggu

krzywiznbwego w wierzcholku elipsy
2

‘wynosi g’ gdzie @ oznacza pbélo§ duzs,

a b pélog mals. w

W tym celu weZmy pod uwage kule
o promieniu g—e styczng do plaszczyzny
elipsy E w ognisku F, (e oznacza polowe
odleglosci Fy F,). Rysunek 280a przed-
stawia rzuty elipsy i kuli na plaszczyzne
przechodzacq przez wierzcholki Wy, W, Rys. 279.

1 §rodek kuli. Oznaczmy przez W punkt

przeciecia prostych stycznych do konturu kuli a przechodzgcych przez
Wyi W, Stozek A opisany na kuli z punktu W musi oczywidcie przechodzié
przez elipsg B, gdyz przecina plaszezyzne w pewnej elipsie E; posiadajace]
wierzchotki w punktach W, i W, ijedno ognisko w F,. Oczywidcic E, po-
krywa sig z elipsa E, poniewaz wierzcholki i ognisko okreglaja jednoznacznie
krzywa.

WeZmy jeszeze pod uwage stozek (nieobrotowy) @, ktérego wierzchotkiem
jest punkt W, a podstaws réwnik R kuli. Posiada on ze stozkiem jedng tylko
tworzaca WW, wspélna. Jest oczywiste, ze oba stozki sa do siebie styczne
wezdluz proste] WW,.

Zauwazmy, ze tworzace stozka wewngtrznego @ przebijaja kule w parach
punktéw X;, X,, ktére ograniczaja tym krétszy odcinek, im tworzaca WX,
jest blizej tworzacej WW,, tzn. im kat < (W, WX o) Jest mniejszy. Jedliby$my
zatem zamiast stozka A wzigli stozek A’, ktérego podstaws bytby okrag nieco
wigkszy od réwnika, a styczny do niego w punkeie na tworzace] WW,, to jak
widaé, @ i A" mialyby précz WW, jeszcze dwie tworzace wspblne.

Z tego wynika, ze przekrdj stozka A plaszezyzna elipsy jest najwiekszym
okregiem stycznym do krzywej w punkcie Wi, a lezacym catkowicie wewngtrz

W
v X

S

a

WFI‘Za) W,
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niej. Srodek krzywizny jest wige punktem S, przebicia plaszezyzny elipsy
osig WS stozka obrotowego.
Oznaczmy przez ¢ polowe kata < (W, W W), a przez r, promien krzywizny
elipsy w wierzchotku i wesmy trdjkat SS,F,. Otrzymamy:
1o = a—e + (a—e)tgy,

a z tréjkata SF, W,
a—e

tg( 45 —g) ="

Poniewaz

g4’ —tgp 1—tgp

) S ey 14 g
wiee z réwnodei
¢
1—tgo @
1+tgg 146
dostajemy natychmiast
tgp= - tzn
e a+e a?—e b2
ro=(a-—e)+(a—-e)a’=(a,—e) ===

Promienie krzywizny w punktach V; i ¥, malej osi elipsy otrzymaé mozna
opierajac sie na , dcistej* stycznodci okregu K, i elipsy E. .

Wezmy pod uwage powinowactwo okreslone dla punktéw plaszezyzny, na
ktére] znajduje sie elipsa E.

Oznaczmy przez E i K stozkowe, na ktére przechodzg elipsa E i okrag K.
Jest oczywiste, ze punkt W, ktéry jest trzykrotnym punktem wspdlnym
dla E i K, przejdzie na punkt W bedacy »
réwniez trzykrotnym punktem wspdl-

nym Ei K. /
Obierzmy wobec tego styczng w wierz-
cholku W, za 0§ powinowactwa, a punk-
towi W, przypiszmy punkt W, na osi
W,W, w odleglodci malej osi 25 od W,
(rys. 281). Wowezas elipsa E przejdzie na
okrag E o promieniu b. Rys. 281.

=
7=
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Réwnoczednie okrag K przejdzie na elipse, ktorej osig duzg bedzie érednica
9 1o, osig za$ maly odcinek 2 b = W, U spelniajacy relacje:
| 9b:27, =2b:2a.
b2 - b be
Osiami elipsy K sg wiec: odeinek 2@ = 27, = 2-0—1 oraz 26 = 21,- P 2-;&;
Krzywa E, ktoéra jest okregiem krzywiznowym dla elipsy K w punkeie W, na
osi malej, bedzie miala promies:

S i

=" \a) o %

Promier, krzywizny jest wige réwny tlorazows kwadratu pdlost duzej ¢ pdlost
maltej. - .

Mosna réwnoczeénie znaleZé oba $rodki krzywizn kredlac z wierzchotka
prostokata opisanego na elipsie (rys. 279) prosts prostopadly do przekgtnej
nie przechodzacej przez ten punkt; przetnie ona osie elipsy w punktach S,
i 8,, ktére sa rodkami krzywizn. Istotnie, z podobienstwa tréjkatéw W,S,.4
i CDB wynika, ze:

" . b2
W8, :b=2b:2a, tzn. W, 8; = 5 =T

z podobiefistwa zag tréjkatéw V,S,4 1 CBD rbéwnosé:
a2
ViSy:a=2a:2b, tzn. V,8, = 3 =

" Promien. krzywizny hiperboli w wierzcholku znajdujemy za pomocy tej
same] konstrukeji (rys. 280 b). Przyjmujemy réwniez kule o promieniu e—a,
gdzie 2¢ = F .F,, a 20 = W,W,, styczng do plaszczyzny hiperboli w ognigku;
podobnie jak w przypadku elipsy znajdujemy wierzcholek stozka obrotowego
przechodzacego przez hiperbole i rachunkiem nie réznigeym sie od poprze-

dniego otrzymujemy na promiet krzywizny wartosd:

E—a B2

a 1]

To =

Wynika z tego, ze promienie krzy-
wizn elipsy 1 hiperboli o tych samych
osiach a i b w punktach wspélnych sa
réwne (rys. 282). Inaczej mosha to
wypowiedzied, iz krzywe E ¢ H sq
w punkcie W lokalnie symetryczne
wzgledem wspdlnej styczne;.

3
X

Rys. 282.
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Dla paraboli (rys. 280 ¢) otrzymujemy bez trudu wartodd:
Yo = 2F1W1 = Ff.

Promier, krzywizny paraboli w wierzchotku Jest wige réwny odleglvéer ogniska
od ogniskowe;. '

CWICZENIA.

1. Znalezé przekrdj stozka obrotowego opisanego na kuli plaszezyzng nieprostopadiy
do zadnej rzutni za pomocs dwukrotnej zmiany ukladu.

2. Udowodnié analogiczne jak dla stozka twierdzenie o ogniskach przekroju walca
obrotowego.

3. Znalesé cieri kuli na w; przy oéwietleniu réwnoleglym a nieprostopadlym do rzutni
poziomej.

4. Obraé tak polozienie 7rédla §wiatla, aby cied kuli na rzutnie pozioms byl parabola,
a cien na rzutnie pionows elipsa i narysowad je; punkty przeciecia cieni z osig rzutéw
znalezé za pomoca powinowactwa elipsy z okregiem.

5. Udowodnié, ze ogniskowa f jest biegunows ogniska F wzgledem krzywej drugiego
stopnia.

(Wsk.: Wykazaé, ze czwérka (W,W,FK), gdzie K oznacza punkt przeciecia f i osi
W, W, jest harmoniczna).

6. Dana jest elipsa E o wierzcholkach W, i W, oraz ogniskach F, i F,. Udowodnié,
Ze miejscem geometrycznym wierzchotkéw W stozkéw obrotowych o podstawie E jest
hiperbola H, ktérej wierzcholkami sa punkty F, i F,, a ogniskami punkty W, i W,.

(Wsk.: Nalezy wziaé pod uwage zbiér wszystkich kul stycznych do plaszezyzny elipsy
w punkeie F;. Niech K bedzie jedns z nich (wykonaé rysunek); weimy plaszezyzne o
przechodzacg przez W, W, i rodek kuli. Poniewaz wierzcholki i ognisko okreslaja jedno-
znacznie E, wiec szukany stozek bedzie opisany na kuli z punktu W na przecieciu stycznych
z W,i W, do okregu, ktéry jest czefcia wspdlng « i K. Wykazaé, e WW,— WW, =
=W, F,— W, F.)

7. Dana jest hiperbola H o wierzchotkach W,W, i ogniskach F,F,. Udowodnié, ze
miejscem geometrycznym wierzchotkéw W stozkéw obrotowych o podstawie H jest
elipsa E, ktérej wierzcholkami sa punkty F, i F,, a ogniskami punkty W, i W,.

(Wsk.: Dowéd jest podobny jak w éwiczeniu poprzednim.)

8. Sformulowaé i udowodnié dla paraboli twierdzenia analogiczne do twierdzer za-
wartych w dwéch poprzednich éwiczeniach.
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