ROZDZIAL IL

RZUTY NA DWIE PLASZCZYZNY

§ 10. Rzuty punktu

Rzuty cechowane maja wiele niedogodnoéei: przy rzutach punktéw wypisuje
sie cechy, dla wyznaczenia plaszezyzny bierze sie pod uwage tzw. warstwice
itd. Niedogodnoéei te pochodzg z mniejednolitodei metody, ktora jest poly-
czeniem geometrii z arytmetyksa.

Metods catkowicie geometryczng jest kredlenie rzutéw na dwie plaszezyzmy,
tzw. metoda Monge'a.

Niech 7, 1 7, beda dwiema plaszezyznami prostopadlymi do siehie, np.
poziomg i pionows, a # — ich prostg wspdlng.

Majae punkt P, wykreslaé bedziemy
dwa jego rzuty (rys. 89):

Y

1. rzut prostokgtny P’ na plasz-
czyzne my,

2. rzut prostokatny na plaszczyzne
7y, ktéry dla odrézmienia od poprze-
dniego oznaczadé bedziemy przez P,

T,

Rzut P’ na rzutnie pozioms nazy-
wamy rzutem poziomym, a P — rzutem
DIOROWYM..

Jedli zatem dana jest pewna figura
geometryczna, to bedziemy kreslili jej dwa rzuty: jeden na 7, a drugl na 7,

Weimy pod uwage plaszezyzne a przechodzgcg przez prostg PP’ prosto-
padly do 7, i przez prostag PP prostopadly do 7, Poniewaz prosta PP’ jest
prostopadia do 2 (x lezy na =y, a PP’ Lx,) i PP” jest réwniez prostopadia
do z (z lezy na m,, a PP Lm,), wige plaszezyzna a jest prostopadia ‘do ®
(rys. 89). Wynika z tego, ze P'P, | % oraz PP, Lz, gdze Pm oznacza punkst
przebicia o prosts z.

Zapiszmy ten dowéd uzywajac znaku wynikania logieznego, ktbrym odted
bedziemy si¢ w podobnych wypadkach postugiwadé. Niech mianowicia A iB
oznaczajg pewne dwa zdania; symbol A — B (ktéry czytamy: z A wynike B)
oznaczaé bedzie, ze z prawdziwodci zdania A wynika prawdziwodé zdania B

Rys. 89.
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Np. jesli A jest réwnodcig z = 2, a B rdwnodcig 22 == 4, to mozemy napisaé
(z = 2) > (a* = 4).

Podany dowdéd mozna wige zapisaé w nastgpujacy sposdb:

(PP L) (PP Laj\,
(PP"Lay)—~ (PP"Lu)/

7 S (P Py L 2)
@1 PP, 1 2).

Wynika stad, ze & (P’ Py P"') = & (71, 715) = 90° i — co za tym idzie —
iz czworokgt P PP, P’ jest prostokgtem; mamy wiec réwnosei:

PP'=P"P,;i PP" = P'P,.

Jezeli méwimy o rzucie poziomym, to cechg punktu P jest dlugosé odeinka
P’P, jedli za$ o rzucie pionowym, to cechy jest dlugoéé odcinka P”P. Mamy
wiee

Wniosek. Cecha punktu P wzgledem rzuitni poziomej réwna jest odleglodcy
rzutu pionowego P’ od prostej x.

Cecha punkiu P wzgledem rzuint pronowej réwna jest odleglodci rzutu pozio-
mego P’ od prostej x.

Jedli zatem bedziemy kreélili rzuty na dwie prostopadie do siebie plaszezyzny
5Ty 1 7T, 0 Zbyteczne jest wypisywanie cech, gdyz cecha wzgledem 7z, zanoto-
‘wana jest na 7, i ré6wnoczednie cecha wzgledem =, uwidoczniona jest na ;.

‘Wektorowi pionowemu P’P przypisywaé bedziemy znak +, gdy jest on
skierowany w gérg, a znak —, gdy jest on skierowany w dél.

Dla wektoréw prostopadiych do =, przyjmujemy pewien zwrot za dodatni,
Pprzeciwny zad za ujemny. )

Oczywiscie chcielibyémy mieé oba rzuty, poziomy i pionowy, na jednym
rysunku. Umieéémy je w sposéb zupelnie dowolny,

zaznaczajgc na obu rzutach prosts z (rys. 90 ai90b). — r’x
Sposéb odezytywania tych rzutdéw jest nastepujacy: iP ) } i
Przypatrujac sie rzutowi poziomemu (rys. 90 D), } P P

mnalezy wyobrazié sobie punkt P na proste] prosto- LT L -

padlej do =, i przechodzgce] przez P’ w odleglosei od al b)

7, réwne] dlugodel odeinka P P znajdujgcego sig na Rys. 90.

rysunku 90 a.

Przypatrujac sie rzutowi pionowemu (rys. 90 a) nalezy wyobrazié sobie
punkt P jako koniec odcinka PP o dlugosci P, P’ (z rysunku 90 b), ustawio-
nego pod katem prostym do z,.

Tak wiec zwigzane ze sobg rysunki 90 a i 90 b podajsg dokladne polozenie
punktu wzgledem rzutni.
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Ze wrgledéw praktycznych jest wskazane oba rysunki “"""""l*;”
zlaczyé w jeden, nakladajac na siebie proste » tak, by
punkt P, byt wspllny (rys. 91).

Wtedy oczywidcie punkty P’ i P’ lezeé beds na prostej E, <«
prostopadie] do z. P
Sposéb laczenia rzutéw pionowego i poziomego mozna
jeszcze wyobrazié sobie inaczej:
Rys. 91.

Niech rzutnia pozioma hedzie -plaszezyzng, na ktbre]
kredlimy.

Jeéli pionows rzutnie 5, ustawiong prostopadle do plaszezyzny rysunku,

obrécimy o kat 90° dokota prostej z (rys. 92), to rzut pionowy punktu P padnie
na 77, zajmujsc takie polozenie wagledem rzutu poziomego jak na rys. 91,

Odczytywanie dwu rzubdéw znajdujgcych sig na .
jednym rysunku moze poczatkowo sprawiad tru- 1,
dnosei. Aby dojséé do konieczne] wprawy, przyj-
rzyjmy si¢ rzutom punktéw w réznych polozeniach
wzgledem 7, 1 7z,

‘Dla latwiejszego porozumienia nazwijmy wektor
P'P wysokoécig punkiuy P, wektor za$§ P"'P glebo- [y
koscia tego punkiu.

Rzutnia ‘s, dzieli przestrzed na dwie podlprze-
strzenie (rys. 92): dodatnia S; i ujemns S,. Rzutnia
7, dzieli rdwniez przestrzed na dwie pélprzestrzenie:
dodatnig S; i ujemns 8. Czedé wspdlng polprzestrzeni S, i Sy nazywaé be-
dziemy I éwiartkq, czesé wspblng Sy i Sy — I éwiarthq, czedé wspblng, 8,1 8,
— IIT éwiartkq i w koticu cze§é wspblng S, i Sy — IV duwiartha.

Rys. 92.

~

Zatem:

w I éwiartce wysokodé punktu jest dodatnia i glebokoéé dodatnia,
» I » » » » » » »

ujemna,
» III » » » » ujemna » » »
» IV » » » » » » » dodatnia.

Jedli wiee rzutnie pionows, obrécié dookola osi z o 90° tak, by czgéé dodatnia
7, zeszla sig z czedcig njemna o, (a wiee rozwierajac I dwiartke), to wowezas
(rys. 93):

punkt 4 ¢éwiartki I ma rzut 4’ pod osig %, a rzut 4" nad osiy ,

» B » II » » B mnad » @ » » B » ,
» € IIL » % O v oy oz » O pod » u,
» D » IV » » D pod » z,» » D' » » a
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Jesli punkt H znajduje sie na rzutoi oy, B
to wtedy (i tylko wtedy) jego rzut H" A T Ay
jest na osi z; oczywidcie H' = H. V-V B

Jedli punkt ¥V znajduje sie na m,, to A . C;? 7
wtedy (i tylko wtedy) jego rzut V' jest 1 v " S
na osl ; rzut pionowy V'’ oczywidcie ' C{
pokrywa sie z V. {A’ 7 D T /} m

/

CWICZENIA. v D (o

1. Jak polozone sg rzuty punktu znajduja- D
cego sig w plaszezyinie symetrii obu rzutni, Rys. 93.

przechodzacej przez éwiartki X i ITI?
2. Jak polozone sg rzuty punktu lezacego na plaszezyZnie symetrii 7, i 7, przechodzacej
przez éwiartki IT i IV?

8§ 11. Zadania

I. WeZmy pod uwage sze$cian stojacy na rzutni poziome;j.

Z koricowej uwagi § 10 wynika, ze rzuty pionowe wierzchotkéw 4, B, C, D
lezacych na 7, znajduja sie na osi z (rys. 94). Rzuty
poziome wierzchotkéw E, F, G 1 M gbrnej podstawy
szeScianu pokrywajs sie z odpowiednimi wierzchol-
kami dolnej jego podstawy, w rzucie za$§ pionowym
znajdujs sie nad osia x na wysokosci réwnej bokowi
szedclanu.

o

II. Ustawmy szedcian tak, by przekatna éciany
AM Dbyla pionowa.

Rzut poziomy prostokata ABGM jest odcinkiem
réwnym bokowl szefeianu, rzut zas§ pionowy — pro-
stokgtem o boku prostopadiym do z o dlugoéci éciany
przekatne] (rys. 95). Drugi prostokat przekatny
CFED ma polozenie poziome, gdyz przekgtne AM
i ED kwadratu sa do siebie prostopadle; wobec
tego rzut poziomy jest prostokgtem przystajagcym,
pionowy zad odcinkiem réwnolegtym do z na wysokodel frodka pierwszego
prostokata.

Po wykresleniu obu prostokatéw przekatnych w dwu rzutach otrzymujemy
rzuty krawedszi, laczac ze soba punkty 4D, BC, AE, itd.

‘W rzucie pionowym krawedzie wychodzace z punktu F sg niewidoczne,

Rys. 94.
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gdyz glebokosé tego punktu jest mniejsza od
glebokosei odpowiedniego punktu gciany ADME
(punkt F jest zastoniety przed widzem $ciang
ADME).

III. Wykreflmy rzuty prostokata ABCD
o bokach 2 i 2,5 cm, ktérego przekatna AC jest
prostopadia do 7.

Rzuty poziome punktéw 4 i C pokrywaja
sie (rys. 96 b), a rzuty pionowe znajdujg sig od
siebie w odleglodei naturalnej, tzn. w odleglodci
réwnej przekatnej AC (ktérs znaleziono na
rys. 90 a).

Nie trudno jest zauwazyd, ze jesli przekatna
AC jest pionowa, to rzut D’ punktu D znajduje
sie w odleglosci DP (rys. 96a) od rzutu prze-
katnej AC, rzut za§ pionowy D' — na wyso-
koéci réwne] AP od a, jesli A4 lezy na m.
Rzuty punktu B znajdujemy analogicznie.

IV. Wesmy teraz szedcian w takim polozeniu, ze jedna z przekatnych jest

prostopadia do rzutni poziomej.

Rzuty prostokata AEGC o przekatnej pionowej znajdujemy jak w zadaniu

poprzednim (rys. 97 a).

Aby wykredlié rzuty éciany ABCD, zauwaz-
my, ze przekatna BD przechodzi przez rodek
i jest prostopadta do AC; poniewaz poza tym
jest ona prostopadia do mnarysowanego juz
prostokata, ktéry ma polozenie pionowe, wige
ma ona kierunek poziomy. Z twierdzenia
o rzutach prostych prostopadiych (§ 7) wynika,
ze rzut B'D" jest prostopadly do rzutu 4'C’;
poza tym B’D’' = BD.

Razut pionowy B”D" jest tu oczywiscie
réwnolegly do z.

Pozostale krawedzie (rys. 97 b) wykredlié
mozna, opierajac sig jedynie na réwnoleglodel
do narysowanych juz bokéw.

Wrykazaé, ze szefciokat A'B'F'G'M'D’ jest
foremny!
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Rys. 97.

V. Cuworoscianem foremmym nazywamy cze$é przestrzeni ograniczons
czterema trdjkatami réwnobocznymi.
Ma on 6 krawedzi i 4 wierzcholki.

. Ody éciana 4BC znajduje sig na rzutni poziomej, to — jak latwo zauwazyd
— r7ut poziomy czwartego wierzchotka D znajduje sie w $rodku ciezkosei G
(rys. 98 a) tréjkata ABC. Rzut pionowy D' wierzcholka D ma wysokodé
réwng wysokodei czworofcianu. Aby ja znaleZé, obracamy o 90° tréjkat
prostokatny ADG, w ktérym przyprostokatna AG jest réwna 2/3 wysokosci
ciany, przeciwprostokatna zad
AD jest bokiem czworodcianu.
Punkt D) otrzymujemy wiec na
przecieciu prostej G'D prosto-
padtej do 4G z tukiem o Srodku
A 1 promieniu AB.

VI. Nakreslmy rzuty czworo-
dcianu foremnego ustawionego
tak, ze dwa boki skofne AB
i CD s réwnolegle do rzutni
poziomej.

4~ 47502 E. Otto
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Przede wezystkim zauwazmy, ze bok AB jest prostopadly do boku CD
(rys. 98 a). W tym celu polgezmy érodki I i F bokéw AB i CD. Mamy

(AB LEC)~,
(4B L zp) / ABLECD) = (ABLCD).

Poniewaz tréjkat CDE jest réwnoramienny, wige EF L CD. Podobnie
EF 1 AB. Jedli wigec boki AB i CD sy réwnolegle do 7y, to odcinek BF jest
prostopadly do ;.

W rzucie poziomym EF bedzie wiee punktem, a 4B i CD — do siebie prosto-
padle. Poniewaz A'B’ = C'D' = AB, wiec w rzucie poziomym obrys figury -
jest kwadratem (rys. 99).

Rzuty pionowe bokéw AB i CD
53 réwnolegte do osi z i znajdujg sie
w odlegloéci EF od siebie.

Dla wyznaczenia odcinka EF sko-
rzystano z tego, iz jest on wysokoscig
tréjkata réwnoramiennego o podstawie
AB (rys. 99 a) i o ramionach réwnych
wysokosdciom. §cian.

W rzucie pionowym otrzymamy
trapez réwnoramienny lub tréjkat
réwnoramienny (jesli odcinek 4B lub
CD jest prostopadly do ,).

Rys. 99.

VII. Osiem tréjkatéw foremnych ogranicza bryle zwang oémiodcianem
foremnym (rys. 100). . '
Mamy tu 6 wierzchotkéw i 12 krawedzi. O$miodcian ma 3 przekatne 4B,

CE i DF, polowigce si¢ wzajemnie, prostopadie i réwne.

Jedli jedna przekatna jest prosto-
padla do m,, to dwie pozostale sg
do niej réwnolegle 1 na rzutni po-
ziome]j otrzymamy kwadrat. Rzut
pionowy tego kwadratu jest odein-
kiem réwnoleglym do z.

VIII. Nakve$lmy rzuty oémio-
Scianu foremmego, gdy éciana ACH
lezy na rzutni poziome;j.

Zadanie moina latwo rozwigzad,
jedli zwrécié najpierw uwage na
ostrostup ACFG (rys. 100 a).

Riys. 100.

icm
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Oczywidcie jest to ostrostup prosty,
ktérego wysoko$é KG mozna obliczyé
z tréjkata prostokatnego AKG, gdzie bok
AK jest réwny 2/3 wysokosci Sciany, a bok
G4 — polowie przekatnej oémiodcianu,
czyli polowie przekatnej kwadratu o boku
réwnym bokowi figury (obok rzutu pozio-
mego na rysunku 101). Wykreslamy wiec
tréjkat AKG i otrzymujemy “wysokosé
K@ punktu G.

Jedli mamy punkt @ w obu rzutach,
to pozostale wierzcholki figury znajdu-
jemy korzystajac z whasnoscl 3 (§ 1, str. 2),
iz tzut grodka odeinka jest $rodkiem
rzutu odeinka.

IX. Dwunastoscian foremny jest ograniczony 12 pigciokatami foremnymi.

Majac pewien pieciokat foremny, latwo do jego bokéw dolgezyd pied réwnych
mu pieciokatéw tak, by kazde dwa sasiednie miaty bok wspélny (rys. 102).
Nalezy udowodnié, ze otrzymans figure mozna tak zlgezyd z figura do niej
przystajaca, zeby brzegi ich pokryly sig. Wystarezy oczywidcie wykazaé,
ze kat < (PFR) jest réwny katowi wewngtrznemu pieciokata foremnego.
Wynika to jednak natychmiast z symetrii odcinkéw AB i FR oraz AE i FP
wzgledem plaszezyzny przechodzace] przez GO i przez grodek hoku AF.

By wykonaé rzuty dwunastoscianu foremnego, gdy jedna Sciana znajduje
sie na rzutni poziomej, wyobraZmy
sobie, ze $ciany sgsiednie obrbécono
dokota bokéw polozonych na rzutni
i sprowadzono do m; tak wiec np.
punkt F obracajae sie (rys. 103) do-
kota boku AB wraz ze $ciana AFRGB
znalazl sie na rzutni w punkcie F°;,
a obracajac sie¢ dokola AE wraz ze
$ciang AFPOE — w F°,. Wykonujac
powrotny obrét do wilasciwego poto-
zenia, punkt F, bedzie sie poruszat
w plaszezgZnie g, prostopadiej do osi
AB, a punkt F, — w plaszezyznie ¢,
prostopadlej do AE. Rzut poziomy
plaszezyzny &, jest prostg prostopadia
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do 4B, a plaszezyzny &, — prosta
prostopadts do AE. Oczywiscie
punkty zlacza sie na przecigciu
plaszezyzn e, 1 &y WOWezas rzub
poziomy F' znajdzie sig¢ na
przecigeiu &'y 1 &'

Wysokoéé punktu F  znaj-
dziemy bioracpod uwage trojkat
prostokatny o wierzchotkach
F, F'i 0y, gdzie O, jest frodkiem
obrotu punktu Fy, czyli punktem
przebicia plaszczyzny e, prosta
AB. Tréjkat ten, obrécony o 90°
dokota boku O, F', mnakreglono ‘
na rzutni (oczywidcie OF,° =
= 0,F). Jefli na prostopadlej
z punktu F’ do osi rzutéw odmie-
rzymy F'F od z, to otrzymamy
rzut pionowy F' punktu F.
Rzuty poziome wierzchotkéw
¢, K, M i O mozna wykreslié
wiedzac, Zze tworzs one z punk-
tem F pieciokat foremny o bo-
ku réwnym przekatne] §ciany
1 wspdlérodkowy z podstaws
ABCDE. Rzuty pionowe wierz-
chotkéw &, K, M i O znajduja sie oczywidcie na prostej réwnoleglej do w,
a przechodzace] przez F''.

Wierzcholki R, H, L, N i P warstwy wyzszej tworza, jak wynika z po-
" przednich rozwazai (p. rys. 102), pieciokst foremny réwny poprzedniemu
i obrécony wizgledem niego o 36° (7'23%°). Wynika z tego, iz obrys na
rzutni poziomej bedzie dziesigciokgtem foremnym.

Rzut pionowy wierzcholka R mozna narysowaé, wyznaczajac jego wysokodé
w podobny sposéb jak dla punktu F, tj. rozpatrujac tréjkat prostokatny
o wierzchotkach R, R'i0,, gdzie O, jest drodkiem obrotu punktu R. Mozna
réwniez skorzystaé z réwnoleglodei przekatnych do odpowiednich bokéw
w pigciokacie foremnym i wykreglié w rzucie pionowym z punktu F*/ proste,
réwnolegly do 4" G''.

. Oczwiécie fciana gérna STUVW jest obrécona o 36° wzgledem dolnej
1 w tej samej odleglogci od RHLNP, co dolna od FGEMO.

Rys. 103.

icm
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X. Ustawmy teraz dwunastoscian tak,
aby érednica CW kuli opisanej byla
pionowa (rys. 104).

Korice B, D, K trzech krawedzi wycho-
dzacych z punktu C sa wierzchotkami
trojkata foremnego o hoku réwnym
przekatnej Sciany. Kredlimy wigc naj-
pierw, niezaleznie od rzutéw, pieciokab
foremny réwny $cianie dwunastoscianu
i w rzucie poziomym tréjkat B'D'K’
o bokach réwnych przekatnej tego pie-
ciokata. Punkt C bedzie mial rzut
w érodku ciezkosci tréjkata. Wysokosel
punktéw B, D i K znajdujemy z trojkata
prostokatnego CBB’, ktéry obracamy
0 90°. Dalsze wierzcholki G'i H pieciokata
otrzymujemy w rzucie poziomym, korzy-
stajac z tego, ze @H' = GH oraz B'H' ||
C'K’'. Wysokoéé punktu H znaleziono
z trojkata prostokatnego CH 'H, gdzie
OF = BE. Razut pieciokata K'H'T'U'L’
znaleziono po nakreleniu punktéw L/,
M’, E' i A’, postugujac sie réwnolegloscia
bokéw do przekatnych w pigciokacie fo-
remnym; tak samo przy rzucie pionowym.

Majac w ten sposOb szeéé écian, znajdujemy szesé dalszych w rzucie pozio-
mym przez obrét poprzednich o 60°, w pionowym zas — z symetrii wysokosei
i z réwnoleglodci bokéw do przekatnych éeian.

XI. Dwudziestoscian foremny ograniczony jest 20 tréjkatami foremnymi.

Zbudowaé go mozna podobnie jak dwunastoscian. W kazdym wierzchotku
schodzi sie b $cian. Zlzczmy najpierw b Scian tak, by tworzyly ostrostup (bez
podstawy), a nastepnie do kaidego wolnego boku dolaczmy (rys. 105) po
jednym takim samym tréjkacie. Otrzymujemy figure, ktorej brzeg sklada
sie z 10 odcinkéw. Ustawmy te trojkaty tak, by miedzy kazdymi dwoma
sasiednimi mozna bylo umiedcié nows $ciang. Teraz brzegiem jest pigciokat
foremny, na ktéry mozna nalozyé ostroshup roéwny pierwszemu.

Dla wyznaczenia rzutéw w takim potozeniu, ze podstawy ostrostupow sa
poziome, wystarezy znaleZé wysokodé b = AS ostrostupa oraz np. przekstng
AP dwudziestoscianu.
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Odcinek A4S znajdziemy, rozpatrujac A
tréjkat prostokatny ABS, Lktérego
przeciwprostokatna 4B = ajest bokiem
figury, BS za$§ promieniem kola opi-
sanego na pieciokacie BCDEF o boku a.

Poniewaz katy miedzy sgsiednimi
gcianami s3 réwne, wigc wszystkie
przekatne lgczgce wierzcholki przeciw-
legle (takie jak np. 4 1 P) sg réwne
1 polowig sie wzajemnie; mozna wige
opisaé kule, przechodzacy przez wszy-
stkie wierzcholki. Z tego wynika, ze
trdjkat ABP jest prostokatny. Majac
zatem juz wykredlony tréjkat SBA,
mozemy narysowaé tréjkat ABP, od-
mierzajgec 90° w wierzchotku B.

Przystepujac do wykreélenia rzutow
(rys. 106) zauwazmy, ze rzuty poziome
pieciokatéw BCDEF i GLMNO s3 wpisane we wspdlny okrag, ale
obrécone wzgledem siebie o 36°. Obrys jest wobec tego dziesigciokatem
foremnym.

Tréjkat ASB narysowano w kladzie po obrocie o 90° dokola BS, a tréjkat
ABP réwniez po obrocie dokola tej samej osi. Po wyznaczeniu w ten sposdh
wysokosci b ostrostupa i catkowitej wysokosei b+c¢ bryly, wykredlono, rzut
pionowy.

XII. Ustawmy dwudziestodcian fciang ABC na rzutni poziomej.

Sciana BCG jest nachylona do ABC pod takim katem, 7e odcinek 4G jest
réwny przekatnej pieciokata o boku AB (patrz rys. 105).

Jedli wiee (rys. 107) narysujemy klad tréjkata AOG (obracajac dokola 40
0 90°), to kreslac prosta z G prostopadiy do 40 otrzymamy réwnoczeénie rzut
poziomy G’ oraz wysokoéé G'G. Podobnie nakreslono D i F.

Punkt @ znajdujemy korzystajac z tego, ze w pieciokacie ACGQF jest GQ ||
CF oraz FQ || A4G. Z konstrukeji tej wynika, ze obrys na rzutni poziomej
Jest szedciokatem foremnym. Wysokoéé punktu @ dostajemy — jak zwykle —
z tréjkata BQE'.

Majac w ten sposob 10 dcian zwigzanych z 4 BC w obu rzutach, wykredlamy
pozostale, opierajac sie na symetrii wysokodci (dla rzutu pionowego) i na
tym, Ze w rzucie poziomym czedé druga powstaje z czgdei pierwszej przez
obrét o 60°.

[§ 111 Zadania 55

Rys. 107.

XIII. Wykredlmy rzuty ostrostupa prostego, ktérego podstaws jest kwa-
drat o boku @ i o krawedzi bocznej b (rys. 108), gdy jedna $ciana boczna
znajduje sie na rzutni poziome;. _ '

Rysujemy najpierw fciane znajdujaca sie na m, (rys. 109), a nastgpnie znaj-
dujemy wysoko$é (ceche) Srodka podstawy G.

W tym celu bierzemy pod uwage tréjkat prostokatny KGW, ktérego rzub
poziomy jest odcinkiem KW. Obréémy go dokota
przeciwprostokatne] KW o 90°. Wierzcholek kata
prostego G musi oczywiscie znajdowad sie na okregu
o érednicy KW. Znajac KG = o2 mozemy wiee
otrzymad G, a wykonujac obrét powrotny — rzub
poziomy &'. y

Rzut pionowy G’ znajduje sig wiec W odleglosei Rys. 108.
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GG’ od z. Wierzcholki ¢ i D w obu
rzutach wykredlamy korzystajac z tego,
ze przekatne kwadratu polowig sie.

" CWICZENIA.

1. Na rysunkach 94, 95 i 97 wpisaé w szedcian
czworofcian foremny przyjmujac za wierzchotki
punkty 4, €, F i M i odwrotnie: opisaé
szeécian na czworofcianie na rysunkach 98 i 99.

2. Srodki &cian szedcianu ss wierzchotkami
oémiodcianu foremmnego. Nakreflié szeécian na
ofmiocianie na rys. 101.

3. Wybraé na rys. 103 osiem wierzchotkéw
dwunasto$cianu tak, by tworzyly szescian
wpisany. -To samo na rys. 104.

4, Narysowaé rzuty dwunastoécianu fore-
mnego w poloZeniu, w ktérym dwie §ciany sze-
fcianu wpisanego sa réwnolegle do ,, korzy-
stajac z nastepujace] wlasnoei: kazda &ciana
szefcianu wpisanego rozeina dwunasto§cian na dwie czefci, z ktérych mniejsza ma
postaé daszka o czterech écianach; dwie z tych &cian sa tréjkatami, a dwic pozostale
— trapezami powstalymi przez rozcigcie pieciokata foremnego przekatng,

Nakredli¢ najpierw szczytows krawedz daszka, a nastepnie znaleié jego wysokoss,
podobnie jak w zadaniach IX i X.

5. Wykreslié na rys. 103 przez érodek kazdego boku prosts réwnolegly do linii taczace]
wierzcholki przeciwlegle tych fcian, dla ktérych 6w hok jest wspélny i sprawdzié, e
otrzymamy krawedzie dwudziestofcianu foremnego. To samo na rys. 104.

Zbudowaé w podobny sposéb dwunastodcian na dwudziestoécianie na rys. 106 i 107.

6. Nakreslié rzuty ostrostupa prostego o wysokodei 7 cm, ktérego podstaws, jest sze-
fciokat foremny o boku 4 c¢m, gdy jedna &ciana boezna znajduje sig na 7.

7. Nakredli¢ rzuty ostrostupa piecio§ciennego, ktérego &ciany boczne sa tréjkatami
foremnymi, gdy jedna z nich lezy na 7.

8. Narysowad rzuty dwudziestofcianu foremnego, ktérego jedna fciana znajduje gie
na 7, uzupelniajgc ostrostup z éwiczenia 7 dalszymi $cianami.

9. Zbudowaé dwunastoécian foremny na dwudziestofcianie z éwiczenia 8, jak w éwi-
czeniu 5.

Rys. 109.

§ 12. Rzuty prostej

Przez punkty 4 i B (rys. 110) przeprowadfmy
prosty I Jej rzut poziomy I' przechodzi przez rzuty
poziome A’ i B’, a rzut pionowy I’ — przez rzuty
pionowe A’ i B”.

Znajd#my na prostej ! punkt C, ktérego wysokosé
{cecha) jest réwna danemu odcinkowi a.

Poniewaz wysoko$é punktu réwna jest odleglodei

Riys., 110,

icm
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rzutu pionowego od osi z, wige znajdujemy najpierw ¢ na I’ w odleglodci @
od z, a nastepnie (, na prostopadlej z C” do z. Oczywidcie zadanie nie
mialoby rozwigzania, gdyby prosta ! byta pozioma i znajdowala sie na
wysokodel réznej od a.

Jeslibyémy cheieli znaleé na I punkt D, ktérego glebokosé (odlegtoss
od 7,) wynosi d, to najpierw nalezaloby narysowaé¢ rzut poziomy D’ na I
w odleglodci d od x, a mnastepnie D' na 1.

Jedli przyjmiemy ¢ = 0, to otrzymamy punkt prostej I na rzutni poziome;;
nazywamy go $ladem poziomym prostej | i oznaczamy przez Hi.

Zatem $lad poziomy prostej | jest to jej punkt wspélny z ;. Znajdujemy
go przecinajac rzut pionowy I z 2
i przenoszgc go prostopadle do z na I/
(rys. 111).

Przyimujac d = 0 ofrzymujemy Iy/{4
punkt prostej [ na m,; nazywamy go $la- /i
dem pionowym 1 oznaczamy przez Vi.

Zatem &lad pionowy prostej I jest p Vg
to jej punkt wspélny z z,. Znajdujemy
go przecinajac rzut poziomy ' z =
i przenoszac prostopadle do ¢ na I'’
(rys. 111).

Proste réwnoleglte do rzutni poziomej nie posiadajs §ladu poziomego, proste
réwnolegle do rzutni pionowej nie posiadajs Sladu pionowego.

Przyjrzyjmy sie rzutom prostej w réznych polozeniach.

Na rys. 111 mamy prostg I, ktorej élad pionowy V znajduje si¢ nad osig z,
a $lad poziomy — pod osig z (méwimy ,,punkt rzutni =, lezy nad (pod)
osig 2’ zamiast ,,punkt ma wysokodé dodatnig (ujemng)’‘; podobnie, méwimy
,punkt rzutni m, lesy przed (za) osia =™ zamiast ,,punkt rzutni sz; ma
gleboko$é dodatnis (ujemna)“).

Punkty ¥V i H dzielg prosts I na odcinek VH, pélprosts (V)i pélprosta
(H). Odcinek HV znajduje sie
w I éwiartee, pétprosta (V) —
w II éwiartce, a pélprosta (H)
— w IV éwiartce.

Jedli élad poziomy H znajduje
sig przed osia z, a pionowy V
pod osig # (rys. 112), to odeinek
HYV jest w IV éwiartce, pdlprosta
(H) - w I éwiartce, a pélprosta
(V) — w IIl éwiartee.

T, Vv

Rys. 111.

N
Riys. 112.
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N A
N v y \ T,
S H'
A SNl U

r \,% r

e i |H” \\ VI \U{’ '
i ’”/V' AN \\ x \
n; . I’ ”l \\ \ 4

Vn -Vn

Rys. 113. Rys. 114.

(dy punkt V znajduje si¢ nad osig z, a H za osia @, to odeinek HV jest
w II éwiartce, pélprosta (V) —w I éwiartce, a poiprosta (H)— w III éwiartce
(rys. 113).

Gdy punkt H znajduje sie za osig z, a punkt ¥V pod z, to (rys. 114) odeinek
HYV jest w III éwiartce, pélprosta (H) — w II éwiartce, a pblprosta (V) —
w IV éwiartce.

Jedli prosta przecina o z, a nie lezy na rzutni, to (rys. 115) moze prze-
chodzié przez éwiartki I i IIL (rys. a) lub IT i IV (xys. b).

Jesli prosta w jest réwnolegta do 7y, to jej rzut pionowy jest réwnolegly
do osi % (rys. 116 a). Ma ona tylko §lad pionowy V (jesli? "\ m,) i moze prze-
chodzié przez éwiartki I 1 IT lub III i IV.

Prosta réwnolegla do rzutni pionowej ma rzut poziomy réwnoleglty do osi %
(rys. 116 b). Istnieje wtedy tylko élad poziomy (oczywidcie pod zalozeniem,
ze t Y\ m;) 1 prosta moze przechodzié przez dwiartki Ii IV lub IT i III.

Prosta réwnolegta do osi z ma oczywiscie rzuty réwnolegte do « i nie posiada
§laddw.

A
z, I\ n,

’ v/ y
— " / !
I, ' T - "

a b

r r L \\\ r
H

Rys. 115.

8 12] Razuty proste] 59

A T,
w” . w ¥
v ! r t

w . t . "

_ e N\ v
Y / m, U H PR

‘ { "
a) b
Riys. 116.

Prosta lezgca na rzutni poziomej ma rzut pionowy na osi z (rys. 117 b),
a prosta lezaca na rzutni pionowej ma Tzut poziomy na osi 2 (rys. 117 a).

Jedli prosta o jest prostopadia do rzutni poziomej, to jej rzut poziomy jest
punktem, a rzut pionowy jest prostopadly do z (rys. 117 c) (@ L xixlezy
na m,, § 7).

Na odwrét: rzut pionowy prostej b prostopadiej do 7, jest punktem, poziomy
7a$ — prostopadly do z (rys. 117d) (b L @ iz lezy na m,).

Jedli prosta ¢ jest prostopadia do osi z, a nie jest prostopadia do zadnej
rzutni, to rzuty jej sa prostopadie do z (§ 7), a wiee leza na jednej proste]
{rys. 117e).

Uwaga. W zwiazku z rzutami prostych nasuwaja sig pytania:

1. Czy dowolna prosta @ na m, oraz dowolna prosta b na 7, mogg byé uwa-
Zane za rzuty jednej i tej samej prostej?

9. Czy rzuty okreslajg prosta jednoznaczniel

Aby odpowiedzieé na te pytania, zauwazmy, Ze prosta a lezaca na 7y jest
rzutem kazdej nieprostopaditej do m, prostej, ktéra lezy w plaszezyznie a
przechodzacej przez a i prostopadlej do 7 (rys. 118). Podobnie prosta b na 7,
jest rzutem kazde]j prostej, nieprostopadiej do ktéra lezy w plaszezyZnie
zawierajace] b i prostopadie] do 7,

bb 4
oL
- | ¢
. x a x —az __x 2x
b | l -
a-a axf, b Vit
al b c/ dl el

Rys. 117.
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Proste « i b sg wiec tylko wtedy rzutami pewnej
prostej I; gdy plaszezyzny a i f przecinaja sieg w kra-
wedzi nieprostopadtej do zadnej rzutni.

Widzimy stad, ze o i b nie sy rzutami prostej
w nastepujacych wypadkach:

1) gdy sa prostopadle do osi # i nie majg punktu 11
wspélnego (rys. 119 a) (jest to jedyne potozenie,
w ktorym a || B),

2) gdy jedna tylko prosta jest prostopadla do .

W pozostatych wypadkach a i f przecinajg sig w prostej nieprostopadlej
do zadnej rzutni, a wobec tego o i b s rzutami tej prostej.

. Latwo zauwazyé, ze jedynie
w wypadku, gdy a = f, rzuty nie I
okredlajas proste] jednoznacznie {,,
(rys. 119Db); woéwezas dla jedno- ’
znacznego okreslenia prostej bierze x B
sie dwa punkty (rys. 119 c). Z}'
CWICZENTA. b B
1. Jak polozona jest prosta, ktdrej Q) ¢

rzuby: a) sa symetryczne wzgledem z,
b) pokrywaja sie, ¢) tworza z x réwne
katy (ale nie przecinajg sie na z), d) sa do siebie réwnolegle.

2. Znalezé punkt wspblny dowolnej prostej z plaszezyzng symetrii a) 8y, b) drr.

3. Znalezé §lady prostej AB, gdy rzuty punktéw 4 i B leza na jednej prostopadiej do .
4. Jak sg polozone £lady prostej prostopadiej do a) dr, b) Op?

5. Jak sg poloione flady prostej tworzacej réwne katy (5 45°) z 7, i s (p. vys. 118)?

Rys. 119.

§ 13. Rzuty prostych réwnoleglych, przecma]agcych

sig¢ 1 skosnych

Wiadomo, iz rzuty prostych réwnoleglych
sg réwnolegle, pokrywajs sie lub sg punktami.
Jesli wige [ 1 m sg réwnolegle, to rdéwniez
V'im' sy réwnolegle (fub I = m’ albo sg punk-

/ . x ac x
tami) oraz I’ im'’ sy réwnolegle (lub sg punk- Z*//n' U m
tami albo I = m'’) (rys. 120, b i c).

Twierdzenie to mozna odwrdcié: jesls I’ || m” b ¢

oraz I' || m', to 1| m z wyjatkiem wypadku, gdy
rzuty sg prostopadle do osi z.

icm
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Wynika to ze znanego twierdzenia, ze pary plaszczyzn réwnoleglych prze-
cinajg sig wzdluz prostych réwnoleglych.
Jedli proste I 1 m przecinaja sie w punkeie P, to ich rzuty poziome prze-

chodzg przez P’, rzuty za§ pionowe — przez P”
(rys. 121a i D).
>< >< :
x
% \ /ﬁ

Nie zawsze jednak proste I i m, ktérych rzuty
Rys. 121,

przecinajg sig w punktach lezacych na prostopadie]
do z, 83 prostymi przecinajacymi sie. Jesli np. jedng
z nich jest prostopadta do osi z, to choé punkt
przecigeia rzutéw pionowych lezy wraz z punktem
przeciecia rzutéw poziomych na prostopadiej do z,
proste I i m moga byé skosne (rys. 121 ¢); prosta m
ma bowiem z plaszezyzng przechodzacs przez [
i prostopadly do z jeden punkt M wspélny, przez ktéry ! moze nie prze-
chodzié.

Jedli zaden z rzutéw dwu prostych skoénych nie jest prostopadly do z, to

punkt przecigcia rzutéw pionowych i punkt prze- >(

ciecia rzutéw poziomych (jesli istnieja) nie mogs
lezeé na prostych prostopadiych do z. Razuty wobec
tego przedstawiajs sie jak na rysunku 122a (lub
122 D).

ZADANIE 1. Dany jest punkt P ¢ prosta o; nary-
sowad rzuty prostej b przechodzqcej przez P i réumo-
leglej do a.

Rezut b przechodzi przez P i jest réwnolegty do a”,
rzubt b przechodzi przez P’ 1 jest réwnolegty do o’
(rys. 123).

ZADANIE I1. Dane sq proste a i b przecinajace sig
(lub  réwnolegle); nakreslié rzuty prostej ¢ letgcej
w plaszeeyénie (ab).

Rzut pionowy ¢’ bierzemy dowolnie. Poniewaz

prosta ¢ lezy na plaszczyznie (ab), wiec przecina b”
kazda prosta tej plaszezyzny lub jest do nie] .
réwnolegla. W pierwszym wypadku (rys. 124 a) "y c
przenosimy punkty przeciecia '’ i ¢ oraz b1 ¢’ a b a'b'
na @ lub ' i lgczymy je, a w drugim wypadku

(rys. 124 Db), gdy ¢” ||b", przenosimy punkt prze- a) b)

ciecia ¢/’ i ¢ na o ikredlimy ¢’ réwnolegle do b'.
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ZADANIE TII. Znaleéé reut pionowy punkiv letqcego w plaszezyinie okre-
$lonej damymi prostymi réwnoleglymi (lub preecinajaeymi sig), gdy rzut poziomy
jest dany.

Przez ¢ (rys. 125) prowadzimy rzub poziomy ¢’
prostej lezacej w danej plaszezyZnie, przenosimy prosta ¢
do rzutu pionowego jak w zadaniu II i uzyskujemy c”
na przecieciu ¢’ z prostopadia do =.

ZADANIE IV. Dana jest prosta | prostopadia do x
okreslona punkiomi A © B oraz prosta m; sprawdzié, czy
proste 1 % m praecinajq sie.

Wezmy punkty C'i.D na prostej
m (rys. 126 a). Jesliby proste [im
przecinaly sig, to wyznaczalyby
plaszezyzne 1 wéwezas proste AC
i BD musiatyby byé réwnolegle lub
przecinaé sie. Zatem proste I i m
przecinajg sig, jeéli badz A"”C" ||
B"D" i réwnoczeénie A'C’ || B'D’,
badZ punkt L przecigcia A4"C"’
z B”D" i punkt M przeciecia 4'C’
z B’'D' lezg na prostopadlej do z. a) b)

Rys. 126.

AN

ZADANIE V. Sprawdzié, czy
proste @ 1 b prostopadle do = 1 okreSlone Sladams sq réwnolegle, czy skosne.

Jefliby proste a 1 b byly réwnolegle, to linia tgczaca ich §lady pionowe musia-
laby byé réwnolegta lub przecinaé linie laczgeq ich élady poziome (rys. 126 b).

Poniewaz pierwsza znajduje sie na 7,, a druga na 7, wige ewentualny ich
punkt wspélny musiatby lezeé na osi z.

CWICZENIA.

1. Dany jest tréjkat ABC; biorae rzut poziomy punktu wewnetrznego tréjkata, zna-
lezé rzut poziomy tréjkata.

2. Biorac dowolnie rzut poziomy czworokata plaskiego oraz rzuty pionowe trzech
wierzcholkéw, znalezé rzut pionowy czwartego wierzeholka.

3. Dane sg dwie proste 7 i m, ktérych rzuty pionowe sa réwnolegle, a rzuty poziome
przecinaja sig; narysowaé rzuty odeinka LM réwnoleglego do , ktérego konice znajduja
sig na I i m.

4. Prosta prostopadla do osi z okreslona jest punktami 4 i B; biorac rzut pionowy C”
punktu C lezgcego na AB, znalezé rzut poziomy za pomocs nastepujacej konstrukeji:
wykreslié przez 4, B i C proste a, b i ¢ tak, by @ || || « oraz by prosta ¢ przecinala o i b.

5. Dana jest prosta p prostopadia do z, okrelona punktami 4 i B, dowolny punkt

icm

[§ 14] Plaszezyzna 63

C oraz rzubt pionowy ¢’ prostej ¢ przecinajacej p. Znalefé ¢/, opierajac sie na konstruk-
¢ji zblizonej do podanej w zadaniu 4.

6. Znalezé $lady prostej prostopadlej do osi z.

7. Dane sg rzuty pionowe trzech punktéw 4, B i C prostej prostopadiej do osi  oraz
rzuty poziome A’ i B’. Znalezé rzut poziomy punktu C opierajac sie na § 1, 3. '

8 Dana jest prosta p prostopadia do x, okreSlona dwoma punktami oraz punkt C'
nie lezacy na p. Znalezé drugi punkt prostej g przechodzacej przez C i réwnoleglej do p.

§ 14. Plaszczyzna

Polozenie plaszezyzny ustalaé bedziemy jednym ze sposobéw podanych
w § 3.

W wielu konstrukcjach jest dogodne znaé krawedzie przecn;ma danej
plaszezyzny z rzutniami.

Krawed?Z plaszezyzny a z rzutnig pozioms (jesli krawedZ ta istnieje) nazy-
wamy Sladem poziomym plaszczyzny o i oznaczamy przez h, kraweds zad
z rzutnig pionows (jesli istnieje) nazywamy sladem pionowym plaszczyzny a
i oznaczamy przez v, (rys. 127).

Slady A i va, jako proste lezgce w plaszezyZnie a, moga byé réwnolegle
do z albo mogg sig przecinaé. Jesli plaszezyzna jest réwnolegta do =z, to oczy-
wicie jej §lady sg réwnolegle do x, jedli plaszczyzna przecina z, to przez punkt
przeciecia przechodzg jej éady.

Oczywidcie rzut poziomy proste] v, jest na osl z, poniewas v, znajduje
sig na my; rzut pionowy prostej v. pokrywa sie z v..

Podobnie rzut pionowy prostej k. znajduje sie na osi z, poniewaz h, lezy
na 7, a rzut poziomy prostej k. pokrywa sig z la.

Jedli ptaszczyzna 8 jest prostopadia do rzutni poziomej, to kazdy je] punkt
posiada rzut poziomy na h. (rys. 128), ktéry jest w tym wypadku rzutem
poziomym f' plaszezyzny. Slad pionowy vs jest wéwezas prostopadly do z,
mamy bowiem:

(B Lm)\
(7mp L oy) /

(’Uﬁ L nl) -

(vz L ).

Rys. 197.
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v K"
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€X
7 U/La ha
/i K
Rys. 129. Riys. 130.

W pierwszym ogniwie rozumowania opieramy si¢ na tym, ze jesli dwie
plaszezyzny sa prostopadle do trzeciej, to ich krawedZ jest réwniez prosto-
padia do trzecie] plaszczyzny.

Jedli plaszczyzna y (rys. 129) jest prostopadta do m,, to rzut pionowy kazdego
jej punktu znajduje sig na &ladzie pionowym v, ktéry w tym wypadku jest
rzutem pionowym plaszezyzny y; élad poziomy A, jest prostopadty do # (do-
wéd jak w poprzednim polozeniu).

Oczywiscie, jesli plaszezyzna a jest prostopadia do v, i 7, (rys. 130), to jest
réwnies prostopadla do z i wéwezas zardwno v., jak 1 ke sg prostopadie do .
Rzuty kazdego punktu plaszezyzny a leza wowezas na $ladach. .

Plaszczyzna réwnolegta do m, nie ma $ladu poziomego; jej §lad pionowy
jest réwnolegly do osi 2 (rys. 131).

. Plaszczyzna réwnolegta do m, nie ma $ladu pionowego; jej lad poziomy
jest réwnolegly do osi 2.

T, ) I,

Vot U Ve O

& o hep v

Rys. 131.

. %ADANIE I Trey punkty A, B v C wyznaczaje vlaszczyzne; wnaleéé jej
Slady.

Lfadc%adc p}l{ﬂkty A4 i B otrzymujemy prostg na plaszezyznie o (rys. 132).
Z'na]o:lzTrny iel Slady H, i V; (rys. 114). Podobnie lgczac 4 z C dostajemy
réwniez prosty na a. Oznaczmy jej §lady przez H, i V,.

icm
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Punkty H, i H, leza na a i m,, zatem prosta
taczaca je (edy Hy 5% H,) jest krawedzig a1 my,
czyli §ladem poziomym h, plaszezyzny. Podo-
bnie V,V, jest dladem pionowym.

Gdy H, = H,, to po wykresleniu ladu v,
nalezy H, polaczyé z punktem przecigeia & 1 vg;
analogicznie, gdy Vy= V. -

ZADANIE II. Nakreslié $lady plaszczyzny o
prostopadlej do m, @ praechodzacej przez dang
prostg Q.

§lad poziomy h. pokrywa sig z rzutem po- L/
ziomym o prostej, flad za$ pionowy jest pro- Rys. 132.
stopadly do =z (rys. 133).

Plaszezyzna, B przechodzaca przez prosta o i prostopadia do z, ma §lad
pionowy vg pokrywajacy sie z ¢/ i §lad poziomy prostopadty do z (rys. 133 b).

ZADANIE IIL. Dane sq $lady plaszcayzny 1 rzut poziomy punkiu P lezgeego
na niej; znaledd jego rzut pronowy.

Zadanie to jest szezeglnym przypadkiem zadania III z § 13. Tak jak
poprzednio, bierzemy dowolng prosta lezaca w danej plaszezyinie 1 prze-
chodzaca przez punkt P. Kredlimy wiec najpierw ¢’ przez P’, a nastepnie
znajdujemy ¢’ (rys. 134 a). ‘W tym celu zauwazmy, ze rzut plonowy prostej iz
jest ma osi x, wobec czego punkd przecigcia ¢’ i he przenosimy na z. Rzut
poziomy prostej v, znajduje si¢ na z, wobec czego punkt przeciecia z i ¢
Przenosimy na Ve

Laczac uzyskane punkty otrzymujemy rzub pionowy prostej ¢, na ktory
juz przenosimy punkt P.

Gdyby plaszezyzna a byta okreglona osig 2 i punktem C (rys. b), to wowezas
polgezylibyémy €' z danym rzutem P’ prosty, ¢ i znalezlibyémy ¢, opierajac
sie na tym, Ze prosta ¢ przechodzi przez C i przecina o$ = (lub jest dox
réwnolegla).

X X -
CL/
he

ash,
Rys. 133.
5 — 47502 E. Otto
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ZADANIE IV. Dane sq dwie proste ¢ @ b oraz punkt P; narysowaé Slady
plaszozyzny preechodzqee; przez Pt réownoleglej do @ © b. '

Przez punkt P kredlimy proste ¢ i d réwnolegle odpowiednio do ¢ i b
(0. § 3, zadanie II) i przechodzace przez P (rys. 135). Slady plaszezyzny o
przechodzg przez §lady prostych ¢ 1 d.

Riys. 135. Riys. 136.

Jesli proste ib nie sy réwnolegle, to ¢ W dimamy jedns plaszezyzne spel-
niajacs warunki zadania; jesli a || b, to ¢ = d i kazda plaszezyzna przechodzaca
przez ¢ jest rdwnoleglta do a i b.

ZADANIE V. Znale#é slady plaszezyzny preechodzgce; preez vunkt P ¢ réwno-'

legley do danej plaszezyzny a, okreSlone; $ladami.

Poniewaz §lady plaszezyzn réwnoleglych sa réwnolegle (krawedze pla-
szezyzn. réwnolegtych z trzecia ukodng ss do siebie réwnolegle), wiee w przy-
padku, gdy élady v, i k. przecinajg sig, wystarczy znalezé jeden punkt jednego
§ladu. PrzeprowadZmy przez punkt P prosts w np. réwnolegla do he. Razut
poziomy bedzie réwnolegly do s, a pionowy — réwnoleglty do z. Przez §lad
pionowy ¥, prostej w kreslimy vz (rys. 136 a).

Gdyby plaszezyzna a byla réwnolegta do osi #, to trzeba by byto wzigé na
niej prosta nieréwnolegly do z (rys. 136 b), a nastepnie wykrelié do niej prosta,
réwnolegly przez P. Slady szukanej plaszezymy przejda przez odpowiednie
§lady tej prostej i beda réwnolegle do .

CWICZENTIA.

1. Dane sy dwie proste skosne i b; znalezé &lady plaszezyzny przechodzgeej przez
prosta a iréwnoleglej do b, gdy: )a ||z, 2)a L ny, 3)a L z, 4) a przecina z przy do-
wolnym polozeniu prostej b, 5) a ||« i b L x, 6) @ przecina i b | .

2. Znaleié §lady plaszezyzny przechodzgcej przez punkt 4. i prosta I réwnolegla, do osi 2.

3. Plaszezyzna a przechodzi przez dany punkt 4 i of .

Wek.: Nakresli¢ rzut I’ dowolnej prostej I lezacej w plaszezyznie a i znaleZé rzutb 1.

4. Dane sy proste réwnolegle o i b; nakreslié rzut ¢/’ dowolnej prostej ¢ lezgoej w pla-

[§ 15] Kra,wgdi dwu plaszezyzn — Punkt przebicia plaszezyzny prosts 67

szezyznie (ab) i znaleZé rzut ¢’. Wykonaé éwiczenie bez uzycia §ladéw, gdy: 1) 2 W\ =,
2) al

5. Plaszezyzna a dana jest za pomoca prostych réwnoleglych a 7 b; przez dany punkt
P nie lezacy na niej przechodzi prosta ¢ réwnolegla do niej. ZnaleZé rzut ¢, jedli ¢ jest
dany.

6. Znalezé $lady plaszczyzny okreflonej prostymi przecinajgeymi sie na osi 2.

§ 15. KrawedZ dwu plaszczyzn — Punkt przebicia
plaszczyzny prosta

I. Weimy pod uwage dwie plaszezyzny a i p, dane za pomocs ladéw.
Oznaczmy przez k ich krawedz.

Slad poziomy % (jedli istnieje) musi lezeé na gladach
ha 1 kg, jest wiec ich punktem przeciecia, a poniewaz
znajduje sie na m;, wiec jest $ladem poziomym Hj
krawedzi (rys. 137). Podobnie §ladem pionowym Vi
krawedzi jest punkt przeciecia fladéw pionowych veiv;
plaszezyzn o 1 .

Aby nakreslié rzut %', musimy polgczyé H'z = Hi
z rzutem poziomym V';, znajdujgeym sie — jak wia-
domo — na osi #. Podobnie &' laczy V"’ = Vi z rzutem pionowym H''j
znajdujacym sie na osi z.

Konstrukecje wykonaliémy pod zalozeniem, ze élady Vi i Hy istniejs i sa
rbézne.

Rys. 137.

ZADANIE I. Znaleté krawedé plassczyzn a i B, jesli ve fvg, @ e X Ag.

KrawedZ & nie ma éladu pionowego, a wige jest .
réwnolegta do rzutni pionowej. Z tego wynika, ze raut %/ K
poziomy k' jest réwnolegly do z (i oczywicie bedzie _
przechodzit przez Hyi). Poniewaz k nie moze przecinaé !
$ladéw v, i s, wiee jest do nich réwnolegha; rzut % h

jest zatem réwnolegly do v, i przechodzi przez rzut
pionowy punktu Hy (rys. 138). Rys. 138.

ZADANIE II. Znaletd kraweds plaszczyzn a i B réownoleglych do osi z.

Wystarczy znaleZé jeden punkt krawedzi, poniewaz jest ona réwnolegla
do @ (por. § 6, I, str. 13). Punkt ten mozna uzyskaé przecinajac ai § trzecig
plaszezyzng y, np. prostopadla do m, (rys. 139); znajdujemy wiee krawedzie
@ 1 b plaszezyzny y z plaszezyznami a i 8 1 przez punkt wspélny P kredlimy %.
Mozna to wykonaé bezposrednio w rzucie poziomym; do rzutu pionowego
przenosimy k, zaznaczajac najpierw P (oczywidcie na v,).
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F

Rys. 139. Rys. 140.

ZADANIE ITI. Znaleéé kraweds plaszczyzn a © B, gdy ich $lady przecinajg
st na 0st . ‘
Prowadzimy rdwniez trzecig plaszezyzne v (dla uproszezenia konstrukeji

tez prostopadla do m,) i nastepnie punkt wspblny prostych @ i b laczymy
z punktem przeciecia §ladéw danych plaszezyzn (rys. 140).

ZADANIE IV. Znaleié krowedi plaszcayzn o ¢ f,
gdy oplaszczyzna B jest réwnolegla do m, (a wiec nie
posiada §ladu pionowego).

Krawed? jest wtedy réwnolegta do §ladu pionowego v,
plaszezyzny a (linie przecigcia plaszezyzn réwnoleglych
7,1 59 do siebie réwnolegle). Rzut poziomy k' pokrywa
sip oczywidcie z hg, a rzut k' przechodzi przez rzut Hy
1 jest réwnoleglty do v, (rys. 141).

ZADANTIE V. Znaletd krawed? plaszcayzn i 8, gdy B
przechodzi preez o = 1 dany punkt B.

Rys. 141.

Poniewaz §lady plaszezyzny f znajdujg sie na osi #, wiec punkt przecie-
cia v (i ho) z 2 jest punktem krawedzi a i .

Drugi punkt znajdujemy prowadzac — jak w za-
daniach I—III — trzeciy plaszezyzne y prostopadts,
do s, (lub =,). Aby jednak wskazad bezposrednio
linig b przeciecia plaszezyzn f iy (rys. 142), prowadzi-
my plaszezyzne y przez punkt B, wobec czego prosta b
faczy B z punktem wspélnym osi i plaszezyzny y.
Prosta a znajdujemy przez przeciecie sladéw.

KrawedZ k& otrzymujemy jako prostg laczacs punkt
przecigcia @ i b z punktem wspblnym osi z i plasz-
CZyZNY a.

Riys. 142,

icm

- przecigcia Sladu % z osig .

ezyzn a1 f, dalsze boki czworokata
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ZADANIE VI. Znaleté przeciecie ostrostupa  plaszczyzng.

Rozwigzemy zadanie dla ostrostupa
o podstawie na ;.

Znajdimy najpierw krawedZ prze-
cigcia £ciany ADW plaszezyzng o
(rys. 143). W tym celu zwréémy
uwage na to, ze Sladem poziomym
plaszezyzny = ADW jest prosta AD.
§lad pionowy otrzymamy kreélac
przez punkt W prosta w réwnolegly
do hg. Oczywidcie w' ||k, a w" ||z
Prosta vg faczy punkt ¥, z punktem

Po wykredleniu krawedzi % plasz-

przekroju znajdujemy sposobem po-
danym w rozdziale I dla rzutéw na
jedna plaszezyzne (§ 6, zadanie II):
przedtuzamy prosts, CD do jej prze-
cigela z krawedzig plaszezyzny podstawy i plaszezyzny przekroju (a wige tu
z he) 1 Yaczymy uzyskany punkt z D,. Podobnie znajdujemy bok A,B,.

Gdyby ostrostup stal na plaszezyinie réwnoleglej do rzutni, to rozwig-
zalibyémy zadanie tak samo.

Dla podstaw dowolnie polozonych iloéé linii konstrukeyjnych jest juz bardzo
duza. Zadanie rozwigzuje sie prodcie] za pomocs zmiany ukladu, o czym
bedzie mowa w § 19.

II. Punkt przebicia plaszczyzny prosta mozna wskazaé bezpodrednio, gdy
plaszezyzna jest prostopadta do m; (rys. 144 a) lub do 7, (rys. 144 b).

W plerwszym bowiem wypadku rzut
poziomy punktu przebicia P znajduje sie na
§ladzie poziomym h, plaszezyzny, w drugim
za§ — rzut pionowy punktu P lezy na v,.

Jeéli plaszczyzna o nie jest prostopadta do
zadnej rzutni, to — jak wyjadniono w roz-
dziale I § 6, str. 15 — nalezy przez prosts o
przeprowadzié  plaszczyzne — pomocniczg,
znaleZé krawedZ obu plaszezyzn 1 uzyskad
szukany punkt na przecigein tej krawedzi
z plaszezyzng o (rys. 39).
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Najczedciej — choé nie zawsze — jako plaszezyzng
pomocniczg bierze sie plaszczyzne prostopadla do
lub 7, (rys. 145),

Krawed? plaszezyzn a1 f znajdujemy jak poprzednio.
Punkt przeciecia %' z o jest rzutem poziomym P’
szukanego punktu. P’ znajduje sie na o'’ i na prostej
. prostopadlej do z.

ZADANIE VII. Plaszczyzna o dana jest za pomocy
prostych réwnoleglych a © b, Znaleté punkt, w kiérym
dana prosta ¢ przebijo o.

Rys. 145.

Prowadzimy plaszezyzne p (rys. 146) prostopadta do =, a przechodzges
przez ¢. Krawed? przeciecia a iy laczy punkty, w ktérych proste a i b prze-
bijaja y. Punkty te, znane bezpoérednio z rzutu pionowego, przenosimy do
rzutu poziomego 1 przez polgczenie otrzymujemy rzut %'..

Rys. 146.

Rozwigzanie niczym sig nie rézni.od poprzedniego, gdy jedna z prostych
znajduje sig na osi z (rys. 146 b).

Gdyby plaszezyzna -byla okredlona osig x i punktem, to kreélac przez ten
punkt prosta réwnolegty do », sprowadzilibyémy zadanie do poprzedniego.

Gdyby prosta a byl prostopadia do osi x, a wige okreslona np. swoimi $ladami
Va @ Ha, to musieliby$my prowadzié plaszezyzng pomocnicza (rys. 147) nie-
prostopadls do zadnej rzutni. Oczywidcie jej $lady przechodzg przez §lady
prostej. Kraweds obu plaszezyzn przecina prosts w szukanym punkeie.

ZADANIE VIII. Znaledé krawedt dwu tréjkatéw, nie krelge $ladéw pla-
szczyzn, na ktorych one ledg.

ZnajdZmy punkt P, w ktérym bok DE (rys. 148) przebija tréjkat 4BC.
W tym celu prowadzimy przez DE plaszezyzne prostopadly do m,. Krawedz
przecigcia tej plaszezyzny z tréjkgtem ABC, znana bezpoérednio z rzutu pio-
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nowego, przenosimy do rzutu poziomego;
punkt jej przeciecia z ED jest szukanym
punktem P.

Podobnie znajdujemy punkt przebicia plasz-
czyzny trojkata ABC prosta EF. Yaczac
te punkty otrzymujemy krawed# (na rysunku
uwzgledniono tylko cze$é krawedzi znajdujacs
sie na obu tréjkatach).

Aby zaznaczyd, ktére odeinki sa widoczne
w rzucie poziomym, bierzemy pod uwage
punkty przeciecia rzutéw i sprawdzamy w rzu-
cie pionowym, ktéry z punktéw ma wiekszg
wysokodé. (por. § 6, zadanie I). Np. biorge pod
uwage punkt przeciecia A'C’ 1 E'F', spraw-
dzamy z rzutu pionowego, ze punkt na AC jest
wyze] polozony od punktu na EF; wobec tego
rysujemy A’C’ linig gruba, oznaczajacy odeinki
widoczne. Tak samo rozstrzygamy widoczno$é innych odeinkéw.

W rzucie pionowym zaznacza sie jako widoezne te punkty, ktére
majg wiekszg glebokodd. Tak )
wiec z dwu punktéw, ktére majs AW
rzut pionowy na przecieciu 4'C"
i D"F"”, widoczny jest punkt na
DE, gdyz — jak widaé z. rzutu
poziomego — ma on wieksza
glebokodé.

ZADANIE IX. Znaleté linie
przemkanta dwu ostrostupdw.

Metoda postgpowania zostala
wyiaséniona w § 6 (rys. 47). Wedtug
niej nalezy polgczyé ze sobg wierz-
chotki ostrostupéw linig prosta
(rys. 149) i znaleZé punkty, w kto-
rych przebija ona plaszezyzny
podstaw. Na rysunku 149 pod-
stawa ostrostupa (W) lezy na rzutni
poziome], a podstawa ostrostupa
(8) — na plaszezyZnie § prosto-
padle] do m, Punkty P i Q, Rys. 149,
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w ktérych prosta WS przebija te plaszezyzny, sa wiec w rzucie pionowym
na 1 na v;. Krawedzig plaszezyzn podstaw jest €lad poziomy /.

Dla przejrzystodci rysunku okazano tylko konstrukeje punktéw przebicia
jednej krawedzi (FS) ze écianami ostrostupa (W). Punkt @ polaczono z F
wrzucie poziomym, przecieto §lad hg i polaczono otrzymany punkt z punk-
tem P; punkty, w ktérych ten ¢lad przecina podstawe ABC, polgczone
z wierzcholldem W, daja na FS szukane punkty.

- Spos6b wykonania i uzycia schematu wyjasniony zostal na trzech przy-
kladach w § 6.

Punkty linii przenikania, znalezione w rzucie poziomym, przenosimy do
rzutu pionowego na odpowiednie krawedzie.

Sprawe widocznodel w rzucie pionowym rozstrzygamy kierujac sie zupehie
oczywistg zasada, ze tylko wtedy bok wieloboku przenikania jest widoczny,
gdy obie dciany, na ktérych on sig znajduje, sg widoczne w rzucie pionowym.

ZADANIE X. Nakreslié rzuty linit przenikania ostrostupa 1+ grameastostupa.

Na rys. 150 przyjeto, ze podstawa ostrostupa jest na plaszezyznie f, a pod-
stawa graniastostupa — na plaszczyinie a. KrawedZ k znaleziono przez prze-
cigcie §ladéw. Rzuty pionowe wierzchotkéw podstaw wyznaczono — jak na
rys. 136 — za pomocy prostych
warstwicowych. Krawedzie grania-
stostupa przyjeto jako réwnolegle
do plaszezyzny f. W tym celu
wykrelono prostg @ na f i nary-
sowano krawedzie graniastostupa
réwnolegte do a.

Jak na rys. 150, kreélimy prostg w
przez wierzcholek ostrostupa réw-
nolegle do graniastostupa. Przebija
ona plaszezyzne a w punkcie P,

Poniewaz kazda  plaszczyzna
przechodzgca przez prosts w prze-
cina f wzdluz proste] réwnoleglej
do w, wige przebieg konstrukeji jest
nastgpujacy: z punktu 4 (lub B,
lub ) wykre§lamy réwnolegly do
proste] w 1 punkt jej przecie-
cia tgezymy z P. Na przecieciu
z podstawa DEF otrzymujemy dwa
punkty, -z ktéryeh rysujemy proste Rys. 150.

>

1 2 - w"

icm
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roéwnolegte do krawedzi graniastostupa. Wyznaczajg one na AW (lub na
BW lub na CW) szukane punkty przebicia.

Konstrukeje mozna wykonaé w jednym rzucie i odnieéé do drugiego, badZ
w obu rzutach.

Zadania X 1 XI w gruncie rzeczy nie rdznig sig od zadad VIII1IX z§6
(str. 18—20), gdyz konstrukcje byly wykonywane w jednym tylko rzucie,
a w drugim korzystano jedynie z wyniku uzyskanego w pierwszym. Mozina
daé przyklad, w ktérym konieczne jest réwnoczesne uzycie obu rzutéw.
Rozwigzmy w tym celu nastepujace

ZADANIE XI1. Znaleté rzuty linw przenikania dwu grawiastostupéw, jefls
podstawa jednego znajduje sig na m, a drugiego na 7,

Obieramy dowolnie punkt P
(rys. 151) i — jak w§ 6 — kre-
glimy prosta a réwnolegly do
krawedzi graniastostupa (GEF)
oraz prosta b réwnolegla do kra-
wedzi graniastostupa (4BCD).
Okreélajs one plaszezyzne «
réwnolegla do wszystkich po-
mocniczych plaszezyzn, jakie
nalezy przeprowadzié w celu
wyznaczenia punktow przebicia
krawedzi jednego graniasto-
shipa ze éclanami drugiego.

Aby np. wyznaczyé punkty,
w ktérych krawedZ (C) przebija
gclany graniastostupa (GEF),
przesunigto przez nis plaszezy-
zne B; $lad hg przechodzi przez
wierzchotek C znajdujgcy sie
na 7y i jest réwnoleglty do A
Slad pionowy vz przechodzi
przez punkt przecigeia k3 z osig @ (ktéra gra tu role krawedzi %) i jest
réwnolegty do v.; przecina on hoki GF i EF, z ktérych proste wykreélone
réwnolegle do krawedzi graniastostupa (GEF) wyznaczaja na (C) szukane
punkty w rzucie pionowym. Podobnie znaleziono inme. Schemat laczen
oraz sprawa widocznodci nie odbiega od uzytych na rys. 161 dla rzutu po-
ziomego 1 w zadaniu X dla rzutu pionowego.

Rys. 151.
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Bu C;” D;‘ ‘A"’

Rys. 152,

Nie zawsze metoda, ktérg postugiwaliémy sie w dotychezasowych zada-
niach, najszybciej prowadzi do wyniku. Wesmy np. nastepujace

ZADANIE XII. Znaleté limig przenskania ostrostupa z gramiastosbupem
o hrawedziach prostopadlych do rzutni poziome;.

Tu (rys. 152) punkty 1, 2, 3, 4, 5, 6 przebicia §cian graniastoshipa krawe-
dziami ostrostupa mozna wskazaé bezposrednio w rzucie poziomym, poniewas
rzutami tych écian sg boki podstawy.

§ 16. Konstrukcje obrotéw i kladéw w rzutach
na dwie plaszczyzny

ZADANIE 1. Obrécié punkt A dokola prostej l pro- € ' 'T—'S Va
stopadlej do rzutni poziome;. |

Rzut poziomy (rys. 153) kredlimy jak w zadaniu
1§ 8; poniewaz plaszezyzna obrotu jest réwnolegla
do m;, wigc rzutem pionowym okregu jest odecinek
. 0 dlugodci drednicy, réwnolegly do = i przechodzgcy
przez A", Punkt B, uzyskany przez obrét w rzucie
poziomym, przenosimy do rzutu pionowego na rzub
okregu.
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ZADANIE II. Obrécié odcinek AB dokola osi pionowej przechodzqce;
przez A o taki kqt, by odcinek ten przyial polosenie réwnolegle do rzuini
pronowe;.

Rzut poziomy osi obrotu I pokrywa sie z rzutem
punktu 4.

Plaszezyzna & obrotu punktu B jest réwnolegta do ;.
Oczywifcie idzie o obrét o taki kat, aby rzut poziomy
odeinka byt réwnolegly do osi z (rys. 154). .

Poniewaz rzut odeinka réwnolegltego do rzutni jest * B4 |
réwny odcinkowi, wige 4B’ ma dhugosé odcinka AB. AS ]

4

ZADANIE III. Znaleté diugoéé odcinka przez klad
na reutnie. B

Jak w zadaniu III § 8, obracamy odcinek AB (rys. Rys. 154.
155) dokola jego rzutu poziomego o 90°, odkladajac na

prostopadlych do 4’'B’ wysokodci punktéw 4 i B (tzn. odleglodci rzutdéw
pionowych od osi z).

Mozna réwniez wykonad klad na rzutnie pionows obracajac AB dokola
A"B"; wtedy na prostopadtych do rzutu 4"'B” nalezy odmierzaé glebokosci
punktéw 4 1 B. :

Uwaga. Jak w§ 8, moglibyémy obracaé
odcinek CD dokola prostej réwnoleglej do
rzutu i przechodzgcej np. przez punkt D;
woéwezas klad punktu € znalazlby sie
w odlegloéci réwne] réznicy wysokosei
C1iD.

ZADANIE IV. Wykonaé FElad punktu -
A obracajge go dokola prostej 1, lezqeej na
TZUINT POZIOME].

Zadanie nie rézni sig od zadania VII
§ 8 (ceche punktu 4 odezytuje sie z rzu-
tu pionowego). Srodkiem obrotu jest
punkt S, w ktérym dana of | przebija
plaszezyzne obrotu & (rys. 156); promie-
niem p obrotu jest przeciwprostokatna
AS tréjkata AA'S.

Jegli prosta [ jest réwnolegla do rzutni poziomej, to klad punktu 4 na pla-
szczyzne rownolegls do 7, 1 przechodzacy przez [ znajdujemy w ten sam sposéb;
zamiast odcinka w bedziemy mieli wéwezas réznice cech 4 il (rys. 157 b).

Rys. 155.
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Rys. 156. Riys. 157.

ZADANIE V. Znaleéé kat miedzy przecinajgcymi sig prostymi a o b,

Plaszezyzng kata obracamy dokota jej gladu poziomego (rys. 157 a). Klady
ramion @ 1 b kata otrzymujemy laczac klad punktu W ze $ladami H, i H,.

Mozna réwniez obracaé dokota osi | réwnolegle) do 77, 1 przecinajace] a 1 b
na plaszezyzne réwnolegty do zz, (rys. 157 b).

ZADANIE VI. Nakreslié rzuty tréjkata foremnego, leigcego na danej pla-
szezyénie okreSlonej Sladama.

WeZmy na plaszezyZnie a punkt P np. na éladzie pionowym v. (P na v,
P’ na ) i obréémy go dokola &ladu poziomego %, az do zejécia sig z rzutnia
poziomg (rys. 158).

Wyobrazmy sobie, ze wraz z punktem P plaszczyzna a zostala spro-
wadzona do rzutni m;. Jedli teraz w kladzie
obierzemy tréjkat foremny A°B°C°, to rzuty
bedzie mozna znaleZé w nastepujacy sposdb:

Klad 4° punktu A laczymy z kladem P°
punktu P; aby wykreslié rzut poziomy prostej
AP, zauwazmy, ze przy obrocie dokola /g,
punkt H przecigeia AP z h, nie zmienia polo-
zenia: lgczymy wiec P’ z H. Rzut poziomy
A’ znajduje sig na prostej prostopadiej do osi
obrotu. Rzut pionowy A’ znajdujemy wykre-
§lajgc rzut pionowy prostej PH (H” na z).

CWICZENIA.

1. Powtérzyé zadanie I i IT biorac I L 7y, zadgnie
IV iV dla? na n, oraz zadanie VI z konstrukeja na
rzutni pionowej.

1§ 17] Razuty prostych i plaszezyzn prostopadiych 7

2. Obrécié punkt dokota osi z az do zejéeia sie z rzutnis pozioma.

3. Wykonaé ldad kata miedzy osia » a prosts I przecinajacs z.

4. Obrécié prosta o dokola prostej skosnej ! prostopadiej do 77y 0 45°.

Wsk.: Obrécié dwa punkty prostej I i polgezyé je.

5. Prosta nie przecinajges osi x obréeié dokola x o 60°.

6. Obrécié tréjkat dokola osi I.L 7w, o 90°.

7. Obrécié szedcian stojacy na z; dokola boku podstawy o 45°.

8. Nakre§lié rzuty szefcianu o dwu $cianach prostopadlych do z i dwu przekgtnych
tych Scian prostopadiych do m;; obréeié go dokola jednej przekatni pionowej o 30°.

9. Dana plaszezyzne o obrécié o 45° dokola osi pionowej i wykreslié §lady obréconej
plaszezyzny, gdy 1) a L z, 2) a jest skosna do z.

10. Wykonaé zadanie XI z § 11 kreslac najpierw rzuty ostrostupa o podstawie na rzutni
poziomej, a nastepnie obracajac go dokola boku podstawy o odpowiedni kat.

11. Znale#é rzuty Srodka kola opisanego na tréjkacie, znajac rzuty tréjkata.

§ 17. Rzuty prostych i plaszczyzn prostopadiych

Na wstepie podajemy jako ilustracje
twierdzenia z § 7 (str. 23) rzuty dwu
tréjkatow prostokgtnych (rys. 159), z kto-
rych pierwszy ma przyprostokatng a
réwnoleglta do 7; (i wobec tego a’ L &),
a drugl — przyprostokstng ¢ réwnolegly
do 7, (i wobec tego ¢’ L d").

ZADANIE 1. Wykreslié rzuty prostej p,
przechodzqcej przez punkt P 1 prosto- Rys. 159.
padiej do danej plaszczyzny o.

Jesli prosta p jest prostopadia do a, to jest prostopadta do kazdej prostej
plaszezyzny o, a wiee tez do he. Poniewas h lezy na rzutni zz;, zatem (na pod-
stawie twierdzenia z § 7) »' L h,/(rys. 160).

Podobnie, z tego e v, L p 1 7e 2,
lezy na m,, wynika, ze rzut pionowy p”*
jest prostopadly do w..

Gdy plaszezyzna a nie jest réwnolegla
do z (rys. 160 a), rzuty »’ i " nie sa
prostopadlte do « i okrelajg jednoznacz-
nie prosty p.

Gdy a || z (rys. 160 b), rzuty p" 19" sa
prostopadie do z i nie okredlaja jedno-
znacznie prostej p.
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ZnajdZzmy np. élad poziomy prostej . W tym celu obr6émy o .90" pla-
szezyzne & prostopadly do = i przechodzacs przez P. Réwnoczednie z pla-
szezyzng & obréémy punkt P i keawed? & plaszezyzn o i ¢, co mozna latwo
wykonad, gdy?z znane sg lady krawedzi k. Jedli teraz z kladu punktu P wy-
kredlimy prosts p prostopadia do %, to na przecigeiu ze dladem plaszezyzny a
otrzymamy $lad H prostej 2. .

Mosna jednoczesnie znalezé punkt @, w ktérym p przebijai a. Wystarczy
bowiem przeniesé do rzutu poziomego punkt przecigeia § 1 k; rzut pionowy
otrzymamy odkladajac od osi odcinek @'Q.

ZADANIE TI. Dana jest plaszczyena o jej punkt A; narysowad odeinek a
danej dtugodci prostopadly do a 4 wychodzqey 2 A.

Przez punkt A zostala przeprowadzona prosta w
lezaca w paszezyénie o i réwnolegla do jej §ladu
poziomego (rys. 161).

Wykreélamy najpierw rzuty proste] prostopadle]
do o i przechodzacej przez 4. Aby na niej odtozyé
dany odcinek ¢, wykonano jej ktad (klad jej Sladu
H znsjduje sie w tym samym miejscu, a klad A
punktu 4 — w odlegloéei A"z od rzutu).

Koniec B odcinka @ (odmierzonego oczywidcie
w Iadzie) przeniesiono najpierw do rzutu poziomego,
a nastepnie pionowego.

Jedli plaszezyzna o jest réwnolegta do , to metoda
postepowania jest ta sama (rysunek nie wiele réznié si¢ bedzie od rys. 160 b).

ZADANIE III. Dana jest prosta p © punkt P nie letqey na wiej; znaleéé Slady
plaszozyzny praechodzqcej prezez P i prostopadlej do p.

Wiadomo, ze §lady plaszczyzny muszg byé prostopadle do rzutéw prostej.
Wystarczy wiec znaleZé jeden punkd
jednego fladu. W tym celu wykreslamy
rzuty warstwicy w plaszezyzny o wy-
sokoéei punktu P; oczywidcie rzut w’
jest prostopadly do ¢’ (poniewaz w’
jest prosta réwnolegla do h), rzut
zad w' jest réwnolegly do x (rys. 162).

Przez flad pionowy Vi przechodzi ve.
Jedli prosta p jest prostopadia do 2,
(a wige okredlona dwoma punktami
A1 B), to lady plaszezyzny o otrzymad

Rys. 162 i 163.
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mozemy wykonujae — jak na rysunku 160 b — klad plaszezyzny prze-
cllod*zadce_j przez prostg p 1 prostopadle] do z (rys. 163). Kredlac w kladzie
A, B1i P, bedziemy mogli narysowaé przez P klad & L 4B krawedzi £i a.
Slady plaszezyzny o przejds przez $lady prostej k.
Uwaga. Na rys. 163 rzuty punktu P s3 na rzutach prostej . Gdyby dane
nie miaty tego polozenia, to mozna by doprowadzié do niego przez réwnolegle
przesunigcie prostej p.

ZADANIE IV. Dana jest plaszczyzna o © prosta o mieprostopadia do niej;
znalesé plaszozyang f przechodzqcq przez a 1 prostopadly do plaszczyzny a.

Opierajac sie na tym, ze kazda plaszezyzna przechodzgca przez prosta
prostopadls do a jest prostopadia do a, bierzemy dowolny punkt na prostej «
i wykreélamy z niego prosty p pro-
stopadls do plaszezyzny a (rys. 164).

Plaszezyzna f jest okreslona prze-
cinajacymi si¢ prostymi e i p.

ZADANIE V. Dane sg: prosta a,
plaszezyzna a nieprostopadla do a oraz
punkt P lezacy no a; znaleté rzuty pro-
stej przechodzqcee; przez P, ledgee] na a
4 prostopadle; do a.

Wazystkie proste przechodzgce przez
Piprostopadie do a lezs w plaszczyznie
B zawierajace] P i prostopadiej do a.

Wykre§lamy wiec plaszczyzne f (zadanie III) i znajdujemy krvaweds k
plaszezyzn o i B, ktéra wobec tego spelnia wszystkie warunki zadania
(rys. 165).

Riys. 164 i 165.

ZADANIE VI. Znaleté kgt zewarly miedzy plaszczyznami.

Jak w zadaniu XII z § 8, znajdujemy najpierw krawedZ k plaszezyzn a1 f
(rys. 166), a nastepnie wykredlamy pewns plaszezyzne y prostopadls do k.
Ramionami kata beds krawedzle a i b plaszezyzn a 1 f z plaszezyzng y.

Na rysunku znaleziono najpierw b w rzucie poziomym, a nastepnie wy-
kreélono o przez punkt W’ prezecigeia prostych &' 1 b'. Kat miedzy prostymi
a i b znajdujemy w kladzie jak w zadanin ¥V z § 16 (str. 76).

ZADANIE VIL. Znuleté kgt miedzy prostg 1 7 plaszozyzng a.

Nalezy wyznaczyé plaszczyzne B przechodzaca przez I i prostopadis do a
oraz znale#é kat miedzy | a krawedzia plaszezyzn a i f.
W tym celu przez dowolny punkt 4 na [ kreslimy prosta p prostopadia
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Rys. 166. Rys. 167.

do a i przecinamy plaszezyzng o plaszezyzng B okredlona prostymi I i p
(rys. 167).

Klad kata miedzy I i k otrzymujemy obracajgc wierzcholek kata dokola
gladu poziomego plaszezyzny kata, tj. dokota .

Na rysunku 168 wykonano zadanie jeszcze raz, gdy prosty [ jest of .

Jak na rysunku 167, wykreélono z punktu 4 na | prosta » prostopadls do a.
Poniewaz W tym polozeniu nie mozna wyznaczyé krawedzi plaszezyzn o
i = (I, p) przez przecigcie ¢gladéw, wiee znaleziono punkt P, w ktérym pro-
sta p przebija a i polaczono go z punktem W, w ktérym [ przebija a.

Klad kata miedzy 11 & znajdujemy tu przez obrét plaszezyzny kata dokola
osi z. Oczywilcie wystarczy znalezé klad punktu P 1 polaezyé go z punktem W.

Na rysunku 168 ktad wykonany jest na rzutnie plonows.

ZADANIE VIIL. Obrécié punkt P dokola prostej [ o 60°.

Plaszezyzng obrotu jest plaszezyzna a przechodzaca przez P i prostopadia
do I. Slady jej znajdujemy jak w zadaniu IIL. Srodkiem obrotu jest punkt S
przebicia ptaszezyzny o osig [ (rys. 169).

Punkt P zakredla na o podezas obrotu okrag o §rodku S; oczywiscie okregu
tego nie bedziemy kreglili w rzucie, lecz w kladzie.

W tym celu wykonajmy ktad plaszezyzny « na rzutni¢ pozioma 1 zaznaczmy
Ktady S°1iP°. Punkt @°, uzyskany w kladzie przez obrot P° dokota S° o kat
60°, przenosimy do rzutu poziomego, taczac go z punktem 8°. Slad poziomy
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Rys. 168. Rys. 169.

prostej S @ znajduje sie na gladzie k. laczymy go wiec z 8’ 1 wykredlamy
z @Q° prostopadls do he.

Rzut pionowy punktu @ znajdujemy, przenoszac §lad poziomy proste]
SQ na of z.

ZADANIE IX. Dany tréjkat ABC obrécié dokola boku BC o taki kat, aby
punkt A znalazl sie na rzuini poziomes.

Jak w zadaniu VIII, znajdujemy &lady v, 1 h. plaszczyzny obrotu prze-
chodzacej przez A i prostopadlej do BC, érodek obrotu S, czyli punkt prze-
bicia plaszezyzny a prosta BC, oraz klady punktéw S1i 4 (rys. 170).

Po wyznaczeniu S° skorzystano z tego, ze §lad poziomy prostej A4S znajduje
sie w obszarze rysunku; polaczono go z S° i wykreélono z A’ prosta prosto-
padls do .. )

Szukanym polozeniem wierzchotka A po obrocie jest punkt przecigcia okrggu
o érodku S° i promieniu AS ze §ladem poziomym plaszezyzny.

ZADANIE X. Dane sq trzy proste a, b 1 ¢, przechodzqee przez punkt W i nie
lesgee w jednej plaswzyénie; wnaleié prostq 4 praechodzqcq przez W i majgeq
réwne katy z a, b 1 c.

Zadanie mozna rozwiazaé opierajac sig na tym, ze katy miedzy osig stozka
obrotowego a tworzgcymi sg réwne.

Odmierzamy wiec na kazdej prostej od punktu W pewien odcinek WA =
= WB = WC i znajdujemy érodek kota opisanego na tréjkacie ABC.

Na rysunku 171 wykonano zadanie, gdy proste @ i b (a zatem i W) s na
rzutni poziomej. Odcinek OW réwny odcinkom AW i BW odmierzono na

6 — 47502 E. Otto
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Rys. 170.

kladzie WL prostej c. W celu wyznaczenia $rodka D kola opisanego na tréj-
kacie ABC wykonano ktad tego tréjkata, obracajac go dokota boku AB znaj-
dujacego sie na rzutni poziomej. Wyznaczony w kladzie punkt D° przenie-
siono do rzutu poziomego i nastgpnie pionowego za pomocs punktu C.

Rozwigzaniem zadania jest prosta DW.

Uwaga: Gdyby proste a, b i ¢ lezaly w jednej plaszezyznie, to prosta spel-
niajaca warunki zadania bylaby prostopadia do tej plaszezyzny (a wiec tez
do @, b i ¢) i przechodzaca przez punkt W.

CWICZENIA.

1. ZnaleZé odleglo$é punktu od plaszczyzny.

2. Znalezé odlegloéé punktu od prostej.

3. Wykredlié rzuty: a) szeécianu, b) czworodcianu foremnego o podstawie na danej
plaszezyZnie.

Wsk.: Polgezyé zadanie VI z §16 (rys. 158) z zadaniem IT § 17 (rys. 161).

4. 7Znaleté kat miedzy sasiednimi Scianami dwudziesto$cianu foremmego.

‘Wsk.: Narysowaé jedynie pieé écian naroza.

5. Znalezé kat miedzy prosts o i plaszczyzna réwnolegly do osi .

6. Wykonaé éwiczenie 5, gdy plaszezyzna jest dowolna, a prosta prostopadia do rzutni
pionowej.

7. Dane s dwie przecinajace sig proste a i b oraz dwa katy ¢ i ; znalezé prosta przeci-
najace obie proste i nachylong do @ pod katem g, a do b pod katem .

Wsk.: Por. zadanie X oraz konstrukeje rzutu poziomego dwunastos$cianu foremnego.

8. Przez punkt przeprowadzié plaszczyzne mnachylong do danych plaszezyzn pod
katami 45° i 60°. :

9. Dana jest plaszezyzna a, punkt A4 leZacy na niej i punkt P nie lezacy na niej; znalezé
na plaszezysnie « prosty przechodzacs przez 4 i odlegla od P o dany odeinek.

iom
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10. Dane sg punkty P, 4 i B oraz odcinki ¢ i b; znalezé prosts przechodzacy przez P
i oddalong od punktéw A i B o odeinki réwne odpowiednio @ i b.

11. Dana jest prosta I oraz dwa punkty A4 i B; znalezé na I taki punkt W, zeby kab
miedzy WA a [ réwny byt katowi miedzy WB a L.

§ 18. Konmstrukcje bez uzycia $ladéw

W wielu dotychezas podanych konstrukejach nzywali$my $ladéw prostych
i plaszezyzn. NajezeSciej jednak znajduja sie one poza obszarem rysunku.
Okazuje sie, ze zawsze mozna unikngé kredlenia §ladow, zastepujac je innymi
elementami konstrukeyjnymi. Woéwezas polozenie plaszczyzny bedziemy
okredlad oczywifcie przy pomocy dwu prostych, punktu i proste] lub trzech
punktow.

Sprawdsmy, ze wszystkie konstrukcje podstawowe, jakie zostaly podane,
daja sie wykonaé bez pomocy §ladéw.

1. Reuty prosiej ¢, ktéra lezy w plaszezyznie okreslonej prostymi @i b,
otrzymamy lgczac ze sobs punkt 4 prostej ¢ z punktem B prostej b (rys. 172)
Tub kreélac z punktu lezacego na jednej prostej rownolegls do drugie].

Jedli prosta ¢ przechodzi przez punkt przeciecia a i b, to najpierw nalezy
poprowadzi¢ na plaszezyznie (ab) prosta pomocniczg nie przechodzacy przez
ten punkt.

II. Reut poziomy punkiu P lezacego w plaszezyZnie (ab), gdy dany jest jego
rzut pionowy, otrzymujemy kreslac przez P prostg [ lezaca w (ab) 1 przenoszac
rzut pionowy na rzut poziomy prostej I (rys. 173).
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I1L. Punkt przebicia plaszeayzny (ab) prosty 1 w praypadlw szczegdlnym, gdy
plaszczyzna jest prostopadia do rzutni (np. do 7w, rys. 174) jest w rzucie na te
rzutnie na przecigein rzutdw prostej i plaszezyzny. Drugi rzut-lezy na rzucie
prostej 1 i prostej prostopadiej do .

IV. Krawedé preecigcia plaszozyzn w praypadkw secregblnym, gdy jedna
2 mich jest prostopadla do rzuimi (rys. 175), znajdujemy laczac punkty,
w ktérych przebijaja ja proste drugiej plaszczyzny.

Rys. 174.

Riys. 175.

V. Punkt preebicia plaszczyzny (ab) prostq znajdujemy ogélnie (§ 6, str. 15),
przeprowadzajac przez prosta ¢ plaszczyzng y prostopadiy do jednej z rzutni
(np. do rzutni pionowej, rys. 176). Nastepnie krefhmy krawedZ plaszezyzn
(ab) i ¥ w obu rzutach jak na rysunku 175. Punkt przecigcia danej proste]
z krawedzia jest szukanym punktem przebicia.

VI. Kraweds preeciecia plaszczyzn (ab) i (cd) otrzymujemy w przypadku
ogélnym jako prosta, taczaca punkt 4, w ktérym prosta a przebija plaszczyzne
(cd), z punktem B, w ktérym prosta b przebija plaszczyzne (ed).

Nalezy wiee dwukrotnie powtérzyé konstrukeje V (rys. 177).

VIL. Rezuty prostej prostopadiej do plaszezyzny kredlilismy dotychezas rysu-
jac proste prostopadle do odpowiednich gladéw.

Obecnie §lady zastepujemy prostymi w i ¢, gdzie w || ke, & 1 || Ve

Jedli wiec plaszezyzna okreglona jest np. dwiema prostymi réwnolegtymi
@ ib (rys. 178), to najpierw wyznaczamy na niej proste w i ¢; oczywiscie rzut
pionowy w jest réwnolegty do osi @, a poziomy otrzymujemy, przenoszac jej
punkty przecigcia z @ i b, '

Odwrotnie, rzut poziomy prostej ¢ jest réwnolegly do ®, pionowy zad do-
stajemy przenoszac jej punkty na ¢ i b do rzutu pionowego.
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Rys. 176. Rys. 177.

Ostatecznie wiee rysujemy rzut poziomy prostej prostopadiej do (ab) pod
katem prostym do w’, pionowy za$ pod katem prostym do z".

VII'. Aby przez dany punkt P wykredlié plaszczyzne prostopadiq do danej
prostej |, wyznaczamy te plaszezyzne za pomocsg prostych wif, przy czym
w LV, w | ozorazt |zit" L1 (rys. 179).

VIII. Klad plaszczyeny mozemy wykonaé obracajagc ja dokola pewnej
warstwicy w (zamiast §ladu %.) na plaszezyzne réwnolegly do rzutni poziomej
1 przechodzacy, przez prosta w. Wéwezas przy wyznaczaniu promienia obrotu
dla punktu P (rys. 180) nalezy zamiast wysokodci punktu P wzigé réinice
wysokodci punktu P i prostej w. Mozna réwniez wykonaé kiad danej pla-

Rys. 179.
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szczyzny na plaszezyzne f réwnolegly do rzutni
pionowej, obracajac dang plaszezyzne  dokota
krawedzi ¢ plaszezyzn o 1 f.

Uwaga. W konstrukcjach pominigto polozenia
szezegblne, np. a ||z lub p Lz, W tych bowiem
wypadkach najdogodniej jest operowaé biorge do
pomocy trzeci rzut na plaszczyzne prostopadia
do z, o czym bedzie mowa w § 191§ 20. '

Dla przykladu znajdzmy kat miedzy tréjkatami
ACD i BOD o wspblnym boku (rys. 181).

Przez dowolny punkt W na wspdlnym boku
0D prowadzimy plaszezyzng ¥ do niego prosto-
padly; jest ona okrelona prostymi w 1 ¢ réwno-
legtymi odpowiednio do rzutni poziomej i pionowej.

Nastepnie zmajdujemy punkt A, przebicia plaszezyzny v prosts AC
i punkt B, przebicia plaszczyzny prosta CB.

Proste WA, i WB, sa ramionami szukanego kata. Aby wykredlié klad,
obracamy wierzchotek W dokola warstwicy plaszczyzny y przechodzgce]
przez punkt B, Do konstrukeji kladu bierzemy oczywidcie zamiast cechy
punktu W réznicg cech W i osi obrotu, tj. W i B,.

Rys. 180.

CWICZENIA.

1. Znalezé krawedZ plaszezyzny a =
= (ab)i f = (cd), gdy wszystkie cztery
proste majg punkt wspélny.

2, Znalezé punkt przebicia plaszezy-
zny (ab) prosta m w nastepujacych wy-
padkach: 1) a =, b ||z, 2) a|[bimL
m, 3)allbim || o, 4) m’ przechodzi
przez rzut poziomy punktu przecigcia
prostych a i b.

3. Znaleé rzut pionowy prostej ¢ le-
zace] w plaszczyznie (ab), jesli o’ || b7 || ¢’

4, Znaleté kat zawarty miedzy dowol-
nym tréjkatem ACD i tréjkatem BCD
prostopadlym do 7.
5. Znalezé kat zawarty miedzy plasz-
czyzna, trojkate 4ABC a prosta L.

8. Znalezé kat miedzy plaszczyznami
a = (ab) i B = (cd), jesli wezystkie cztery
proste sg do siebie réwnolegle.

[§ 191 Zmisna ukladu 87

§ 19. Zmiana ukladu

Niektére konstrukcje znacznie sie upraszezajs po odpowiednim ustawieniu
elementéw (prostych, plaszczyzn) wzgledem rzubni.

Np. przeciecie dowolnego wielodcianu plaszezyzng prostopadis do rzutni
pionowej (rys. 182) jest bardzo atwo wykonaé dzieki temu, ze rzut pionowy
przekroju znajduje sie na $ladzie (rzucie)
pionowym plaszezyzny. Wystarczy wiec prze-
nie$é punkty przebicia krawedzi figury na
odpowiednie proste w rzucie poziomym i po-
laczyé wierzeholld znajdujace sig na tych
samych $cianach.

Gdy plaszezyzna a nie jest prostopadia
do zadnej rzutni, to konstrukcja jest znacz-
nie diuzsza.

Jako drugl przyklad znajdZmy odlegtosé
miedzy prostymi skos$nymi @ i b, gdy pro-
sta @ jest prostopadia do rzutni poziomej.

Odlegloscig prostych skoényeh e 1 b jest
dlugo$é odeinka AB o kofcach odpowiednio
na @ i b1iprostopadlego do tych prostych.
Skoro odcinek AB jest prostopadty do proste]
pionowe] @, to jest réwnolegly do rzutni
poziomej; na podstawie § 7 rzut poziomy
A'B’ bedzie wiec prostopadty do b’ (rys. 183). Kreglimy zatem z punktu
o = A’ prostopadly do b’ i zaznaczamy punkt B’; nastepnie przenosimy
punkt B na b” i rysujemy odcinek A4”B” réwnolegly do z (poniewaz
AB || y).

Oczywidcie dtugodé rzutu poziomego A’B’ jest réwna dhugosei 4B.

Zadanie byloby bardziej skomplikowane, gdyby zadna prosta nie byta pro-
stopadia do zadnej z obu rzutni.

W takich wypadkach stosujemy zmiane rzutni.

Niech 7 bedzie plaszczyzng prostopadis do z, (rys. 184); oznaczmy przez £
krawedZ plaszezyzn = 1 &, (Slad poziomy ).

Wykonajmy rzut prostokatny dowolnego punktu P na plaszczyzng =
1 oznaczmy go przez P'".

Odleglodé punktu P’ od prostej & réwna jest wysokodci punktu P (od-
leglodci rzutu pionowego P’ od osi z). Zastapmy pare plaszezyzn w7, pary
7,;7v. Bedziemy mieli nowy uklad prostopadtych do siebie rzutni.

Oczywidcie nows rzutnie pionows m obracamy dokola osi £ o 90° i otrzy-
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Bl.
)

v
ar
o

A | b
fid
Riys. 183. Rys. 184. Rys. 185.

mujemy znowu dwa rzuty, do ktérych stosuja sie dotychczasowe uwagi:
rzut poziomy P’ i pionowy P’ punktu P lezg na prostej prostopadlej
do osi & i odleglosé rzutu pionowego P’ od osi £ jest réwna wysokodei
punktu (rys. 185).

ZADANIE 1. Znaleté preekrdj ostrostupa plaszczyang wieprostopadly do
2adnej rzutni.

Wesmy za of £ prostopadly do éladu poziomego k. danej plaszezyzny
(rys. 186). Oczywicie plaszezyzna o bedzie wobec tego prostopadia do nowej
rzutni pionowej m (poniewas przechodzi
przez prostg k. prostopadly do 7).

Oznaczmy przez .k, §lad plaszezyzny o
na nowej rzutni; w danym razie jest to
réwnoczesnie rzut a na 7. Aby go wykre-
glié, mozna wobec tego wziaé dowolny
punkt na a i znaleZé jego rzut. WezZmy
np. punkt P na §ladzie pionowym v, (P
na Ve; P’ na ). Jedli punkt P""’, wyzna-
czony jak na rysunku 184 przez odmie-
rzenie wysokodci od osi &, polaczymy
z punktem przecigcia §ladu poziomego
he z &, to otrzymamy §lad ke, tj. rzut
o' plaszezyzny a.

Przypatrujac sie rzutowi plerwszemu
1 trzeciemu zauwazymy, ze mamy polo-
zenie takie jak na rysunku 182.

Rozwiazujemy wiec zadanie w rzutach
na 7 1 7, a wynik przenosimy z rzutu
poziomego na pierwotny rzut pionowy.

Riys. 186.

[§ 19] Zmiana ukladu 39

Rys. 188.

Rys. 187.

ZADANIE II. Znaleté odleglosé prostych sko$nych a 1 b, gdy a || 7.

Bierzemy za rzutnig v plaszezyzne prostopadis do proste] a, tj. taka, aby
o$ £ byla prostopadita do ao’. Wéwezas rzut o'’ proste] @ jest oczywiscie
punktem (rys. 187). Rzut b’ proste] b otrzymujemy, przenoszac do Tzutu
trzeciego dwa punkty, np. $lad poziomy i punkt P jak na rysunku 185.

W ten sposéb zadanie zostalo sprowadzone do polozenia juz rozpatrzonego;
odcinek AB znaleziony w ukladzie mw przenosimy do pierwotnego rzutu
pionowego.

ZADANIE III. Znaleté odleglo$é dww prostych skosnych.

W celu sprowadzenia do polozenia z rys. 183 wykonamy dwukrotnie zmiang
uktadu.

Biorge za 7 plaszezyzne réwnolegla do proste] a (. tak, Ze £ | @), spro-
wadzamy zadanie do zadania IT (rys. 188). Poréwnujac bowiem obecny
rzut poziomy z rzutem pionowym na rys. 187, a obecny trzeci rzut z poprze-
dnim pionowym widzimy, ze istotnie mamy to samo.

Jak poprzednio wiee przyjmujemy za rzutnig sz plaszezyzng prostopadis
do @ (a wige & L a'') i znajdujemy rzuty ¢ "1 b"".

Odcinek 4B, znaleziony w czwartym i trzecim rzucie, przenosimy najpierw
do rzutu poziomego, a nastepnie do rzutu pionowego. Oczywiscie AB =
= A""B"", :

ZADANIE IV. Znalesé linie preenikania ostrostupa z gramiastostupem po-
210MYN.
Bierzemy za 0§ £ prosta prostopadis do rzutu poziomego krawedzi boeznych
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graniastostupa (rys. 189). Wierz-
chotld 1, 9,. . ., 6 linii przenikania,
widoczne bezposrednio na nowym
rzucie pionowym, przenosimy do
Tzutéw poziomego i pionowego.

Aby wyznaczyé punkty 7 i 8,
w ktérych krawedz MM, przebija
&ciany ostrostupa, bierzemy pod
uwage punkt I przebicia CW
z przedituzeniem fciany MM, NN;
Iyczac go z wierzchotkami 4 i 2,
otrzymujemy na przecigciu z MM,
punkty 7 1 8.

Poslugujge sie rzutem pomocni-
czym, mozna latwo rozstrzygnaé bez
pomocy schematu, ktére punkty
nalezy laczy¢.

CWICZENIA.

7
! “
0\

[§ 201 Rzut boczny 91
4
T, P
i |
A w
|
1 z ]
/ !
P'ﬂ x
, FURED /SN S— bpr
P P
¥
Rys. 190.

Rzutnie s, mozemy przez obrét dokola osi y sprowadzié do rzutni poziomej
(rys. 190) lub przez obrét dokola osi z do rzutni pionowej (rys. 191).

W pierwszym wypadku rzut boczny P’ punktu P lezy na prostopadie]
do osi y, wykredlonej z rzutu poziomego, przy czym odleglodé P od y réwna
jest odlegtosei P od x; w drugim wypadku rzut boczny P’ lezy na proste
prostopadlej do osi z, wykreslonej z rzutu pionowego, przy ezym odlegtodé

1. Znale#é za pomocg zmiany ukiadu
kat miedzy tréjkgtami ACD i BCD, gdy
CD jest odcinkiem réwnolegltym do
rzutni poziomej.

9. Znalezé za pomoca (dwukrotnej)
zmiany ukladu kat miedzy trédjkatami
ACD i BOD w dowolnym polozeniu.

3. Nakreélié rzuty sze§cianu stojacego
na rzutni pionowej, a nastepnie wykonaé
rzut na plaszezyzne s, prostopadls do ;.

4. Powtérzyé éwiczenie 3, gdy prze-
katna kwadratu znajdujacego sie na m, jest réwnolegla do x oraz biorac za 7 plasz-
czyzne prostopadla do przekatnej szeScianu; wykonaé jeszeze rzut na plaszezyzne w L =
i poréwnaé z rys. 97. . ’

5. Narysowaé dwunasto§cian foremny o jednej Scianie na =, i wykonaé rzut na pla-
szozyzne 7w L 7. :

6. Narysowaé rzuty oSmio$cianu foremnego o przekatnej prostopadiej do rzutni po-
ziomej.i znalezé przekrsj dowolng plaszezyzna za pomocs zmiany uktadu.

Rys. 189.

§ 20." Rzut boczny

Jesli w szezegblnodei plaszezyzna v jest prostopadia do osi z, to nazywamy
ja rzutnig boczng 1 oznaczamy przez 7.
Krawedz £ oznaczamy wtedy przez y, krawedZ zas plaszezyzn 7, 1 7, przez z.

rzutu bocznego P od osi z réwna jest odleglodei P’ od z.
W pierwszym wypadku tréjscian 77,5, rozeinamy wzdtuz osi 21 rozktadamy
na rzutnie pozioma, w drugim wypadku rozcinamy wzduz osi y i rozkladamy
na rzutnie pionows.
Najczedcie] uzywamy drugiego sposobu.
Prostg przenosimy do rzutu boeznego kreglac rzuty hoczne dwu jej punktéw
(na rys. 192 punkt B jest wziety na rzutni poziomej).
Sladem bocznym plaszezyzny nazywamy krawedZ przeciecia jej z rzutnia

Rys. 191.

2
I
Y i

g
Ip
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2
A . o
"
BPI Y
Y A § Y / &£
i , P
B T ¥
Y Y

Rys. 193.

boezng. Oczywiscie §lad boczny przecina sie z pionowym na osi z (lub jest do
niej réwnolegly), a z poziomym na osi y (lub jest do niej réwnolegly).

Jedli of y przebija plaszezyzng, to punks ten przenosimy do rzutu bocznego
i Igczymy z punktem przecigcia $ladu pionowego z osig z, otrzymujac €lad
boczny (rys. 193); jedli Slad pionowy jest réwnolegly do 2, to §lad boczny jest
réwniez réwnolegly do 2. ‘ o

Przy ustawieniu szczegblnym moze si¢ zdarzyé, ze rzuby poziomy 1 plonowy
dwu résnych figur geometrycznych sg identyczne. Tak np. rzuty pionowy
i poziomy szedcianu o §cianach réwnolegtych do 7z, i 7w nie rdznig sie od rzutdw
jego polowy (rys. 194 a), znajdujace] sig po jednej stronie plaszezyzny prze-
katnej, ani od rzutéw walca obrotowego (rys. 194Db) o osi réwnoleglej do z
i r6wnej Srednicy podstawy. -

W takich whagnie wypadkach, gdy dwa rzuty nie okrelaja figury jedno-
znacznie, rysujemy jeszeze rzut boczny.

Poza tym uzywamy rzutu bocznego do rozwigzania zadand, gdy proste sg
prostopadie do osi 2, a plaszezyzny réwnolegle do @ (lub przechodzace przez ).

2 z

..,

Rys. 194.

icm

[§ 20] Rzut boczny 93

ZADANIE 1. Znalezé punkt praebicia plaszceyzny o réwnoleglej do = prostg |
prostopadly do z.

Rzut boezny proste] ! znajdujemy kreslac rzuty boczne punktéw 4 i B,
ktérymi prosta zostala okredlona (rys. 195); élad boczny k. lgczy punkt prze-
cigcia v, 1 2z z rzutem bocznym punktu, w ktérym plaszezyzna a przecina of y.
Poniewaz a ||z, wige k. jest rzutem boeznym o’/ plaszezyzny a.

A z 'A- . L4 z ud l':?"
Uk o) u A4 AL
o r ' p~
P EAN B 7
/N s il &
AT WA x Yol N\ (-
PO B R \‘ '\, N = 4
R P N AN
‘\""*--»,N l;a' ha \\\\\. B'
¥ yl M
Rys. 195. Rys. 196.

Z tego wynika, ze rzut boczny punktu przebicia znajduje sie na przecigeiu
1" 7 ks. Do rzutu pionowego przenosimy punkt P bezposrednio; rzut poziomy
otrzymujemy z réwnodcl P’z = P'x.

ZADANIE II. Znalesé punkt przebicia plaszczyzny prostg prostopadly do 0st x.

Na rys. 196 plaszczyzna okreslona zostala za pomoes prostych réwnolegtych
m i n.

Aby rozwigzadé zadanie II, moina przesunaé plaszezyzne pomocniczg y
przez prosts ! prostopadle do osi z. KrawedZ przecigeia jej z plaszezyzna
dang taczy punkty M i N, w ktérych dane proste przebijaja . Wykredlajac
w rzucie bocznym prostg [ (4B) i prosta &k (MN), otrzymujemy punkt prze-
ciegcia w rzucie bocznym, ktéry nastepnie przenosimy do rzutu pionoweg9
i poziomego.

ZADANIE TII. Nakreslié rzuty czworoécianu foremmego, stojgcego na pla-
szezyinie okre$lone] osiq x 1 punkiem P.

Rzuty podstawy kredlimy jak w § 8, obracajac plaszezyzng a = (Px) do-
kola osi x do pokrycia sie z rzutnig pozioms. Najpierw wige (rys. 197) znaj-
dujemy klad P°, a nastgpnie przenosimy wziety w kladzie tréjkat foremny
A°B°C° do rzutu poziomego 1 pionowego za pomocs prostych AP, BP i CP.

Wrysokodé D@, skonstruowang przy kladzie A°B°C° podstawy, odmierzamy
od srodka ciezkodci @ za pomocy rzutu bocznego. W tym celu wyznaczamy
kolejno rzuty P, ke=a'", @" oraz D" w odlegloéci G°D od G’ na
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Rys. 197.

prostej prostopadlej do k.. Rzuty D' i D' znajdujemy jak w poprzednich
zadaniach.

ZADANIE IV. Znalesé plaszczyzng symetric odoinka AB prostopadiego

do ost z.
Poniewaz AB Lz, wige jego plaszczyzna symetrii jest réwnolegta do =,

a prostopadla do rzutni bocznej. Kreflimy wige . o
przez &rodek A'’B'’’ prosts prostopadia do A" >
A""B'", ktéra jest rzutem bocznym plasz- x g S
czyzny symetril (rys. 198). Slady vz i ke sa / gB'(\ B"
réwnolegle do @ i przechodza przez punkty, Y \ \ \ g )
y ktérych k. przecina osie z 1 ¥. \ . "
.

GWICZENIA: S R,

1. Nakredlié rzuty dwudziestoScianu foremnego Yy
i znale#é przekréj plaszezyzng réwnolegly do osi z. Rys. 198

2. Znale#é przenikanie ostrostupa z graniastostupem
réwnolegtym do osi # za pomoca rzutu bocznego.

Wislk.: Skorzystaé z tego, ze rzut boczny linii przenikania pokrywa sie z podstaws
graniastostupa. - .

8. Znaleté przenikanie dwudziestoScianu foremnego z graniastostupem. tréjéciennym
réwnolegtym do osi # za pomocs rzutu bocznego.

4. Znalezé rzuty punktu P, dla ktérego OP = a (O oznacza poczatek ukladu
czyli punkt wspélny plaszezyzn oy, 7, 1 75), % (0P, x) = ¢ oraz X (0 P,z) =1y, gdy
@ +p > 90°%

icm

[§ 21] Cienie 95

5. Przez dany punkt @ nakreslié prostg nachylong do rzutni 7, i 7, pod danymi katami
aif, gdy a+p < 90°

6. Znaleié lady plaszezyzny przechodzacej przez dany punkt i nachylonej pod danymi
katami a) do osi z i z, b) do plaszezyzn 7, i 7,.

§ 21. Cienie

Dla nadania plastyki rzutom figur kre§limy ezgsto cienie. OQdrdzniad be-
dziemy ciefl rzucony na inng figure, np. na rzutnie, od cienia wlasnego, przez
ktéry rozumiemy zbidr tych punktéw rozpatrywanej figury, ktére sg odwré-
cone od $wiatta (dokladnie: w ktérych normalne skierowane na zewnstrz
powierzehni tworzg z kierunkiem §wiatla katy ostre).

Sposoby wyznaczania cienl rozpatrzymy na kilku przykladach.

ZADANIE 1. Znaleté cieri tréjkgta na
rzutnie, gdy promienie sq réwnolegle do danej
prostej s.

Kreflimy cienie wierzcholkéw (rys. 199)
na rzutnie pozioms, tzn. §&ady poziome
promieni przechodzgcych przez wierzcholki.
Laczac je otrzymujemy cied trojkata na
rzutnig poziomsy, z ktérego uwzgledniamy
czedé znajdujgcs sie przed osig 2.

Podobnie znajdujemy cied na rzutnig
plonowa, wyznaczajge Slady pionowe pro-
mieni przechodzgcych przez wierzchotki
i odrzucajge czesé polozong pod osig z.

ZADANIA 1II.
odcinek.

Znaleté  cien odcinka na

Znajdujemy cienie 4,B; 1 €D, obu odcinkéw
na rzutnie np. poziomsa (rys. 200).

Punkt przeciecia 4,B, i C,D; jest cieniem
pewnego punktu E odecinka AB i pewnego
punktu F odcinka CD, ktére mozemy wyzna-
czyé, kredlac promien $wiatla przez punkt
przecigcia cieni. QOczywidcie wezedniejszy F
rzuca cieh na pdZniejszy K.

Riys. 200.
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W ten sam sposéb znajdujemy ciedt
krzywej na krzywa, np. ciefi okrggu
na okrag (rys. 201).

ZADANIE III. Znaleté cieh odeinka
ne tréjkgt.

Kredlimy jak w zadaniu II cied
odcinka MN (rys. 202) lub jego
przedhuzenia na boki tréjkata. Lgczac
otrzymane w ten sposéb punkty F i G,
otrzymujemy cied proste] MN na
tr6jkat. Cied odcinka MN jest oczy-
widcie odcinkiem ograniczonym pro-
mieniami przechodzgcymi przez jego
konce.

Riys. 201.

ZADANIE IV. Znaleté ciert tréskata na tréjkat (rys. 203).

Znajdujemy cienie obu tréjkatéw na rzutnie pozioms. Z punktéw prze-
cigcia cienia D.F,; z cieniami 4,B; i B,C, wykredlamy zwrotne promienie
4wiatla 1 otrzymujemy ciedt tréjkata 4BC na odcinek DF. Cied punktu B
na tréjkat znajdujemy jak w zadaniu III przez przedluzenie odeinka CB;
do przecigcia z E F,.

”

A
C"

icm

[ 211

ZADANIE V. Znaleéé cier tréjkgia na
ostrostup.

Clienie 97

Podobnie jak w zadaniu poprzednim, znaj-
dujemy cien tréjkata i ciert wszystkich kra-
wedzi ostrostupa na rzutnig poziomsg (rys.
204).

7 przecigela cleni wnioskujemy o cieniach
bokéw tréjkata na krawedzie ostrostupa.
Cie. punktu M na dciang ACD znajdujemy
przez przedtuzenie odcinka P, M, do przeciecia
z OD, a ciehh N, — przez przediuzenie M; N,
do 4B.

ZADANIE VI. Znaleié cierr punkiv na
stogek.

Wrykredlmy cied wierzchotka stozka na
rzutnie pozioms (rys. 205). Cied tworzacej
otrzymamy oczywiscie, lgczge cien wierzchot-
ka ze $ladem poziomym tworzacej.

Zadanie mozna wige rozwigza¢ w nastepujacy sposdb:

Wymaczamy cied P; punktu P na rzutnie i lgczymy go z W,. Otrzymujemy
zatem cien tej tworzace], ktéra przecina promier $wiatlta wychodzacy z P.
Jedli wige punkt przecigeia W,P; z podstawsg polaczymy z wierzchotkiem, to
otrzymamy tworzgcs stozka, na ktérg pada cien P, punktu P.

ZADANIE VIL. Znaleié cier iréjkgta na
stozek.

Rozwiazanie dostajemy, powtarzajac kilka-
krotnie poprzednig konstrukeje. Cieniami
bokéw (rys. 206) s tuki, o ktérych wykazemy
rozdziale III, ze s3 odcinkami elips, parabol
Tub hiperbol. Tu znajdujemy je wyznaczajac
po kilka punktéw. Np. punkty cienia na
tworzace] konturowej dla rzutu pionowego
(ktéra w 1zucie poziomym jest réwnolegta
do z) wyznaczone zostaly z przecigcia jej
cienia na rzutni¢ z bokami C,4, i C.B,.

Mozna tez znaleZé nie tylko punkty cienia,
ale styczne do krzywej.

Weimy pod uwagg krzywsa A.LC., ktéra

7~ 47502 E, Otio

RYS'. 205.
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jest cieniem odcinka AC na stozek. B
Aby wykredlié styczng a, do krzy-
wej 4.0, w punkcie 4., wyobrazmy
sobie plaszezyzne a styczng do stoz-
ka w punkcie Ag §lad poziomy he
jest oczywidcie styczny do podstawy
w punkcie na tworzgce] przecho-
dzace] przez Ao Wszystkie promienie
$wiatla przechodzace przez odcinek
AC tworza plaszezyzng f, ktore
dlad poziomy przechodzi przez A,
i C,. Jest oczywiste, ze plaszczyzna
p przecina stozek wzdluz krzywej
A4.C., a plaszezyzneg a wzdtuz proste]
a, stycznej do niej w 4. Aby wige
wykreglié styczng ‘a,, wystarczy
punkt A, polaczyé z punktem prze-
ciecia k. 1 prostej 4,0;.

Podobnie styczng a, do cienia
boku AB otrzymujemy, laczac 4.
z punktem przeciecia kg i 4,B;.

ZADANIE VIII. Znalesé cien punkiu na walec o osi pionowe;.

Poniewaz tu (rys. 207) rzuty tworzacych sa punktami, wiec cied znajdu-
jemy bezpodrednio, przebijajac walec promieniem gwiatla, przechodzacym
przez dany punlkt.

ZADANIE IX. Znaleéé cierr krzywej na walec.

Znajdujemy cienie kilku punktéw krzywej na walec i lgczymy je linig
krzyws, ktéra jest przyblizeniem cienia danej krzywej. Np. na rys. 208 na-
kredlono w ten sposéb ciedi podstawy wigkszego walca na mniejszy.

Dla dokladniejszego wyznaczenia krzywej znaleziono cied N punktu N
na plaszezyZnie symetrii figury 1 kierunku éwiatla, ktory bedzie wobec tego
najwyzszym punktem krzywej, cieri K, na obrysie walea oraz punkty T
i U, przeciecia cienia rzuconego z cieniem whasnym walca. Wszystkie konstruk-
cie wykonywamy najplerw w rzucie poziomym, z ktérego jednoznacznie
wynika, gdzie znajdujg sie punkty N, T, Ki U, rzucajace cienie na tworzgce
walca.

CWICZENIA:

1. Narysowaé cien tréjkata na szefeian o podstawie na rzutni poziome;j.
2. Rozwiazaé zadanie IV, biorac tréjkaty tak, aby si¢ przecinaly.

[§21] Cienie 99
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Rys. 207. Rys. 208.

8. Nakreélié rzuty ostrostupa prostego, ktérego podstawa jest szesciokatem foremnym
na plaszezyznie poziome]j, a wierzcholek lezy na m, i znalezé cieri do wnetrza (po odrzuceniu
podstawy).

4. Znalezé cien odeinka: a) na walee, b) na kule.

5. ZnaleZé cien trojkata na obie rzutnie ze Zrédia Swiatla w punkeie S.

6. ZnaleZé ciert trojkata na ostroshup ze Zrédla $wiatla w punkcie S.

7. Znalezé punkt przebicia réwnolegloboku prosta, wyznaczajge cied tej prostej na
réwnoleglobok.

8. Znalezé cien odcinka na walec, gdy Zrédlem Swiatla jest punkt.
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