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ROZDZIAL T
RZUTY CECHOWANE

§ 1. Definicja i wlasnosSci rzutu réwnoleglego

Wesmy pod uwage plaszczyzne m i prosty % nieréwnolegla do 7. Przez
-dowolny punkt P wykreflmy prosta réwnolegty do k (rys. 1).

Definicja. Punkt P', w kidrym prosta réunolegla do k, a przechodzqca prazez
P, preebija plaszcayzne m, nazywa sig rzutem punktu P na w w kierunku k.

Plaszezyzna st nazywa sig plaszezyzng rzutu Tub rzutnig, a prosta PP’ pro-
TIENTEM, TZULUIQCYM.. ‘

Jest widoczne, ze jesli punkt A4 lezy na plaszezyZnie
7T, to jego rzut 4’ pokrywa sig z 4.

Jedli punkt @ lezy na prostej réwnolegle] do k i prze-
chodzace] przez P, to Q' = P’.

Rzutem figury geometrycznej nazywa sie zbibr rzutéw
punktow tej frgury.

WeZmy pod uwage prosts [ nieréwnolegly do & (rys. 2). Promienie rzutujace,
przechodzace przez punkty 4, B, C, ... proste] I, leza w plaszezyZnie o
réwnolegle] do k,; nazywamy ja plaszceyzng rzutujgcg.
Punkty 4’, B, €', ..., w ktorych one przebijajs
rzutnie, lezg wiec na krawedzi I' plaszezyzn a i m.
Krawedz I jest wiec — zgodnie z definicjs rzutu fi-
gury geometryczne] — rzutem prostej l.

Jegli prosta m jest réwnolegla do kierunku %, to
wszystkie promienie rzutujace schodza sig z m i Rys. 2.
wbwezas rzutem m jest punkt. Zatem:

1. Rzutem prostej jest prosta lub punkt.

Jedli proste @ 1b sy do siebie réwnolegle, a nieréwnolegle do k, to oczywidcie
prosta b albo jest réwnolegla do plaszezyzny rzutu-
jacej a, przechodzgce] przez a, albo lezy na niej
(rys. 3). W pierwszym wypadku plaszczyzna rzutu-
jaca 8 jest réwnolegla do a, a wiec rzut b’ jest réwno-
legly do o', w drugim b’ pokrywa si¢ z o'. Widzimy
wige, ze:

1— 47502 E. Otto

Rys. 1.
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ROZDZIAL I. Rezuty cechowane

9. Reuty prostych réwnolegtych sq do siebie réwnolegle, badé pokrywajq sig,
bads sqg punktama.

Ostatni wypadek zachodzi oczywicie whedy, gdy proste sa réwnolegte do .

7 whasnodci te] wynika np., ze rzutem réwnolegloboku 4 B € D jest pewien
réwnoleglobok 4’ B' €' D', z wyjatkiem wypadku, gdy plaszczyzna 4BCD
jest réwnolegta do kierunku rzutu .

Dla trzech punktéw A, B i C linii prostej (rys. 2) mamy z twierdzenia Talesa:

407 A0
B¢ BO
Utamek g—g nazywamy stosunkiem podziatu odcinka AB punktem C.

Widzimy wiee, ze stosunek podzialu nie ulega zmianie przy rzutowaniu.
Kazde wyratenie, ktére po dokonaniu pewnej operacji nie ulega 2mionie, nazy-
wamy niezmiennikiem tej operacji. Udowodniong wiasnoéé mozna wiee wy-
powiedzied w nastepujacej formie:

3. Stosunek podziatu jest niezmiennikiem rautowania.

Z wlasnodel 3 wynika, ze jesli odeinki 4B i CD sg réwnolegle (a nieréwno-
legle do k), to

A’'B"_AB
oD =

W wypadku bowiem, gdy rzut prostej 4 B nie pokrywa sie z rzutem pro-
stej CD, odtézmy na prostej CD odcinek CE = AB (rys. 4).

‘Wéwezas 4’ B' E' (' jest na podstawie wniosku
z whasnodel 2 réwnoleglobokiem, wiee 4B’
= ('E', a zatem

4B _CF _CE_AB
D C'D CD (D

Jedli rzut proste] 4B pokrywa sig z rzutem
prostej CD, to na prostej I réwnoleglej do nich,
a posiadajacej rzut réiny od nich, wefmy punkty
M,N i P tak, by MN = AB oraz MP = (OD; wbéweczas na podstawie
poprzedniego wypadku bedzie:

¢.b.d.o.

&

CWICZENIA:
1. Udowodnié, ze jesli 7| 7z, to I || L

2. Wykazaé, ze rzut F' figury geometrycanej F, lezace] w plaszezynie réwnoleglej
do 7, jest figura przystajaca do F.

icm

s 2] Rzut prostok&tny i cecha punktu 3

3. Udowodnié, ze jesli kierunek rzutu % jest prostopadly do 7, to dlugo§é rzutu
A’B' odcinka AB réwna sie AB - cos @, gdzie @ oznacza kat zawarty migdzy prosts
AB a rzutnis 7T.

§ 2. Rzut prostokatny i cecha punktu

Jesli kierunek rzutu k jest prostopadly do rzutni, to P’ nazywa sie rzutem
prostokatnym punktu P (rys. 5 a). Gdy plaszezyzng z jest plaszezyzna rysunku
— a wige tu karta ksigski — otrzymamy rzut jak P
na rys. 5 b. Jest tam zaznaczony jedynie punkt P'. l
O punkcie P wiemy tylko tyle, ze znajduje sig na
proste] prostopadle] do karty ksigski.

04 tej chwili bedziemy spotykali w tej ksiazce
dwojakiego rodzaju rysunki: takie jak b a, ktérych
celem jest wyjadnienie operacy] geometrycznych
omawianych w tekécie, oraz takie jak rys. 5b,
bedace wladciwymi rzutami. Pierwsze sg szkicami
perspektywicznymi zastepujacymi modele, na
ktérych nalezaloby uczyé sig geometrii wykresl-
nej, drugie stanowig przedmiot tej ksigzki.

Aby rzut (tzn.rys.5b) dokladnie okreflal punkt P, bedziemy podawad
jego odlegiodé od rzutni, tzn. dlugoéé odcinka P'P, wyrazons w pewnych
jednostkach, obok rzutu P’. )

Punkty lezace po rdéznych stronach rzutni rozrézniaé bedziemy przy pomocy
znaku.

Weimy w tym celu of (tzn. prosts, na ktérej przyjeto punkt zerowy O,
jednostke dlugoéei i pewien zwrot za dodatni) prostopadts do = i posiadajacs
punkt O na 7. Jedli P lezy po stronie dodatniej pélosi, to wektor P'P posiada
zwrot zgodny ze zwrotem osi; jedli po stronie ujemnej, to posiada zwrot prze-
ciwny. :

Diugosé wektora P'P opatrzona znakiem + lub — zaleznie od tego, czy
zwrot P'P jest zgodny ze zwrotem osi czy nie, nazywa sie cechg punkiu P.

Np. punkt lezgcy na rzutni posiada ceche 0.

Ceche punktu bedziemy notowaé w nawiasie obok A[,
rzutu punktu; mozna by réwniez zaznaczadé wysokosci
punktdw na osi obok rzutéw (rys. 6; 4 ma ceche 2,
B ceche —1).

Wesmy teraz pod uwage prostg [, nie réwnoleglg ani
prostopadls do m. Latwo zauwaiyé, ze jedli punkt B
jest frodkiem odcinka AC, to cecha punktu B jest

|
i
i
1
8

P

b

Rys. 5.

1

Riys. 6.
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4 ROZDZIAL 1. Rzuty cechowane

¢rednis arytmetyczng cech punktéw 4 i C. Jedli wige np. 4 ma ceche 0,
C ceche 2, to B ma ceche 1. Na podstawie wlasnofei 3, B’ jest drodkiem
odcinka A4'C". Wynika stad, ze rzuty punktéw posiada-
jacych cechy 0, 1, 2, 3, ... sa réwno od siebie oddalone
(rys. 7.).

Opierajac sie na tej wlasnoéci bedziemy mogli roz-
wigzaé nastgpujace zadania:

ZADANIE I. Znalesé ceche $rodka cigtkoser G tréjhata,
Ttérego wierzchotks majo cechy 3, 7 © 8 (rys 8)

Rys. 7.

Srodek K odeinka AB posiada cech@ = 5. Punkt G dzieli odeinek

2
KC w stosunku 1: 2, jesli wiee koﬁce majg cechy 51 8, to cecha G wynosi 6.

ZADANIE II. Znaletd ciett punktu P na reutnie, jedls
érodiem $wiatla jest punkt S (xys. 9 a).

Cieniem bedzie oczywidcie punkt P,, w ktérym prosta
SP przebija rzutnie, tzn. punkt o cesze 0 na SP. Skoro
cecha punktu S wynosi 5, a punktu P 3, wige polowe
odcinka S'P' odmierzamy trzy razy po stronie P’, otrzy-
mujac punkt P, o cesze 0 na SP.

A b
' Aly
&
By
o BB b Be o
Rys. 9.

ZADANIE III. Znale# cieth odcinka AB na reutnie, gdy Zrédlem $wiatla
jest punkt S.

Promienie §wiatla przechodzgce przez punkty odcinka AB lezg w pla-
szezyZnie przechodzacej przez S i 4B, wige cienie punktéw odcinka znajdowaéd
sig beds na krawedzi tej plaszezyzny i rzutni.

W wypadku wige, gdy cechy kotcéw odeinka sg mniejsze od cechy punktu
S (rys. 9 b), znajdujemy cienie 4, i B, i lgczymy jb.

W wypadku, gdy np. punkt 4 ma ceche réwna cesze punktu S (rys. 9 c),
promied éwiatla S4 nie przebija rzutni; latwo jednak zauwazyd, ze wowczas
plaszezyzna SAB przetnie rzutnie w krawedzi réwnoleglej do SA. Cieniem
bedzie wiec w tym wypadku pélprosta o poczatku B, réwnolegla do S4.

icm

[§ 2] 5

ZADANIE IV. Znale# cietr tréjkata ABC na rzutnie, jesli Zrédlem swiatle
jest punkt S. ‘

Modutl prostej

W wypadku, gdy wszystkie wierzcholki posiadajs cechy nizsze od S (rys.
10 a), znajdujemy cienie bokéw jak na rysunku 9 b; cieniem tréjkata bedzie
tréjkat A.B.Ce.

A,

Rys. 10. |

Jedli jeden wierzcholek, np. B, jest na wysokodci #rédla $wiatta (rys. 10 b),
to cienie bokéw AB i OB znajdujemy jak na rysunku 9 c; cieniem trdjkata
ABC bedzie wiec w tym wypadku pét pasa plaszczyzny o podstawie 4.Ce.

Jesli dwa wierzcholki, np. 4 i B, sg na wysokodci S, to znowu cienie bokéw
(04 i OB znajdujemy jak na rysunku 9 c; cieniem tréjkata ABC bedzie wige
kat o wierzcholku C, i ramionach réwnolegtych do §'4’ 1 §'B'.

Uwaga 1. W zadaniach I—IV korzystaliémy z uwagi, Ze jesli korice od-
cinkéw na prostej posiadaja cechy réinigce sie o jednostke, to ich rzuty sa
réwne (np A'(0)B'(1) = B'(1)C"(2) = 0'(2)D’(3) na rysunku 7)

Wspblng ich dtugodé nazywamy modulem prostej. A. wiec:

Definicja. Modut prostej jest to diugosé rzutu odcinka prostej, ktérego kotioe.
posiadajg cechy réimigee sig o jednostke.

W szezegdlnodel wige, jedli prosta jest prostopadia do rzutni, to jej modul
jest zerem.

Prosta réwnolegla do rzutni nie posiada modutu, gdyz nie posmda, punktdéw o
cechach réznigcych sie o jednostke.

Oznaczamy przez ¢ kat miedzy prostg ! a rzutnia
(tzn. kat miedzy 1 a I'), a przez x modut prostej
(rys. 11). Z okreélenia modulu wynika zwigzek:

”:in—l

tg

Rys. 11.

Widzimy wiec, ze: proste | 1 m zawierajq z rzutnig réwne kqty wiedy 1
tylko wtedy, gdy moduly ich sq réwne.
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ROZDZIAL 1. Rzuty cechowane

Uwaga 2. Jedli prosta jest réwnolegla do rzutni, to wazystkie jej punkty
majs wspblng ceche; wypisujemy jg w nawiasie przy rzucie prostej (np. proste
@ 1ib na rys. 12).

Najezedciej bedziemy oznaczaé punkty na prostej liczbami okredlajacym
ich cechy, a wiec np. zamiast C'(1) bedziemy pisali wprost 1, zamiast C'(2)
2/ itp.

CWICZENTA:

1. Znale#é cien odcinka -4B na pozioma pélplaszezyzne na wysokofel 1 (rys. 12),
rozeiggajace sie na lewo od prostej b, pag ograniczony prostymi a i b oraz péiplaszezyzne
pozioms, na wysokoéci 3, rozciagajace sie na prawo od prostej a;
#rédlem Swiatla jest punkt S na wysokodei 5. .

Wsk.: wykonaé najpierw ciefl na (cals) plaszozyzne na wyso-
kofci 1, nastepnie na (cala) plaszezyzng na wysokofici 3; cien
pierwszy uwzglednié do przecigeia z b, cied drugi od przecieocia
z a; oczywidcie ciell na pas (ab) otrzymamy Igczac koniec pier-
wszego cienia z poczatkiem drugiego.

2. Wykreélié ciet tréjkata na pélplaszezyzny i pas pla-
szezyzny, jak w éwiczeniu poprzednim.

3. Dany jest rzut odecinka, ktérego korice majg cechy 2,25 i — 1,5; znalesé punkt
o cesze 0.

y

Rys. 12.

§ 3. Proste réownolegle

Jak wiadomo z § 1, rzuty I’ i m’ prostych réwnoleglych ! 1 m sa do siebie
réwnolegte (rys. 13) lub pokrywaja sie, albo wreszeie sg punktami. ‘

Jedli proste I i m nie sg réwnolegle do rzutni, to
weZmy na nich np. punkty 4, Bi O, D o cechach 21 3.
-Z whasnodei 3 rzutu wynika, ze rzut A’B’ réwny jest
‘rzutowi O'D'. Aby to udowodnié, zwréémy uwage
na to, ze odcinki AB i CD s sobie réwne, jako
réwnolegle 1 zawarte miedzy réwnolegtymi plaszezy-
znami na wysokoei 21 3. Poniewaz katy ¢ i v nachy-
lenia Iim do rzutni sy réwne, wiec:

A'B' =

= ABcosp = CD cosy = C'D'.

Dlugoéé odcinka A'B’ jest wedtug definicji (ob. § 2) modulem proste] I;
podobnie dtugoéé C'D’ jest modutem prostej m. Widzsimy wigc, ze moduly
prostych réwnoleglych sq réwne.

Jedli jeszeze zauwazymy, ze zwrot od punktu 3’ do punkbu 2’ na prostej
I jest zgodny ze zwrotem od 3’ do 2’ na m/, to bedziemy mogli nasze rozwa-
Zania stredcié w nastepujacym btwierdzeniu:

icm

[s 8] Proste réwnolegle

7

1. Jesli proste I 1 m sq do siebie réwnolegle (1 rbwnoczednie ukoéne do rzutni),
to:
I1I° Ujm' Tub U =m',
2° moduly prostych sq réwne, ten. 3; 2 = 3m Zm,
3° zwroty na I i m' sq zgodne.

Nie trudno zauwazyd, ze jesli proste sg podane przez rzuty a’ i b’ speiajace
warunki 1°, 2° 1 3°, to sg do siebie réwnolegte.

Gdy proste I 1 m s prostopadie do rzutni, to ich rzuty sg punktami (rys. 14).
Modultem takich prostych jest zero. Jedli proste pis
sa rownolegle do rzutni, to rzuty ich przedstawiajg
sie jak na rys. 14 lub pokrywaja sie.

I w tym wypadku mozna odwrécié twierdzenie
w nastepujacy sposéb:

9. Na to, aby proste a i b réwnolegle do rzutni byly do
siebie réunolegle, wystarcey, by ich rzuty byly do siebie
réunolegle lub pokrywaly sie.

Uwaga. W wypadku, gdy rzuty prostych réwnoleg-
tych I i m, a nachylonych do rzutni pod katem ostrym, nie pokrywajs sie,
mozna warunek 2° i 3° zastapié jednym:

2° Proste lgczace rauty punkiéw o tych samych cechach na U’ @ m' sq do siebie
réwmnolegle.

Py

ol.
om’
Riys. 14.

ZADANIE 1. Dany_jest pumkt P o cesze 8 ¢ prosta 1; nakreslié rzut prostej
m przechodzqce) ‘prees P réwnoleglej do 1 oraz zaznaczyé na mim reuty punkiéw
o cechach 7 1 9. h

Z podanych wlasnodci wynika nastgpujace rozwigzanie:

Przez P’ kredlimy m' réwnolegle do I’ i odktadamy od P’ po obu stronach
odcinek 3'4’, tzn. modul prostej I'.

7 dwbch uzyskanych punktéw ten oznaczamy przez 7', dla ktérego zwrot
P'7' jest zgodny ze zwrotem 4’3’ mna I' (rys. 15).

Rys. 15.

Riys. 16.

FADANIE II. Znalesé rzut réwnolegtoboku o $rodku P ¢ bokach réwnych ¢
réumoleglych do damych odeinkéw a + b (rys. 16).
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8 ROZDZIAL: 1. Rzuty cechowane

Przez P’ kredlimy rzuty drodkowych réwnolegloboku réwnolegle do o’ 1 b’ i
odktadamy po obu stronach punktu P’ potowy @’ i b', otrzymujac punkty o
cechach odpowiednio —1 1 3 oraz 01 2. Sg one érodkami bokéw, przez nie
wiec wykre§lamy boki réwnolegte do o 10’

Fatwo obliczyé cechy wierzcholkéw.

ZADANIE III. Znoleté cied tréjkata na rzutnie, gdy promienie $wiatla sq
réumolegle do danej prostej s (rys. 17).

Cienie wierzcholtkéw znajdujemy kredlac przez nie promienie réwnolegle do
s 1 zaznaczajac na nich punkty o cechach O.

i B AL DB
1 E, Fy
Wy ’
% H Giy
C DD/ CC)
Rys. 17. Riys. 18. Rys. 19.

CWICZENTA:

1. Rysunek 18 przedstawia ostrostup o podstawie 4ABCD poloionej na rzutni i o
wysokofci 2; znaleié cien, gdy kierunek éwiatta jest réwnolegly do danej prostej a) s,
b) m i zaznaczyé Sciany oéwietlone i nieowietlone.

2. Dany jest graniastostup o wierzcholkach 4, B, C, D na rzutni i4,B,C;D, na
wysokofei 1 oraz ostrostup HFGHW (rys. 19). Wykredlié cied ostrostupa na §ciang
gérna graniastoshupa oraz cieri obu figur na rzutnie, gdy promienie Swiatla s réwnolegle
do prostej s.

Wsk.: nalezy najpierw znalezé ciei wierzoholka ostrostupa na pla.szoiyzn@ pozioma
o wysokofci 1 i polgezyé go z F i H, a nastepnie wyznaczyé cierl na rzutnie punktéw
D,,Cy, B;, W oraz punktéw przeciecia cieni WF i HW z krawedziami graniastostupa.

§ 4. Prosﬁe przecinajace sie

Niech proste ! i m majs punkt wspélny P (rys. 20). Wezmy pod uwage
punkty o cechach 3 i 4 na obu prostych.

Udowodnimy, ze prosta lgczaca punkty 3 jest ré-
wnolegla do prostej laczacej punkty 4 obu prostych.

W tym celu zauwazmy, ze pierwsza lezy na plaszezys-
nie poziome], oddalonej od rzutni o 3 j ednostki, druga
w plaszczysnie poziomej na wysokodei 4, obie zag
w trzecie] plaszezyinie przechodzacej przez dane proste
lim. Réwnoleglodé wiec prostych a ib wynika z tego, ze Rys. 20,

icm

s 41 . Proste przecinajace sie 9

obie plaszezyzny poziome sg do siebie réwnolegle oraz z nastepujacego
znanego twierdzenia:

Jesly dwie plaszezyzny sq do siebie réwnolegle, to proste przeciecia trzeciq pla-
szezyzng sg réwnolegle.

Widzimy wige, ze:

1. Jesdli dwie proste przecinajg sig, to linie lgczqee punkty o jednakowych
cechach sq do siebie réunolegle.

Czy odwréceenie tego twierdzenia jest prawdziwe? Oczywidcie e nie, po-
niewaz proste réwnolegle do siebie majs te sams whasnoéé (§3, Uwaga).

Okazuje sie, ze tylko te dwa wypadki sg mozliwe, tzn.:

2. Jedl rzuty U + m' prostych 1 1 m majq te wlasnodé, 15 linie lgczace punkty
o jednakowych cechach sa do siebie réwnolegle, to proste 1 1 m przecinajg sie
lub sq do stebie réwnolegle.

Aby to wykazaé, polaczmy ze soba
punkty 3 i 3, oraz 471 4 (rys. 21).
Otrzymamy dwie proste a i b, réwno-
legle do rzutni, poniewaz na @ istniejg
dwa punkty na wysokosci 3, na b dwa
punkty na wysokosei 4. Wedlug zalo-
zenia a'||b’, wige na podstawie § 3 tw. 2 a 1 b s3 réwnolegle.

Istnieje zatem przechodzgca przez nie plaszezyzna a.

Oczywiscie na tej plaszezyznie lezg proste [ 1 m, poniewas maja z nig po dwa
punkty wspdlne. Skoro wiec I 1 m lezg w jednej plaszczyZnie, to mogs bads
przecinaé sie, badZ byé do siebie réwnolegle, co mieliSmy wykazaé.

Rozpatrzenie wypadkéw, kiedy 1 i m sa badZ pionowe, badZ poziome, jest
natychmiastowe: '

1) jeéli m L m, to dowolnie polozona prosta I przecina m wtedy i tylko wtedy,
gdy rzut m’ (tzn. punkt) lezy na I’ (rys. 22).

2) jesli m||m, to I przecina m, gdy punkt prostej I, ktérego rzut lezy na m,
posiada ceche réwna cesze prostej m (rys. 22 b).

Rys. 21.

Rys. 22. Rys. 23.

Jesli rzuty prostych I i m sg tak przyjete, ze linie laczace punkty o tych
samych cechach nie 84 do siebie réwnolegle (rys. 23), to I i m ani si¢ nie prze-

“cinaja, ani nie sa réwnolegle (lub: nie lezg w jednej plaszczyZnie); takie proste

nazywamy sko$nyma.
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10 ROZDZIAYL I. Rzuty cechowane

ZADANIE: Przez punkt P o cesze 3 preeprowadzié prosig preecinajocq dwie
dane proste skoéne 1 1 m.

Jedli punkty 37, P' i 3y leza na prostej, to jest
ona rzutem szukanej prostej c.

Jedli tak nie jest, to (rys. 24) punkt 4; prostej ¢’
znajdziemy z uwagl na to, Ze prosta 41 4; ma byé
réwnolegta do P’3; oraz 4y, 4; ma byé réwnolegla
do P'3p.

§ 5. Plaszczyzna

Wesmy pod uwage dowolng, plaszezyzne a. Jesli o nie jest prostopadta do
rzutni, to rzuty wszystkich punktéw plaszezyzny a wypelnis caty plaszezyzng 7.
W wypadku, gdy plaszczyzna jest prostopadia
do @ (jak f na rys. 25), rzuty jej punktéw znaj-
duja sig na jej krawedzi z 7.

Wéwezas krawedZ ta jest rzutem plaszezyzny;
oznaczaé ja bedziemy wobec tego symbolem £’
oczywiscie ' okresla polozenie f.

Jedli o nie jest prostopadta do 7, to polozenie jej
okreglad bedziemy ]ednym z nastepujacych sposo-
bow:

Riys. 25.

trzema punktami 4,B,C nie lezgeymi na proste],
prosts I 1 punktem P nie lezgeym na niej,
dwiema prostymi przecinajacymi sig,

dwiema prostymi réwnolegltymi.

(1)
@)
(3)
(4)

Najezedciej okreéla sie plaszezyzng przy pomocy pewnych specjalnych pro-
stych réwnoleglych, mianowicie takich, ktére sq réwnolegle do rzutns (rys. 26).
Takie proste nazywaé bedziemy warstwicams.

a
Jesli warstwica plaszezyzny znajduje sig na wysokoém n, 14

to oznaczaé ja bedziemy symbolem n., & jej rzut przez n, bl

(rys. 27). Warstwicg plaszczyzny poziomej jest zgodnie Rys. 26

z definicjg kazda prosta lesgca na tej plaszczyZnie.
Oczywiscie jedli plaszezyzna jest prostopadla do rzutni, to rzuty jej war-
stwic lezg na jej krawedzi z rzutnig.

ZADANIE I. Nakreslié rauty warstwic plaszczyany, okreslone; parg preecinajo-

cych sig prostych 1 © m.

icm

[§ 5] Plaszezyzna

Jesli zadna z prostych I i m nie jest réwnolegla do
rzutni, to oczywidcie warstwicami ss proste laczace
punkty o tych samych cechach (ktére — jak wiadomo
— sg do siebie réwnolegle) (rys. 27 a).

Jedli np. prosta m jest réwnolegla do rzutni, to jest
ona warstwica 1 oczywifcie inne warstwice sg do niej
réwnolegle (rys. 27 b).

ZADANIE II. Nakreslié rzuty warstwic plaszczyany okreslonej punltem
P ¢ prostg 1 (rys. 28).

$igezac punkt P z punktem o tej samej cesze lezgcym na I, otrzymujemy
poziomg prosts lezacy w plaszezysnie a, tzn.
warstwice. Inne Warstmce wykredlamy 16-
wnolegle do niej.

Uwaga 1. Przy tej sposobnoéci zauwazmy,
ze odleglogci miedzy rzutami warstwic 3,
a 4, i 4, a b, itd. s3 réwne. Wynika to z
tego, iz punkty 3, 4/, 5’ itd. na prostej I’
majg kolejno réwne odleglodei.

Rys. 28.

Definicja. Odleglodei miedzy rzutami warstwic réinigeymi sig o jednostke,
np. 2 1 84, 8a 1 44, ..., nozywamy modulem plaszczyzny.

Np. modulem plaszezyzny nachylonej do rzutni pod katem 45° jest 1,
modutem plaszczyzny prostopadiej dorzutnijest 0.

Plaszczyzna réwnolegla do rzutni nie posiada
modutu.

Uwaga 2. Jeéli jak na rysunku 28 b punkt
o cesze 3 na [ znajduje sie¢ za obszarem rysunku,
to lgczymy !’ z innym punktem [ o znanej cesze
prosta, m i zaznaczamy na niej punkty o cechach
poérednich przez podzial na réwne odeinki jak
w paragrafach poprzednich. '

ZADANIE III. Nakreslié rzuty warstwic pla-
szeayeny, wyznaczonej punktoms A, B, C (rys. 29).

Yaczymy dwa punkty, np. 4 i B, sprowadzajac
zadanie do poprzedniego.

ZADANIE IV. Dany jest ostrostup o podstawie
na plaszezyinie o okreslonej warstwicami (rys. 30);
2naleté warstwice $ciam bocznych.
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Jest to powtérzenie zadania poprzedniego, gdyz kazda ze écian bocznych
ostrostupa jest okredlona punktem W i prostg lezacq w plaszezyZnie a. Aby
zatem wykredlié warstwice np. plaszezyzny ABW, zauwazmy, Ze punkty
przecigcia proste] AB z warstwicami 4. i 5. majs odpowiednio cechy 4 i 5.
Jedli wiee srodek odcinka 4W polaczymy z punktem 5 na prostej 4B, to otrzy-
mamy warstwice 5 éciany ABW. Warstwica 4 przechodzi przez punkt 4
na AB i jest oczywibcie réwnolegta do poprzedniej.

Warstwice innych écian znaleziono w sposéb podobny, przy czym korzystano
z uwagi, ze warstwice dwoch dcian posiadajacych wspblng krawed? przecinajs
si¢ na tej krawedzi.

ZADANIE V. Gransastostup okreslony jest podstawa ABC lezgeq w pla-
szczysnie o oraz warunkiem réwnoleglodes jego krawedzt bocznych do proste)
podane] punktomi 0 ¢ 1 (rys. 31); znaleté warstwicg $ctan bocenych graniasto-
stupa.

W celu wyznaczenia warstwic np. $ciany bocz-
nej przechodzgcej przez bok AC, wykreélamy
z punktu 7 na AC prosts réwnolegls do ¢ i zazna-
czamy punkt 8, odkladajac modul proste] ¢ (tzn.
odcinek 0'1'). W ten sposdb Sciana okreslona jest
punktem 8 i prosta AC, na ktérej znamy punkty
o cechach 7 i 8. Warstwice wige otrzymujemy
jak w zadaniach poprzednich.

Warstwice innych éeian wykredlamy podobnie,
przy czym jak w ostrostupie, korzystamy z prze-
cinania sie warstwic dcian na krawedziach fi-
gury.

CWICZENTA:
1. ZnaleZé przecigoie plaszezyzny okreflonej trzema punktami z plaszozyzng rzutéw.

2. Dane s3 dwie proste skofne a i b; wykre§lié warstwice plaszezyzny a przecho-
dzacej przez a i réwnoleglej do b. .

Wsk.: przez pewien punkt na o wykreslié prosts ¢ réwnolegla do &; plaszezyzna o
bedzie okrelona prosta @ i ¢. Opieramy sie tu na twierdzeniu, ze jeSli prosta b jest
réwnolegla do pewnej prostej ¢ lezacej w plaszozyénie a, to jest réwnolegla do pla-
SZCZYZNY 0.

8. Narysowaé warstwice obu plaszozyzn przechodzacych przez dang prosta I, od
ktérej dane punkty 4 i B mialyby réwne odleglodei.

(4 i B s po jednej stronie zadanej plaszezyzny lub po obu stronach).

4. Wykreflié warstwice plaszezyzny przechodzacej przez dany punkt P i réwnoleglej
do danych prostych skoénych a i b.

Wsk.: przez P wykreflié prosts ¢ réwnolegls do o i prosty d réwnolegla, do b; pla-
szezyzna jest-okreslona prostymi ¢ i d.

icm

[§ 6] KrawedZ dwu plaszezyzn

13

52: Wykazaé, ze jezeli plaszezyzny a i f§ sa do siebie réwnolegle, to:
1" warstwice ich sa do siebie réwnolegle,

9° moduly sa réwne, Te
3° zwroty od cech nizszych do wyzszych sg zgodne (rys. 32). 2
6. Dany jest punkt P i plaszezyzna a; wykreélié warstwice ,
plaszezyzny /3 przechodzace] przez P i réwnoleglej do a. O
. . 1
7. Dany jest punkt A i plaszezyzna a przy pomocy war- f
stwic; narysowaé pewng prosta, przechodzacg przez 4 i réwno- Rys. 32.

legla do a.

§ 6. Krawedz dwu plaszczyzn
Punkt przebicia plaszczyzny prosta

I. Wezmy pod uwage dwie plaszezyzny a i 8 (rys. 33). Punkt 4, w ktérym
przecinajg sig warstwice 7 i 7g, jest ich punktem wspélnym; podobnie punkt
B przecigcia warstwic 6, i 64 jest réwnies wspélny.

Prosta AB lezy w obu plaszczyznach, poniewaz |
z kazda z nich ma dwa punkty 4 i B, jest zatem tzw.
krawedziq plaszczyzn.

Rzut wiec krawedzi k obu plaszezyzn kre§limy, lgczac
ze soby dwa punkty przecigcia par warstwic o tych
samych cechach.

Zadanie nie jest tak proste, gdy warstwice obu
plaszezyzn sg do siebie réwnolegle (rys. 34). Poniewaz w tym wypadku
krawedZ jest oczywiscie réwnolegla do warstwic obu plaszezyzn, wiee wy-
starczy znaleZé tylko jeden punkt wspdlny. \ a
W tym celu weimy pewnsg plaszezyzne y i \\/ /
znajdzmy krawed? o plaszezyzn a i p oraz / N j
krawed? b plaszezyzn § 1y. Punkt P przecigcia N
prostych @ 1 b jest wspélnym punktem pla- |
szezyzny a i f; zatem szukana krawedZ &
przechodzi przez P (i jest réwnolegla do
warstwic).

ZADANIE 1. Znaleid przecigcie dww tréj-
katow (rys. 3b).

Znajdujemy najpierw warstwice plaszezyzn,
na ktérych leza tréjkaty (patrz § 5, zadanie ITI). Nastepnie wykreslamy
krawedz obu plaszezyzn, laczac ze sobg punkty przecigeia warstwic o tych
samych cechach. Oczywidcie uwzgledniamy tylko te czedé krawedzi, ktéra
lezy na obu tréjkatach.

Rys. 33.

8%

Riys. 34.
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Uwaga. Narys. 35 zaznaczono widoczne i niewidoczne odeinki, uwazajac
z dwéch punktéw posiadajacych wspélny rzutb ten za widoeczny, ktéry ma wigk-
szg ceche. Tak np. punkt przecigcia rzutéw
bokéw 41 i 45 jest rzutem dwéch punktéw:
jednego na 41 i drugiego na 45. Poniewaz
cecha pierwszego jest mniejsza, wigo jest
on niewidoczny; cze$é zatem boku 41 od
tego punktu do punktu przebicia drugiego
tréjkata (tzn. do przecigeia z krawedzig) jako
niewidoczng, wykre§lamy linig przerywang,
Pozostale czedei boku 41 sa widoczne.
Podobnie rozstrzygamy sprawg widocznodei
boku 34.

Py

Rys. 35.

ZADANIE I1. Znaleté przeciecie $cian ostrostupa plaszczyzng.

Dang plaszczyzng f§ musimy przecigé wezystkie Seiany ostrostupa. W tym
celu powinniémy wyznaczyé warstwice écian. Jesli podstawa lezy ma rzutni,
to warstwice fcian beds réwnolegte do bokéw pod-
stawy; jesli podstawa znajduje sig na pewnej pla-
szezysnie o okreflone] warstwicami (rys. 36), to
warstwice §cian znajdujemy jak na rys. 30.

Teraz mozemy znaleZé przekréj ostrostupa prze-
cinajac plaszezyzng f wezystkie deiany jak na
rysunku 33.

Okazuje sig, ze konstrukeje sg bardzo Zzmudne juz
dla ostrostupa tréjéciennego. Mozna je znacznie
uprodcié postugujge sig nastepujges prosty uwags:

Jesli tray plaszczyeny a, B © v majg punkt wpdlny, to ledy on ne wszystkich
traech krawedziach: o = By, b = ya 1 ¢ = aB. '

Znajdémy krawedZ przeciecia plaszezyzny podstawy a i plaszezyzny prze-
kroju B oraz punkt, w ktérym jedna krawedz lub pewna prosta lezgca na pewnej
$cianie ostrostupa przebija B (rys. 37). Za taks
prosta mozna przyjaé warstwice jednej z bocznych
fcian ostrostupa (na rys. warstwica 10 éciany ACW).
Plaszcezyzne f przebija ona w punkeie na warstwicy
o tej same] cesze.

7 Weimy teraz pod uwage trzy plaszezyzny: o, i}
i felang ACW. Krawedzig a i f jest k, krawedzig
za8 a.i ACW jest prosta AC. Szukana trzecia
krawed? wspolna dla plaszezyzn f i ACW musi

Riys. 36,

9

105,

icm

[§ 6] Punkt przebicia plaszczyzny prosta 15

wiec przejéé przez punkt przeciecia dwu pierwszych; lgczae go ze zna-
lezionym punktem na warstwicy 10, otrzymujemy prosta 4,C,. Podobnie
bok A,B, przekroju znajdujemy laczac punkt 4 z punktem przecigcia
ABzk

W celu latwiejszego zapamietania tej konstrukeji nazwijmy odpowiadajg-
cymi sobie punkty lezace na tej samej krawedzi bocznej 1 proste lezace na

tej samej fcianie ostrostupa (np. punktowi 4 odpowiada 4,, punktowi B

punkt B,; podobnie prostej 4B odpowiada prosta 4,B,, prostej AC prosta
A4,0,). Wéwezas wypowiedzieé mozna nastepujacs zasade:

Odpowiadajace sobie proste przecinajq st na krawedzi k plaszczyzny podstawy
1 plaszczyzny preekroju.

ZADANIE III.
plaszezyzng.

Konstrukcje sa podobne jak w zada-
niu IT.

Na rysunku 38 znaleziono warstwice 7 Scia-
ny AB graniastoshupa jak w zadaniu V §5.
Punkt jej przeciecia z 78 jest jednym punk-
tem. przekroju, przy pomocy ktérego znajdu-
jemy caly przekrdj postugujac sie zasads o
odpowiadajgcych sobie prostych. ¥aczac go
bowiem z punktem przecigcia krawedzl
plaszezyzn podstawy 1 przekroju 1 prostej
AB, otrzymujemy bok 4,B,. Bok B,C, kre-
§limy laczac B, z punktem przeciecia k i
prostej BO itd.

Przecigé  graniastostup

II. Chege znaleZé punkt wspélny dla pro-
stej @ 1 plaszezyzny a, pomyslmy sobie pla-
szezyzng B (rys. 39), przechodzgcy przez a.
KrawedZ & plaszezyzn a 1 f przecina prosta
a w punkcie P, ktéry lezy na a i o, a wiec
jest szukanym punktem przebicia. )

Rysunek 40 podaje konstrukcje punktu przebicia
w rzutach.

Warstwice 3g i 44/|3s kreslimy przez punkty 3 1 4
proste] @ w dowolnym. kierunku. Nastepnie znajdu-
jemy krawed# plaszezyzn o i B, ktéra przecina prosta
a w szukanym punkcie P.
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ZADANIE IV. Znalesé punkt przebicia trojkata prosiq.

Znajdujemy najpierw warstwice tréjkata
przez podziat boku 7 10 na trzy réwne czesel
(rys. 41).

Eaczge. punkt 8 podziatu z wierzcholkiem 8
otrzymujemy warstwice 8. plaszezyzny tr6j-
kata. W ten sposéb zadanie zostalo sprowa-
dzone do zadania rozwigzanego na rys. 40. Biorac
wiec warstwice 85 1 93 przez punkty 8 19 danej
prostej, znajdujemy krawedZ plaszezyzn a if
i zaznaczamy na przecieciu jej z prostg szukany Rys. 4L.
punkt.

Na rysunku wykreglono czgéé prostej jako niewidoczng, kierujae sig uwags
podang przy zadaniu I.

ZADANIE V. Znaleté prostg | preecinajgeq’ caery dane proste a, b, ¢ 1 d,
gdy alb.

Szukana prosta musi oczywiscie lezed w plaszezyZnie a przechodzacej przez
a i b. Poniewaz ma przecinaé ¢, wige musi zawieraéd
punkt 0, w ktérym ¢ przebija o; podobnie przechodzi
przez punkt D przebicia a prosts d (rys. 42).

Taczac punkty i D otrzymamy prostg I; proste
a i b przecina ona w punktach 4 i B. Zadanie nie
posiadaloby rozwiszania, gdyby nie istnial jeden
choéby z punktéw C i D, tzn. w wypadku, gdyby
choé jedna z prostych ¢ i d byla réwnolegla do
plaszezyzny o oraz w tym wypadku, gdyby prosta
CD byta réwnolegta do a 1 b.

ZADANIE VI. Znaleté punkty, w kidrych prosta
przebija ostrostup.

Mozna by przez prosts przesunad dowolng plaszezyzng jak w wypadku prze-
bicia plaszezyzny prosty (rys. 33 1 34), nastepnie przeciaé ostrostup — otrzyma
si¢ wowezas na ogdl wielobok o tej samej ilodei bokdw, co podstawa — i uzyskad
zadane punkty na przecieciu tego wieloboku dang prosts.

Znacznie jednak profciej bedzie, jesli przeprowadzimy plaszezyzng p przez
prosty i wierzchotek ostrostupa. Taka bowiem plaszeayzna przetnie figure
w tréjkacie, ktérego jednym wierzcholkiem bedzie wierzcholek ostrostupa,
a dwa inne znajdowaé sie beds na podstawie. )

icm

[§ 6] Punkt przebicia plaszczyzny prosta

Aby je znaleZd, musimy plaszczyzne B prze-
cigd plaszezyzny podstawy (rys. 43); otrzymana
krawedZ k daje na podstawie wierzchotki M
i N tréjkata. Oczywiscie jedli krawedZ £ nie
przetnie podstawy, to prosta ! nie przebije
ostroshupa, jedli zag k przechodzi przez wierz-
cholek podstawy, to I przecina odpowiednig
krawed?Z.

Szukane punkty przebicia ostrostupa prosts
] znajduja sie na przecigciu trojkata WMN
prosta, [.

Sposéb wykonania konstrukeji w rzucie po-
daje rys. 44.

Nakreglono na nim najpierw warstwice 10z
plaszezyzny B przez polgezenie punktu 10 pro-
stej | z wierzcholkiem W, nastepnie warstwice
9s. Punkty przecigcia bokéw AC i BC kra-

wedzig k plaszezyzn aif polaczono z Wiuzy- 4

skano w koneu punkty przebicia I i II.
Widad, ze podana konstrukeja nie jest zalezna,
od ilodei $cian ostrostupa.

ZADANIE VII. Wyrnaczyé punkty przebicia
gramiastostupa prosta.

Zadanie rozwiazujemy w sposéb analogiczny,
przesuwajge przez prosts | plaszezyzne réwno-
leglta do krawedzi graniastostupa (rys. 45).

Oczywiscie taka plaszczyzna przecina gra-
niastostup w réwnolegloboku, ktérego dwa
wierzchotki M i1 N znajdujg sig na krawedzi k
plaszezyzny podstawy 1 plaszezyzny przekroju.
Proste réwnolegle do bocznych krawedzi gra-
niastostupa i przechodzace przez M i N wyzna-
czajg na | szukane punkty Ii II. .

‘W celu wyznaczenia plaszezyzny S wykredlono
na rys. 46 przez punkt o cesze 17 na I prosta
réwnolegla do prostej ¢, okredlajace] kierunek
bocznych krawedzi graniastostupa; punkt 16’
znajduje sie na niej w odle 1 modulu

2 — 47502 E. Otio

17
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prostej ¢ od punktu 17. Laczac go z punktem
16’ na ', otrzymano rzut warstwicy 165. Naste-
pnie nakredlono kolejno 173, &', M’ i N’ oraz
I’ I’ na réwnolegltych do krawedzi grania-
stostupa przez M’ 1 N'.

ZADANIE VIII. Znaleéé linie przenikanic
dww ostrostupdéw.

Jest to miejsce geometryczne punktéw nale-
zgeych do dcian obu bryl. Poniewaz dciany sg
czefciami plaszezyzn (tréjkatami), wiee linia Riys. 46.
przenikania sktada sie z pewnej ilodei odcinkéw.

W przypadku ogélnym odeinki te tworza jeden lub dwa wielokaty praze-
strzenne.

Aby je wykredlié, mozna by p6j§é dwiema drogami: albo znalesé boki
wielokata przez przecigeie kazdej dciany jednej figury z kazds deiana drugiej,
albo znaleZé wierzcholki wielokgta przenikania, wyznaczajgc punkty, w kté-
rych krawedzie jednej figury przebijaja éciany drugiej.

Okazuje sie, Ze druga droga jest krétsza, powniewaz mozna w niej wpro-
wadzié pewne uproszczenia.

Wyjaénimy to na rysunku 47.

Aby znalezé punkty, w ktérych krawedzie AW, BW i CW przebijaja ciany
ostrostupa (), nalezy — wedtug konstrukeji podanej w zadaniu VI — prze-
prowadzié plaszczyzny AWS, BWS i CWS.

" W celu wyznaczenia punktéw, w kté-
rych krawedzie MS, NS1i RS ostrostupa
(8) przebijaja Sciany ostrostupa (W),
bedziemy prowadzili plaszezyzny przez
-wierzcholek W oraz MS, NS i RS.

Wszystkie wige pomocnicze plasz-
czyzny (bedzie ich n +m, jedli podstawa
jednego ostrostupa ma m, a drugiego
nwierzeholkéw) przechodzg przez wierz-
chotki W i S ostroshupéw, a zatem
przez prostyg WS.

Pqniewaz kazdg z nich nalezy prze-
cinaé badZ podstaws jednego ostrostupa,
badZ podstaws drugiego, celowe wige
Jest znalezienie punktéw P i Q, w kté-
rych W8 przebija plaszezyzny podstaw.

[§ 6] Punkt przebicia plaszczyzny prosta * 19

Narysujmy jeszcze krawedZ k plaszezyzn a 1 f.

Cheac znaleZé punkty, w ktérych np. BW przebija ostrostup (S), powinni§émy
podstawe ostrostupa, tzn. plaszczyzne f, przeciaé plaszezyzng WBS. Oczywi-
$cie krawedZ musi przejéé przez punkt @; drugi punkt znajdziemy przecinajac
proste k i PB.

Dalej konstrukeja przebiega jak w zadaniu VI:

Punkty przecigcia znalezionej proste] z podstaws ostrostupa (S) laczymy
7 wierzchotkiem, otrzymujac na przecigciu z BW szukane punkty przebicia.

Jedli chcemy znaleZé punkty przebicia krawedz ostrostupa (S), np. SM, ze
§cianami ostroshupa (W), to zmienia sig tylko porzadek; najpierw laczymy @
z M i przecinamy z k, a nastepnie uzyskany punkt Igczymy z P itd.

Gdy juz znajdziemy w ten sposdb wszystkie wierzcholki wieloboku prze-
nikania, trzeba si¢ bedzie zastanowié nad tym, ktére z nich sg koricami jednego
i tego samego boku. Poniewaz bokiem linii przenikania jest krawedZ dwu $cian

réimych figur, jest wiec oczywiste, ze powinni$my taczyé ze soba te Wierzehotki,

ktére nalezs do jednej éciany ostrostupa (W) i jednej éciany ostrostupa (S).
W tym celu trzeba dla kazdego znalezionego wierzcholka zanotowaé, na ktd-
rych écianach on sig znajduje.

Dla przejrzystosci bedziemy notowaé to na schemacie, w ktérym krawedzie
boczne jednego ostrostupa beda reprezentowane przez linie poziome, krawedzie
zaé drugiego przez pionowe (rys. 47 a). Sciany beda na schemacie przed-
stawione pasami plaszezyzny, ograniczonymi przez odpowiednie krawedzie.
Aby kazda $ciana miala reprezentanta na schemacie, nalezy jedns krawedsz
zanotowaé dwa razy: na poczatku i na koxcu schematu.

Kazdy punkt linii przenikania zapisujemy na odpowiedniej krawedzi jednego
1 odpowiednie] écianie drugiego ostrostupa. Np. punkt I nalezy zanotowad
na krawedzi (B) 1 Scianie (NVR) (p. rys. 47), tzn. miedzy liniami pionowymi
(N) i (R), punkt II na (B) i (MN), punkt ITI (dwukrotnie) na krawedzi (M)
i dcianie (BC) itd.

Chege jak najbardziej zmechanizowaé metode laczymy wierzcholki linii
przenikania najpierw na schemacie, gdyz tu postulat, iz nalezy lgezyé tylko
takie dwa wierzcholki, ktére lezs na jednej &cianie ostrostupa (W) i jednej
$cianie ostrostupa (8), tlumaczy sie jako warunek lgczenia tych par punktow,
ktére nalezs do jednego pasa poziomego i jednego pionowego, tzn. znajduja
sig na brzegu pewnego kwadratu schematu. )

Po oméwieniu metody przystepujemy do wykreélenia przenikania w rzutach
(rys. 48).

Dla uproszezenia rysunku umieszezono wierzcholki W 1 8 na tej samej
wysokodei 5. Punkty P i@ znajdowaé sie beda wéwezas na warstwicach
5. 1 5z KrawedZ k znajdujemy przecinajac warstwice 4, 1 45 oraz B, 1 Bp.


pem


20 ROZDZIAL I. Razuty cechowane

Majac P, Qi k, prowadzimy dalsze
konstrukejemetods wyzej wyjasdnions,.

A wige: laczymy punkt P’z A/,
przecinamy krawedZ k& i uzyskany
punkt laczymy z Q; dwa punkty
przeciecia z podstawa NRM laczymy
z wierzcholkiem S, otrzymujac na kra-
wedzi WA wierzcholki T i IT linii
przenikania. Natychmiast nalezy na
schemacie zanotowaé punkt I na linii
(4) migdzy prostymi (N)i (M) oraz
- punkt IT na (4) migdzy prostymi Rys. 48.
(M) i (R) itd.

Jedli cheemy na rysunku odréznié widoczne krawedzie przenikania od nie-
widocznych, to dobrze jest juz na schemacie zaznaczyé np. znakiem, —
ktére dciany sg niewidoczne w widoku z géry; oczywidcie kazdy odcinek lezgey
w pasie oznaczonym znakiem — jest niewidoczny.

ZADANIE IX. Znaleté linig przewikania ostrostupa 1 grantastostupa.

Metoda pozostaje ta sama, co przy dwu ostrostupach,

Jedynie zamiast prostej lgczacej wierzchotki bedziemy mieli prosts w
réwnolegly do bocznych krawedzi graniastostupa, a przechodzacs przes wierz-
cholek ostrostupa. Graniastostup powstaje bowiem z ostrostupa, gdy wierz-
chotek oddala sig nieskoficzenie w kierunku nieréwnoleglym do plaazczyzny
podstawy.

Jedli ostrostup przebijamy krawedzis p graniastoshipa, to — jak w zadaniu
VI — nalezy przesungé plaszezyzng pomoenicza przez te kraweds i prazez
wierzcholek ostrosthupa, zatem przez p i prosta w; jezeli zas krawedzia ostro-
stupa przebijamy graniastostup, to — jak w zadaniu VII — plaszczyzna
pomocnicza przechodzi przez przyjets krawedz i jest réwnolegta do grania-
stostupa, a wige znowu przechodzi przez w. Widzimy zatem, ze prosta w
gra taks samg role jak prosta WS w zadaniu VIII.

-‘Na rysunku 49 krawedzie boczne graniastostupa sg poziome. Prosta w
jest wigc tez pozioma; punkty P i @ przebicia plaszezyzn a i B znajdujg
si¢ na Warstwmach 5. 1 Bg.

‘Dla wyznaczenia punktéw I i II, w ktérych kraweds WA przebija grania-
stostup, przeprowadzono plaszozyzneg przez WA réwnolegl.c do krawedzi
graniastostupa, tzn. przez w.

Plaszezyzna ta przecina plaszezyzne a wzdluz proste] PA, a plaszezyzng f8
wzdbuz prostej aczgce] punkt @ z punktem przecigeia PA i k (= 3= 3p).

icm

[§ 6] Punkt przebicia plaszezyzny prosts 21

W ten sposéb znajdujemy na pod-
stawie graniastostupa (na NM
i NR) dwa punkty, z ktérych proste
wyprowadzone réwnolegle do kra-
wedzi graniastostupa przecinaja AW
w punktach I i II.

W podobny sposéb znaleziono
punkty IILiIV. Poniewaz j edynie
$ciana NM jest niewidoczna, wiec
niewidoczne s3 tylko boki lezace na
niej, tj. I—IV i I—IIL

ZADANIE X. Znaleté linie pree-
nikania dwu graniastostupéw. Rys. 49.

Réwniez i w tym wypadku bedzie-
my starali sie wyznaczyé punkty, w ktérych krawedzie jednej figury
przebijajg éciany drugiej.

7 podanej konstrukeji punktéw przebicia graniastostupa prosta wynika, Ze
nalezy prowadzi¢ plaszezyzny pomocnicze przez krawedzie jedne] figury réwno-
legle do drugiej. Wszystkie zatem plaszczyzny pomocnicze beda do siebie
réwnolegte, gdy w poprzednich wypadkach przechodzily one przez prosta.

Oczywidcie przeciecia tych plasz- )
czyzn plaszezyzng jednej podstawy | m 8 fm\,’
sa do siebie réwnolegle; tak samo [TT[ / 7
przecigcia ich plaszezyzng drugiej pod-
stawy sg do siebie roéwnolegle.

Aby znaleZé kierunki tych krawedzi,
wybieramy dowolny punkt R (np.
o cesze 1) i wykre$lamy proste 11 m,
odpowiednio réwnolegle do krawedzi
jednego i drugiego graniastostupa (rys.
50). Poniewaz na rys. 50 graniastostup
ABC jest réwnolegly do rzutni, wiec I
jest réwnolegle do .

Proste I i m okreélajg plaszezyzne
réwnolegly do obu graniastostupow.

Zmajdzmy krawedzie aib plaszezyzny
y z plaszezyznami ai f (za plaszezyzng
B przyjeto rzutnie, wobec czego prosta
b jest to warstwica O, plaszczyzny y). Rys. 50.

N » m
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Aby znalezé punkty, w ktérych krawed# (M) przebija graniastostup (4B(C),
bierzemy plaszezyzne pomocniczg réwnolegts do graniastostupa (4BC), tzn.

réwnolegla do y. Przecina ona plaszezyzng f (na rys. 50 — rzutnig) wzdluz
prostej réwnolegte] do b i przechodzacej przez M.

7 punktu przecigcia jej z krawedzia & obu plaszezyzn (tu k = 0,) kredlimy

prosta réwnolegly do a.

Przecina ona podstawe 4ABC w dwu punktach, z ktérych proste réwnolegle
do krawedzi wyznaczajs na proste] (M) szukane punkty 1 i IIL.

Tym samym sposobem znaleziono punkty ITT—VIII.

Porzadek laczenia punktéw 1 sprawa widocznodel zostaly rozstrzygniete
za pomocyg, schematu, tak jak w zadaniach VIII i IX.

CGWICZENIA.

1. Dany jest punkt P oraz proste skoéne a i b; znalezé prosta ! przechodzacy przez P
i przecinajacs o i b.

Wsk.: | bedzie krawedzia plaszezyzn (Pa) i (Pb).

2. Znalezé prosty I przecinajaca proste skosne ¢ i b i réwnolegly do prostej c.

3. Znale#é prosta przecinajacy trzy proste a, b i ¢, gdy a jest réwnolegle do b oraz gdy
a przecina b.

4. Dane sy dwie proste skofne @ i b (rys. 51). Znalezé
punkty o cechach 4 i 5 na prostej ¢ laczacej punkt 4 prostej
a z punktem B prostej b.

" Wsk.: Polaczyé B i 4 na o prosta di wyznaczyé warstwice
plaszozyzny (bd). W ten sposéb bedzie wycechowana prosta d.
Nagte¢pnie znaleZé warstwice plaszczyzny (ad), na ktérej juz
lezy prosta c. Rys. 51.

5. Wycechowaé prostq (tzn. znalezé cechy dwu jej punktéw)
aczaca punkt A4 (o cesze niecalkowitej) prostej a z punktem B (o cesze niecatkowitej)
plaszezyzny B. ‘ )

Wsk.: Gwiczenie sprowadza sie do éwiczenia 4 przez wzigeie prostej b lezaoej w 8
i przechodzacej przez B. Mozna réwniez znalezé punkt O przebicia f proste o i nakreélié
warstwice plaszezyzny (ABC); jest to oczywidcle szezegélny przypadek poprzedniego
rozwigzania, gdyz zamiast dowolnej prostej b na f bierzemy prosta, BC przecinajace a.

6. Wycechowaé prosta ¢ przechodzaca przez punkt A plaszezyzny o i przez punkt B
plaszezyzny f.

Wik.: Jesli ai § nie sg do siebie réwnolegle, to nakreslié warstwice plagzozyzny (4.BC),
gdzie C jest punktem wzigtym na krawedzi plaszezyzn a i B. W przeciwnym razie obraé
dwie proste réwnolegle a i b przechodzace przez 4 i B i lezace odpowiednio na i f.

7. Znalezé praecigcie dwu tréjkatéw, wyznaozajac punkty przebicia dwua bokéw jednego
tréjkata z plaszezyzng drugiego.

8. Znaleié przeciecie ostrostupa tréjkatem.

9. Znale#é przecigcie graniastostupa tréjkatem.

Wsk.: W éwiczeniach 8 19 przeciaé figure plaszezyzng, na Itérej lezy tréjkat, a nastepnio
uwzglednié czgé¢ wieloboku przeciecia, wapélng z tréjkgtem. .

10. Nakrelié linie przenikania: a) dwu ostrostupéw, b) ostroslups, z graniastostupem,
¢) dwu graniastostapéw, przyjmujac za podstawy czworoboki. ‘

icm

i§7 Rzuty prostych prostopadlych 23

11. Nakredlié linie przenikania dwu ostrostupéw, ktérych podstawy znajdujg si¢ na
wspblnej plaszezyznie.

Wsk.: W tym wypadku konstrukecja znacznie si¢ upraszeza (rys. 52): prosta laczaca
wierzcholki przebijamy wspélna plaszezyzng
podstaw i uzyskany punkt P Iaczymy
2 wierzchotkami podstaw; dalszy przebieg
konstrukcji nie odbiega od przypadku
ogdblnego.

12. Wykonaé éwiczenie 11, gdy podstawy
83 na rzutni, a wierzcholki majs wspdlng
ceche.

Wsk.: Wtedy linie konstrukcyjne, wycho-
dzace z punktu P (rys. 52), zamienia si¢ na
proste réwnolegle do WS.

13. Znaleié przenikanie: a) ostrostupa
z graniastoslupem, b) dwu graniastostupéw, B
gdy ich podstawy leza na wspéluej plasz- Rys. 52.
czyzZnie.

14. Znalezé przenikanie dwu ostrostupéw, gdy podstawa jednego znajduje si¢ na rzutni,
a podstawa drugiego na plaszezyznie poziomej, na wysokofei np. 2.

Wek.: Sprowadzié éwiczenie do poprzedniego, przecinajac jeden ostrostup plaszczyzna
podstawy drugiego.

§ 7. Rzuty prostych prostopadiych

Przypomnijmy definicje kata miedzy prostymi skosnymi:

Miarg kata miedzy prostymi skodnymi a 1 b jest Tat miedzy prostymi ¢ i d
réwnoleglyms do wich 1 przechodzgoymi przez dowolny punkt.

Np. kazde dwie skogne krawedzie szescianu sg do siebie nachylone pod katem
90° (czyli: sa do siebie prostopadle), gdyz przesuwajac réwnolegle jedng kra-
wed# do przeciecia z druga otrzymujemy kat 90°.

Tak wiec twierdzenie, na ktérym czesto bedziemy sie opieraé, a ktore
orzeka, ze:

jedli prosta p jest prostopadla do dww prostych a i b preecinajacych jq w jednym
punkcie, to jest prostopadia do kaidej prostej lezqce] w plaszezyénie (ab) 1 pree-
chodzace] przez wspélny punkt, :
mozna rozszerzyé na proste skoéne w nastepujacy
spostb:

1. Jedli prosta p jest prostopadia do dwu przecina-
igcych sie prostych a b, to jest prostopadia do kazdej
prostej plaszczyzny (ab).

Niech prosta o lezy na rzutni, a prosta bniech
przecina a w A prostopadie do niej (rys. 53). Udo-
wodnimy, ze:
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9. Rzut prostokginy prostej b jest prostopadty do a (oczywidcie pod warun-
kiem, Ze prosta b nie jest prostopadia do ).

W tym celu wykonajmy rzut prostokatny punktu B (B 5% A) proste] b,
Prosta AB’ jest rzutem prostej b. Zauwazmy, ze prosta @ jest prostopadha
do prostej BB', gdyz BB’ jest prostopadle do m; poniewaz poza tym. prosta o
jest z zalozenia prostopadla do prostej b, wiec prosta @ jest prostopadla do
kazdej prostej lezace] w plaszezysnie ABB', a zatem tez do proste] AB', co
nalezalo wykazacé. '

Wezmy teraz dowolne proste ¢ i d odpowiednio réwnolegle do b i a; poniewaz
¢ b id" | e, wige ¢ ||d’. Mamy zatem nastepujace twierdzenie:

3. Jesls proste ¢ 1 d sq do siebie prostopadie oraz co najmnies jedna 2z wich jest
réwnolegle do rzutna, to ich rauty prostokatne sq do siebie prostopadle.

W § 8 wykazemy, ze jesli zadna z prostych prostopadiych do siebie nie jest
réwnolegla do rzutni, to ich rzuty nie sg do siebie prostopadie. Np. rzut kwa-
dratu jest prostokatem, jedli jedna para bokéw jest réwnoleglta do rzutni.

Definicja. Linig spodw plaszezyzny o nazywamy kazda prosty [ lezgey
w plaszezyZnie « 1 prostopadis do warstwic,
Poniewaz warstwice s réwnoleglte do rzutni, wige mamy styd:

Wniosek I. Rzut linvi spadu plaszczyzny jest pro- Iy
stopadly do rzutéw warstwic (rys. 54). & e
Poniewaz odeinki 2 8’1 8’ 4’ prostej I’ sg réwne & S
modutowi plaszezyzny a (§ b), wiec widzimy, 7e oy a,
Wniosek II. Modul plaszczyzny jest réwny modu- -
Rys. 54,

fowr jej limiv spadu.
WeZmy pod uwage prostg p prostopadly do plaszezyzny a; p jest wiee tez
prostopadly do warstwic plaszezyzny . Mamy zatem
Wniosek III. Rzut prostej prostopadlej do plaszcayzny jest prostopadly do
rzutéw warstwic plastczyzny.
Pokrywa sig wige z rzutem pewnej linii spadu.
CWICZENIA.

1. Jaks figurs bedzie rzut kwadratu, gdy jedna przekgtna jest réwnolegla do rzutni?

2. Jakg figgai bedzie rzut szedcianu, gdy trzy wierzcholki bedace koricami krawedzi
o wspblnym wierzcholku maja réwne cechy?

§ 8. Obroty i kiady

Wiele konst‘rukcsfj w geometrii wykrednej opiera sie na obrocie dookols osi.
Rozpatrzmy je najpierw dla obrotu punktu.

icm

[§ 8] Obroty i klady 925

Punkt 4, obracajac sie¢ dookola prostej I,
porusza sig po okregu (rys. 55), ktéry znajduje
sie w plaszezyZnie & prostopadlej do osi obrotu. // e
Srodkiem S okregu jest punkt przebicia e prosts yd ﬁ*s )

I, a promieniem — odleglodé 4 od S. P <

Przez obrét figury geometrycznej rozumie sie

obrét wszystkich punktéw figury o fen sam Rys. 55
kat, oczywiscie z tym samym zwrotem.

ZADANIE I. Obrécié punkt dokola prostej prostopadiej do rzutni o kgt ¢.

Rzut I jest punktem; poniewaz plaszczyzna e jest w tym wypadku réwno-
legta do rzutni, wiec rzutem okregu bedzie okrag o tym samym promieniu
(rys. 56) i o érodku w punkeie I'.

Oczywiscie érodek obrotu S, punkt 4 i punkt B maja wspélng ceche.

ZADANIE 1. Obrécié punks A dokola proste; 1 lezqcej na rzutni w wypadku,
gdy rzut A’ wnajduje sig na U (rys. 57).

Plaszezyzna ¢ jest tu prostopadla do rzutni! i wszystkie jej warstwice maja
rzuty na &. Na podstawie § 7, tw. 2, jest &’ L L Srodek obrotu znajduje sig
na lw A’. Jezeli wiec wykonamy obrét o 90°, to punkt znajdzie sig na rzutni
(i na &) w odleglodci od. S réwnej cesze punktu 4. .

Obrécony punkt 4 nazywaé bedziemy kladem punktu A.

Jezeliby prosta I byla pozioma na pewnej wysokosei, to zadanie wykonuje
sie tak samo, przy czym promieniem obrotu bylby odcinek dtugofci réwnej
réznicy cech A i I

ZADANIE III. Znaleié dlugo$é odeinka.

Gdy cechy koficéw sa réwne, to rzut odcinka jest réwny samemu odcinkowi.

Gdy zaé cechy koncédw sa 16zne, to weimy pod uwage plaszezyzne a prosto-
padly do rzutni i przechodzaey przez odeinek (rys. 58). Przymujac warstwice

A\ gy M C By

\.\ 3 A(,) 375 I
) - /

A’(.! /
Y B :
. BB By

"By
- Riys. 56. Rys. 57. _Riys. 58. Rys. 59.

1 Wynika to z nastepujacego twierdzenia: jedli prosta (1) jest prostopadla do plaszczyzny
(e), to kazda plaszczyzna () przechodzqea przez nig jest prostopadia do tej plaszczyzny (&).
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zerows tej plaszezyzny za of obrotu, Wykonajmy jak w zadaniu II_klady./I
i B punktéw 4 i B. Oczywidcie idzie o obroty o tym samym zwrocle, 8 Wigc
A1 B znajda sie po tej samej stronie' rzutu A'B’, gdy cechy punktéw 4 i B
sg tego samego znaku, a po przeciwnych, gdy sg réznych znakow. Odeinek
AB, czyli tzw. klad odcinka, bedzie oczywiscie réwny odcinkowi AB.
Zauwazmy, ze mamy rownoczednie miare kata miedzy prosta, 4B a rzutnia;
jest to bowiem wedtug definicii kat miedzy proste 4B & jej rzutem prosto-
katnym A’B’ czyli w kladzie: miedzy ABa A'B'. i
Jedliby$my za of obrotu wzigli np. warstwice 2, (rys. B8 a), to byloby 4’4 =
—1iB'B =0, jesli zaé warstwicg 2,54, to A i B lesalyby po przeciwnych
stronach rzutu w odleglodei polowy jednostki.
ZADANIE TIV. Znaleté ceche ¢ punktu C odeinka AB (rys. 59).
Wykonajmy klad odeinka 4B. Kilad C punktu C bedzie sig oczywidcie

znajdowal na odcinku AB, przy czym 0L A'Zi‘”.
Cechg punktu C jest dtugogé odeinka ¢ = C'C’.

ZADANIE V. Znaleté na prostej L punkt 4, kidrego
cechy jest dana liczba d.

Wykonujemy Iklad I prostej I, kreslac ktady 1 1 2
punktéw 1 i 9 (rys. 60). Nastepnie znajdujemy na [/
punkt A, ktérego odleglo$é od I’ réwna jest d.
Kreflac z A prosta prostopadls do V', otrzymujemy
na przecigciu z I’ rzut 4’ szukanego punktu.

ZADANIE VI. Znaleté ceche punkiu D tréikqua ABC
(rys. 61). _

Nakreélmy linie CD i wezmy pod uwage jej punkt
wspblny E z bokiem AB.

Ceche punktu E znajdujemy kredlac kiad boku T
AB. Teraz mozemy juz wykredli¢ klad E(' odeinka L _—T
EC (B'E =FE'E). ) /

Cecha punktu D bedzie odcinek D'D. Rys. 61.

ZADANTIE VII. Znaledé kat maedzy plaszczyzng o
@ r2utnig.

Jak wiadomo, kat miedzy plaszczyznami a i f b a
(rys. 62) mierzy sie katem plaskim ¢, ktérego wierz-
chotek W znajduje si¢ na krawedzi k, a ramiona a1 b K

sy prostopadte do % 1ilezs odpowiednio na aif. Pla-
szezyzna kata @ jest wige prostopadla do L. Rys. 62.

icm

i§ 8] Obroty i klady o7
W danym razie f = z, krawedZ k'jest warstwica I T
O., prosta @ linig spadu I,, prosta za§ b rzutem I “_—_1_—‘,/ &
linii I, (rys. 63). T,
Klad kata miedzy I, a I, otrzymujemy jak w za-
daniu III. 4
Oc
ZADANIE VIII. Obrécié punkt A dokola prostej
lezgce] nmo rzutni o taki kqt, by znalazd sig na rautm Rys. 63.
(rys. 64). A “\\\
Plaszczyzna obrotu bedzie — jak w zadaniu IT — & \\
plaszezyzna &, a érodkiem obrotu — punkt S na li e. l S \
Idzie o punkt A° (lub 4,°), w ktéorym okrag Ay :___r ll
o $rodku S i promieniu A8 przecina rzutnie. . L// .
A

Wyobrazmy sobie w tym celu klad plaszezyzny ¢
A znajduje sie w A, S nie zmieni polozenia.

Oczywiscie ltad okregu obrotu przecina warstwice O, w szukanym punkcie
A° (lub 4,°).

Punkt 4° (4,°) nazywaé bedziemy réwniez kladem punktu A.

Bedziemy stale przez A oznaczaé klad, ktéry jest wynikiem obrotu o 90°,
a przez A°, gdy kat obrotu jest rézny od 90°.

Nalezy podkreslié, ze celem zadania VIII jest klad 4° (lub 4,°). Klad 4
gra tu role pomocniczg (dla wyznaczenia promienia obrotu SA4),

Rys. 64.

ZADANIE IX. Znaleté kot miedzy prostymi a 1 b.

Jesli proste ai b sa skoéne, to (§ 7, definicja kata miedzy prostymi skognymi)
przez pewien punkt ¥, np. punkt o cesze 2 na @, prowadzimy prosts ¢ rtéwno-
legly do b i znajdujemy kat ¢ miedzy aic. W tym )
celu obracamy plaszczyzne kata dokola jakiej§ war- o _7“\7%'
stwicy, np. O, (rys 65). Aby nakredlié klady a° i ¢°, a/ ey A\ o
wystarczy znaleZé klad W° wierzchotka. Po wyzna- % /
czeniu W° (jak w zadaniu VIII) igczymy go z punktami
zerowymi prostych a i ¢; te bowiem, jako lezace na
osi obrotu, nie zmienig polozenia.

Uwaga. Postlugujac sig rysunkiem 65 mozna Rys. 65.
udowodnié, ze jesli proste L © m sq do siebie prostopadle
i sadna z nich wie jest réwnolegle do rzutni, to rauty U © m' nie mogg byé
do siebne prostopadie.

Niech howiem wierzcholek W kata ma np. ceche 1. WeZmy pod uwage
na lim punkty O;i Oniktad kata <¢ (O; W On). Widad, ze jesli < (Ot W'Om) =
90°, to % (0 W°0n) < 90°.
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Odwracajac konstrukeje rys. 65, mozna wykredlié rzut dowolnic podane]
figury plaskiej. Rozwigzemy np. nastepujace

ZADANIE X. Nakreslié rzut kwadratu lezgeego w plaszczyénie a (okreslonej
warstwicami), kidrego jednym boliem jest damy odeinek AB.

Obréémy plaszezyzne a (rys. 66)
dokola warstwicy 3.1 wykonajmy jej
klad na plaszczyzne pozioms o wyso-
kodci 3. Dobrze jest najpierw znale#é
klad warstwicy 4,. Oczywidcie do tego
celu wystarczy mieé kiad jednego
punktu M warstwicy, gdyz klad 43
bedzie réwnolegty do 3. Zeby wykre-
§lié klad odcinka 4B, bierzemy na
prostej AB dwa punkty: jeden na osi
obrotu, a drugi na warstwicy 4. Klad
pierwszego pokrywa sie z jego rzutem,
klad drugiego znajduje sig na war-
stwicy 45 (i oczywiécie na prostej pro- Rys. 66.
stopadle] do osi obrotu 3,); laczac je
otrzymamy klad prostej AB. Punkty 4 i B przenosimy z rzutu do kladu
w kierunku prostopadiym do osi obrotu.

Majac bok 4B w kladzie znajdujemy wierzcholki C° i D° kwadratu.

Teraz idzie o wykredlenie rzutu boku CD; odwracajac poprzednia konstrukejg
kladu 4°B°, przenosimy punkt przecigeia prostej C°D° z 45 prostopadle do
3z na 4. 1 laczymy z punktem przeciecia O°D° z osig obrotu. Na tej prostej
lezg punkty C' i D',

ZADANIE XI. Dana jest prosta L1 punkt P, ktérego raut P’ ledy na U'; 2naledé
punkt N o cesze 1 na prostej p prostopadte] do | przechodzqce; przez P 4 lezace]
z | w plaszczyinie prostopadle; do rzuini.

Obréémy plaszezyzne a, ktére] rzut pokrywa sig z U, %
dookola warstwicy 1, o 90° i nakreslmy klady i P
(rys. 67).

?3[’

Klad $ prostej p bedzie przechodzit przez P i bedzie brox
prostopadly do Z Jak w zadaniu V, zagnaczamy 2i
najpierw punkt N na kladzie 5, a nastepnie kreglimy %
przez N prosts, prostopadls do I, uzyskujac na przecieciu IV gt
rzut punktu N. P ; ........................................ h
Réwnoczesnie znalezliémy ktad i rzut punktu prze- I?J} P

cigcia I z p. Rys. 67,

[§ 8] Obroty i klady 29

ZADANIE XII. Dany jest punkt P i plaszczyzna «; —
nakredlié © wycechowaé prostq p przechodzgeg przez ﬂ . / 3%
punkt P i prostopadia do plaszczyzny a. 0: Lo

Rzut »’ proste] prostopadiej do a jest prostopadly
do warstwic (§7), a wiec pokrywa sig z rzutem I

pewnej linii spadu plaszezyzny a (rys. 68). P P Q“

Poniewaz p jest prosta prostopadla do linii spa- Hy b B P
du l,, wige naleiy jedymie powtdrzyé rozwigzanie Rys. 68.
zadania XI.

ZADANIE XIII. Nakreslié rzut ostrostupa prostego o podstawie kwadratowe;,
stojacego na danej plaszczyénie. Wysokosé i bok podstawy sq dane.

Podstawe wykreslamy jak w zadaniu X (rys. 70). Poniewai wysokosé
ostrostupa ma byé prostopadia do podstawy, wige tak jak w zadaniu XIT
wykredlamy rzut, a nastepnie klad prostej prostopadiej do a i przechodzgce]
przez érodek kwadratu. Koniec odmierzone] w kladzie wysokodei przenosimy
na p’ prostopadle do p.

Konstrukeja wysokoéei podana jest oddzielnie na rys. 69.

M M
o) P/ N

Rys. 69. Rys. 70.

A
7,

ZADANIE XIV. Znalesé kat miedzy plaszczyznamai.

Jak wynika z definicji kata miedzy plaszezyznami a i f, nalezy wykreslié
krawed? obu plaszezyzn (rys. 62) 1z pewnego jej punktu, np. z punktu W
o cesze 11, narysowad na a1 8 proste a i b prostopadle do niej.
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Poniewas plaszezyzna y przechodzaca przez
@ i b jest prostopadla do k, wiec zaczniemy
od wykreslenia jej warstwic (wystarczy 10,).

W tym celu zauwazmy, ze rzub Iy linii spadu
plaszezyzny y przechodzace] przez W pokrywa
sie z k' (rys. 71).

Obréémy o 90° plaszezyzne, na ktérej leza
l, ik, dokola osi na wysokosci 10. Oczywidcie
musi byé & L T, )

Przez punkt 10’ na [}, znajdujacy sie na przecigeiu Iy 11y, przechodzi 107
prostopadle do &'

Ramiona ¢ i b kata otrzymamy przecinajac o i plaszezyzng y. Aby otrzy-
maé kat miedzy o i b, nalezy wykonaé klad plaszezyzny y, na ktérej on
lezy, obracajac ja np. dokola warstwicy 10,.

ZADANIE XV. Znaleté kat miedzy prostg o © plaseczyzng a.

Nalezy wykredlié rzut prostokatny pro-
ste] @ na plaszozyzne a. W tym celu obie-
ramy pewien punkt, np. o cesze 18, na
proste] a (rys. 72) i wykredlamy z niego
prosta p prostopadls do a.

Sposéb wyznaczenia cechy 16 na p
podany byt w zadaniu XII.

WeZmy teraz pod uwage plaszezyzne y
okre§long prostymi ¢ 1 p. Oczywicie
jesf; ona prostopadla do a, gdyz przechodzi
przez prostg p. Krawed? jej z « jest dru-
gim ramieniem szukanego kata.

Aby narysowaé kiad kata miedzy a1k,
wykonano obrét dokota warstwicy 17,
plaszezyzny y. Poniewaz cechy wierzcholka bezpogrednio nie znamy, wiec
kreflimy najpierw kiad punktu 16 proste] o, nastepnie przeéz polgczenie
z punktem 17 na o — ktad a° i w koficu punkt W°; lgczac W° z 17/ na &'
otrzymujemy kiad %° drugiégo ramienia kata.

Rys. 72.

CWICZENIA.

1. Dany jest tréjkat ABC. Nakredlié rzut i znalezé cecho jego drodka cigzkosoi (7,
Udowodnié, ze cecha punktu G jest érednis arytmetyczng cech wierzoholl6w.

2. Na prostej ¢ dany jest punkt 4 o cesze niecatkowitej oraz na prostej b punkt B
réwniez o cesze niecalkowitej. Znalesé ceche punktu C obranego na prostej AB.

icm

[§ 9] Zastosowania 31
3. Znaleié ceche punktu C obranego na odcinku 4B, gdy korce tego odeinka leig
na danych plaszezyznach a i .

4. Znaleié rzut warstwicy 1. plaszezyzny a, majac dang warstwice Oy, oraz kat miedzy
aim

5. Wykreslié rzut szeéciokata foremnego polozonego w danej plaszezyZnie, majac rzut
przekatnej.

6. Wykreélié rzuty wysokosei tréjkata A(1), B(2), C(8).

Wsk.: Nakresli¢ warstwice np. 1, i przymujac ja za of obrotu, wykonaé kdad tréjkata.
Nakre§lone w kladzie wysokodci przeniesé do rzutu.

7. Nakre§lié rzut symetralnej kata miedzy przecinajacymi sie prostymi a i b.

8. Znales¢ rzut Srodka kola opisanego na tréjkacie .4(2)B(4)C(5).

9. Znaleié odleglo$é punktu od plaszezyzny.

10. Nakresli¢ rzut szeScianu, ktérego jedna &ciana znajduje sig na danej plaszezyznie.

11. Dany jest punkt A i prosta p; nakreflié rzuty warstwic plaszezyzny przechodzacej
przez A i prostopadiej do p. ;

Wsk.: Gdy rzut 4’ lezy na rzucie p’, to linig spadu I, plaszezyzny znajduje sie jak
w zadaniu XI, nastepnie kreéli sie warstwice prostopadle do I, == p’. Przypadek, gdy A’
nie lezy na p’, mozna sprowadzié do poprzedniego, kreélgc np. przez punkt A prosts ¢
réwnolegla do 2.

12. Nakreslié warstwice plaszezyzny symetrii odeinka A(1)B(5).

13. Dany jest ostrostup, ktérego podstaws jest lezacy na rzutni prostokat o bokach
5cm i 7 em, a wierzcholkiem punkt W o cesze 6 na prostej prostopadlej do 7 a, prze-
chodzacej przez $rodek podstawy. Znalezé kat miedzy: 1° sasiednimi &cianami bocznymi,
2° fcianami majacymi tylko punkt W wspélny, 3° krawedzig boczng a $ciang (nie prze-
chodzaca przez nia), 4° przekatns podstawy a $ciang.

8§ 9. Zastosowania

I. Jesli dwie plaszczyzny sg nachylone pod tym samym katem do rzutni,
a warstwice ich nie sg do siebie réwnolegle, to rzut krawedzi jest dwusieczng
kata miedzy warstwicami (rys. 73 a).

W tym wypadku bowiem moduly plaszezyzn sg réwne i wobec tego rzut
krawedzi jest przekstng rombu utworzonego z rzutéw warstwic.

Jesli warstwice obu plaszezyzn sg do siebie réwnolegte (rys. 73 b), to — jak
wynika z konstrukeji krawedzi za

pomocs plaszczyzny (patrz rys. 34) 3%
o warstwicach prostopadlych do war- \ P
stwic danych plaszezyzn — rzut kra- X =
wedzi dzieli na polowy obszar zawarty / K
miedzy warstwicami 0,1 O;. 3 %
Weimy pod uwage na plaszczy#nie 4 %
rzutéw pewien obszar ograniczony wie- )

lobokiem (rys. 74) oraz pewien kat ¢

mniejszy od 90°. Przez kazdy bok Rys. 73.
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przeprowadfmy plaszezyzng nachylong do rzutni pod
katem ¢, tak by punkty o dodatnich cechach znaj-
dowaly sie nad obszarem.

Powstanie bryla ograniczona n-+1 dcianami, jesl
wielobok byt n-bokiem (dach nad blokiem, ktbrego
podstawa jest wielobok).

Poniewas bok wieloboku bedzie warstwica odpowiedniej Sciany, wige rzuty
krawedzi dziela na polowy katy wewnetrzne wieloboku. Oczywidcie beds,
sig przecinaé nie tylko Sciany sasiednie, ale réwniez i Seiany wychodzgee
7z bokéw niesgsiednich (np. 4B i DE).

Krawedziami bryly beda, pewne odcinki krawedzi przecigcia plaszczyzn.
Aby poprawnie nakredlié krawedzie bryly, dobrze jest najpierw narysowad
krawedzie wszystkich par écian (sasiednich i niesgsiednich) cienkimi liniami,
a nastepnie wychodzace z jakiego§ wierzchotka wieloboku, np. 4, nakredlié
‘mocno odpowiednia krawedZ az do przeciecia (I) z pierwszg napotlany kra-
wedzia. W takim punkeie schodzg sig trzy fciany (4B), (AE) i (ED).

Tstnieje wiec procz krawedzi A1 1 B jeszeze trzecia (szezytowa) praechodzaca
przez punkt I: mianowicie przeciecie Scian (4B) i (ED); krawedZ te wykre§lamy
az do przeciecia (II) z pierwszg napotkang krawedzig, tzn. wychodzyeq z B.
W punkeie II schodzg si¢ éciany (4B), (BC) i (DE), musi wige z niego wyjsé
krawedZ przeciecia plaszezyzn (BO) i (ED) itd.

Konstrukeja ta ma zastosowanie w budownictwie.

Jedli obszar jest ograniczony wigcej niz jednym wielobokiem (bloki z po-
dwérzami), to konstrukeja nie ulega zadne]
istotne] zmianie. :

Na rysunku 75 nakreélono krawedzie i
dla lepszego przedstawienia figury wykonano
cien przy ofwietleniu réwnolegltym, przyj-
mujge kierunek #wiatta tak, by cieniem
punktu P byl dowolnie wybrany punkt Pe.

Przy wyznaczaniu cieni krawedzi kiero-
wano sig nastepujacymi zasadami:

(1) cleniem na rzutni krawedzi réwnoleg-
Tej do rzutni jest prosta rdwnolegla do niej.

(2) jesli prosta przebija plaszezyzneg, to
cied na tg plaszezyzne wychodzi z punktu
przebicia.

Dla wyznaczenia cienia jednej z krawedzi
wzieto na niej punkt @ na tej samej wyso-
koéel co P 1 odtozono Q'Q, = P'P,. Rys. 75,

Rys. 74.

icm

[§ 91 Zastosowania a3

CWICZENIA.

1. Wykredlié krawedzie i narysowaé ciert dach6w dla wielokatéw podanych na rys. 76.
2. Dla dachu na rys. 76 a przyjaé kat nachylenia do poziomu réwny 45° i nakreslié:
1° klady &cian, 2° katy miedzy sasiednimi $cianami.

AN '
a b
[ ]
c d
Riys. 76.

II. Polozenie prostej wzgledem rzutni okredla sig najczescie] za pomocy
tzw. nachylenia, czyli tangensa kagta, jaki tworzy ona z rzutnis. Tak wigc np.
nachylenie 2/3 (rys. 77) znaczy, Ze dwa punkty prostej, ktérych cechy roznig
sie 0 2, maja rzuty odlegle o trzy jednostki (modul proste] wymosi wtedy
oczywidcie 3/2); nachylenie 1 znaczy, Ze prosta tworzy

z rzutnig kat 45°. g
Z definicyj modutu (p. § 2) i nachylenia prostej wynika, .
ze nachylenie jest odwrotnoscia modutu. A 3

Czesto nachylenie mnozy sig przez 100 i podaje tzw.
procent nachylenia; np. 4 % oznacza nachylenie 4/100 = :
= 1/25). £ ¢+ B

Nachylenie plaszczyzny jest to oczywiscle nachylenie Rys. 7.
jej linii spadu.

Kazda prosta lezgca w plaszezyZnie i nie bedaca jej linig spadu posiada
modut wiekszy od modutu plaszezyzny, a zatem nachylenie mniejsze od na-
chylenia plaszczyzny (rys. 78 a).

T

ZADANIE 1. Na plaszczyinie o nachyleniu 3[b nakreslic prosty o nachy-
leniu 1/3.

Modut plaszezyzny wynosi tu 5/3, a modul prostej 3. Kreslimy wige rzuty

3—47502 E. Otto
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warstwic, np. 4. i 3;, w odleglodei 18,
5/3 (rys. 78b) oraz odcinek o dhugosci T
trzech jednostek umieszezamy tak, by
kofice jego znajdowaly sie na 4; 1 3;.
Prosta zawierajaca ten odcinek jest
rzatem proste] o nachylenin 1/3.
Widaé, ze przez kazdy punkt plasz- Rys. 78.
czyzny przechodza dwie proste o da-

nym nachyleniu, mniejszym od nachylenia plaszczyzny.

ZADANIE I1. Przez dang prostg a o nachyleniu 1)4 przeprowadzié plaszczyzne
o nachylensu 1 /2.

Modut proste] wynosi 4, modul plaszezyzny 2 (rys. 79). Aby wykredlié
warstwice T, i 8, nalezy zwazyé, ze: 1° 8,1 7, maja byé réwnolegle,
2° majg przechodzié odpowiednio przez 8 i 7' na 1’
i 8° odleglodé miedzy 7. i 8, ma wynosié 2.

Warunki te beds spelnione, jedli z punktu 7’ na o
wykredlimy styczng do okregu o érodku 8 i o pro-
mieniu 2, a z punktu 8’ — prostg, do niej réwnolegla.
Gdy modul prostej jest wigkszy od modulu plasz-
czyzny, to istniejs dwa rozwigzania; gdy jest réwny,
to jedno (wtedy a jest linig spadu plaszczyzny a); jedli modut prostej jest
mniejszy od zadanego modulu plaszezyzny, to nie ma rozwigzania.

Latwo zauwazyé, ze o jest plaszczyzng styczng do stozka, ktérego wierz-
cholkiem jest punkt 8 na I, a podstaws okrag na wysokodei 7.

Postugujge sie ta konstrukejg, mozemy rozwigzad nastepujsce zadanie
z dziedziny budownictwa drogowego:

Dana jest pewna plaszezyzna — powierschnio terenu — oraz oé drogi s, kidres
wysokodé w okreslonym punkeie i nachylenie sq 2 géry dane (na rys. 80 przyjeto
nachylenie 5%); narysowaé droge wraz z wykopami ¢ nasypams (rys. 80).

08 drogi jest linig spadu plaszezyzny drogi (dla uproszezenia zakladamy,
ze nawierzchnia drogi jest plaszezyzna).

Biorge szerokoéé drogi réwng 8 m, wykre§lamy najpierw krawedzie I i m.
drogi w odleglosci 4 m (a wiec 2 em w skali 1: 200) po obu stronach osi drogi,
a nastepnie warstwice plaszezyzny drogi przez dane punkty na osi o cechach
341 33. Odlegtodé ich ezyli modut drogi wynosi 100/5 = 20 m, a wiee 10 em
na rysunku), - .

Przez te krawgdzie nalezy przeprowadzié plaszezyzny opadajgee w dél,
jedli droga biegnie powyzej terenu, a wznoszacee sig na zewngtrz w gore, jesli
droga przebiega ponizej terenu. W pierwszym wypadku plaszezyzmy na-
zywamy skarpami nasypu i dla nich przyjmujemy nachylenie 2/8 (s wige

’

Rys. 79.

L

Skala 1:200

Rys. 80.
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modut 3/2 = 1,5), w drugim — skarpami wykopu, dla ktérych nachylenie
bierze sig réwne 1 (modul = 1).

icm

Dla wykreslenia warstwic nasypu 1 wykopu nalezy wige czterokrotnie po- -

- wtbrzyé zadanie II. Poniewaz w sasiedztwie punktu 33 na m bedziemy mieli
nasyp, wiec po wykreéleniu okregu o érodku 33" na ' i o promieniu 1,5 m
(na rysunku 0,75 cm) rysujemy styczng z punktu 34" na m' na wewnatrs
drogi. Bedzie to warstwica skarpy nasypu. Warstwica 33 1 nastepne tej
skarpy beds do niej réwnolegle. Podobnie wykreflamy warstwice nasypu
po stronie krawedzi I.

W sgsiedztwie punktu 34 na drodze mamy wykop. Kredlimy wige okrag
o frodku 34’ na I i rysujemy warstwice 33 wykopu z punktu 33" na I, styczns,
do niego. Warstwica 34 i dalsze beds do niej réwnolegle. Wykop po drugiej
stronie wyznacza si¢ podobnie.

Po wykredleniu warstwic skarp przecinamy je z terenem. Oczywidcie prze-
cigcia ze skarpami polozonymi po jednej stronie drogi schodza sig na krawedz
drogi.

Na rysunku 80 zostaly wykonane tzw. preekroje popraeczne, czyli praekroje
plaszezyznami ¢ i 7, prostopadtymi do rzutu osi drogi.

Np. plaszezyzna & przecina cztery plaszezyzny: teren, dwie skarpy nagypu
1 droge. Kazda z tych krawedzi posiada rzut na &'

Jedli chcemy wykonad klad krawedzi, np. 4B, to bierzemy na niej dwa
punkty o znanych cechach 32 i 30 i odkladamy na prostopadtych do &' odeinki
dfugofci 4 i 2 (za 0§ obrotu przyjeto warstwice 28 plaszezyzny ¢).

Podobnie znajdujemy ktad drugiej skarpy nasypu, a przez polaczenie koticdw
— klady przekroju drogi i terenu.

Przy obrocie plaszezyzny 7 za of obrano warstwice 32.

CWICZENIA.

1. Narysowaé droge przyjmujac, Ze teren jest poziomy, a 0§ ma mioé nachylenie 4:%.
2. Narysowaé droge pozioms w terenie ukofnym.

III. Zauwaimy, ze skarpy wykopu opadajg w kierunku ku drodze. Tak
w praktyce nie moze pozostaé ze wzgledu na niszezgce dzialanie wod opa-
dowych. Aby droge zabezpieczyd, nalezy wykonaé rowy po obu stronach
drogi.

Sposéh wykreslenia rowu i odpowiednich skarp podano na osobnym rysunku
w skali 1: 100 (rys. 81). Zaréwno gleboko$é jak szerokodé dna rown Wynosi
50 em. Nachylenie skarpy rowu przyjmuje sie takie jak w wykopie, czyli
réwne 1.

Podobnie jak na poprzednim rysunku, wykreslono warstwice 84 i 35,5
$ciany rowu, postugujae sie okregiem o érodku w punkeie 34 na m i o promieniu

T Skala: 1400

Rys. 81.
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1/2 m. Mamy tu polowe modulu, gdyz roznica wysokodel jest 84-—33,5 ==
=1/2 m, czyli na rysunku 5 mm. Za dno rown przyjmujemy plaszezyzng rdwno-
legla do drogi, a znajdujaca sig o 0,5 m mizej. Zadajac, aby glebokodé rowu
wynosita 0,5 m, mamy na myéli takie polozenie, zeby pionowy odcinek
o koficach na tych plaszczyznach miat dlugodé 0,5 m; z tego wynika, ze na
przedtuzeniu rzutu warstwicy 34 drogi bedzie rzut warstwicy 33,56 dna rowu
i podobnie na przedtuzenin rzutu 33,5 drogi — rzut 33’ dna rowu.

Na przecieciu skarpy i dna rowu mamy krawedZ r dna rowu. Druga kra-
wed# ¢ jest w odlegtoéel 0,5 od ». Poniewaz na prostej ¢ mamy znane punkty
33,5 1 33, wigc — jak w wielu innych przypadkach — wykredlamy warstwice
zewngtrznej skarpy rowu (dla ktérej réwniez przyjmujemy nachylenie 1),
Przecigcie jej z terenem nie nastrecza trudnodei.

W miejscu, gdzie réw dochodzi do nasypu, zmieniamy jego kierunek, Wy-
konujemy -to zakladajsc, ze:

1° dno rowu pozostaje w tej same] plaszezyZnie,

2° skarpa wewngtrzna przechodzi przez punkt C, w ktdrym zaczyna sig
nasyp, .

3° rzut dna rowu jest réwnolegly do rzutu krawedzi terenu z nasypem.

Mamy zatem do wykonania ciekawe pod wzgledem geometrycznym. zadanie:

Przez punkt C przeprowadzié vlaszczyzne 0 nachyleniu 1 tak, oby jej krowedé
z dnem rowu miala rz2ut réwnolegly do prostej k' danej na planie.

Kierunek warstwic szukanej plaszezyzny znajdziemy, biorae prosts, &y na
plaszczyznie dna rowu o rzucie réwnolegtym do %'. Znajac na niej punkty
o cechach 33,5 i 33, wyznaczamy za pomoca stozka jak w zadaniu IT kie-
runek » zadanych warstwic. Teraz bedziemy mogli nakresli¢ krawed? ¢ nowej
§ciany rowu z pierwotna; przejdzie ona przez punkt C i bedzie réwnolegla do
dwusiecznej ¢; kata miedzy warstwicami, gdyz mamy tu plaszezyzny o tym
samym nachyleniu (p. zastosowanie I). Dla wykreglenia ¢’, narysowano o' || ',

Majge rzut krawedzi ¢ kredlimy kolejno: rzut «' warstwicy 33,5 nowej Sciany,
krawedZ jej z terenem oraz rzut k.

Sciang zewnetrzng zakohczenia rowu znajdujemy tak samo: najpierw kre-
Slimy &'; (w odleglosci 0,5 m od %',), uzyskujge punkt D, przez ktéry winna
przejéé kraweds zewnetrznych gcian rowu, nastepnie sama krawed# d réwno-
legle do dwusieczne] d, kata miedzy kierunkami w, a 2,, & w koricu przecigcia
fciany i dna rowu z terenem.

Przekréj poprzeczny nakreslono jak na rys. 80.

CWICZENIE.

Wykonaé to samo po drugiej stronie drogi w skali 1: 50.
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IV. Zadanie narysowania drogi wykonano w warunkach idealnych, gdy
teren jest plaszezyzng (poziomg lub nie). W rzeczywistodei nie mamy jednak
nigdy doktadnej plaszezyzny, lecz tzw. powierzehnig topograficznag, odbiegajaca
znacznie od plaszczyzny.

Powierzchnie przedstawiamy réwniez z pomocs warstwic.

Warstwicg powierzchni nazywamy zbiér wszystkich punktéw powierzchni
o jednej 1 te] samej cesze.

Np. warstwicami kuli s kola, warstwicami walca poziomego — pary pro-
stych itd.

Inaczej warstwice mozna okreslié jako przekroje powierzchni plaszezyznami
poziomymi.

Wesmy pod uwage zbiér rzutéw warstwic o cechachnp. 1, 2, 3, . .. (rys. 82).

Rysunek taki nazywa sig planem
warstuicowym.

Oczywiicie plan warstwicowy podaje
dokladnie jedynie cechy punktow, znajdu-
jacych sie na warstwicach narysowanych.
Jesli rzut punktu lezy miedzy warstwi-
cami, to mozna tylko okredlié granice,
w jakich zawiera sie jego cecha. Np. dla
punktu P mamy nieréwnosé 19 << ¢ < 20.

Bedziemy zakiadali, ze réznice cech Rys. 82.
punktu i sasiednich warstwic s3 pro- :
porcjonalne do odleglodei rzutu punktu od rzutéw tych warstwic. Np. dla P
bedziemy mieli w przyblizeniu ¢ = 19,3.

Takie wyznaczanie wartodel posrednich nazywamy interpolaciq.

Na planie warstwicowym mozna nakredlié w przyblizeniu rzuty pewnych
charakterystycznych krzywych. Wykonajmy analogiczne do zadania I

ZADANIE T'. Wykredlié na powierzchni linie o stalym nachyleniv 1[5
(czyli 20 %).

Jedli krzywa ma przejéé przez punks 4
o cesze 47 (rys. 83), to idzie o wskaza-
nie takiego punktu B na warstwicy 46,
aby rzut tuku krzywej AB mial
dlugoéé pieé razy wigkszg niz réznica
wysokodei punktéw 4 1 B (a wigc na
rysunku 5 m: 500 =1 cm).

Oczywidcie wobec braku pogrednich Skala:t:500
warstwic powierzchni musimy sie za- Rys. 83.
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dowolié grubym przyblizeniem, biorac zamiast tuku 4B odeinek. W praktyce
konstrukeja polega na wykreéleniu tamanej, ztozonej z odeinkéw dlugodei 1 em
o koficach znajdujacych sig na rzutach sasiednich warstwic.

Podobnie jak na plaszczyZnie, mozna, i tu wskazaé linie najwiekszego spadu.

W tym celu weZmy pod uwage pewien punkt P na warstwicy. Mozemy
w sgsiedztwie punktu P zastgpié powierzchnie maly czedcia plaszczyzny
stycznej do powierzchni w tym punkcie. Oczywidcie warstwica tej plaszczyzny
przechodzgca przez P bedzie prosta styczna w P do warstwicy powierzchni,
Poniewaz linia spadu plaszezyzny stycznej jest prostopadlia do warstwicy,
a krzywa najwiekszego spadu powierzchni w punkeie P musi mieé oczywidcie
kierunek linii spadu plaszezyzny stycznej, wiec mamy

Whniosek. Kraywe najwigkszego spadu na powierzchm przecingjq warstwice
pod katams prostyma.

Korzystajac z tego, nakrelono na rys. 83 linig najwigkszego spadu, prze-
chodzacyg przez punkt 4.

Przejdsmy do podstawowych konstrukeyj:

1. Nakre$lié linte przecigeia powierzchni plaszczyzng.

Dokladnie mozna jedynie wskazaé punkty o cechach 15, 16, ... (rys. 84);
53 to punkty wspélne warstwic powierzchni
i plaszozyzny na tych samych wysokodciach. Inne
punkty otrzymujemy w przyblizeniu, Igczac
punkty przeciecia warstwic krzyws,.

2. Znmaletd pumkt, w hkibrym oprosia preebija
powrerzchnie.

Tak jak w § 5 przesuwamy (rys. 85) przez te
prosta plaszezyzne, a nastgpnie przecinamy ta Rys. 84.
plaszezyzng powierzchnie.  Oczywidcie punkt
wspélny P linii przecigcia i danej prostej jest szukanym punktem.
~ W celu mozliwie dokladnego wyznaczenia punktu P wskazane jest wzigé
plaszezyzng o duzym nachyleniu, tj. taks, ktérej warstwice tworza maly kat
z rzutem proste] oraz poshuigiwaé sie dwiema warstwicami, z ktérych jedna
ma ceche mniejsza, a druga wigksza od cechy
punktu P. Idzie to, aby P bylo punktem wewne-
trznym pola, ograniczonego warstwicami powierzch-
ni i plaszezyzny, wehodzgeymi do konstruke;i;
wiedy bowiem P jest wynikiem interpolacji.

8. Narysowaé Klad przekroju powierzchni plasz-
czyzng pronowey.

Tu réwniez doktadnie mozina narysowaé klady

[§ 91 Zastosowania 41

tylko tych punktéw, w ktérych warstwice po-
wierzchni przebijaja pionows plaszezyzne (rys. 86).
Po wykredleniu ich lgczymy je krzyws, ktéra
jest przyblizeniem przekroju.
Po tych przygotowaniach mozemy juz przysta-
pié do wykonania zadania:

Nakreslié plan drogi, gdy dany jest plan warst-
wrcowy terenu.

Na rysunku 87 przyjeto of drogi o nachyleniu 8% (modut 100/8 = 12,5,
a wige 6,25 cm w skali 1: 200. Warstwice skarp wykopu i nasypu znaleziono
tak samo jak na rys. 80. Jedynie krawedzie przecigcia' z terenem wypadajs
inaczej; s3 to bowiem krzywe, ktére znajduje sig w przyblizeniu, laczge punkty
przecigcia warstwic o tych samych cechach.

Przekrdj poprzeczny znajdujemy tak jak na rysunkach 80 i 86.

Przystepujac do wykonania rowu po stronie wykopu (rys. 88), nalezy do-
ktadnie rozwazyé, jakie elementy zadania zmienis sie w poréwnaniu z ry-
sunkiem 81, a jakie pozostans.

W tym celu zauwazmy, e dciany wewnetrzne rowu, dno oraz éciany ze-
waetrzne — sg to plaszezyzny zwiazane z krawedziami drogi, a nie z terenem;
zatem ani ich poloZenie wzgledem drogi, ani tym bardziej konstrukcje war-
stwic nie ulegng zmianie (oczywidcie odgigeie rowu nie bedzie teraz réwno-
legte do krawedzi nasypu i terenu, bo jest ona krzywa, lecz np. do odeinka
CG). Jedyna zmiana dotyczyé wige bedzie linii przecigcia skarp zewnetrznych
z terenem.

Na rys. 81 mamy zakoniczenie rowu, podczas gdy obecnie (p. rys. 88) mamy
poczatek rowu. Zalozenia jednak, pod ktérymi wykonywa sie odgiecie, sa
takie same.

CWICZENIE.
Narysowaé droge pozioma z rowami, gdy dany jest plan warstwicowy terenu.

Riys. 86.
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