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Zadania do § 8

1. Wyprowadzié wzir (Halphena):
dr 1 1
;; (xu--l . ew) =(— 1)12 x——n—-l w3
x

]
2. Zmale#é n-tg pochodng funkey: %—f, ¢” cos z.
z

<o

€ ~—& .

L e —e =2z z—sinz . (1 9

. Obliczy¢: lim ~——————, lim——mr-—, lim (—; - cotg® .
=0 X —8In% =0 x a=0 \

. Rozwingé na szereg potegowy funkcje: sinhz oraz cosh z.

.

1

5. Podaé wykresy funkeyj 2”, e”, logsinz, uwydatniajge ich extrema,
punkty przegiecia, asymptoty, punkty nieciggtosei jednostronne lub
obustronne (o ile istnieja).

6. Udowodnié, ze jesli funkcja n-krotnie rézniczkowalna znika w0
roznych punktach danego przedziatu, to istnieje w tym przedziale punkt,
w ktorym n-ta pochodna znika.

3

7. Niech f(x) =% e < dla #==0 oraz f(0)=0. Udowodnié, ze 7'(0)=0.
z

‘Wyprowadzié stad jako wniosek, ze funkcja g okreglona przez warunki
1

g(m):eﬂ;i dla 250 oraz ¢(0)=0
posiada w punkecie 0 pochodne wszystkich rzedéw rowne 0 (por. N0 IV
uw. 1).

nn . L 17—
8. Udowodnié, ze e"< (2n+1) pat ‘Wywnioskowa¢ stad, ze lim 7—711/71! =
! ) )

=00
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‘ROZDZIAY 1V
RACHUNEK CALKOWY JEDNEJ ZMIENNEJ
| § 9. Cakki nieoznaczone ’ o '

I. Definicja. TFunkeje F nazywamy jfunkgig pierwotng funkeji f,
okreslone] w przedziale otwartym (skonczonym lub nieskoniczonym),
jesli F'(x) = f(x) dla kazdego z.

Np. funkcja sin # jest funkejg pierwotng funkeji cos z. Rownlez
kazda funkcja postaci sin z+C, gdzie C jest stads, jest funkcjg pier-
wotng funkeji cos 2.

Jezeli funkcja f jest okreslona w przedziale domknigtym a <2 =5, to
funkcje F nazywamy jej funkejy pierwotng, jesli F'(z) = f(z) dla
a<z<b oraz F' (a) = fla) i I (b) = f(D). '

1. Jedli dwie funkeje F i G sg funkcjomi pierwotnymi funkeji
w przedziale ab (otwartym lub domknietym), to te dwie funkcje rdénia sie
miedey sobg o staly.

Istotnie, skoro F'(z) = G'(x), to na mocy tw. 4, § 7, V, istnieje taka
stata C, ze G(x) = F(z)+C dla kazdego z.

Odwrotnie, funkeja, ktéra powstaje przez dodanie statej do funkeji pier-
wotnej funkeji f, jest funkejg pierwotng funkcji f. A zatem wyrazenie
F(z) + C jest ogdlng postacig funkeji pierwotne] funkeji f. Wyrazenie

to oznaczamy symbolem f f(z) dz (,calka f(z) po dz) i nazywamy je

calkg nieoznaczong funkeji f. Mamy wiec

1) ff(x) dz = F(z) + C, gdzie F'(z) = f(x),

2 4 / ) dz = f AF@ 4. |

(2) iz f(z) dz = f(z), (3) . du = Fx) + C.
Znajdywanie calki nieoznaczonej funkeji £ lub — co na jedno wy-

chodzi — znajdywanie funkeji pierwotne] funkeji f nazywamy catko-

Kuratowski, Rach. »éin. i catk. 10%
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waniem funkejs f. Calkowanie jest wiec dziataniem odwrotnym do
rozniczkowania.

Jak wynika z definicji catki nieoznaczone]j, kazdy wzdér na pochod-
ng jakiej$ funkeji daje automatycznie wzér na catke innej funkeji

(mianowicie, funkeji pochodnej). Np, ze wzoru @ s;;; Y - cos @ otrzy-

mujemy [cos x dr = sin  + C. Na ogél jednak problemat obliczenia

catki funkeji cigglej, ktéra nie jest nam znana jako pochodna jakiejs
funke]ji, przedstawia wigksze trudnodei niz problemat rézniczkowania;
jak widzielismy w § 7, réiniczkowanie funkcyj, ktére sig otrzymuje
przez superponowanie funkeyj elementarnych, nie wyprowadza poza
rakres tych funkeyj, natomiast analogiczne twierdzenie dla catek nie-
oznaczonych bytoby falszywe. Wiadomo jedynie, ze kazda funkcja
ciggta posiada calke nieoznaczong (ob. N II); twierdzemie to nie da-
je jednak ,praktycznego“ sposobu obliczenia catki danej funkeji cig-
glej.

Przyklady. Na podstawie znanych nam wzoréw z rachunku réz-
niczkowego otrzymujemy natychmiast wzory nastepujgce:

) dem:G’

1
8 n - 741
(6) fw dx P +C

(8) [sinxdz=~cos z+C

®) fadm:ax+0
) fcos‘oc de =sin 2+ C

dx
) f&;@}; =tga+C

1
(10) f%; =log|2| + C (odnosnie zakresu z-6w, ob. Uwage)

dx

(ll)je”clx:e“+0 (12) fﬁ:amﬁnm—l—@

dx
(13) fm=arcbgm+ C

1
(14) fw“ dw=mx“+l+0, oile as=~11 z>0.

eraga. J(?Ze%i zakres z-6w, dla ktérych spelniona jest réwnogé
E(m) = f(x), nie Jest przedziatem (skoniczonym lub nieskoficzonym), to
nle mozma twierdzid, Ze wyrazenie F(x)+ C' obejmuje wazystkie fun-
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kecje pierwotne funkeji f w tym zakresie argumentéw.
Np. log ||+ C obejmuje wszystkie funkeje pierwotne funkcji}x— w

kazdym w dwéch zakreséw <O i >0 z osobna, lecz nie w catym
zakresie x-0w rzeczywistych réimych od 0; bowiem funkcja Gi(z),
okreglona jako log|z| dla <0, zas$ jako log |z |+ 1 dla >0, jest

funkejg pierwotng funkeji ;ls— dla wszystkich == 0, mimo ze pod wzdr
log|z|+C nie podpada.

Uzupetnimy obecnie tw. 1 jak nastgpuje:

2. Niech dany bedeie punkt x, wewnafre przedziatu ab ¢ niech da-
na bedzie dowolne liceba rzeceywista y, Jesli funkeja [ posiada fun-
keje pierwotng, w preedeiale ab, to posiada jedna i tylko jedna, funkeje
pierwotng F taka, se F(xg) = 1.

Niech bowiem P(x) bedzie dowolng funkcjs pierwotng funkeji f(z)
w przedziale ab. Potézmy F(x) = P(x) - P(x,) + yo. Mamy wiec F'(x)=
= P(x) = f(x) oraz F(zy) =y, Funkeja F czyni zatem zadodé warunkom
twierdzenia.

Zarazem jest to jedyna funkcja, ktéra tym warunkom czynizadogd,
bowiem kazda inna funkcja pierwotna funkeji f jest postaci F(x)+C,
gdzie C == 0, skad wynika F(xy) + C = yo+C = y,.

Geometrycznie twierdzenie to oznacza, ze przez kazdy punkt pla-
szezyzny o odeietej nalezgce] do przedzialu ab przechodzi krzywa
catkowa (tj. wykres funkeji pierwotnej). Poniewaz krzywe catkowe sg
do siebie réwnolegle, wiec przez dany punkt plaszezyzny przechodzié
moze tylko jedna krzywa calkowa danej funkcji 7.

II. Catka granicy. Catkowalnosé funkeji ciggtych. W §7, IX udo-
wodniligmy, ze jesli dany jest ciag funkeji F, (), aéxéb,. taki ze
pochodne F' (x) sg ciagle 1 jednostajnie zbiezne w przedziale ab do
funkeji g(x) 1 jeéli ponadto dla jakiego$ punktu ¢ nalei‘adce.go do prze-
dziatu ab cigg F,(c) jest zbiezny, to cigg F () jest zbiezny -dla kaz-
dego x nalezgcego do tego przedziatu, przy czym ktadac F(x) =q}1=12 F (),
mamy F'(z) = g().

Wynika stad lemat nastepujacy: .

1. Jegeli funkeje f,(x) s ciagte, jedmostagnie zbiesne w przedziale
ab do funheji f(x) © posiadaje funkcje pierwotne, .to funkeja (@) réw-
nies funlicje pierwotng posiada. Bowiem funkeje pierwotne F (2) mo-
gg byé tak dobrane (stosownie do N° I, 2), aby dla pewnego punktu
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¢ przedziatu ab. zachodzita réwnosé I (¢) =0 przy kazdej wartosci n;
wowoezas, o :

Jf(a)dr-hmf(w)+0 L

tJ .catka granicy Jest granica catek. . .
- Istotnie wystarczy po@sf;qmé f, na ,xpiejécg I 1 f na miejsce g
w powyzszym sformutowaniu, aby z mniego mnasz lemat otuyrnad

2. Thwierdeenie. Kasda funkcia czqgm W pmed’émle ab poszmla w [1/147
preedeiale funkcje pierwotng. :

Na mocy twwrd/enla udowodnlonego w § 6, IV, kazda funkcja
ciggla w przedziale ab jest granicy jednostajnie zbieznego ciggu fun-
keji przedziatami 11movvych Stosownie wige do lematu, pozostaje do
udowodnienia, ze kazda (unkqa f przedziatami liniowa posiada fun-
keje pierwotng. : o

W mysl definigji tunkeji przedziatami liniowej, istnieje taki uktad
n+1 punktow ay<a;<..<a, gdze a, = g, a, =0, oraz ‘takie dwa

‘u‘ldady_liczb Gy Cgreves gy 1Ay, dy, ..y, 20
fla) =cz+d, da a, = xéak k=1, 2,..., n)
Potézmy ‘
1"'76(:1:) c 2t dxt+e daa  Sx=sa,

przy czym e; =0 1 dla k=1:

€yl = 5 cka/c—t—d a, e,

1
(2 O B iy “/c)'
Fa) = F

we1(dy),  wskutek czego zespél funkeji
B, wyznacza jedng funkeje F odpowiednio rowng kazdej z fun-

W ten ‘sposdb
FI,FZ’
keji tego. zespoku w-odpowiednim przedziale.

Rézniczkujge funkeje F., otrzymujemy natychmiast F'(x) =
ze funkcja F' jest plerwotnek wzgledem funkeji f.

A(x), tan,

III. Ogélne wzory na catkowanie. Zalézmy,

! ze funkcje f1¢g sy
ciagte. Zachodza wéwcezas wzory nastepujace:

' 1 o { v[f(w) +lg(w)] de = f flz)y dz + J g(x) d,
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| O ITT] i Ogélne wzory na-catkowauie. . ' 149

" Bowiem Zlfi ( / ) d:”n‘» +'fg(a:) dm): (@) + é(w),
2. [a-f(x)ldw¥aff(m) da:.
Bo clao cp‘ f(x) dx =a‘zl*‘%f‘f(x') §er';~= qf(gc).

Prayltad. Catka wielomianu:

] ' ) a a . a : 1
A - ... a . == RALIPNS 2 .3 . n M+ .
.f(“o'l % + nx)dm C+ agx+ 5 A= 2+ +n 19;

8. Weir na ca%/rowame 191 zez cz(g,scz
f fla)g'(2)de = f(x)g(x) f [(x)g(x)de

(0o ile funkeje /' 1 ¢g' sq ciagle).
Kricej wzir ten zapisujemy, kladqc y=flz) 1 2 = g(x) jak naste-

)“6

Aby wzoér ten udowodm(’, zrézmczku]my jego prawg strone. Otrzy-
mujemy: y2' + y'z — 2y = yz'. Jest to funkeja podcatkowa lewej strony
wzort. A zatem wzor jest udowodniony.

Szezegdlnym przypadkiem wzoru 8 jest wzér nastepujacy, ktory
otrzymujemy ze wzoru 3, podstawiajac z = .

. (. dy
8’ fydx=ya, —J_legdx,

-y
Pr'zyk%ccd.flogxdm:xlogx—] x;c—dm=xlogx——m—\70.

1. Weor na calkowanie przez podstawienie (czyli wzdr na zamiang

emiennych):
[ otren® i as= [ o av

przy czym po prawej stronie réwnosel nalezy po  obliczeniu calki
podstawi¢ y = f().
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Krécej wzor ten zapisujemy, kiadac y = f(z) 1 #=g(y) jak mnaste-

puje:
dy _
fz ;ﬁdm —fz dy.

Polézmy Gy) = f 9() dy. Aby wzér 4 udowodnié, nalezy wylkazaé,

e pochodna funkeji G[f(x)] réwna sig funkeji podcatkowe]j lewej stro-
ny tego wzorn. Otéz

d d
’ (iz[ai(x)] N ( g;y)) - %@ = g1f()] 7%(;2, c.b.d. o.

Jak widad, mozemy z punktu widzenia rachunkowego skracaé przez
rézniczke. Mozemy tez wzdr 8 zapisaé w postaci:

fydz:yz—fzdy.

Preyktady. 1) f g(az) dz = —61; f 9(y) dy, gdzie y = ax.
Podstawiajac bowiem we wzorze 4: f(z) = ax, mamy

ljﬁmwad —£IMﬂdy )

2) Podobnie dowodzimy, ze
ff(x + a) dz =ff(y) dy, gdzie y = 2+ a.

8)' Aby obliczyé catke f

f wdr [ 1 1 d(z? i
1va? [ 15022 dz °7
Poniewaz przy calkowaniu mozna—jak méwilismy—podstawiaé réz-

niczke d f(x) zamiast f(x)dw, tzn. w danym wypadku d(z?) zamiast
2z dz, rachunek powyzszy mozna przeprowadzié w sposch mnieco

krétszy:
fa:da:_ 1 dz* 1, "
Trat 7 7 Tyg ~ g o8+

2‘,pods‘ozwvnaucnyy z% Otrzymujemy:

1 dy 1
f 5 Ty~ g sk = 5 log +a).

&

! Dla uproszezenia rachunkdéw pomijamy staly ¢ w praykladzie 3) 1 dalszych.

[NO III] Ogdlne wzory na calkowanie 151
2
4) Dla n>1 mamy wde 1 ot 1 .
(1+2%)™ (142" 2(n-1) (1+z2)"""
5) {tgmdx:fmnxdx:—fdcosx=-—log[eosm|.
y cos z cos z

Wzory 8) i 5) wynikaja tez z tatwoécia z nastepujacego wzoru o-
gélnego:

6) fldl/dx f@
y dz Y

Kradge we wzorze 4): y = 1+ 4, wyprowadzamy
z nastepujgcego ogdlnego wzoru :

1
7) fJa, de=fyady=a_i_ya+l+c

Metoda catkowania stosowana w powyzszych przyktadach polega —
jak wida¢ — mna znalezieniu takie] funkeji y = f(x), azeby caltka dana
przeksztadcita sig w catke wzgledem zmiennej y (Yfatwiejszg do obli-
czenia). Pozwala to zastapié obliczanie catki stojgce] po lewe]. stronie
wzoru 4 przez obliczenie calki stojace] po jego prawej stronie. Nie-
kiedy postepowanie odwrotne-— od prawej strony ku lewej—jest bar-

=log |y|+C.

go z latwoscig

(@ - 1).

dziej celowe: majgc obliczyé calkqu(y) dy, szukamy takiej funkeji
a f()
dx

gcisle monotoniczne] y = f(x), azeby catka J glf(2)] dz data sie

Yatwo obliczyé. Oznaczajac przez z = h(y) funkecje odwrotng wzgledem
y = f(z) oraz przez F(z) i G(y) odpowiednio catki wystepujace po le-
wej 1 prawe] stronie wzoru 4, mamy wiec

F(z) = Glf@)], tj. G@) = F)),

inacze] méwige

f g() dy = f glfi)] ——’iQ iz,

przy czym w catce stojacej po prawej stronie nalezy podstawié a=h(y)

Prayktad. "W nastgpujgcej catce podstawmy 2 = sind, -3 T <t<l

2’
fl/.r:;’* de = fcos

a0t o= [enstiar
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e, 1 \ RSNV IR ,
za$ cos?¢ = - (1 4 cos 2t), skad | cos® di = 51 + 7 o 2¢, a poniewaz

sin 2f = 2 sin £ cos £ = 2 sin £ 1 - sin®4, otrzymujemy:

— 1. 01 . e 1 . 1y
Lf}/l—;c” dx :;jt-&- gsmtl/l—sm?t = jarcsin x 4~é—le—J;”.

Uwaga. Prawidtowosé catkowania sprawdzamy, réiniczkujge fun-
keje stanowigeg wynik catkowania. Po zrézniczkowaniu winnigmy
otrzymadé funkcje podcatkows.

5. Relurencyjne metody obliceania calek. Metoda rekurencyjna ob-

liczania catlki [ [n(®) dz polega na obliczenin catki dla n =1 (lub

n= 0) 1 na sprowadzeniu catki n-tej do catki n—1-ej (lub wezednie-
szej). ‘

Praylktady. 1) Obliczyé calke I, = [ ¢ a"dw. Otoz I, = j e rdy =

=—e " Zarazem cafkujgc przez czeéci, mamy (dla n>0): |
I = n - N — da™ :
W szezegélnosel: I, = ~ze ™ + I, I, = —a’e™ + oI,
Mnozac kolejno I, przez n! zez ' n!
' . J o P nl, Iy przez TR ’[n—l przez TWL»—I)'
i dodajge, otrzymujemy .
7

9
e "y = —nle™® (1 z . v z
f \ +1!-\2!+...+m + C,

. " dzx
9 _ .
) Niech I, —J Traty Ot6z I, = arc tg 2. Zarazem dla n> 1

1+22 — g2
mamy 7 = f —f-dx -7 - i
J @t ) eyt
. d
Ponjewaz zag — - "““'--Ml**--wl— =—2(n-1)
o dz (L+ 22"
przez czedcl, otrzymujemy

f x2dx -1 f ¥ 1 -1 p
= $ b= - )
(L+a2)"  2n-2 L+ a)*™ 2p—2 [(L 4t Tar|

KA ‘
G st caliajns
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W rezultacie . *

1. z 1
I =3 I + . — I E
ne Tl T op 9 (L4an)™ 2m-2 T

_ 1 x _l'_'Zn-B: ;
om-2 (L+a®)""  2n-2 "7

Jest to zgdany wzor rekurencyjny.
8) Niech y=f(z), 2=g(z). Calke f 2 y”” D gz obliczamy stosujac

n razy catkowanie przez czedei:
[z y(n-f-l) dr =z y(n) "_f P y(vz) da

J 2 y(’n) de =4 y(n—l) _ [Z” y(n—l) dz

o

Stad

{z Y Ay =y -2y (- 1)" 2™y + (- 1) fz(””)yda:.
Wzér ten moze byé zastosowany np. do poprzednio obliczonej catki
8 35
da*

fe"” 2" dx, biorge pod uwage, ze e = = (- 1)

IV. Catkowanie funkeji wymiernych. Niech dana bedzie funkecja wy-

mierna [ (x):-g%g, gdzie P(z) 1 @ (x) sg to dwa wielomiany. Nalezy

obliczyé catke f f(z) d.

Mozemy zatozyé, ze stopiei licanika jest nigszy od stopnia mianow-
nila. "W przeciwnym bowiem razie dzielimy licznik przez mianownik
i mamy woweczas do scatkowania sumg wielomianu (redukujgcego sig
ewentualnie do statej) oraz utamka, ktérego licznik i mianownik jest
wielomianem, przy czym stopien licznika jest mizszy niz stopied mia-
nownika. Z tych dwoéch skladnikéw pierwszy (jako wielomian) potra-
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fimy scalkowaé; zadanie masze redukuje sie wiec do scatkowania dru-
P
_ Q ()
stopnia nizszego niz wielomian @ ().

O funkecjach wymiernych tej postaci dowodzi sig w algebrze twiex-
dzenia nastepujgcego:

Nazwijmy wlamkiem prostym wyrazenie postaci

giego skiadnika, tj. ilorazu postaci , gdzie wielomian P (z) jest

Cz+D
[@-g)f+r*1"
gdzie 4 i p, wzglednie O, D, q i r sg liczbami rzeczywistymi,
. . . P(x) .
Otdz funkejo wymierna —Q—%;—; Jest sumg ulamkdw prostych, ktorych mia-

nowniki sq czynmikami wielomianu Q (x).

" wzglednie

.A%)y wige rozdozyé funkcje wymierng na ulamki proste, nalezy
najpierw roztozyé wielomian € (x) na czynniki pierwsze, a mnastepnie
wyznaczyé wspotezynniki wystepujace w licznikach utamkéw prostych.
Rozktad wielomianu @ (z) na czynniki uzyskujemy na podstawie zna-
nego z algebry twierdzenia orzekajgcego, ze jedli p jest pierwiastkiem
(r?eczywistym lub zespolonym) réwnania Q(2)=0, to z~p Jjest czynni-
kiem wielomianu @ (z), przy tym jesli p jest pierwiastkiem n-krotnym,
bo (z—-p)* jest czynnikiem tego wielomianu dla kazdego k=n; wreszcie
Jesli w+iv jest pierwiastkiem zespolonym réwnania Q@)=0 o wspot-
czym'likach rzeczywistych, to i w—dv jest jego pierwiastkiem (o tej
samej krotnodci), a zatem wielomian @ (#) ma jako czynnik iloczyr;
(% — %~ ) (2 —u+w) = (x— u)!+ 02

Wspélezynniki wystepujgce w licznikach uramkéw prostych wyzna-
czamy zazwycza] tzw. mefodq wspdtezynnikiw nieoznaczonych, ktérg
poznamy na przykiadach.

z—1
_ (@—2) (z— 8)
(#—2) 1 (z—3). A zatem nasza funkcja wymierna jest postaci:

zx—1 __ 4 +B C
@-22@x—8) (z-2)? x—z+;:'§'

Mianownik funkeji wymiernej posiada czynniki (z — 2)e,

Ab}"f ol?liczyé Ws.péitczyn,niki 4, B i C, sprowadzamy praws strone po-
wyzsze] rownoscl do wspdlnego mianownika. Otrzymamy
_(B+0)z*+ (4~ 5B-40)x — 84+ 6B +4(

(- 2)* (x ~ 3) (@~ 2 (z - 8) '

x—1
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Liczniki lewej i prawej strony powyzsze] tozsamosei sg sobie réwne
przy kazdej wartosei . Wynika stad, ze
B4+(C=0, A-5B~4C=1, -34+6B+40=-1.
Réwnania te dajg wartogci 4, B i C: 4=-1, B=-2, (=2,
W rezultacie
z—1 -1 2 2

@2 @—8) @-2p z-2 z-8

Zauwazmy jeszcze, ze wspétezynniki 4, Bi C mozna bylo w sposéb
nieco prostszy wyznaczyé jak nastepuje: po sprowadzeniu do wspol-
nego mianownika otrzymaliémy réwnogé nastepujacs:

A@x-8)+Bx-2)(x-8)+Cz—-2)¢=2—1

Podstawiajgc W tej tozsamofci z =2, otrzymujemy A=—1; podsta-
wienie z =38 daje C'=2. Stad, podstawiajgc 2 =1, wnosimy, ze B=—2.

Inny przyklad rozkladu funkeji wymiernej na ulamki proste:

Az+B Cz+D E
= + + .
2+1 2+l

x—1
(@ +1p(@+1) (@ +1)
Sprowadzajae do wspdlnego mianownika, otrzymujemy toZsamosé:

(Ax+B)(x+1)+(Ox+D)(w2+1)(x+1)+E(;c‘~’+ N=z~1,

1 1 1

skad z latwosciy znajdujemy: 4=1, B=0, O=E’ D == E'=—~~2—.

Twierdzenie o rozlktadzie funkeji wymiernej na ulamki proste redu-

kuje problemat catkowania funkeji wymiernych do catkowania ntamkéw

prostych. Przekonamy sig obecnie, ze ultamki proste dajq sie scatkowaé
metodami jué preez mas poznanymi.

Istotnie, przez podstawienie y =z —p otrzymujemy

Adz dy 3 _4 1 b1,
(;;i;g)7‘=AfW=A log y dla k=1, wzgl. Tk dla k>
Obliczenie calki f E{% sprowadza sie do obliczenia dwdch

Z—q)RE+r
dx (x—gdx

fok: — QYaz | - .
K )t O el

Pierwsza z tych catek przez podstawienie y=2-¢ sprowadza si¢ do
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Cﬂﬂi‘i‘ —~~dJ—— ktora z kolu 117ez )01 i =1 / edukuie s
(0 + )" 7 pods awwme 2 ",/ 7 redukuje sie
do znanej nam catki (por. III, 5, 2)): dz C,
2+ 1)F

Drugq, ca&kq zna]dujemy na mocy WZOrow ]II 6) 1 7), podstawmlqc
y=(z— )2+ 7% mianowicie:

8 x—qdr . 1. '
I —_(__%)—*.7 == log [(x~¢)?+72] lub = ~ L 1 -
[(z—qp+r]" 2 2(b=1) [ — g +72 ]
w Aaleznosm od tego c7y k="1, czy k== 1.

W ten sposéb catkowanie funkcji Wym1e1nych jest zawsze wyko-
nalne.

. dz
Preyltady.” 1 I = f——»-‘-—
reyktody ) J wrar1

1,8 ([, 1),
1 TET\Pty) g

. Poniewaz

x‘*"+:c‘+1 =i+

1 2
przeto podstawmgqc najpierw y =245, a8 nastepnie z = V Y, otrzy-
P 3 «
mamy ‘ , o
. 4
7o [ _/gfly 2 dz . 2 .t
[ = = ce = o [ s = o are tg 2 =
v+3 ] (3v+1) ¥ ) #+L 43 ®
2 2 1
s Are te —= m+
RE WL :
3:c”+ 10 2 J
2)1. J 2 .’L'lxz A +B +~(J +I).
Ce—1)2 -1 (+1)2 x4l

Sprowadzajzgc prawg strone tej réwnogci do wspolnego xmzﬂnowmka,
znajdu]emy z fatwoscig: 4 = 38, B = 4, C’ 2, D = - 1. Catkujac otrzy-

mujemy
5z -1 (z— 1)

-Hbl T

3
I"‘~u—b—~——+4log|x l|—

; ~log|o+1]= >

+1

Uwaga Analizujge metodg catkowania funkeji wymiernych kon-
statujemy, ze calka funkeji wymierne] jest postaci

Wiz) + A log U(x) + B arc tg V(x),

gdz‘ie W(z), Uz) i V(z) sg fankcjami wymiernymi, zaé 4 i B ozna-
czajy state wspotezynniki.

icm
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- V.  Catkowanie niewymiernodei drugiego stopnia.

. Catkowanie niewymiernosei drugiego stopnia : 157

l?fozwa‘Zaéf bedzie-
my catke postaci .

=f1/'c"t:;3+b.z:+a dw.

Wesmy praede wezystkim pod uwage wypadek, gdy « = 0. Moze-
my wéwezas zafozyé, ze b#:O w przeciwnym bowiem wypadlu fun-
keja podca{lcowa redukuje sie do statej. Mamy wige do obliczenia catke

I:‘fl/”[;»f+c i, b%ao.'
. ‘ e t-e cl1 1 » o
_ Podstawiamy t=bx + ¢, tj. x = 5 skqd T Calka przeksztat-

ca sic wiec w calke mastepujacy:
1 _ S
I= sz‘-li”-dt—th—fdt = %u/t =§5 (b +¢) Vox +ec.

Zalozmy z kolei, ze a = 0. Rozwazamy dwa wypadlki:

1) b*-4qacz0. Przy tym zatoZeniu réwnanie az? +bz+c¢=0 po-
siada, jak wiadomo, pierwiastki rzeczywiste 1 trOJmla,n kwadratowy
jest postacl az® +bz+c¢ = a(x —p) (z — ), gdzie p i g sa’ ‘pierwiastka-
mi powyzszego 1own'mn Mamy wiec :

f]/az +0x +c dx *j (x—p) ‘/a —— d

@ - . aq —©p .
Podstawvmy a zq =, t]. = —g~~t—2— Otrzymujemy

r—p

OM ta ta jako catka funkch wymiernej (d jest bowiem, Jak wxdae,

funkcn wymierng) daje sig obliczyé metodami, podanymi w N° Iv..

2) D2 ~4ac<0. Mozna w tym wypadku zatozy¢, ze >0, bo w prze-
ciwnym razie trojmian stanowigcy funkeje podpierwiastkowa bytby
stale ujemny. Stosujemy nastgpujgce podstawienie Eulera:

Vaut + be+c =2 Y a +t, § brtc =2ty a + 12, cayli @ = ——=.

Poniewaz Yaa?+ ba + ¢ jak réwniez -~ wyraza sig jako funkejs wy-
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mierna zmiennej ?, przeto calka nasza sprowadza sig do catki funkeji
wymiernej.

Powyisze podstawienie Eulera mozna stosowaé réwniez w wy-
padku 1), byleby byto a=0.

Jesli ¢>0, stosowaé mozna drugie podstawienie Eulera:

Vaz®+ bz + ¢ = wt+ Ve, tj. axw+b = a2 +24)c, czyli o = %1/—%72—@

Podobnie jak poprzednio, widzimy, ze podstawienie to sprowadza
catkg I do catki funkeji wymiernej wzgledem zmiennej £

W rezultacie dochodzimy do wniosku, ze catka I da sig obliczyé
dla wszelkich wartosci statych a, b i ¢. Z powyzszych rozwazan wy-
nika tez z latwodcig, ze jesli R(u,v) jest funkcjs wymierng z mien-
nych % i v, to catka

f Ryax* ¥ bz +e¢, z) da

sprowadza sig do catkowania funkcji wymierne] (catkowanie jest wiec

wykonalne).
dx

J Vaite
wienie Bulera w nieco zmodyfikowanej postaci. Mianowicie podstawmy
40

28

Przyktady. 1. Niech I=

Zastosujmy pierwsze podsta-

— _B-c dx
Vot +e=t—z, skad z= 57 1Az =

oraz

2
Stad ¢—w=2TC
2t

. 2t L2+¢ dat o
I=[22—_—F—E~§—t§«dt= {7z10g]t|+0=l<>g\w+\/x9+c[+(J.

[

2. I= f Va? +cdz. Catke te mozna obliczyé z pomocg podstawienia

Eulera. Oblicza sig prosciej te catke. sprowadzajac ja do catki poprzed-
niej przez catkowanie przez czesci. Mianowicie

R 2
Izm\/x2+c~fx£\%f-fdx=m\/x2+c- ﬂ,—fx:

Vat e
S 2 —_ T
—ay@Eto— | LEE Sdw=a\Viro—T+ec _d=
J Var+e Va? e
1 e R
Stad I=5—x\/m”+c+f-10g]x+\/x2+c|+0.

icm
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Zaunwazmy, ze wzory na pochodne funkeji odwrotnych wzgledem
funkeji hiperbolicznych (§7,(14h)i(141)) pozwalaja bezposrednio wy-
pisa¢ wzory na cafki rozwazane w przykl. 1 dla ¢= -+ 1. Mianowicie

V_Zﬁi:ar sipha+C=log|z+ Va2 +1|+C.
J Vet

dx TTIl4 0

V—;;___—;l—=ar coshz+C=log|z+Vya2 —1|+C.

Uwaga. Jak widzieliémy, catkowanie niewymiernosei drugiego stopnia
jest zawsze wykonalne. Jesli jednak pod znakiem pierwiastka zastapic
trojmian az® + bz +c¢ przez wielomian trzeciego lub wyzszego stopnia,
to problemat catkowalnosci jest na ogdél (tzn. bez specjalnych zalozen
o wspdtezynnikach) w obrebie funkeji elementarnych niewykonalny.

W szozegdlnodel cadka _.,._.flf_mm
V= 2% (1 - k2 2?)

cg funkeji elementarnych. Wyprowadza wige ona poza obrgb funkeji ele-

nie da sig wyrazié z pomo-

mentarnych (podobnie jak catka / %a_s wyprowadza poza obreb funkeji wy-
miernych). Jest to tzw. catka eliptycena.

Podobnie nie dadzg sig¢ wyrazié przy pomocy funkeji elementarnych
(i réwniez do catek eliptycznych prowadzs) catki

dz dx
f\/cos 2z f\/l—kgsinzm'

VI. Catkowanie funkeji trygonometryeznych. Niech E (u, v-) oznacza
funkeje wymierng dwéch zmiennych uiv. Metoda catkowania funkeji
R (sin z, cos#) polega na podstawieniu f=tg(z/2).

1 . . s 1
Z identycznosel — =1+ tg? (¢/2) wnosimy, ze cos? (2/2) = ———.
Y cos? (z/2) ' 1+
Poniewaz za$ cosz = 2cos? (z/2) — 1, wiec
2 1-¢2
cos x=—"—1= .
1+ 1+2

12
Zarazem sin? (z/2) = 1 — cos? (#/2) = T skad
2t
1+82

sin z = 2 sin (%/2) cos (z/2) =
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Wreszcie, 1ownosc J,_Qamtgt poclqm za sobg

d/( 27

Powyzsze. trzy wzory daja

[R(sinx, cosx)d'xch( 2t )
l . L8

catka za$ ta ostatnia jako calka funkeji wymiernej zmiennej ¢ daje si¢
obliczyé metodami, ktore juz poznalisfmy. '

el ]

12 2
1423 182

Prayklady. 1) Niech I e btosu]qc podstawienie Z-tg(1/2),
Cos &
. 1+ .2 2 dt dt at 141
otrzymujemy I = dt = = =log | =l
J J Y jlﬁ-tzlw t/l—ati flw /1—1 ® l»—t)

Zias

l-1'-t_1-&—1‘;{3;(;7(:/2)__t z
1—¢ 1-tg(2/2) 2

f du
——- =]og
cos

" dax
sinn
Bo sin # = cos (2 — =] a zatem " de = =] to(x/2
Ty sina m og|tg(/2)|.
cos| & — &

Te ostatnig calke mozna tez w prosty sposéb wyprowadzié z ca-
telk (por.II, 5)):

+Z> W rezultacie

<)
\2 4/

 log] tg(e/2) .

. JT
d (ilr el '2‘)

Stad

ftg x dz = —log |cos z], [cotg x di = log|sin z|.

Bowiem
f f dx 1 /smz(r/z)-mos (2/2) i
sin 2 sin(z/2) cos(z/2) 2 sin(/2) cos (#/2)
= f te(2/2) d(z/2) + f cotg(w/2) d(x/2) =

= -log| cos(z/2)| + log | sin(z/2) | = log | tg(x/2) |.

icm
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d o
Znajac catke [ z gy znajdujemy natychmiast calke { ——~—, pod-

L] . T
stawiajge cos 2 = sin (x_;- 3),

. 2) Do calek trygonometrycznych typu R(sin z, cos z) sprowadzaja
sie z fatwoscig niewymiernosei drugiego stopnia. Sprowadzaja sig bo-
wiem do funkeji tego typu funkeje

Vl—-;v”, ]/:c2+l, Va2 -1
przez podstawienia: # =sinf, # =tg{, x=sec? przy czym w kaz-
dym z trzech wypadkdéw pochodna z—; jest tez funkejg wymierng fun-

keji sin? i cost. Istotnie

J/ 1 —sin2 = cost, et _ cost,

dt
Vtg2t+ 1=sect = ! , dtgt_ 1 ,
cost dt cos?t
Vsec-t Ttg t_smt dsect_smi.
cost di cos?t

Niekiedy dogodniej jest podstawié z=cos? zamiast z=sin? lub
2 =cotg ¢ zamiast 2 =tgt. Podstawmy np. z =cotg? w calce

1/50?;- - [ L LT f %:—logﬁg(t/z)].

. 1 2 tg(t/2) . S—
Poniewaz za$ —=tgt= —2——— wiec tg(t/2)=—xz+ )22 +1. Stad
z BT kg2 e /
znajdujemy poprzednio juz obliczong na innej drodze calke
dx

T =log(z + {2 +1).

Podamy obecnie niektére inne typy calek funkeji trygonometrycz-
nych, majgeych wazne znaczenie w zastosowaniach.

Catka Ip= { sin"z do. Podamy wzdér rekurencyjny.

.

Kuratowski, Rach. réin. i catk. 11*
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" . e dsin™ !z
I,= —J sin" 2 d cosz =—sin® " zcosx +fcos @ dx =

- . n—2
=—sin" % cos x+(n»—1)J cos?tzsin™ “zdr=

=—gin™"

Stad zgdany wzér: I, :ﬁal—z sin”

Podobnie znajdujemy

n

(%

Catki: f sin mz sin nx dz,

</

fsin ma cos nx dx 1

~

T2 cos z+(n—1) I, _o— (n-1)I,, bo cos?z=1~—sin%z.

n—1
008 &+ —— Ly o(dla n=2).

1 — . n—1 _
{cos"x dz="cos" 'usinz+-—— [cos" 2zdz (n= 2).
n

J COS ML cOs nE da

obliczamy opierajac sie na znanych z trygonometrii wzorach:

sin mz sin ng =
sin mx cos nx =

cosmr cosne =

Znajdujemy z Yatwoscia:

o - L\D)n—- Lv!)—‘
,

cos(m—n)x ~ cos(m+n)z |,

sin(m+n)z + sin(m—n)z |,

5| cos(m+n)z+ cos(m—n)z |.

1[sin(m—n)z sin(m+n)z
5 - dla
. ) m-n m+n
fsm mz sin nx dz =
l z— sm 2ma dl
2 2m &
1|cos(m+n)z cos(m—n
) m+n m—n
fsm Mz cos nx dx = -
_ 1 cos me al
2 om a
1{ sin(m+n)z sm(m—n)x
; dla
2 m+n M~
f COS MZ COS NL Az =
i sin me
2 An dla

m=+n,

m=mn,

M=+ n,

m=n,

msk 4+ n,

m=n,

[N® V) Catkowanie funkcji trygonometrycznych

163

Lr . . .
Catha f -—~———(—4——~ Aby te calke obliczyé, przedstawiamy mia-
asinz +bcosz

nownik funkcji podeatkowej w postaci ¢sin(z+6). Mianowicie wartosci
na ¢ 1 O wyznaczamy z tozsamosci:

¢sinzcos O +ccoszsin @ =asinz + b cos z,

tj. a=ccos 6, b=csin O, czyli e=}a? + 5%, O =arctg(d/a).

Ot 1 f dx f d(w+6) llo t ﬁ-_@)
TAVIRIENY | o sin ‘+bcosz sin(z+6) ¢ ’
Uwaga. Podalismy w N°IL 5 wzér rekurencyjny na catke a dxg)n.
+z

Cafke te obliczyé mozna réwniez opierajgc sie na wzorze na catke

f cos™ iz dz. Podstawiajac bowiem x=tg?, otrzymujemy

=feos d tlgtdt fcos)”"otdt
dt

" dx
’ (L+x2)"

Zadania do § 9

Zmalesé calki nieoznaczone mastepujacych funkeji:

xz

1. ®®sinz 2, xe 3. zsinz
4. z"logx 5. arctgz 6. 2*(logz)™
i 1 8 1 9 —z+4
" siniz Tl @2 -1) (z+2)
1 1 1
10, se—r 1, e 12, .
Vo +Vz Va+1—yz—1 a2+ z°
18. przez podstawienie }a?+c=xz+1t (por. N°V, prz.1)
Var+e
zm .
14, —“—— (mcatk) 15. ——=—— (m calkowite)
Va*+ ¢

V12

Md}-é___,._____ Uwaga. Udowodnié, ze jesli B jestfunkcja
(@2 +¢®)" \pa® + qz + 7 @)
x

4 bw W(@) + e,
wymierng dwdch zmiennych, to E(z, \/ ax® + b + c) () \/am2 e

16.
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gdzie U 1 Wsg funkcjami wymiernymi. Wyprowadzié stad (na mocy
14-16) ogélng metode catkowania niewymiernoéci drugiego stopnia.

17. ectgr 18. sec"z 19. sin™zcos™x
arc sin &
20. cosx.cos2x-cos 3z 21. ———
x

§ 10. Calki oznaczone

L Definicja i przyktady. Niech dana bedzie funkeja g = flx) ciggla
w domknietym przedziale a<2=<0. Przez calke oenaczong f(z) po dz
od a do b rozumiemy

h
) f @) da = Py - Flo,

a
gdzie F jest dowolng funkejs pierwotng funkeji f w przedziale al,
tj. F'(x) = flxy dla a<x<b oraz F . (a) = fla), F'(b) = D).
Calka oznaczona nie zalezy od wyhoru funkeji F% znaczy to, ze
jesli G jest réwniez funkeja pierwotna funkeji £, to

G () — G(a) = F(b) — F(a).

Wynika to natychmiast stad, ze rézmica miedzy funkcjami G i F
jest stata w przedziale a <2 =b (por. § 7, V, 4, uwaga).
Wzér (1) przyjmujemy tez w wypadku, gdy b<a. Mamy wiec
a

b
@ | 13 d = [ o) 2z
oraz ’ “
® - Jr@a-o.

@
Z tw. 2, § 9, I wynika natychmiast, ze kasda funkcja  ciggta

b
w przedeiale a Sz <b posiada catke [ f(z) dz, czyli — jak mowimy —
a

jest catkowalna w tym przedziale.
Na oznaczenie rézmicy F(b)- F(a) uzywamy tez symbolu

[F(x)]z = F(b) - F(a).

icm
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b

Uwaga. Jak z definicji wynika, catka oznaczona J f(z) dz  zalezy
[

od funkcji f 1 od granic catkowania a i b. Nie jest natomiast funkcjg
zmiennej z (z wystepuje tu jako tzw. zmienna ,zwigzana®). Wartosé
catki nie ulegnie zmianie, jesli zmienng x zastapimy przez jakaé inng
zmienng, np. ¢:

] b :
[ fa)de = J ft) dt.
b a a

Prayktady. 1) f ¢dzx = c¢(b—a). Istotnie f ¢dr=cx+ C, skad
a

[

fc dz = [cx]b = ¢(b—a).

40
a

1 1

* dz = =. Bowi ‘g = = a% + 0, skad ngdx'— oo 1——1—

2) |z z =g Bowiem [0z =52 ,scq' =57
b

0
/2

/2
8) [sinx dz = [—— cos m} = — cos(7/2) +cos 0 = 1.
p 0
0 - .
4) Nastgpujace calki oznaczone (Fouriers, por. § 11, VII) znajduje-
my z latwoscig na podstawie wzoréw na catki nieoznaczone (§ 9, VI):
jesli m 1 n oznaczaja dwie rézne liczby naturalne, to

k4

4
fsin mz sin nx dr =0 = J cos mx cos nx dz;

— —7
E4

dla dowolnych m i n naturalnych: f sin mz cos nx dz = 0;

—7
T T

dla dowolnego naturalnego m: J sin®mz de = o = f cos® mz dz.

—x —T

5) Dla dowolnego naturalnego n zachodza wzory:
/2 /2
" 1-8....-@n- )= N _ 242
4) } sin®”y dx = STi T o sin?etlg do = 55 @)

[x

Wynikajg one z Yatwoscia ze wzoru rekurencyjnego (§ 9, VI):
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~

. 1 . - n—1 ) .
J sin®z dz = — — sin® 'z cos & + - sinf" Cx dx ®z=?2)
n

oraz ze wzorow:
2 /2 /2

1 . . R 7T
{——wsm"’ 1y cos z| = 0, sintz dzx = 1, sinz dz = 5
n 0 5 '6

Zauwazmy, ze wzory (4) pozostaja w mocy, jesli zastapiéc sinus
PLZez COSINUS.

II. Wzory rachunkowe, Pierwsze 3 wzory ogélne dla catek nie-
oznaczonych (§ 9, III) prowadza natychmiast do nastepujacych trzech
wzoréw rachunkowych na catki oznaczone (o funkcjach podeatkowych
zaktadamy, ze sa c1@gle w domkmqtym przedzmle catkowania):

1. j {f(x) +g J(J;) de = J f(z) dz + J g(x) dz.
T ’1
2. / c-f(r) de = ¢ {f(x) dzx.
v Co
5 J e @) a2 = [f) 9] - | @) ote) de

‘Wzér na catkowanie przez podstawienie prowadzi do wzoru naste-
pujacego
b S
4. J gIf@N f) dz = f 9@) dy.

S
Niech bowiem Gy J) bedzie funkcjs pierwotng funkeji g(y). Wéwezas

(pa mocy wzoru 4, §9,III) G[f(x)] jest funkeja pierwotng funkeji
glf@)] f'(x). A zatem na mocy definicji catki oznaczonej
b Aby

f gl@]1f () dz = GIAD)] ~ Gf(0)] = f 9() dy.

J@)
5. waerdzeme 0 pod ziale pvzedzza%u ca%kowama

}fu) dz +ff(x) dz = ffx) dr.

 Bo 0znaczajac przez F funkcJe pier wotn@ funkeji £, mamy

‘ (o) — F(@] + [F() - F(e)] = F(b) - Fa).

icm
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6. Jesli f(x)=0 1 a<b, to /lf(x) dz=0.

Istotnie, oznaczajac jak poprzednio przez F funkeje pierwotng funkeji
f, mamy F'(z)=f(x)z0, skad wynika, ze funkcja F jest rosngca
»
(w szerszym sensie). A zatem F(a)= F(b), t. /nf(,a;) duz = Fb)-F(a)= 0.
Wazér 6 pocigga za soba ogdlniejszy wzor ?Jastqpujsgcy:
b
7. Jeslh fx)Sgx) 1 a<bd, to lf(x) d/c<fg(x) dax.
a @

Istotnie, z réwnosci t](.I)) (@) + [9(z) — f(x)] wynika na mocy 1:
14 b

/ g(x) dz = J fx) dz + f[g(z) f(x)] dz. Stad wnosimy, ze

“.,
b

[ 9(x) dz = [ flz) dz,

a
b

poniewaz nieréwnosé f(x)=g(«) pocigga za sobg J [g(mj —f(®)] dzz 0
na mocy 6. a

Jak widaé ze wzoru 7, relacja < przy catkowaniu sie zachowuje (o ile
a<?b). Wyprowadzimy stad dwa wzory nastgpujace:
b b

8.

J]"(m) dux _S._J | fzy| dz, o ile a<D.
a a
Z podwéjne] bowiem nieréwnosei — |f(x)|=f(w)=|f(x)| wynika
przez cakkowanie (na mocy 7):
b b

flay|dz = (x) dz <[f

b

f—lf(»v)ldx <]f(x) d = }1f<a)l dz, t]. -/
a@ uw a a

skad wzor Asydany (bo nieréwnos¢ — u=v=u pocigga za sobad nierdéw-
no&é |v|=u, por. § 1, (16)).

a+h

f f(x) dz = h fla + Oh),
a

odpowiednio dobrang liczbg spelniajgcs warunek 0< 6 <l.

9. Wadr na wartosé $rednia. gdzie O jest
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Niech bowiem F' oznacza funkeje pierwotng funkcji f, tj. F"(z) = flz).
Mamy wiec
a-;h

} f(@) dz = F(a+1)~ F(a) = h F'(a+ 6k) = h fla+ Oh),
a
na mocy tw. o wartosei $redniej rachunku rézniczkowego (§ 7, V, 2).

10. Niech funkcja f bedzie ciggla w przedziale a <z =D. Potoézmy

W g(@) = f fit) at.

Zachodzi wéwezas nastepujacy podstawowy wzor:

@ 7@ = f@) ti. & f ) d = fla),

x
czyli catka f 1) dt, traktowana jako funkeja gérnej granicy catkowa-

a
nia, jest funkejs pierwotng funkeji podcatkowe;.
Niech bowiem F oznacza jakgkolwiek funkcje pierwotng funkeji 7, tj.
jF”(:L') = flz). W mysl wzoru I (1) mamy g(z) = F(z) — F(a). Rézniczku-

jac otrzymujemy g¢'(z) = F'(z) = f(x).

Uwagi. 1° Na krafdcach przedziatu catkowania mamy
9@ =fla) oraz g ()= fb).

20 Zauwazmy, ze funkeja g jako funkeja rézmiczkowalna jest ciggla.

11. Je-afli ciag funkess ciaglych fu(x), aSz=<b jest 2biesny jednostagnie
do funkeji f(x) w preedziale ab, to catka granicy = granicy colek:

? ? ? 3
3) f f(@) dz=lim j ful@) da, 1. j [irg fn«c)] do=lim j Ful) dz.

,Porfiew_az' granica jednostajnie zbieznego ciggu funkeji cigglych jest
fur.L.kc.]@. ciggly (§6,1, tw. 1), funkeja £ jest calkowalna. Stosujac do fun-
keji £ i f, wzér 1, mamy wiec

x

t Mozna te: pisat gla) = j f@) dz, co jednak jest mniej przejrzyste.
P4 .
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b b b

) j Fla)dx - f fuld) dz= | [F@) — fule) ] de.

a

Zarazem, ze wzgledu na zbieznosé jednostajng ciggu funkeji £, fo, ...
do funkeji f, istnieje dla danego &>0 takie &, ze dla »>% mamy
| f) — fu(x) | <e. Stad na mocy (4), 8 1 7:

b b
] f fla) dar— f (@) da

Udowodnilismy w ten sposdb, ze dla #>%k zachodzi nieréwnosé

| rerae- [

Oznacza to, Zze speiniona jest rdwnosé (3).
Jako wniosek z tw. 11, otrzymujemy:

b h
ff(m)—ﬁz(w)dx éflf(m) —fu(@)|dzZe|b~ al.

Ze|b—-al

b b
12. J [3’ f%(x)] do=3 ffn(w) dz
7=0 'n=0a

=

a
przy zalozeniu, ze funkeje £, sa ciggle 1 ze szereg X fyu(x) jest zbiez-
ny jednostajnie w przedziale as2=b. =0

1
Preyktady i zastosowania. 1) Aby obliczyé catke f (1-2*%" dz, pod-

0
stawiamy z =sin{. Mamy wigc 0=sin0, 1 =sin (z/2). A zatem (ob.I, 5).

1 /2 i /2
& 2.4...,:2n

- 1 — 22 7 dz =f cosmt—dt =f Gosgnﬂtdt= AL L A
®) Of( ) J di 5 8:5....-(2n+1)

b b

2) lim | cosnz dz=0=lm | sinnz dz.
=00 n=oo
a 7]

Istotnie, podstawiajgc y=nz, otrzymujemy
b nb 1
fcos nx dz L fcos y dy == (sin nb — sin na).
n, n

a ne

b

=2, jest wiec lim [cos nx dx = 0.
MN=00 ¢/
[

Poniewaz |sin»nd—sin na
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b

Analogicznie dowodzi sie, ze lim fsin nx dr =0,
n=oo A
Ogolnie]: zachodzi wzdr nastepujacy:
4
3) lim | f(x) cosnz dx=0=1lim

n=oo Nn=0oo
a

f(x) sin nx dz, gdzie f oznacza do-
a
wolng funkeje ciagla.

Niech dana bedzie liczba e>0. Ze wzgledu na ciggloss jednostajng
funkeji £ w przedziale a=x=0 istnieje takie m, ze jesli odcinek ab
podzielié na m réwnych odcinkdéw, to dla kazdej pary punktéw a i’
nalezacych do tego samego sposrdéd tych m odeinkéw zachodzi mieréw-
noéé¢ |fix) - f(@)| < e Niech ay, @y, ..., Gpm—1 0znaczajy punkty podziatu;
ponadto niech a,=a, an,=>0. Na mocy wz. 5 mamy

b o

@) cosnxdx =2 f f(x) cos nx dx =

@ “L—l
'

= 2' { (ak)J cos nz dx + f [f(z) - f(ar)] cos nz dx }

Zr—1 ap—1

A wiec (por. wz. 8)

’ff(x) cos nx dx | < f(ak) ' J cos nx dx |+¢& (b~ a),
ap 1
poniewaz |f(x) ~f(ax) || cos nz |<|f(x) - f(ar)| <& Poniewas zag, jak do-
ak
o " 1.
wiedlismy, } cos nx dz =|sin @y, — SIN Ny é ,préeto 0ZNACZajac
ax—1

przez M kres gorny funkeji |f(z)| w przedziale a<z <D, otrzymujemy

ff(x) cos nx dx

2
éﬁMers(b—a).

Dobierajgc wiee n tak duze, aby

b

I I f(z) cos nx dz

Mm <&, mieé bedziemy

<e(l+b-a).
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Wynika stad pierwsza z réwnoéei 8). Dowdd drugie] jest analogiczny.
4) Jegli nie znamy cadki mieoznaczone] danej funkeji, lecz mozemy

te funkeje rozwingé na szereg jednostajnie zbiezny funkeyj, ktére po-

trafimy scalkowaé (np. na szereg potegowy), to zastosowanie twier-
dzenia 12 prowadzi do wyrazenia catki oznaczonej przez szereg.
Obliczymy w ten sposéb catke eliptyczng (por.§9,V,uwaga):

7 /___ dz 2
~ ) V1= TFsin2z (B <1).
0
Jak wiemy (ob.§8,1V):
L i lple8p 180y (|t]<1).

VI-# 2 2.4 2.4.6

Zastepujge ¢ przez k sinz, mamy wiec

1 . -3 . 1-3-5 .
— =1 +l k2sin2z+ 1-3 Tt sm‘ix+~——-——9 %8 sinbx + ...
V1 — k2 sin?z 2 2.4 2.4.6

Szereg ten jest zbieiny jednostajnie w przedziale 0=z =wm/2 (nawet
na calej osi 2-6w), szereg bowiem przedstawiajacy g jest zbiezny

jednostajnie w przedziale —|k|S¢=|%[. Catkujgc wyraz po wyrazie i
opierajac sie ma wzorze 1(4)

/2
1-8-...-(2n-1
51n-“xdx—~—wm( ’ )J—Z,
2.4....-2n 2

0
otrzymujemy

/2
e 2 . 2
dr  _=® 14 1 o 1-8 T+ 1-8-5) B
V1—F2sinfz 2 2 2.4 2.4.6

III. Catka oznaczona jako granica sum. Udowodnimy obecnie
twierdzenia, na ktérych opieraja sig waine zastosowania geometrycz-
ne calki oznaczonej.

1. Niech dana bedzie funkeja ciagla y =f(z), a=x=b, oraz liczba
&> 0. Istnieje wiwezas liczba >0 o wlasnosci nastepujaces: jeseli pun-
kty o<a,<..<an spelniajg dla katdego k=1,2,...,m nieréwnosé
G, —a, <0, pray czym @y=0 i Gy = b, @ jesels punkU Ty, eeuy L WYHTG-
ne sq odpowiednio z przedzialow aga,, ... am 10m (. 0, S2,Z ), to

f("ck) (a a]c_1) f f(.T) dzx

Ic
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Istotnie, ze wzgledu na jednostajng cigglosé funkeji f w przedziale
a=x=b (ob. §5, IV, 1) istnieje takie 6>0, ze warunek |z-2"|<é

pocigga za sobg |f(x)—f(z)|< b—;ﬂ' Na mocy wzoréw 51 9 N° II

mamy
f flo) de = [ f0) do+ .o+ | i) do -
‘10 Gppy—1
= f(ﬂ;) (al - ao) +..+ f(x,,m) (ﬂm - a,n_.l) =k%‘1bl f(x;g) (ak - ak* 1):

gdzie z; jest odpowiednio dobrang liczbg w przedziale a, , e
Poniewaz punkty @, iz} nalezg do przedziatu a,_, a,, przeto odlegtoss
ich jest nie wieksza od dlugosci tego przedzialu tj. |z~ |=

Stad za$ wynika, ze |f(z,) - f(z}) ]| <73

a—a, , <d.

. W rezultacie

I kf;f(x,‘) (a,-a, ) ——ff(w) dz i = l ka'l [fe) - )] @, —a,_y)

m
__Z'

) - fizy)

W ten sposéb tw. 1 jest udowodnione.

& m
(C6 k—1)< m kf; (a/k'“ a

b-a)= e

Ic—l) v a

Wezmy teraz pod uwage zamiast jednego podziatu odcinka ab (wy-
znaczonego przez punkty ay, 4y, ..., a,) ciag podzialéw tego odcinka

na mniejsze odcinki. Niech n-ty podzial wyznaczony bedzie przez
punkty
a » Oy, 1, PIZy czym q,

0= Gy g = b.

a
n, 00 “n, 1 n, Iy

Niech 7, oznacza dlugosé naJW]QkSZGgO odcinka n-tego podziatu.

Méwié bedziemy, ze powyzszy ciag podzialéw jest normalny, jesli
lim 7, = 0. Zachodzi twierdzenie nastepujace:

n=co

2. Niech dana bedzie funkeja ciagln y = f(z), a S z=b, oraz normal-

ny ciag podziatiw tego odeinka. Jesli punkt z, . nalegy do k-tego pree-
dziatu n-tego podziatu (tj. o N dla k=1,2,..,1 ,
n=1,2,.), to "

n, k———l“ ')1,}5— 1; 3

(%) f(J:) dz = lim

n=oo k~1

f (xn k) (an K

n, k~l)'
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Niech bowiem dane bedzie #>0. Dobieramy N w taki sposdb, aby
dla n> N zachodzita nieréwnosé », <9, tj. aby wszystkie przedzialy
n-tego podzialu mialy diugosé <4 (gdzie 6 ma to samo znaczenie,
co w twierdzenin poprzednim). Na mocy tw. 1 mamy wiec
b

iy, "
kf_; f(xn, lc) (an, e B, i1 ) _J f(-’) dr

a
Oznacza to, ze speiniona jest réwnosé (5.

]
Uwaga. Znakowanie f ydz pozostaje w bliskim zwigzku pojeciowym i historycz-

<E&.

nym z tw. 2. Symbol f , zmodyfikowana litera S, oznacza¢ mial sumowanie nieskon-
czenie wielu ,nieskonczenie madych® skiadnikéw postaci yda; ta niesprecyzowana
pod wzgledem logicznym koncepcja znajduje obecnie swéj Scisty wyraz w tw. 2,
ktére — jak widat — prezedstawia catke oznaczong nie jako sumg nieskohczong,
lecz jako granice sum o rosngcej liczbie sktadnikow.

Do definicji catki opartej na wzorze (5') powrdcimy w N° XL

IV. Catka jako pole. Niech f(z)=0 dla a=z=0. Calla ff(;r) dax

a
jest to pole obszaru P zlodomego e punkiw x, y plaszceyzny, spelnia-
Jacych warunki:

asxsh, 0=y=fla).

Jest tak istotnie, gdy funkeja f jest liniowa. Obszar ten jest wow-
czas trapezem, ktérego podstawy (réwnolegte do osi y-6w) majg diu-
gosé fla) 1 f(b), za$ wysokos¢é ma diugosé b—a. Pole trapezu jest

Is) ]X%‘I@ (b_a)'

Z drugiej stromy,
f@) = cx+d. A wiee
b

funkeja [ jako funkcja liniowa jest postaci

-ff(x) dz = %c(b2—a~)+ db—a)y=(0b-a) (-;—cb + %ca—l—d) =

R CESUP
bowiem f(a) = ca+d i f(b) = cb+ d.

Widzimy wiec, ze w wypadku, gdy funkeja f jest hmowa pojecie
pola znane z geometrii elementarnej rownowazne jest powyzej zdefi-
niowanemu pojgeiu pola jako catki oznaczonej. Réwnowaznosé ta za-
chodzi tez w wypadku ogdlniejszym, gdy funkcja f jest przedzialami
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liniowa (por. § 6, IV), tj. gdy wykres tej funkcji jest tamang. Obszar
zawarty bowiem miedzy tg lamang a osig 2-0w skiada sie z pewnej
ilogei trapezéw, pole jego jest wiec sumg pdl tych trapezdw; ponie-
waz za$ pole kazdego z tych trapezéw jest — jak przed chwily stwier-
dzili$my — odpowiednig calka, zatem pole calego obszaru jest sumg
b
tych calek, czyli = I flx) dz (na mocy II, 5).
@

W ogélnym wypadku, gdy f jest dowolng funkeja ciggls, funkcja
f jest granica jednostajnie zbieznego ciggu funkcji przedziatami linio-
wych (ob.§6,IV): f(z) =lim £, (z). Stad na mocy III, 11

n=co

h b

f f(z) dz = lim | f, () dz.

N=00 o
a. @

Widzimy wiee, ze pole obszaru wyznaczonego przez krzyws y = f(z)

(okreslone jako catka ‘ f(x) dx) jest graricg pol wielobokéw ,wpisa-

AN

a

nych® w te krzyws.

Rys. 13

Zachodzi tu wige zupeina analogia z polem ko, ktére okreflamy jako granicg pél
wielokatéw wpisanych (lub op1sanych) Podobnie pole obszaru Pwyznaczone g0 przez

krzywa y={(z) okreflamy jako calkg f fla) de.

Mozna by jednak pole obszaru zdefmlowac na gruncie teorii miary — ktérej tu
rozpatrywaé nie bedziemy — i nastgpnie udowodnié, ze definicja ta réwnowaina jest
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definicji pola z pomocg catki okreflonej (dowéd taki przeprowadziliémy w wypadku
najbardziej elementarnym, mianowicie gdy funkcja f jest liniowa, wzgl. przedziatami
liniowa).

’

r. Obliczymy f Yri-a? dx.

—_

Przyktady. 19 Niech y =yt —2? —r=z<

Zmajdziemy w tym celu catke nieoznaczong. Podstawiajac 2 =;Z, otrzy-

mujemy (por. § 9, III, 4):

1
f}/%-«x- x—ﬂf}/l—z%ﬁz:72(zalcsmﬁ+§]/1 ):
1 z lx/ 2
— 2 = Rl
. 9(2a1081n1_+2r]1 )

r2

7-2

Stad f}/w a2 dx = 17 (é— arc sin 1 — %

D =

arc sin (— 1))

bo arc sin 1 = 7/2.
Otrzymalismy w ten sposéb znany z geometrii elementarne] wzor
na pole pétkola o promieniu 7.
20 Pole obszaru zawartego miedzy tukiem paraboli y = 2, osig z-6w
a
. . 1
1 prostg x = a wyraza sie calk@:fxﬂ dz = gczﬁ.

0
2 .
3% Pole elipsy w5 . b’ = 1 obliczamy jak nastepuje: rdéwnanie

[
72 2
powyisze daje y =0 Vl - "—:—2, skad pole elipsy = 2bfV1— % dz.
—a

Stosujgc podobnie jak w przykladzie 1° wzor na catke nieoznaczong
’]/l - 22 dz, znajdujemy Qbfl/l——— dz = mab.

40 Pole miedzy sinuso1d@ a odeinkiem Oz osi z-6w jest to

T
T
fsinx dz = {— cos w] = 2.
0

0
50 Niech dane beds dwie funkcje ciggte u(z) i v(z) okreslone w od-
cinku a=z=D. Niech przy tym wu(z)<v(z) dla a <z <b. Obszar N za-
warty pomiedzy tymi dwiema krzywymi, tj. zbiér punktéw z,y pla-
szezyzny, spetniajgeych warunki:
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assh, u(z)Sy=e@,

nazywamy obszarem mormalnym.
b
Pole obszaru normalnego N jest to j [v(x) - u(x)} dzx.
@

Istotnie, jesli stale u(2)Z0, to obszar N otrzymujemy z obszaru, za-
wartego miedzy krzywa y = v(%) a osig x-6w, przez odjecie obszaru
zawartego miedzy krzywg y = w(z) a osig 2-6Ww; pole pierwszego ob-

b b
szaru jest to f v(z) dx, pole drugiego:fu(x) dx, a zatem pole N jest
a a
roznicy tych calek.

Jesli zag nieréwnosé w(z) =0 zachodzi nie dla wszystkich 2, to ozna-
czamy przez m dolny kres funkcji w w przedziale a=2=b 1 przez N
obszar normalny wyznaczony przez krzywe wu(z)—m i v(x)—m. Obszar
N, powstaje z N przez przesuniecie, jest wiec do niego przystajacy.

A zatem
)

b :
pole N = pole N =f {[v(x)— m} - [u(w)—m}}dx =j [v(w)ﬁu(m)}flar.
a a

Uwagi. 1) Gdy rozwazamy pole obszaru normalnego, jest rzeczg
obojetng, czy uwzgledniamy jego obwdd. Obwodowi bowiem przypi-
sujemy pole 0. Pochodzi to stad, ze krzywa y=/(#), a=2 =D, mozna
zamkngé w obszar normalny o polu dowolnie matym, mianowicie
przez obszar zawarty pomiedzy fukami y=f{z)+e 1 y = f(#)—¢ pole
tego obszaru jest 2e(b — a).

2) Symbol y dz nazywamy ,elementem pola® (por. § 7, XIII).
b

3) Catke f f(#) dz interpretowadé mozemy jako pole rdéwniez bez
@

zatozenia, ze f(z)=0, o ile uméwimy sie uwazaé pole obszardw polo-

sonych pod osig z-0w za ujemne (przy czym a<D). Jesli wiec prze-

dzial ab mozna tak podzielié na mniejsze przedzialy, ze w kazdym
z tych przedzialdw z osobna funkeja jest stale badz nieujemna, badz

b
niedodatnia, to f fiz) dz jest algebraiczng sumg pdl wyznaczonych

a
przez tuki krzywe] y = f(x) z kazdym z tych przedziatéw z osobna.

icm
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Np. dla krzywej y = sin 2, 0 =2 =2, przedzial 0,2z dzielimy na
potowy. Sinusoida tworzy z przedziatem O osi 2-6w obszar o polu 2, zas
z przedziatem m, 27 obszar o polu —2. Algebraiczna suma tych pél, tj.

9n
[ sin 2 dx = 0.
0

4) Gdy interpretowaé catke oznaczong jako pole, wiele z poprzed-
nio udowodnionych twierdzei nabiera przejrzyste] tresci geometry-
cznej (zwlaszeza gdy funkcja podcatkowa jest nieujemna). Np. tw. II, 9
oznacza, ze obszar wyznaczony przez tuk y = f(z), a=z=D, o$ z-ow
i odeinki pionowe potozone na prostych z=a i =5 ma to samo
pole, co prostokst majgcy za podstawg odcinek aSz =D osi 2-6w, zas
za wysokosé rzedng odpowiednio dobranego punktu na tuku y = f(2),
a<w<b. :

Z tw. II, 10 (ob. uwaga 29 wynika, ze pole obszaru wyznaczonego
przez tuk y = f{z), aSx <2’ zmienia si¢ w sposéb ciagly wraz z «'.

Tw. II, 11 oznacza, ze jesli funkcje f, s zbiezne jednostajnie
w przedziale ab do funkeji f, to pola odpowiednich obszaréw sg zbies-
ne do pola obszaru wyznaczonego przez f.

V. Diugodé *uku. Niech dana bedzie funkeja y={f(z), a=z=0, o
cigglej pochodne] /(). Catka

®) f / @ ”

przedstawia diugosé ruku zfoZonego z punktéw z, y, spelniajacych
warunki
) y=[(z), a=x=b.

Jest tak istotnie, gdy funkceja f jest liniowa, tj. gdy rozwazana krzywa
jest odecinkiem fgczgeym punkty [a,f(@)] 1 [0, /(b)]. Diugosé odcinka
jest to odleglosé jego kohcéw, czyli

Y &= +[F®) - F@)P

Ten sam wynik otrzymujemy z pomocg catki. Polézmy bowiem
f(@)=cx+d. Stad f'(x)=c. A zatem

b
f\/l +ede=\1+ct(0-a)=V (b -a)*+ [[O) - f@P,
" _f®)-f@
b-a

poniewaz ¢

Kuratowskt, Rach. rdin. i catk. 12%
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W ogélnym wypadku (gdy nie zaktadamy liniowosci funkeji f)
uzasadnienie przyjetej powyzej definicji diugodci fuku znajdujemy w
nastepujgee] konstrukcji.

Jak wiemy (por. § 6, IV), tuk krzywej dany przez waranki (7) mozna
aproksymowaé przez lamane w ten luk wpisane (ob. rys. 13). Otéz
udowodnimy, Ze oznaczajac przez L dlugosé tego fuku wyrazong przez
catke (6), za$ przez Ly, Ly, ... dtugosci kolejnych tamanych, mamy

L=lim Ly,
n=0oo

Niech bowiem n-ta Yfamana powstaje przez taczenie odeinkami kolejno
punkfo'WI [0, f(an,O)]s [t,15 f(a’n,l)]: ee s [, Iy f(an, ln)]’ przy C.Zym Qy,0 = O,
a1, =b oraz dlugosé najwigkszego przedzialu n-tego podziatu dazy do
0, gdy n dazy do oo (tj. ciag tych podziakéw jest normalny w sensie
NO ITT). Diugosé n-te] tamanej jest sumg diugosel poszezegdélnych od-
cinkéw, z ktorych ona powstaje, czyli

?
n - -
Ly, =k§1 \/(an,k. = @y, 5—1)* + [ 1@, 10) = [ (O, 1-1) 1*-

Stosujge tw. o wartosci $redniej, otrzymujemy
Zﬂ-
Ln= 3 (tn = tn, 1) V1+[[ (@n,0) I}, gdzie O, =1 = Do 1 = Oy e
k=1 A

Stad wnosimy na mocy tw. III, 2, wzér (5"), w ktérym podstawiamy
V1+[f ()12 na miejsce funkeji f(z), ze

b
f\/l+[f’(x)]2 dz=1im Ly,
e/ N=00
a

Uwagi przez nas poczynione na temat definicii pola przenoszg sig na definicje dtugos-
ci fuku: na gruncie ogélnej teorii miary okresla sig pojgeie diugosci krzywej i dowodzi
sig, Ze dla fukéw postaci (7) definicja ta zgodna jest z podang tu definicjs = pomocs
calki (). Poniewaz jednak w niniejszych wyktadach nie dysponujemy teoris miary,
dtugodé Iuku (7) okredlamy jako réwng cakce (6).

Rozwazana przez nas aproksymacja dlugodci Yuku przez dlugodei Yfamanych wpi-
sanych jest uogélnieniem znanej z geometrii elementarnej aproksymacji dtugosei okregu
kola przez obwody wielobokéw wpisanych. Udowodnimy, ze dtugosé tuku ko¥a w sensie
geometrii elementarnej réwna sie dtugosei w sensie tu przyjetej definicji.

Preykiad. Niech y=\r2 42, rcosf<z<rcosa(0<a<p<m). Roz
wazany Yuk jest czecig pétokregu o promieniu r i o érodku 0. Obli-
i skq,d} Vit redz= rdz

VrE—z2’ Vri—az®

czymy catke (6). Mamy 3=

icm

N° V] Krzywizna krzywej w danym punkeie 179

r d
U 7 arc cos (z/7).

Stad I Vit (@) dz=B-ar, zgodnie ze znanym wzorem z geometrii
r Zos B
elementarnej.

Podstawiajac # =7 cos ¢ znajdujemy f

reosa
S

Potézmy

s(x)= [\/1+[f’(t)]2dt.

Funkeja s(z), tj. dtugosé Iuku traktowana jako funkeja odcigtej pra-
wego (zmiennego) konca }uku, jest funkejs rosnacs. Istnieje wige funkcja
wzgledem niej odwrotna z==(s), ktéra przedstawia z jako funkeje diu-
gosel tuku. Zachodzg wzory:

ds dy\? dz 1
®) =V1+(ﬁ) e L
dx dz)] O s l/ ( )2
1+

dy
dz
Oznaczajac przez o kat utworzony przez styczng do krzywej z osig
: d ‘
2-0W, mamy ({é:tg o, a zatem %aé:cos a. Znaczy to, ze pochodna %f
. s

jest cosinusem kierunkowym wazgledem osi z-6w styczne] do krzywej

y=rf(2).

Uwaga. Na ,element dugosci® mamy wzor symboliczny analogiczny
do wzoru Pytagorasa: ds? =dz?+dy?, o przejrzyste] tresci geometrycz-
ne] (por. pojecie rozniczki, § 7, XIII).

Krzywizna. Oznaczmy jak poprzednio przez o kat utworzony przez
styczng z osig z-0w. Kat ten jest funkcja z-a; uwazajgc  za funkeje
dugosel s, przedstawiamy a jako funkeje a(s) zmiennej s. Pochodng

k:% nazywamy krzywizng krzywe] y=7(z) w danym punkcie. Od-
Wl'OtnOéé,I—J;‘zQ nazywawy promieniem kreywizny.
Geometrycznie krzywizne k interpretujemy jak nastepuje:
Poprowadzmy styczne do rozwazanej krzywej w punktach
Po=[2(50), y(s0) ] oraz pp=[z(so+h),y(so+h)].

Styczne te tworza z dodatnim kierunkiem osi z-6w katy ap= a(sy) oraz
ap=a(so+h). Kat 0 miedzy tymi stycznymi=aj;—ay. Ten sam kgt
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tworza ze sobg normalne do krzywej w punktach pol ps. Rozwaimy
stosunek tego kata do dtugosci tuku popn, tj. do h. Krzywizna krzywej
y=f(x) w punkecie po jest to granica, do ktérej dazy ten stosunek, gdy
h dazy do 0.

Rys. 14

W szezegdlnosci, jesli krzywa nasza jest Yukiem kota y=\/r®—z2,
. 1
—-r=x =7, to h=—7d}, a wige rozwazany stosunek ma stata wartosd -

Takg samg wiec wartogé ma krzywizna %, za$ promieniem krzywizny
Jjest promien kola .

W wypadku linii proste] normalne sg réwnolegte. A zatem d,=0
stale 1 krzywizna = 0; promiefi krzywizny jest wige nieskonczony.

Jesli k=0, to punkt polozony na normalnej w odleglosci ¢ od punktu
Do po tej samej stronie stycznej, po ktérej lokalnie lezy krzywa, nazy-
wamy $rodkiem krzywizny. Mozna dowiesé, ze punkst ten jest granicznym
polozeniem, do ktérego zmierza punkt przecigeia normalnych w pun-
ktach po 1 pp, gdy ~ dazy do 0.

Krzywizne k wyrazié mozemy we wspétrzednych 2 i y jak naste-

. . . dy C
puje. Biorge pod uwage, ze a=arctg .| 0taZ opierajac sig na wzorze
(8), otrzymujemy
d?y

do  dodz dxz? 1

ds dwds dy 2'VW’
1+(%) 1+(2)

icm

[N° VI] Objetoséé i powierzehnia figur obrotowych. 181
. a*y
. dz?
% A
. T
dz

Srodek masy. Niech dany bedzie na plaszezyznie uktad n punktéw
materialnych o wspélrzednych: (2, ¥1), ..., (Zn, Yn) 1 © masach m,, ..., my.
Srodkiem masy tego ukladu jest punkt o wspéirzednych

=My My X _m +...+m
62) e S S nfn g 1 Y1 nyn.

My + .. Ty

My + .o+ My

Aby okreslié srodek masy Yuku y=7(2), a=x=<b, o state] gestosci g,
postepujemy jak nastepuje. Przedstawmy (jak to juz wyzej czynilismy)
x jako funkecje dtugosci s; tj. z=x(s); stad y=7[z(s)]=y(s). Niech §
oznacza diugosé Yuku y =f(2), a2 =b. Podzielmy tuk ten na » réwnych
czeScl. Stanowi to podzial przedziatu 0S na » réwnych przedzialéw;
niech punktami wyznaczajacymi ten podziat beda:

0=8n0 Sn,1> .0 Sn,n'—'S-

Punkt o wspélrzednych (s, ), ¥(Sn,x) jest koncem Fk-ego Yuku n-ego
podziatu; przyporzgdkujmy mu mase tego fuku. Masa ta jest iloczynem
gestoscl przez dlugosé tuku, t].=g - (8%~ Snx—1). A zatem przy danym
n, $rodkiem masy ukdadu punktéw

[m (Sn,l)’ Yy (Sn,l)]s .
jest punkt o wspdirzednych

oLz (S'n,'n): Yy (Sn,n)]

17 1 n
L, == 2 2 (Sn,1) Snie— Sm,k=1)s Yn=— 2y (S, 1) (8n,1c ~ Sn,k—1)5
S k=1 S k=1
bowiem masa tuku=gS.

Graniczne potozenie punktu (zn,y,), gdy » dazy do oo, jest poloze-
niem érodka masy rozwazanego tuku. Wspdétrzednymi érodka masy
83 wiec

s

S
(8b) z:=umxn=—éfxds oraz §=limy, == {yds.
0

n =00 n=co S
0

VI. Objetosé i powierzehnia figur obrotowych. Niech dana bedzie
funkeja ciggla y=7(@), a =z =b. Niech przy tym f(#)2 0. Oznaczmy jak
w NIV, przez P obszar ztozony z punktéw #, y spetniajgcych warunki
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asSz=b, 0=y =f(x). Obracajagc obszar P dokota osi z-0w, otrzymujemy
bryte obrotows. Oznaczmy jej objetosé przez W. Mamy
v

H
) W== | yidz.
)

Aby wzér ten uzasadni¢, wezmy pod uwage normalny cigg podziatow,
zachowujgc znakowanie NOIIT, 2. Niech f(x,,z) bedzie kresem gérnym
funkeji f w przedziale ay, g1, Gy Zastepujac tuk naszej krzywej po-
Yozony nad tym przedziatem przez odcinek y = f(2y,x), otrzymamy przy
obrocie dokola osi z-dw walec o podstawie mf(2,7)* i o wysokosei
On ke~ Op, z—1, & zabem o objetoscl

7T f(mn,k)g (G, 1 — O, 5—1)

7

a b
Rys. 15

Postepujac w ten sposéb dla kazdego k (przy stalym n) zastepujemy
rozwaZang przez nas bryle obrotowa przez bryle na niej opisang, zlo-
zong z pewnej ilogei waleow. Objetosé tej bryly jest suma objetosel
poszezegdlnych walcéw; oznaczajac te objetosé przez W,, mamy wiec

ln
Wp=n k{ . 1 (@n,2)® (O, 1 — O, 16—1)-

W granicy, na mocy tw. 2, N ITI, otrzymujemy
W=lim W,.

n=co
IAnaloglcznie — gdybys$my w powyzszej konstrukeji zastapili kres
gorny przez kres dolny — dowiedlibysmy, ze W Jjest granicg objetoscl
pewnych bry} wpisanych w rozwazang bryle obrotows, z ktérych kazda
sktada sig z pewnej ilosci walcéw.

Oznaczmy przez B pole powierzchni zakreflonej przez tuk y = f(z),

icm

[N° V1] Objetosé i powierzchnia figur obrotowych 183
a=xz=b, tj. pole powierzchni bocznej rozwazanej bryly obrotowej.
Zachodzi wzér (przy zatozeniu ciagtosei pochodne] f'(z)):

b

(10) B = 2nfy]/l +@)? da.
a

Azeby wzor ten uzasadnié, aproksymujemy rozwazang powierzchnig
przez powierzchnie, ktérych pole znane jest z geometrii elementarne;j.
Wezmy w tym celu pod uwage cigg Yamanych, aproksymujgcych tuk
y = f(z), a=x=D, okreslonych w N° V (ob. rys. 13). Powierzchnia po-
wstajgca przez obrét takie] Yamane] dokola osi z-0w sklada sig ze
skoniczone] ilosci stozkéw gcigtych. Poniewaz tworzacg stozka Scigtego
jest odcinek taczacy punkty (@, p 1 f(an,k_l)] 1[a, f(an,k)], a wiec
odcinek o diugosel

V(an,k_ an,k__l)g + [f(an’k) - f(a‘n'k_l)]z:

za$ promienie podstaw majs odpowiednio diugosé fla,,) 1 £, 1)
przeto pole powierzchni bocznej stozka wynosi na mocy znanego
z geometrii elementarnej wzoru:

n[f(an,k—l) + f(an,k )J ' V(an,k - a"n,k—‘l)2 + [f(an,k) - f(an,k——l)]2'

Oznaczajac wiec przez B pole powierzchni, ktéra powstaje z obro-
tu n-te] tamanej, otrzymujemy

i
‘Bn = nk%’l [f(a'n‘k-—l) + f(an,k )] ) V(an,k - an,l-:—l)2 + [f(an,k)_ ﬂaﬂ:k"l)]z =

Z

n
= n,é; [f(a’ﬂ,k—-1) T f(an,k )] ’ Vl + [f(‘rn,k )]2 (an,k - an,k—-l)’
gdZie an,k—l = xn,k = an,k ‘

Udowodnimy, ze
(11) B=1lm B,.

n=00

Poréwnajmy w tym celu B, z

Iy -
Cn =2 kfl f(xn,k) ! 1/1 + [f(xn, k)]z (an, kT an,k—-l) .
Na mocy tw. III, 2, gdzie funkeje f(z) nalezy zastapié przez iloczyn
fz)- ]/l+[f’(zf:—)]§, wnosimy, ze B =lim C,. Pozostaje wigc do udowod-
nienia, ze lim (B, — Cy) = 0. s

N=co


pem


184 ROZDZIAR IV. Rachunek catkowy jednej zmiennej § 10

Otéz B, -C =

ln —
R UCRI R CAVED (CRAEICH B ERN THCN R L
Ze wzgledu na zatozenie normalnosci rozpatrywanego ciggu podzia-
Yéw przedzialu catkowania mozemy przyjaé, ze jesli punkty =z i &
nalezg do tego samego przedziatu n-ego podzialu, to |f(z) —f(x)|<e
(gdzie e jest z gory dang liczbg dodatnig). A zatem

| f(an,k_l) - f(xn, W | <€ oraz | f(an’ B —f(xn’ P <e

Oznaczajac przez M kres gérny funkeji 1+ [f(x)]? w przedziale ab,
otrzymujemy natychmiast| B~ C, |<2ne M(b~a). Stad lim (B,—C,)=0.
n=oo

W ten sposéb wzér (11) jest udowodniony.

Prostszy wzér na powierzchnig bryly obrotowej otrzymujemy, trak-
tujge podobnie jak w N° V 2 jako funkeje diugosei tuku. Opierajge
sie bowiem na pierwszej rédwnosei (8), mamy

b ]

(12) B =2x fy]/l+(y')2 dx =2n fg/ds,
a 0
gdzie § oznacza dtugosé tuku y = f(z), a=z=b.
Wzér (12) mozemy przeksztatei¢ jak nastepuje:
s

(12a) B:S-Zn%J yds = 8- 27,
0

gdzie § oznacza rzedng srodka masy fuku y = f(z), a=«=b (ob. (8b)).

Inaczej moéwige: pole powierschni utworzonej preez obrdt tuku y=f(z)
dokota ost z-6w jest iloczynem diugosci tego ukw przez droge zakreslong
przez jego $rodek masy (tw. Guldina).

Preyktady. 1) Walec. Niech f(z) ma wartosé staty » dla 0=<z<h.
Obszar P zlozony z punktéw z,y takich, ze 0Sz=<h i 0<y=r, jest
prostokagtem. Przy pelnym obrocie tego prostokata dokola osi z-6w
powstaje walec o wysokosci h i o promieniu podstawy 7. Objetogé te-

go walca jest wige wr*h. Ten sam wynik uzyskujemy stosujac wzor
(9). Bowiem
h

W=a
0

Wzér (10) daje na powierzchnie boczng walca (biorac pod uwage,
ze i = 0):

i dx = mr2h.

icm

[N® VII} Twierdzenia o wartoéci Sredniej 185

B

I
o
El
<
I
8
I
N
2
2
Rl

zgodnie ze znanym wzorem z geometrii.

2) Stosek. Niech y = ¢z, 0Sz=h. Obszar P jest w tym wypadku
tréjkatem. Przy obrocie powstaje stozek o wysokosci k i o promieniu
podstawy 7 = ch. Na mocy wzoru (9) objetosé tego stozka wynosi

h
1 1
7 2x2dy = — me2hd = — areh.
~zfcxdx 3~zch g rth
0
Zgodnie ze wzorem (10) powierzchnia boczna stozka réwna sig
3
27 f ez Y1+ ¢t dz = neh? Y1+ ¢* = arl,
0 ——
gdzie I oznacza dlugoss tworzace] (bowiem I=hy1+c?).

8) Kula. Niech y = Jr* =2, —r=a=r. Zbiér punktéw z, y Wwyzna-
czony przez te warunki jest potkolem. Obracajac pétkole dokoka osi
£-6w, otrzymujemy kule o promieniu 7. Objetosé tej kuli jest to

-

r r
2 4
nf (2 - 2?)dy = :tf'ﬂdx - nfmﬁdx = 27r% — gm'f* = gms.

—r —r —r
Aby obliczyé powierzchnig kuli, mozemy zastosowaé wzér (12).

.8
W tym celu wyrazamy y w zaleznogci od d¥ugosei fuku s, tzn. y=r s —.

Otrzymujemy na powierzchnig kuli wartosé

ar T

.S
Zn[rsm— ds = 2nre
7

[

T

[ sin ¢ dt = 22 [— cos t} = 4712,
0

[

VII. Dwa twierdzenia o wartoéci éredniej. Pierwsze twierdzenie. Niech
dane beda w preedziale a <z =b dwie funkeje ciagle f(z) ¢ g(). Niech
prey tym funkeja g ma znok staty. Wowceas

b b
(18) [ f(z) g(@) dz = f(£) f g(x) dz,

gdzie & jest odpowiednio dobrang wartoscig, spetniajgeq warunek ¢ SESD.

Istotnie, niech m i M oznaczaja kres dolny i gérny funkeji f(z) W
przedziale a<2=b. Mamy wige dla kazdego z

mf(@) =M.
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Zaézmy, ze stale g(z)=0. Mnozgc powyzsza podwdjng nierdwnosé
przez g(x), otrzymujemy wiec
my@)=f(@) g@)=M g(x),
stad za$ przez catkowanie (por. II, 7):
b

b b
m [g(:v) dz= | f(#) g(x) dwéMfg(x) daz.
@ a a.

Wnosimy stad (przy zalozenin, ze funkcja g nie jest identycznie
réwna 0, ktére oczywidcie uczynié mozemy), ze

b b
mé{ff(x)g(x) dx :] g(®) dm}éM.

Ze wzgledu na wlasnosé Darboux funkeji £ (ktéra jest konsekwencjg
Jej claglosei), funkeja ta przybiera wszystkie wartodci zawarte pomiedzy
m 1 M. Istnieje wiec takie &£ w odcinku ab, ze

b b
f@= f f(x) g(x) d: j 9() dz,

t]. ze wzor (18) jest spelniony.
W wypadku, gdy stale g(2)=<0, dowdd jest zupetnie analogiczny.

Przy zakozeniu, e g(z) + 0, otrzymujemy krétszy dowéd powyiszego twierdzenia,
opierajge si¢ na tw. Cauchy'ego z rachunku réiniczkowego (§ 7,V (12)). Oznaczmy,
mianowicie przez H (z) funkcje pierwotng funkeji f(2) g (%) oraz przez @ (=) funkeje
pierwotng funkeji g (z). Mamy wige

b b
H(2) =@ g(2) & @@ =g@), [f@)g@)dz= Hp)—Ha), [ 9@ dz = 6(0) - G(a).
a a

Na moey tw. Cauchy'ego:

HY)-H@) _HE) _ 16 g®
GR)-6@ ¢® g@

= rE
skad wzér (13).

Drugie twierdzenie. Jesli funkeja f(z) Jest ciggla, zas funkeja g(x) jest
monotonicena i posiada ciagly pochodng w preedziale a=x=b, to

b 3 14
(14) If(x)g(x) dx=9(a)|f(x)dx+g(b)lf(x) dz
a a £ .

przy odpowiednio dobranej wartoser &, nalezacej do preedeiatu ab.

[N° vII] Przyktady stosowania twierdzeh o wartodei éredniej 187

Oznaczmy przez F'(z) funkeje pierwotng funkeji £ (@), tj. F'(z) = f(2).
Poniewaz pochodna funkeji monotoniczne] ma znak staty (ob.§7, VI,
tw. 2), mozemy wiec zastosowaé plerwsze twierdzenie o wartosci $red-
niej do iloczynu funkeji F(z) ¢'(x). Stosujac réwnoczesnie catkowanie
przez czesci, otrzymujemy

b b , 2
ff(m)g(x) d$=f9(93)F'(w) dz = [g(x) F(x)] —jF(m)g'(fG)dw=
a a b “ a
= O FO)—g@) F@)] -FE) | g () da =
a

=g() F()—g(a) F(a)— F(&) gO) +F (&) 9(a),

poniewaz fg’(m) dz =gb) - g(a).

a

W rezultacie:

b
f @) g(@)dz=g(a) [F(&) - F(@)] +g@) [F® - F (], skad otrzymuje-

my wzoér (14), biorac pod uwage, ze

13 b
F(&) - F(a) :jf(as) dz oraz F(b)- F'(&) =ff(x) dz.
a £

Preyklady i zastosowania. Twierdzenia o wartosei grednie] stom.zje
sig szezegdlnie czesto w celu szacowania calek. Poznamy kilka takich
zastosowan.

1) Niech 0<a<b. Udowodnimy, ze
b

(15) lim | S22 gz = o0.

ﬂ:OOa
Udowodnimy w tym celu, ze

v
sin ¢z 4 .
; — le ¢>0.
(16) lf 2 dx{<ca,01 >
a

Stosujemy drugie tw. o wartosci srednie], podstawiajac f(z) = sin oz

oraz g(z) = % Otrzymujemy
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b & b
sin ez 1 1
—d:v:—j sin ¢z dx + - | sin ez dx =
z a b
a a I3

1 . 1
= -— (cos ¢a— COS — -
Py ( cos ¢&) + i (cos ¢& — cos cb).
Poniewaz | cos t| =1 oraz a<b, wnosimy stad, Ze
b
sin ez
. z

2 2 4
S —F—<—.
ac  be ae

Ze wzoru (16) wynika natychmiast wzér (15).

2) Wz.o'r (15) mozna uogdlnié jak nastepuje: jesli funkeja g(z) jest
monotoniczna (i ma ciagls pochodng) oraz 0 <a<b, to

b
@n lim f 9(®) -S-lix@ dz = 0.
a

N=00 ¢/

Mamy bowiem

4 . & b
sin 1 1
Jg(x) xnm dzc:g(a)f sin ny dx+g(b)f sin nx dz.
a
&

x Zz

a
Na mocy nieréwnosci (16) stad otrzymujemy

dz

red .
, Sin 1y
©

} 9(x) —

4
ély(a)l,;&Jrig(b)l%;

przechodzge do granicy, uzyskujemy wzér (17).

3) Pos,'lugujadc sig I twierdzeniem o wartodci $redniej, mozna wy-
prowadzié¢ wzér Taylora w sposéb nastepujgcy.
W udowodnionym w § 9, I, 5, 8) wzorze:

J ey dr =2y -2y 4 (-1 My

+(_ l)1z+1fg(n+1) y dz

pod_stawm_y z2=(b-2)", y = f(a), przy czym zakladamy, ze funkeja f
posiada Fl@gl'ad n+1 pochodng w przedziale a=<z =<bH.
Calkujac od a do b, znajdujemy

»
f(b~x)" Y™ dg = {(b~x)” ¥+ n (b — 2"t y(”'"i) + .o+ 0! yr
a

a

=l 1) ~{@- 0" F@) + 1B £ @+l fia) }
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7 drugiej strony, poniewaz funkcja (b-x)" ma znak staly w prze-

dziale a<z=b, przeto na mocy I tw. o wartosci érednie] otrzymujemy
b b

[ G -2)" "0 @dz = F"7 @) - f (b -a)'de =

K a

a

b— n+1 " }
—f(n“_?——-f( ().

Zestawiajac otrzymane wzory uzyskujemy wzér Taylora z reszty
w postaci Lagrange’a.

VIII. Przyblizone metody catkowania. Interpolacja Lagrange’a. Ma-
jac danych n+1 punktéw y, 2y, ..., , na osi z-6w, moZemy okres-
li¢ wielomian n-tego stopnia w(z), ktéry w punktach tych przyjmuje
z gory danych n+1 wartodei: Yo, Yss..os ¥,5 -

w(z,) =y, dla k=0, 1,..., n

Okreslimy najpierw dla kazdego %k wielomian n-tego stopnia w,(2),

majacy te wlasnosé, ze

u,(#,) =1 oraz u(z,) =0 dla kazdego m == k.
Kiadziemy mianowicie:

(=) ... (@~ _)) @=%,,) @)

(xk"a’;o) et (x]c_xk—l)(xk—xk'f‘o '-'-'(xk—-xn) '

u,(z) =

7 pomocy wielomianéw u, (%) okreslamy wielomian w(x):

(18) w(z) = Youo(@) + yrts (@) + ... + 4,2, (2)-

Widaé natychmiast, ze jest to wielomian n-tego stopnia, spetniaja-
cy warunek w(z,) =1y, dla kazdego k. Jesttotzw. wielomian interpola-
eyjny Lagrange’a.

Gdy funkcja wyrazajgca zaleznosé miedzy jakimis wielkosciami fi-
zycznymi znana nam jest jedynie empirycznie, mianowicie znana jest
skoticzona ilogé wartodci tej funkeji (na podstawie pomiaréw) — stosu-
je sie przyblizone obliczenie calki te] funkcji: stosuje sie np. interpo-
lacje Lagrange’a i oblicza sig calke otrzymanego wielomianu interpo-
lacyjnego.

. a+b

Szezegélnie prosty wzor otrzymujemy, gdy n=2 oraz =0, Z; =~
%y = b, tj. gdy przez dane trzy punkty przeciggamy parabole. Jak %atwo
obliczyé, otrzymujemy

b
4 -
(19) J w(x) dz = ——672 (o + 41 + Ya)-
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b

Jest to wezdr Simpsona, dajacy przyblizons wartogé na f f(z) dz.

a
Doktadnosé obliczenia mozemy zwigkszyé, dzielac przedzial ab na
mniejsze przedzialy i stosujge do kazdego z mich z osobna wzér Simp-
sona. Mianowicie, dzielgc przedzial ab mna 2n réwnych przedziatdw
z pomocg punktéw zy, @y, ..., Zep, gdzie z, = a, x,, = b, otrzymujemy
0g6lny wzdr Simpsona na przyblizong wartosé catki:

b —
67’{, Yo+ Yon+ 9(?/9 FYst ..+ J2n—-2) +4 (?/1 +Ys+...+ y"n—-l) ]

Preyktad. Zastosujmy wzér Simpsona do obliczenia log 2 = ’ %f

%

1

y

dzielge odcinek 1=z=2 na polowy. Mamy wiec

Ty=1, yo=1, z,=1,5

A zatem wzor (19) daje przyblizong wartogé na log 2:

Yy = 0,667..., @3 =2, y,=0,5.
1
g (L+4-0,667+0,5) = 0,694...

‘W rzeczywistosei log 2 = 10,6931 ...

IX. Wzér Wallisa®. Udowodnimy wzér nastepujacy:

. 1/2.4.... .28 2
(20) g=lim —(—> T
n=cop \1-3. (Zn 1)
Oprzemy si¢ w tym celu na udowodnionych w NI, 5 wzorach:
/2 72
. . -@n— 2.4.... .9
sin? xdx:ii;__@ii)z, fSi)lanx dx:h__i“'_’,lﬁ.
: 2:4-om 2y 3.5....-(2n+1)

Ze wzoréw tych wynika:
-z/‘) /2

T 2:4....-20n \2 1 " oo
@21) == ! . .| / sin®z dz ; / sin?+g dx]..
2 \1-8-..-@u-1)] 2n+1 |, ) |
0 6

&

/2 /2
Udowodnimy, ze ]im[ [ sin®z d : [sinQ”“x d:z:}:l.
n=oo
¢

* Wallis (1616-1703) - matematyk angielski.
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Istotnie w przedziale 0 <z =x/2 zachodzg nieréwnosci

. =2 - 2n—1
0= sin®* < sin?z < sin™ 'z,
212 /2 /2

. 9 . 2n—1 :
skad 0= fsm ”“xdméfsmﬁnxdxéj sin® 'z dz, a wiee

/2 /2 7/2 /2

. 2n s . —1 2 +1 2n4+1 1
1= [Slll "2 da :fsmmﬂx dméfsmgn z dz :fsm nt xdx='-~*~= -

21 u’b

0 0 0 V]

W granicy wiec rozwazany stosunek catek dazy do 1.

Whnosimy stad na podstawie (21), Ze

. 2.4....-2n \2 1 °
(21) —=lim || " 7" . .
2 1-3...-(2n-1)/ 2n+1

n 1
Wzér ten natychmiast daje wzdr (20), poniewaz lim ——— =-.
n=02n+1 2

Uwagi. 1) Wzér Wallisa stosujemy réwniez w postaci nastepujaeej:
(n')° 92n
7 =lim —L——
(22) V= n=co\/n (20)!

Mamy bowiem

2.4....-2n=mnl.27
1.2-...-2n  (2n)!
2.4....-2n ml-2n

1-3....-(n-1)=

Podstawiajac powyisze wzory we wzor (20) 1 wyciggajac pierwiastek
kwadratowy, otrzymujemy rdwnosé (22).

2) Wzor Wallisa mozna tez zapisaé w postaci iloczynu nieskonczonego:

Sy 4nt 224 466
29 Zo0Y /=2 2222
(22) :n[—:]l: 4n:-1 183557
Oznaczajae bowiem przez p, iloczyn czesciowy
4.12 4n? 2 2 2n 2n )_
P o1 e (1 3) " \2n—1 2n+1

2.4-..-2n \* 1
—<T~“37...-(2n—'1—) on+1’
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mamy zgodnie z (21): ii_nipn:g. Zarazem

4

2 4n?
lim p,, = R
n:oopn H 4n2 -1

n=1

skad wzér (22).

X. Wzér Stirlinga. Ze wzoru Wallisa wyprowadzimy nastqplija}cy
wzér Stirlinga:

n!

23 lm == =
( ) o 1/271% ,nn e n
Polézmy
o = nl e®
n n'n Vﬁ

Nalezy wige dowiess, ze lim o = J2z.

f=00
Udowodnimy najpierw, ze ciag a;, s, ... jest zbieiny. Poniewaz
jest to clag o wyrazach dodatnich, wystarczy dowiesé, ze cigg ten
a

jest malejacy, tj. ze —— > 1. Otéz
a
n+1
n+ 1+
a 1 (n+1) 2 1 n+l
n_o_ = _ = (1 + _1_) 2
(41 e " ?

w1 @ nm—-}T (n+1)

a

stad log a—” = (n+%) log (1 +%) —1. Poniewaz za$ (ob. § 7, (877))
n+1

1 1
(5 + —2~)10g(1+x)>1

dla 0 <z =1, wiec podstawiajac z = %, znajdujemy

1 1 . a a
(n+—-) 1og(1 +~)>1, tj. log —% >0, skad —2% > 1.
2 s Gy Oyt
Ciag a;, @y, ... jest wigc zbiezny. Polézmy lim q, = g. Nalezy wiec

R n=—oo
dowiesé, ze g = V2. Zastosujemy w tym celu wzér (22), biorgc pod
uwage, e
. (“!)2 627&
n o pEn g

©@n)! e

OYaZ Qg = ————
: @n)*" Y2n’
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Otrzymujemy
— . a2 g? _
7w = lim —% — = L =127 -
be= w2 gz O
Uwaga. Znaczenie praktyczne wzoru Stirlinga polega na tym, zZe

dla duzych n wyrazenie }2mn n” =™ daje przyblizons wartoé na n!
Méwimy, ze jest to asymplotycena wartosé n! (rozumiejge przez to, ze
stosunek tych dwdch wyrazen dazy do 1).

XI*. Catka Riemanna. Caiki Darboux, gérna i dolna, Twierdzenia
No IIT stanowig punkt wyjécia do uogélnienia pojecia catki oznaczo-
nej na pewne kategorie funkeji niecigglych. Wprowadzimy w tym
celu catki Darboux.

Niech dana bedzie funkeja y = f(z), a=2=b, ograniczona (lecz nie-
koniecznie ciggta). Niech dany bedzie ciag podziatéw przedziatu ab
na 2" réwnych czeéel (n =0, 1,...). Oznaczmy punkty n-ego podziatu
przez

Gy g Opgs-oe s Qyons DYZY CZYM G, o=, @, o = b.

Niech M, , oznacza kres gérny funkcji f w przedzale ¢, , @, .-
Niech wreszcie
‘)
24) § =93,
n Z'n, P n,k
Ciag {8,} jest ciagiem malejacym (w szerszym sensie). Istotnie,
dla kazdego k=1,2,..., n przedzialy @, . o, o G109y OFZ
@, A zatem

a a

nel, o S zawarte w przedziale a,

n+1,2k~—1 ) k—1

<<
n+1, 2k—1= n n+1,2k—1 + Mn+1, 21(;) zMn,k :

.1
M =M, ,oraz M, . 0=M, .t 7 (M
Stad

5 .t B)

_b-a (Mn+1,o + My + M, i onr1gt Mn+l,2'"'+1) <5
= n'

Ciag {8, } jest wiee nierosngcy. Zarazem jest to cigg ograniczony,
oznaczajgc bowiem przez m kres dolny funkeji f, mamy oczywiscie
S, zm(b—a). Ciag ten jest wiec zbiezny. Granice jego nazywamy gdrng
catkq Darbouz 1 oznaczamy symbolem

I
(25) fiz) dz =1lim §,.

n==00

n+l on

Kuratowski. Rach. rdin. i catk. 13*
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Podobnie: oznaczajac przez m,, . kres dolny funkeji f w przedziale

an, k—1 an, Bl kladq'c

b—a %
(26) S’n = om ) kil mn, k?
dowodzimy, e cigg {s,} jest rosngecy (w szerszym sensie) i ograni-
czony, a zatem zblezny. Granice jego nazywamy dolng catke Darboux
i oznaczamy symbolem

b
@7 ff(x) dz =lim s, .

Nn=00

Jezeli catki gérna 1 dolna funkeji f sg sobie réwne, to miwimy,
ze funkeja f jest calkowalna w senmsie Riemanna; wspdlng wartosé tych
calek nazywamy catke Riemanna funkcji f 1 oznaczamy symbolem

f flz) dz, jak w wypadku calki oznaczonej funkeji cigglej. Mozemy

postugiwaé sie tym samym znakowaniem, poniewaz — jak natych-
miast z tw. III, 2 wynika — catka Riemanna funkeji cigglej pokrywa
sig 2 catka, osnaczong tej funkeji (w sensie definicji podanej w No I).

Funkecje catkowalne w sensie Riemanna obejmujg obszerniejszg kla-
se niz funkeje ciggte. W szezegélnosei funkeje ograniczone o skoxn-
czonej ilogei punktéw nieciggtosei (do ktérych zreszty powrdeimy
w § 11) oraz funkcje monotoniczne sg catkowalne. Istnieja jednak
funkeje (ograniczone) niecalkowalne w sensie Riemanna; takg jest np.
znana nam juz funkeja Dirichleta (ob. § 4, V) réwna 1 w punktach
wymiernych, a 0 w mewynnernych dla funkeji tej mamy stale S, =1

is,=0, a,qucff(x)dx——l ff(x)dx 0.

Dodajmy, ze 1stmeje defmlc]a. catki (Lebesgue’a), ktéra przypisuje
catke obszerniejszej klasie funkeyj anizeli catka Riemanna, :

Definicje catelk Darboux oparlismy na rozwazaniu ciggu podziatow
“dwojkowych® przedziatu catkowania. Wykaiemy obecnie, Ze do te-
go samego wyniku dochodzi sie rozwazajac dowolny cigg normalny
podziakéw. Scislej méwiae, udowodmmy nastgpujace twierdzenie:

Niech dany bedzie normalny ciag podziatéw odeinka ab wyznaczony
przes punkty

1 Ob. S. Saks, Zarys teorii catki, Warszaws, Kasa im. Mianowskiego, 1930, lub
oObszerniejsze wydanie angielskie w Monogr. Matemat. t. 7 (1937).
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(28) a, 0 <y 1 <- anl s prey czym @, = a, a, = b.
Niech Mn x OFnaczo kres gorny funkeji f w preedziale a) 1 a5

i miech

(29) 8= 2 M, (0, =, o)
Wowezas B

K
(30) 7}1;2 8, = f fiz) dz.

Dowdd tego twierdzenia oprzemy na lemacie nastgpujacym:
Niech dane bedy dwa podziaty przedeiatu ab:

— — — ' ’ r
a=ay<0;<..<a =0b oraz a=a<a<..<aq,=0D

Neech @ 1 @ oznaczaje, odpowiednio dlugosé najwickszego prezedziatu
pierwszego, wegl. drugiego podziatu. Niech M, 1M, oznaczajq kres gor-
ny funkegi [ w preedziale a, lak, wzgl. w przedzzale ay,_y & 1 niech

(31) S =

M (a,—a,_,) oraz & = Z’ Mi(a,—a;_;)-

Niech wreszcie chzba M spetnia merownoéo M >| flzy| dla 7ca¢dego z
preedziotu ab.
Wiwezas zachodzi zalesmosé

(32) S =8+ 3rMd.

Przedziaty drugiego podzialu mozna rozklasyfikowaé na r+ 1 klas,
zaliczajge dany przedziat do klasy %-ej (dla k=1, 2,...,7) Wtedy, gdy
miedci sig w przedziale a, ; a,, za$ do klasy »+1-gj, gdy nie miesei
sie w zadnym z przedzml’ow pierwszego podzialu, tj. gdy zawiera
wewnatrz ktéry$ z punktéw a, as,...,a,_,. Razecz jasna, ze niektore
z tych klas moga byé puste.

Jesli klasa k-ta (dla k=r) jest niepusta, to niech p, oznacza pierwszy,
za$ j, ostatni ze wskaznikéw ¢ spelniajacych warunek a, <a.<a,.
Poniewaz dla przedzialow a;_, a; k-ej klasy zachodzi nieréwnoéc M =M,,
przeto oznaczajac przez X° sume rozciagniets na przedzialy k-e] klasy,
mamy ~ o
=M, —d_)sM, Z

! 1
(a —a; )= k(ajI: apk) =

= . _ o _ T
- Mk(ak ak-—l) M[;(apk a}c-—l) Mk(“k a’j]ﬁ):

=M (a,-a, ) +M(a;0k —a, )+ M, - aj’.}c) =M (a,—a, ) +2Md.
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Jesli klasa k-ta jest pusta, to niech 3* = 0. Zauwaimy wreszcie, ze
przedziakéw klasy r+ 1-¢j jest co najwyzej r—1. A zatem
=M@ - 6 ) E(r-1) MA.
W rezultacie
Yort o ! el »
8= 21M;(a;— a; )+...+2 Mi(o—a_)+2 M(e;—a;, )=
= Mi(m - )+ ...+ My (ay— ay1) + 20 Md"+ @ — 1) Md’,
skad wzor (82).
W ten sposéb lemat nasz jest udowodniony.
Aby udowodnié twierdzenie, wezmy pod uwage £>0 i dobierzmy
b
taki wskaznik ¢, aby S,< J f(x) dz+e Poniewaz rozwazany ecigg

a
podziakéw jest normalny, przeto dla dostatecznie duzych » mamy

dy<———. W myél lematn mamy wiec
" T390y ¥ T W

Yol

S;;Sq+3~2qu;L<} f(z) dz+2 .
@
Zarazem przyporzadkujmy kazdemu n taki wskaimik j,, azeby spel-
&

<3 A M Wéwezas

niona byta nieréwno$é —— b
S, =8 +31 Mu<8’+
In = Tm n oJn T &
2 o
skad f f(@) dw< 8. +e, bo f fa)do=8,

b ]
W rezultacie f f@)dz< S +e< f f (@) dz + 8e. Ze wzgledu na to, ze

a a
¢ jest dowolng liczbg dodatnig, nier6wnosé ta pocigga za sobg wzér (30).
Twierdzenie nasze jest wiec udowodnione. Analogiczne twierdzenie
dotyczy catki dolnej.
Wa.znq konsekwencja, naszego therdzema jest wzdr nastquchy

(33) f (@) da = f fl@) da+ f F(@) dz, Jf(x) d= f F@) do+ f fl) da,

0 11e a<e<b.

[N X1} Catka Riemanna. Catki Darboux, gérna i dolna 197

Istotnie, podzielmy odecinki a¢ i ¢b na 2" réwnych czegci. Oznaczmy
punkty podzialu przez
(84) a=a,,<a, <..

Niech M,
P, kres gorny w przedziale b, , , b .. Mamy wige

<an2,z=c=bn0<bn1< ..<b”2n=b.

x 0znacza kres gérny funkeji f w przedziale g i1 O 10 285

v

17,

f(x) dz = 1:3;}5_ JI, ( nk_an,k—'l)
oraz a—r_;
f(x) dz = 1]1'1_323 kz—’ P k(b'n k n,kv—l)'
s c
Zarazem | f(z) dx= iﬂ{z M ate Gy ™ O g 1)+2 P k( ok bn,k—-l)}’

a
punkty (34) wyznaczajg bowiem normalny cigg podzialéw odcinka ab,
Stad pierwszy ze wzoréw (83). Dowéd drugiego jest analogiczny.

Ze wzoréw (83) wynika, ze jesli funkcja f jest calkowalna w prze-
dziadach ac i ¢b (gdzie a<c<b), to jest tez catkowalna w przedziale
ab i zachodzi przy tym wzér II, 5 (o podziale przedziatu calkowanisa).

Odwrotnie, jesli funkcja jest catkowalna w przedziale ab, to jest te
catkowalna w kazdym z przedzialéw ac i ¢b (a zatem i w kazdym
przedziale zawartym w ab).

b b b
Istotnie, z zatozenia: f f(x) dz= f 7(z) dz = f f(x) dz. Zestawiajac te
[22 a

podwdjng réwnosé ze wzorami (33), otrzymu-jemy

(jf(x)dx—jf(x) dm)+(ff(x)dx—ff(x)dx)=

Stad na mocy oczywistych nieréwnogei:

4 c b
f @) dos | fio) ds, [ f)des [ f@)do

@ c ¢

¢ ¢ b b
wnosimy, Ze ff(x) da;:ff(x) dz oraz jf(x) dx:ff(m) dz.
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Podobnie jak dla funkeji cigglych, przyjmujemy dla dowolnych fun-
keji catkowalnych wzory (2) 1 (8) i dowodzimy twierdzen 1, 2, 6, 7 1
8 NoII. Zamiast wzoru na warto$é srednig (II, 9) mamy dla dowolnych
funkeji catkowalnych podwdjna nieréwnosé
b

(85) mb-a)s | f@)de=M® - a),

a
gdzie a<b 1 gdzie M i m oznaczajg kresy gorny i dolny funkeji fw
przedziale ab.

Dla dowolnych funkeji catkowalnych twierdzenie II, 10 o rézmica-

kowalno$el funkeji g () =ff(t) dt nie zachodzi. Mozna jednak udowod-
a
nié, ze funkeja g(x) jest ciagla.

Istotnie, oznaczajac przez M kres gorny funkeji |f(z)| w przedziale
ab, mamy (na mocy wzoréw (33) i (385)):

z+h x z+h
g<x+h>—g<x>{=lff(t)dt—ff(t)dtl=|ff<t>dtlélh[-M,

skad lim g(z+ h)=g(x).
h=0

Zadania do § 10

1. Dowiesé, ze | cos™» dz = | sin™z dz.

v ovtienys s 3 (o) (3)+5(5) - g ()
1

O% ol
O\‘\ ol 4

(Zastosowaé do catki f (1-2*"dz podstawienie z = cost).
b

3. Wyprowadzi¢ wzér (Cavalieriego)
N i P i 1
lim

ne=co pmtl “Tmrl’
1
postugujac sie ca/lkadfxmdx (por. tez zad. 2 1 8, §1).
0

icm
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4. Obliczyé¢ lim = L +.o..+ L
n=w \M2+12 nt + nt
. . 1
catkujge funl .
( ujgc funkeje 1+$2)
5. Dowiesé, ze lim L + L +..t L) log 2.
n=w \1+1  n+2 7 2n

6. Podaé¢ interpretacje geometryczng statej Eulera (por. § 7, zad. 18)

n

: 11 1 L : '
C=1lim (1 +s+z+...+=—-log n), opierajac sie na réwnoémf@: log n.
n=co 2 3 n x
1 2
7. Dowiess, ze rsnz iz = 2.
1+ cosiz 4
0

Rozlozy¢ przedziat catkowania na polowy i w drugiej calce podsta-
wié = n—1).

8. Dowiesé, ze | log sin z dz = — g- log 2.

o\ tor g

jid
2

1y

in 2
su; xdx).

ol
rOF R

(Dowieéé najpierw, ze | log sin x dz =| log cos z dx =% log
‘ g

O\

9. Zmalezé diugosé tuku paraboli o réwnaniu y = z® zawartego mie-
dzy punktami o odecietych 0 i a.

10. Dana jest elipsa o mimosrodzie e i o wigkszej osi o diugosei 2.

Wyrazié jej obwdd przez szereg potegowy wzgledem e.

11. Kolo o réwnaniu (z—a)®+y* = 12 polozone na plaszczyznie XY
dokonywa obrotu (w przestrzeni) dokota osi Y. Obliczyé pole powierz-
chni otrzymanej w ten sposéb bryly, tzw. torusa (przyjmujemy a> ).

12. Obliczyé pole wspdlne] czesci kota o promieniu 7 i wspétérod-
kowej z nim elipsy o osiach a 1 b.

18. Obh'czyég z dokdadnodcig do 5 znakéw dziesietnych, stosujac
1

wzdr Simpsona do catki j a5
0

14 2%
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14, Wykazas, ze wzér (19) Simpsona daje pole z dokfadnoscig do
M(b-a)
576

Aby to wykazaé, wprowadzi¢ funkeje pomocniczg:

, gdzie M oznacza kres gérny |f”(x)| w przedziale a=2=b.

c+1
o0 = [ flydn—g] fe-n+ 0+ flewd |, girio 0= 552,
c—1

1 wyprowadzié merdwnoéc‘—% 2M=g"(@) = l—g—, 2M. Przez catkowanie
te] nierownosgel dojé¢ do zadanego wyniku.

15, Udowodnié nieréwnosé Schwarza dla calek:
b

b b
( f f(z) 9() dz) = f () da - f 93 (%) dx .

a
b

Skorzystaé z nieréwnosci f[f(x)—l-c- g(x)r dxz 0, ktéra zachodzi dla

a

kazdego e.

16. Podaé wzér na promied krzywizny w punkeie z,y dla naste-
pujacych krzywych:

. X . z? oy
1) hiperboli zy =1, 2) elipsy i i 1,

7 8) paraboli y = 4pz?,

4) hipocykloidy xi—l—y%:aﬁ, 5) krzywej y =

17. Wyznaczyé punkt na krzywe] wykltadnicze] y = ¢, w ktorym
krzywizna jest najwieksza.

18. Dana jest hipocykloida z zad. 16, 4). Obliczy¢ jej dtugosé, po-
le obszaru przez nia ograniczonego, objetosé i powierzchnie figury
obrotowej, otrzymanej przez jej obrét dokola osi z-6w.

19. Uklad funkeyj fi,..., f, nazywamy liniowo niezalesnym, jesli
nie istnieje ukiad n statych ¢, ..., ¢, (z wyjatkiem ukladu ztozone-
go z n zer) taki, aby rdwnosé

efr(@)+ ...+ cnfn(m) =0
zachodzila przy wszelkie] wartosel «.

Udowodnié, ze na to, aby uktad » funkey] fi,..., fn clagtych

icm
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w przedziale ab byt liniowo niezalezny, potrzeba i wystarcza, aby zacho-
dzita nierdwnosé

b
gdzie a, = f]‘h(m) f,n(%) de.

(Skorzystaé z warunkiw rozwigzalnogei ukladu n réwnaih
g%y + oo+ Q@ =0 (k=1,2,..., )
o n niewiadomych)-

20. Uk?tad skonczony lub nieskoticzony funkeyj fi, fs, ... nazywa-
my ortogonalnym, jesli speinione sg warunki (w rozwazanym prze-

dziale ab):
H = 0 dla k & m,
f £(@) [ @) do {
s =0 dla k = m.

Podaé przyklady uktadéw ortogonalnych w obrebie funkeyj trygo-
nometrycznych.

21.* TUdowodnié, ze wielomiany (tzw. wielomiany Legendre’a ) okres-
lone przez wzdr
1 d'at—1)"

) = 2"n!  dz"

tworzag w przedziale —1, +1 uklad ortogonalny.
’ +1

Udowodnié najpierw, ze jesli m<mn, to f w, (@) -&™ dz = 0.
a

§ 11, Catki niewlasciwe i ich zwigzek z szeregami nieskohezonymi

1. Catki o nieograniczonym przedziale catkowania. Niech dana be-
dzie funkecja ciggla y = f(®) w przedziale nieskoficzonym %2 a. Wéw-

1 A, Legendre (1752—1833) — wielki analityk francuski.
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czas dla kazdego zZa istnieje catka f f(e) de. Jezeli istnieje

li_m F(z), gdzie F(z) = f f(2) da,

=]

to granice te oznaczamy symbolem f f(x)dx 1 nazywamy calkg nie-
a

wlasciwa, funkeji f od a do co. Przy zatoieniu, Ze granica ta istnieje,
mamy wiec

1) / flw) de = lim | f(e) de.

a
Méwimy tez w tym wypadku, ze catka niewladciwa jest zbiesna.

=0

Jezeli lim f fé)dz = oo (lub —o0), to piszemy f fx)ydz = co (lub
a e

- 00); méwimy wowczas, ze catka jest rozbiezna do + lub — oco.

Analogicznie okreglamy:
a

a © (4] ©
) j f(z)de = lim | flz)dz oraz f flz)dz = f f(z) dz + J fz) de.
—00 —oo —c0 0

T=-—c0

Na mocy definicji

f@) dz = lim [F(x) - F(a)] = lim F(z) - F(a),
r=0oa =00
a
gdzie F' oznacza funkcje pierwotna funkeji f£.
dx 1™ .1
Np. —=|-=| =-lim = =
P - [ xL 7151._120 +1=1
1 .
Calka ta jest wige zbiezna. Ogélniej: dla s>1 zbiezna jest catka
Fde 1 [171° 1
3 —= — | — = —_—
( ) x&‘ 1-g {xs—l}l S —

Natomiast dla s=1 otrzymujemy catke rozbiezng do oo :

(a0}

C)) f%:[log xf:oo.

1
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Przykiadem calki nie posiadajgcej ani skoiczonej, ani mieskonczonej

o0

granicy jest f sinz dz. Nie istnieje bowiem lim cos z.
5 T=00
W tym ostatnim przykltadzie istotne jest to, ze funkcja podcatko-
wa przyjmuje zaréwno dodatnie jak i ujemne wartoscl. Zachodzi bo-
wiem twierdzenie:

(=]
)

1. Jesli f(z)=0 dla zZa, to catha J f(@) dx ma bad# warto$é skoi-

a
czony, bad# nieskoliczong (w zalesnoéct od tego czy funkcia F(x) = f f(2) dz
[

jest ograniczona, czy nieograniczons w promieniu x 2 a).

Istotnie, funkcja F(z) jako funkeja niemalejgca posiada granice
lim F(z) skonczong lub nieskonczong, w zaleznosci od tego czy fun-

=00

kecja ta jest ogramiczona, czy nieograniczoma (por. § 4, VII, 1).
Tw. 4, §4, VII pocigga za soba natychmiast twierdzenie naste-
pujace:

2. Na to, zeby calka f fx) dzx byte zbieina (do granicy skoticzone)),
a

potrzeba i wystarcea, aby do kasdego e>0 istniato takie v, Ze warunki
z>r 1 x'>7r pociagajy 20 Sobg mierdwnosé

Iff(z)dz|<s.

Istnienie bowiem granicy lim F(z) réwnowazne jest istnieniu dla
=00

kazdej liczby >0 takiej liczby r, ze |F(z)—F(x')|<e, oile tylkoz>r
oraz & >r. Poniewaz za$

Fx)-F(2) = ‘f - f(z) dz, przeto i f f(2) dz | <e.

Geometrycenie cakke f f(z) dz interpretujemy podobnie jalk catke
a

w granicach skoficzonych: jedli f(#) =0, catka ta oznacza pole obszaru
nieograniczonego ztozonego z punktéw 2,y takich, ze 22ai 0=y =f(z).
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II. Catki funkeyj nieokreslonych w jednym punkeie. Niech dana
bedzie funkcja ciggla w przedziale a =2 <D (przedzial pozbawiony pun-
ktu b). Dla kazdego z speltniajacego powyzszy warunek istnieje wige

g=h—

catka oznaczona f f(2) dz. Jezeli istnieje granica lim OF (z), gdzie
a

x b
F(x) =ff(z) dz, to granice te oznaczamy symbolem f f(x) dz, jak w wy-
a a
padku rozwazanym w § poprzednim, mianowicie gdy funkeja f(x) jest

okreslona i ciggla w calym przedziale a=z=b (wraz z kodcami). W
tym ostatnim wypadku definicja podana w § 10 (wzdr (1)) jest zgodna
- b

z definicjg symbolu f f(x) dz obecnie podang. Inacze] méwigc: jesli
a

b
funkeja f(x) jest ciagla w preedziale a=z=Db, fo calka f f(x) dz
a

(w sensie definicji z § 10, wzor (1)) spefnia warunek
2 ]
®) J f(x) dz = lim F(x), gdzie F(x)= f f(2) dz.
z=p-0
a a

Roéwnodé ta bowiem oznacza, ze F'(b) = lim F'(z), tzn. ze funkeja F'(z)
a=h—0

jest ciagta w punkeie b (lewostronnie); to za$ wynika z tw. 10, § 10
(uwaga 2°).

Calke funkeji f(z) okreslonej w przedziale a =z <b nazywamy calks
niewlasciwg (drugiego rodzaju). Jesli ta catka istnieje, tj. jesli istnieje

lim F(x), to mowimy, ze catka jest zbieéna.
z==b--0

Jezeli {funkeja f(x) jest okreslona i ciggla w.przedziale a<x=b, to
b b b
catke [f(x) dz okreslamy analogicznie: { f(x) dz =lim ff(z) dz.
Y A :c=a+0z
Ogoélniej: jJesli funkeja f(x) jest okreslona i ciggla w przedziale

[
otwartym a<xz<b 1 jesli zbiezne sg catki niewlasciwe f f@)da i
' 3

icm
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b

‘J f(z) dz, gdzie ¢ jest dowolnym punktem przedzialu a <z <b, to przez
[ b

catke f f(2) dz rozumiemy

b c b
(6) f f(@)dz= f f(z) de+ f f(z)dz.

Yatwo sig przekonaé, ze suma ta nie zalezy od wyboru punktu c.

Jeszeze ogdlniej: jezeli funkeja f(x) jest okreslona 1 ciggla w prze-
dziale a=x=b poza skorczong iloscig punkidw (w ktérych jest nieciggla
lub nieokreslona), to przez catke (niewlasciwa) funkcji f w tym prze-
dziale rozumiemy sume

b ay ag Ay
) ff(w)dm=ff(x)dw+ff(w)dx+...+ [ () de,
a ap ay “n—i

gdzie a=ap<ay<Op<...<0,=0b, przy czym ukiad tych punktow obej-
muje wszystkie punkty, w ktérych funkeja f jest mnieokreslona lub
nieciggda.

h
Catka f f(x) dz jest wigc zbiezna, Jesli wszystkie catki wystepujace
a

po prawe] stronie wzoru (7) sg zbiezne.
1. Jeseli funkeja f(x) jest ogramiczona ¢ poza skoticzong, ilodcig pum-
b

ktow preedziodu ab jest okresloma i ciagla, to jej calka J f(x) dx jest
@

zbieina.

Ze wzgledu na wzory (6) 1 (7) wystarczy twierdzenie to ndowodnié
dla szczegdlnego wypadku, gdy funkcja f jest okreslona i ciggta dla
a=z<b.

Zauwazmy w tym celu, ze na zbieznosé calek niewlasciwych dru-
giego rodzaju istnieje warunek konieczny i dostateczny, analogiczny do
warunku podanego dla catek niewtasciwych pierwszego rodzaju (N°I, 2):

b
2. Na fo, seby calka f f(x) dx funkeji okreslonej © ciaglej dla a<x<b
a

byla zbieéna, potrzeba i wystarcza, aby dla kaidego e>0 istniato takie
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80, se warunki 0<b—-x<610<b—ax'<4 pociagajg 26 sobg nierdwnosé

(8) ‘ f f(2) dz

x

Istotnie, ktadac F'(z)= f f(z) dz, wnioskujemy z tw. § 4, VIIL, 4, ze
a

< é&.

istnienie granicy lim F(x) réwnowazne jest nieréwnosel | F(x) - I'() | <e
z=b—0

(gdy = i 2" spelniajg wymienione warunki). Lecz

F (@) - F &) =ff(2) dz,

skad wzdr (8)- .
Przejdzmy teraz do dowodu tw. 1. Nalezy wige dla danego &> 0 zna-
lezé takie 6> 0, zeby warunki 0<b—z<d 1 0<b—z" <4 pociggaly za

sobg nieréwnosé (8): .
7 zalozenia funkcja f(x) jest ograniczona w przedziale a =z <b. Ist-
nieje wiec taka liczba M, ze M>|f(x)| dla kazdego x rozwazanego

przedziatu. Polézmy 6:%. Otoz

‘ f f(z) de
i &

za$ 7 nieréwnosei 0 <b—x <68 1 0<b -2’ <0 wynika, ze [x—x'|<(5=ﬂ,

<|z—a'|M,

skad zgdany wzér (8). o

Tw. 1 jest w ten sposéb udowodnione. Pojecie c?mlki niewl'aémweJ
pozwala wigc na uogélnienie pojecia catki oznaczone] na .funkc.]e ogra-
niczone, posiadajgce skonczong ilogé punktéw niecigglosei.

{ 1
do 1 [ . ]1 1 fdﬁ
PR — = — dla« s<1. ) .
Przyktady. 1) fms 1_3{ Ry 0 7 =
0

1
2) f sinldm istnieje na mocy tw. 1, funkcja podcatkowa bowiem
z ,
0

jest ciggla i ograniczona dla 0<z=1.

1
8) Podobnie istnieje catka f Enx_a: dz. W tym wypadku uwazamy

0

icm
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catke za pozornie niewtasciwg; wprawdzie funkcja podcatkowa nie jest
okreslona w punkeie 0, posiada jednak w tym punkeie granice; przyj-
mujge te granice za wartosé funkeji podeatkowej w punkeie 0, mamy
do czynienia z calky oznaczong (funkeji ciggle]) w zwyklym sensie.

4) Analizujac definicje catki (niewlasciwej) funkeji f(#) ciaglej
1 okreslonej w przedziale otwartym a<z<b widzimy, ze catke te
mozna okreslié jako réznice F(b) — F(a), gdzie F(z) jest dowolng fun-
kcja ciggly w przedziale domknigtym a=<x<b i spetniajaca warunek
F'(2) = f(z) w przedziale otwartym a<xz<b (oczywiscie o ile taka
funkeja F' istnieje).

r .
r dx
Np. catka f W;__x—g wyrazajgca diugodé pétokregu o promieniu
—r

Jest catky niewlasciwg (mianownik funkeji podcatkowej znika w kon-
cach przedzialu calkowania). Poniewaz jednak funkcja pierwotna fun-
keji podeatkowej, tj. F(z) = —r arc cos(z/r) jest ciggla w calym prze-
dziale —r=z=r, wartosé rozwazane] calki wyraza si¢ (podobnie jak
w przyktadzie rozpatrywanym w § 10, V) przez réznice F(r)—F(—r)=ar.

Uwaga. Colka niewtasciwa funkeji ograniceonej i ciaglej poza skos-
czong, ilodcia, punkiow jest identyczna z calk Riemanna tej fumkefi.
Ze wzgledu na twierdzenie o podziale przedziatu catkowania, dowéd
redukuje sig do wypadku, gdy funkcja f jest ciggla w przedziale
a=xz<b. Ze wzglgdu za$ na cigglosé catki Riemanna traktowanej ja-
ko funkecja gornej granicy catkowania (ob. § 10, XI), catka Riemanna

&

funkeji / w przedziale ab réwna sig lim

z=h—!

)
flz) dz, tj. = f f(@) dz

a

z b
(symbolef i fuz_‘yte sy tu w sensie definicji § 10, I1§ 11, II).
a a

ITI. Wzory rachunkowe. Niech funkcje f{z) 1 g(x)bedg ciagle i okre-
¢lone dla a=x<¥b, przy czym b moze oznacza¢ co. Zalézmy, ze calki
b b
(niewlasciwe pierwszego lub drugiego rodzaju) f flz)de 1 f g(x) dz sa
a a

zbiezne. Wzory 11 2 § 10, IT pozostaja wowezas w mocy. Bowiem
b

f [f (=) ig(x)] dz = E:I?f [f (@) g(x)} dz =‘

a a
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-2 4 2 b bj
= 1im f flx) dxj;liin f ¢(z) doe = f f(z) dx :J:f g(x) dz.

Analogicznie dowodzi sig, Ze zachodZL wzér 1L, 2 (§ 10, II).
Wzor na catkowanie przez czesel (tj. wzér 3) réwniez pozostaje
w mocy, gdy przyjaé, ze f(b)g(b) oznacza lmc; 1) g(@).
P

Podobnie, jesli przez f(b) oznaczyé lim flz) (przy czym zardwno b

jak i f(b) mogg byé = 00), to wzér 4 na cal(kowanle przez podstawie-
SO

f 9(y)dy mamy

nie zachodzi. Bowiem przy zalozeniu zbieznosci calki
‘ fla

@

4
[ gfpe] reraz =1m [ g]fw)] e as -
’ J@) a?/ Q)

= hm f 9@ dy = hm) f 9(y) dy = f g(y)‘dy

= f 0! o _ _
ze wzgledu na cigglosé catki traktowanej jako funkeja gérne] granicy

catkowania (§ 10, II, 10).
Jezeli zatozyé scisly monotonicznogé funkeji 7, to zbieznosé calki

b J)
f g [f(m)] 7'(z) dz pociaga za sobg zbieinosé catki f g(y)dy. Poprzed-
a Ja)

nio ndowodniona zaleznosé daje sie wiee odwrdcié; ze wzgledu bowiem

na réwnosé lim h(y) = b, gdzie h(y) oznacza funkcje odwrotng wzgle-
y=f

dem f(z), poprzedmie rozumowanie réwniez w odwrotnym kierunku

daje sie przeprowadzic.

Inne wzory rachunkowe: wzér 5 o podziale przedzialu catkowania
oraz wzory 6—8 réwniez z Yatwosclg daja sie wogdlnié na catki nie-
wiasciwe.

Uwaga. Niech funkcja [ bedzie preedeiatami ciagla w przedziale
ab. Zmaczy to (por. § 5, I), ze istnieje taki uklad punktéw

Gp<y<ay<...<a, gdzie gy =aia, =b,
ze funkcja f, okreslona przez warunki
fk(x) = f(2) dla Ay 1 <Z<0qy, fk(ak_l) = f(ak_1+0) L fk(ak) = f(“k’_ 0)

Jest ciagla w calym przedziale a, Sz =a, (k=1,2,..., n).

icm
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Mamy wdéwezas
f fz) dz = Z’ J fz) dz = f f() dz.
‘”k~1 ak—l
ag
Opierajgc sig na tej réwnosei i bioraec pod uwage, Zef 1) dz
ap—1

jest catky wlasciwg, z tatwosciy stwierdzamy, ze wzdr na catke sumy
pozostaje w mocy, jesli funkcje f i g sa przedziatami ciggle oraz ze
wzér na catkowanie przez podstawienie obowigzuje przy zatozeniu,
ze funkcje g [f(x)] i f'(x) s przedziatami ciggte.

IV. Przyktady. 1) Aby obliczyé¢ calke { m , podstaﬁviamy
z = tg ¢. Poniewaz tg 0 = 0 oraz lim tg t = 00, przeto
="
2
dgt . I
f fcosmt L% gt = | costntt dt =
(1+2%)™ dt
0 0
_ 1. c(@n-3)=n
=5 Gn %32 dla n>1 (por. § 10,1, 5)).
Te samg catke obliczyé mozna stosujge wzor rekurencyjny (§ 9, 111,
5, 2):
”‘ dz. 1 ‘>n 3
J @+zd"  2m-2 (l+z2)“"1 2n—2 f (1+x gyt

i biorge pod uwage, ze

z @ rodz =
——————| = 0 oraz { 5 = [arc tg x} = /2.
[(1"'”52? IL § L o
2) Aby udowodnié zbieznodé calki f sin wdm zastosujemy drugie
0

tw. o wartosci éredniej (§ 10, VII), biorac pod uwage, ze funkcjaé

Jjest malejaca. Otrzymujemy
Kuratowski, Rach. réin, 1 catk. 14%


pem


210. ROZDZIAY IV. Rachunek catkowy jednej zmiennej § 11
b 3 b
sin z 1 . 1 .
f d:c:~—fsmxdx+~fs1nxdx.
x a b
a a g

Niech dane bedzie £>0. Nalezy okredlic takie r, #oby warunki
b>a>r pociggaly za soba (por I, 2):

‘fsmzv

v

Otoz

fsinacdx ’ =2, a wiec f——Adx ‘é‘l(—l—+1)<é<é.
: z a b] a r
w
4
Wystarczy zatem przyjaé r =
Zauwazmy jeszcze, Ze
T /3 . o«
) lim f SIOAT G = f S0 @ 0).
n=00 T z
0 0
Podstawmy bowiem y=nz. Otrzymujemy
a . na .
@ fsm n% f sin y dy,
z Yy
0 0
na | C I
zas limfsmydy=fwdy, bo limna = oo.
n=co Y Yy Nn=00
(4D
sin

Uwaga. Potézmy I,,= f

nw
Jest to szereg naprzemlen_ny (co datwo tez geometrycznle zilustrowad

dx. Mamy wngcf——d = Z'In.

n=0
na wykresie funkeji y= ) o sktadnikach malejgcych (bezwzglednie)
1 dgzacych do 0. Istotnie, podstaw1a]@c Y= —nm,, mamy

T

In___f____sm y+nm) dy = ifﬂl—l——y— ay orazf Sy dy f siny dy=7F Ip—1.
4 Y+nm p Y+nm : y+nm y+(n-1)z

Stad z fatwoscig Wynika, ze dla kazdego a>0 zachodzi wzor

E

s]n .‘ZU | {

©")

icm
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Wzor ten w zestawieniu z (97 daje

a T
©") lfsmn:cdxléfsmxdxl
x x
0 0 \

3) Podobnie jak w przykladzie poprzednim, dowodzimy zbieinosci

calki (Fresnela stosowane] w optyce) f sin (2®) do, nie znajac cadki

nieoznaczonej. Przez podstawienie 2®=% otrzymujemy

[==] [o=]

[ sin (z%) dz = 1 Sl;tt dt.

Stosujac do ostatniej catki IT tw. o wartoscl $redniej, znajdujemy

: t
’ sin

d fsmtdt-{— fsmtdt
y Va, Ve

a

X

i rozumujac jak w przyktadzie poprzednim, dowodzimy zbieznosci cadki

[s o) 0
sin ¢

f ——-dt. Tym samym zbiezna jest calka f sin(z®) dz, a wiec 1 catka

Vi

=) 1

f sin (z?) dz, poniewaz calka f sin (z®) dx jest catks wladciwg.

(o]

wdm. Udowod-
z

4) Udowodniliémy poprzednio zbieznosé catki

nimy obecnie, Ze

sin z 7
dax =—.
19 f x 2

o i2

Na mocy (9) ‘ % iz =1lim f SIm % g
. n=co X
0

x, skad

=]

. w2
[sm x s = limfsm @n+ )z do
o x* n=co, X

0 0
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/2 9
. . 4 1
Te ostatnig catke sprowadzimy do catki f Eiw dz, ktorg
sinz
najpierw obliczymy. Wykazemy mianowicie, ze
Tsin @n+1)
sin 2n+ 1)z 7
(11) f ——dx=—.
sinx 2
0
Istotnie, ze wzoru (ob. § 1, (2))
. 2n+1
L sin —1
§+cost+cos2t+...+cosnt= ;
2 sin 5

sin @n+ 1)z

wynika, Ze - =1+2cos2z+2cos 42+ ... + 2 cos 2nx, skad
sin x
w2 o 1 72 /2
s
Mdm=f+2l cos2xdz+...+2 | cos2nzdr=",
smx 2 2
0 0 0

poniewaz wszystkie calki wystepujace w srodkowej czesei tej podwdjne]
réwnosci znikajg.

Wzér (11) jest wige udowodniony. Pozostaje do udowodnienia, ze

/2
Hm] [sin (2.71,+ )z sin(2n+1) x] d =0,
=0, sin z z
0
/2
t}. ze lim z sIn@2n+1)xdz=0. Otéz ta ostatnia réwnosé jest

n=eo / gxsinz
0

bezposrednig konsekwencjg udowodnionego przez nas wzoru (§ 10,11, 3))

=2
lim | f(z)sin na dz =0,
7%=00
0
w ktérym podstawiamy
flz )—w dla >0 oraz f(0)=0.
zsin z

Tak okreslona funkeja f jest ciggla, bowiem lim £ S %

- =0 (por. § 8,
z2=0 Z8InZ
II1, (187)).

icm
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a
5) Calka Dirichleta: [ f@ ST e, Udowodnimy, ze jesli funkcja
. z

f jest monotonicena i f° cioqg%a w przedziale 0=z =a(a>0), to

(12) lim f(x) sin e

n=oo

d Zz = Ef(o).

Niech dana bedzie liczba e>0. Dobieramy ¢ w taki sposdb, aby
(138) | f(e)—f(0)|<e oraz O<e¢<a.

sinnz
d

[
Aby oszacowad réznice f f (@) z — gf(O), potézmy

(14) f £z 22

i oszacujmy kazdy z dwoch sktadnikow prawej strony z osobna.

0

Do pierwszego sktadnika mozemy zastosowaé drugie twierdzenie o
wartosci $redniej ze wzgledu na to, ze funkeja g(z)= fl&)—1(0) jest
monotoniezna. Otrzymujemy, biorge pod uwage, ze ¢(0)=

4

f -] 224

0

0=¢,=c.

' csinnx
=[f(c)—f(0)Jf " &,

E%

(4 T
Na mocy (97) ( f S nw dxlg 2 J ST . Nieréwnogé ta w zestawieniu
z z

n

z nieréwnoscig (18) daje

(15) l f (&) -] 2272 2y
xX
0

z -
Sin x
égaf dx.
x
0

Aby oszacowa¢ drugi sktadnik wzoru (14), zauwazmy, Ze na mocy
wzordw (9) 1 (10)
c
limJ ST =T

n= @ 2
0
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A zatem dla dostatecznie duzych n mamy

4
sinnx 7
dr——|<e
(16) ‘f z 2
0

7 oszacowat (15)1i (16) wnosimy natychmiast na podstawie réwnodei
(14), ze zachodzi wzlr

lim f (x)

n=00

0

sin m:

dz=_(0).

f(

Zarazem zastepujac we wzorze § 10, II, 8) f(2) przez — i bierac

pod uwage, ze 0<c¢<a, otrzymujemy
a
v
lim | f@)—— sins =0.
Nn=co
4

7 zestawienia dwoch ostatnich réwnosel otrzymujemy wzér (12).

Uwaga. Wazér (12) pozostaje w mocy, gdy zastgpié zalozenie cigg-
odci f i monotonicznodei [ przez zatozenie stabsze, mianowicie przez
zaXozenie, ze funkcja [ jest preedeialami ciggla wraz ze swe pochodna,
i preedziatami monotoniczna, réwnoczeénie f(0) nalezy zastgpié przez
Ff#+0) (w wypadku gdy funkc]a, f jest nieciggla w punkcie 0); tj.

sin mc

an lim | f(z)
n=oo 4
Istotnie, zatozenie nasze oznacza (por. § 5, I), ze istnieje taki ukiad
punktéw 0=a <a <@y<..<Q,=0, %6 dla kazdego k=m funkcja f,
okreglona przez warunki
f@) =1 @ dla a,  <z<a, oraz fri@,_)=1(a,_+0), fu(a) =71 (a,~ 0)

jest ciagla wraz ze swa pochodng i monotoniczna w calym przedziale
=z=Za,
*

X = é‘ f(+0).

Cp1=
Stosujac twierdzenie o podziale przedzialu catkowania do catek

niewtagciwych otrzymuj emy

A

ff()smnwdx ffl()smmcd+ T+ ff()smmo

Ay —1

Stad lim f(m) sin ne

n==00 x

az = > lim f 1 (@) sinnz da. Stad za$ otrzy-
k=1 n=c Z
k—1
mujemy wzér (17), poniewaz z jednej strony na mocy (12)

icm
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0/1 X
i [ 7,62 4 71,00~ 100,

n=—co

L\D

za$ z drugiej strony na mocy § 10, II, 3) dla kazdego %>1 mamy

ar
lim f.@ )smnx dz=0
=00
& -1
ze wzgledu na cigglosé funkeji w przedziale a,  Sz=a,.

6) Ze wzoru (12) z ratwoscly wynika wzér nastgpujacy, ktéry inter-
weniowaé bedzie w teorii szeregéw Fouriera:

(18) lim f( )s nm:

n=co

0
przy czym o funkeji f zakladamy jak poprzednio, ze jest przedziatami
ciggla (wraz ze swg pochodng) i przedzialami monotoniczna.

O<a<m,

=*2—f(+0)

Wystarczy w tym celu zauwazy¢, ze jeéli 0=u<v<um, to

li_m {ff( )smm: ff( )smnxdm} lim f( ) wsmnmdw:O.

n==cw zsinz
Biorge bow1em pod uwage, Ze lim Z
=0 wsinz

ze z<m, mozna we wzorze § 10, II, 8) podstawié na miejsce funkeji

—sinz

=0 (por.§ 8,111, (18)) oraz

f(2) funkeje f(x) —sing
inz

7y Cotka Poisszmd1 f e do = 1/2_"
b

Zanwazmy przede wszystkim, ze stosujgc podstawienie z = z)n
otrzymujemy

oo [ee]

(19) f e de =yn f e de.

0 0
Aby te ostatnig catke mdc poréwnaé ze znanymi nam calkami

! Poisson (1781—1840) — autor licznych prac z rachunku prawdopodobieistwa,
mechaniki, fizyki i astronomii.
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1.8-..2n-8) «

1
2:4....-2n dz
20 1 — 23" - : - @
( )6[( @) d 3-5-_..-(2n+1)0ra§f(l+x2)1z 2.4....-(20n-2) 2

(por. § 10, II, (5) i przyktad 1)), zastosujemy podwdjng nierdwnosé

< 1
=142

1-22=e

ktéra wynika z nieréwnosel e’=1+¢ (ob. § 8, III, (13a)) przez pod-
stawienie f{=—2® oraz {=2° Mamy wiec

1
1— % n < —m:*s —_—
1—-2%)" =e = (1 +a2)"
(plerwsza nieréwnosé dla |z |=1), skad

1 =)

1 o)
" dx
1-28)"dz §f % g Sf T e < | .
0f( ) 0 ) ac_o e w_( REPEE

Uwzgledniajge wzory (19) i (20), wnosimy stad, ze
— 2:4-...-2n —a? 1:3-...-(2n-38) = _—
N —————— = Tdps — .2
/ 3-5-.-..-(2n+1)—0fe Y=9a. @2 5n
Oznaczajgc przez a, lewy czlon tej zaleznoscl, za$ przez b, czlon

prawy, mamy a, = | ¢®de=0, dla kazdego n=1,2,...

0
Zarazem na mocy wzoru Wallisa (§ 10, IX, (20)):

}/_;j.—_—lim ¢, gdzie ¢ =—:_u
2 n=w " " 2fm 1.3....(2n-1)

A zatem a =c, - 2n+1i poniewaz ciag {¢, } jest, jak fatwo spraw-

dzié, malejacy, wiec ——5— <¢,, tj. g< 2¢?, skad

~1:3-...-(2n-3) 2n
b = LA b > V'L R
n-V”2-4-._.-(2n—2)2n n p—1"

‘W rezultacie dochodzimy do wniosku, ze:

-]

2n

. < —a? 2n

- 2n+1=fe WEon G
0

icm
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o0
. . 2n . 2m — . Vo
a poniewaz lim ——=1=lim —— eto Y de=1lime¢ ="—
P i gy P fe T= T
o

oo

V. Funkcja Eulera IYz) =f t* et dt, #>0. Caltka ta dla r<l1
0
posiada obie osobliwosci: jest bowiem catky w nieskonczonym prze-
dziale calkowania, a ponadto funkcja podcalkowa dazy do oo, gdy ¢
dazy do 0. Aby wykazaé je] zbieznosé, rozfozymy jg na dwie calki:
1

o0

21) f t*Letdt oraz ‘J et dt
v 1
i udowodnimy zbieznogé kazdej z mnich z osobna.

Aby udowodnié zbieznosé pierwszej z tych catek, zauwazmy, Ze
1

0<t* ¢t <¢®, poniewaz ¢>0. Poniewaz za$ catka f = dt jest
0
Zbieina ze wzgledu na to, ze 1—z <1 (por. IT, 1)), wnosimy, ze pierw-
sza z cakek (21) jest zbiezna.
Zarazem
. t:c-x‘l 1 . z+1
et = . = oraz lim

2
et l=cc &

— =0 (por. § 7(15a)),

—t

— 1. ..
a zatem dla dostatecznie duzych ¢ mamy & lef< Bl zbieznos¢ dru-

o«

giej calki (21) wynika ze zbieznosei calkif% (ob. (3)).

1
W ten sposéb zbieznosé calki I'(x) dla kazdego z>0 zostala udo-
wodniona.
Wykazemy obecnie, ze dla naturalnych » zachodzi wzdr

(22) I'(n) = (n-1)!

Stosujemy w tym celu do catki I'(z) przy z>1 wzér na catkowa-

nie przez czesci:
(=]

—t ) = P
@23 TI'@=- f t’“—l%—dt =—[t”‘1 e"t] +(@z-1) f 2t At =
o .
0 0
=@—-1)I'@-1).
Stad wyprowadzamy przez indukeje wzér (22), opierajac sig na réw-
nosel
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oo
I =,fe“ﬁ 0!
0

Poissona jest
1 podstawienie ¢

Zauwazmy, ze rozpatrywana w NO I,
wartogel funkeji I' dla z = 1/2. Stosujac
znajdujemy

l wg____t [s] B I—-
24) r(§)=fﬁ dt =2 fe |
0 0

VL. Zaleznosé miedszy zbieznodeia catki a zbiez “gqu  nie-
skoficzonego. Twierdzenie Cauchy - Maclourina. Nie.. f(x),
zZa, bedeie ciggla, malejaca i dodatrnia. Wowczas warun..

aym ¢ dostatecznym zbieinodei catki f (%) dx jest zbiesnosé seereg-.
o

o
skoriczonego Z f(a +n).
n=1

Z zalozenia fla+n)=E flx) Efla+n—-1) dla a+n-1Z2 = a+n
A zatem

a+n a+n a+n
f fla+n)ydx=s f flz) dz= f fla+n-1) dz,
a+n~—1 a+n—1 a+n—1
tJ a+n s
fla+n) = f@)dz=f(a+n-1).

a+n—1
Oznaczajac przez S, sume czesciows szeregu z fla+m), tj.
=1
| asn
S, =fa+1)+...+fla+n), mamy wiec S, éff(a:) dz =S, | +fa)

a
Jezeli przypuscimy, ze calka jest zbiezna, to wnioskujemy stad, ze

(e ]

szereg rozwazany jest ograniczony: §, < f flx) dz, a zatem ze jest

) a
zhiezny (jako szereg o wyrazach dodatnich). Odwrotnie, jesli zalozyé
zbieznosé szeregu, to mamy

a+n ‘

flz) dz = 20 fla+m) dla kazdego .
m=|

a
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&
Stad f f@) dz < 3 fla+m) dla kazdego x; oznaczajgc bowiem dla
m=0
a

danego 2 przez n taka liczbenaturalng, Zze z<a+n, mamy

a+n

f flz) dz = f fz) dz = );’:) fla + m). Funkcjaff(t) dt jest wiec ogra-

niczona i w konsekwencji catka f f(z) dz jest zbiezma (por. I, 1).
a

Uwagi. 1) Zedozenie, ze funkeja fiz) jest dodatnia, mozna W po-
wyzszym twierdzeniu pomingé. Jegli bowiem funkeja malejaca jest
ujemna, to zaréwno calka jak i szereg rozwazany sg rozbiezne do —oo.

2) Jesli catka f flz) de funkcji malejgcej jest zbiezna, to jak widad
a

natychmiast, lim f(z) = 0. Je§li jednak funkcja nie jest malejgca, to

T=00
calka moze byé zbiezna, mimo ze réwnosé ta nie zachodzi. Swiadezy
o tym przyktad rozwazany juz przez nas w N0 IV, 8) catki f sin(z®) dz;
o

catka ta jest zbiezna, za$ granica sin(z%), gdy =z dazy do oo, nie
istnieje.

Mozna nawet powyzsza osobliwodé zaostrzy¢, zakladajac, ze flx)20.
Zbudujmy mianowicie cigg nieskonczony trojkatéw réwnoramiennych o

AL

Rys. 16

~

0o

. e s 1
wysokosci 11 majgeych jako podstawe kolejno odeinki: (0, 1), (1, 1§>.

ey (n, n+§1;),... osi #-6w. Niech y = f(z) bedzie wykresem Yamane]
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nieskoticzone]j ztozonej z bokéw tych tréjkatéw (rézmych od podstaw)
oraz z odcinkéw osi z-6w, Igczacych kolejne tréjkaty. Obszar zawarty
pomiedzy tg tamana a osig z-6w jest wigc ztozony z powyzszych trdj-
katéw; pole jego jest zatem sumg ich pdl, .

©

1 1 1
ff(x) dz = §+Z+...+§7—LI‘1‘+...+=‘ 1.
D +

Zarazem lim f(z) nie istnieje.
2 1
Preyktady. 1) Szereg {(s) = 21 e Jest zbiezny dla kazdego s>1.1

n=.
(e

. dz
Bowiem catka f;; jest zbiezna (ob. I, (8))
i

2) Szereg 7:52 w Jest zbiezny dla s> 1, zas rozbiezny dla s=1.

oo

i d
Aby to udowodnié, wezmy pod uwage catke f ;(]_o:;c—);' Otéz

2

IJ:L_ _ [‘Z log z 1 1
z(log z)” (logz)® 1-s (og ) dla s> 1.

o

dz _ 1
z(logz)®  (s—1)(log2)*~ Y

Poniewaz lim (logz)"™ = oo, wiec /
T=00 g
Na mocy tw. Cauchy-Maclaurina wnosimy stad, Ze szereg nasz jest

dla s>1 zbiezny. Natomiast dla s = 1 szereg ten jest rozbiezny, bo-

wiem
T odw dlog z
./{ z log x =f logz ~ logdlog 2),

co ze wzgledu na réwnosé lim log(log #) = 0o pocigga za sobg roz-

o0

bieznosé calki f dz_
J zlog z
g
3) Podobnie mozna dowiess, ze calka J a jest
z(log z) [log (logz)]°

zbiezna dla s>1, za§ rozbiesna dla s = 1 (a dostatecznie duze). St@d

! Funkecja {(s) (Riemanna) posiada waZne znaczenie dla Teorii liczb.’
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. . s 1
za$ wynika, ze szereg nfkn(bgn) [log (log n)]

; jest zbieiny dla s>1
i rozbiezny dla s = 1.
Ogélniejsze wyniki otrzymuje sig rozwazajac iloczyn n kolejnych
iteracji logarytmu, z ktérych ostatnia podniesiona jest do potegi s
(w poprzednim przykladzie n = 2, zerowa iteracja = z).
Prowadzi to do dalszych typéw szeregéw zbiezmych oraz do ciggu
nieskoriczonego coraz wolniej rozbieznych szeregéw nieskonczonych:

® 4 o 1 1] 1 )
nfl n’ 4,£2n logn' u=pn log n log(log n) itd.

4) Kryteria logaryimicene. Poréwnanie sktadnikiw danego szeregu

370 a_ze skladnikami szeregu X ——— i iace-
i g om (og )’ prowadzi do nastepujgce

go kryterium zbieznosci: jesli
log(n a,)
log(log »)

<—-1,

(25) Iim
n—=w

to szereg X ay jest zbiesny; jesli ta granica jest >~ 1,to szereg jest roz-
n=2

biesny.

Istotnie za¥ézmy, ze spelniona jest nierdwnosé (25) i oznaczmy
przez —s liczbe wigkszg od rozwazanej granicy, za$ mniejszg od — 1.
Mamy wiec s>1 oraz dla dostatecznie duzych =

log(n a,) <--s log(log n) = log(log 7)™*,

skad n a,<(log n)™°, tj. 4, < ————. A zatem na mocy twierdzenia
n(log n)

o poréwnywaniu szeregdw o skfadnikach dodatnich zbieznoé¢ szeregu

¥ ———— pociaga za sobg zbieznogé szeregu 2 a,.

n=2 n(log n)° n=2

Jedli natomiast rozwazana we wzorze (25) granica jest >—1, to dla
dostatecznie duzych n mamy

log (n a,) >—log(log n), skad n a,> (log ny 7, . >3 log n

0
1 rozbieznosé szeregu 2 — pocigga za soba rozbieznosd
n=s 1 log n
oo
szeregu 2 @

n=2 n
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Wypadek, gdy rozwazana granica = — 1, stanowi wypadek ,wat-
pliwy“ dla naszego kryterium logarytmicznego, tzn. nie mozna na
podstawie tego kryterium osgdzié, czy szereg jest zbiezny czy roz-
biezny. Mozna jednak wowezas stosowaé mocniejsze kryteria logaryt-
miczne, do ktérych prowadza szeregi rozpatrywane w przyk?. 8.

Dodajmy, ze istnieja szeregi (0 wyrazach dodatnich), ktére na zad-
ne kryterium logarytmiczne nie reagujg.

VII. Szeregi Fouriera.! Niech ‘dany bedzie szereg trygonometrycz-
ny zbiezny postaci nastepujacej:

a
(26) fiz) = EQ + (@, cos & + b, sin z) + (@, cos 22 + b, sin 2z) + ...

.ot (@, C08 nz + b, sin nz) + ...

Zauwazmy, ze jesli szereg rozwazany jest jednostajnie zbiemy
w przedziale ~z <z =z, to wspélczynniki a, 1 b, dajg sig tatwo wy-
razié w zaleznosci od sumy szeregu, tj. od funkeji . Mianowicie, ze
wzgledu na jednostajng zbienogé mamy (por. § 10, II, 12)

n=]
—T

2 a o T .
f Ax)dz = f _)_de + 2 | (a,cos nz + b, sin nz) da.

Poniewaz za$

k3 T T
"~

. ) .
f cos nx dz = 0 = f sin nz dx oraz J —2~°dx = 1@y, Wiec

@1 . f A das.

Aby obliczy¢ a,, mnozymy obie strony réwnosci (26) przez cos nx
1 podobnie jak poprzednio znajdujemy

4
n

J f(x) cos nz dx =

—T

T T
a fee)
o .
=| pceosnzdr+ X f (@, cos mx cos na + bm sin mz cos nx) dx.
= m=1
p— —7T

Poniewaz zag (por. § 10, I, 9)

! Fourier (1768—1830). Rozwinigeia funkeji na szeregi znane pod jego imieniem
wprowadzit Fourier w zwigzku z pracami z teorii ciepta.

icm
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f cos*nz do = m  oraz / cos mz cos nx dr =0 = fsin mz cos nx dz
— —x -
dla m == n, przeto
1 .
(28) =~ f f(z) cos nz dx.
Podobnie znajdujemy
(29) b,= 1 ff(:c) sin nz dz.
JT

Powstaje zagadnienie nastepujace: jakie funkeje f(2) dadza sie przed-
stawié w postaci (26), przy czym wspétezynniki a, i b, maja speiniaé
wzory (27)—(29). Jesli tego rodzaju rozwiniecie istnieje, to nazywamy
je seeregiem Fouriera funkeyi f.

Jest rzecza oczywists, ze ze wzgledu na okresowoséé funkeji cos i sin
zatozyé nalezy okresowosé funkeji f. Zatozymy ponadto, ze funkcja [
jest przedziatami monotoniczna (por. § 4, II).

Udowodnimy mianowicie nastepujace

Twierdzenie. Kasda funkeja okresowa o okresie 2z (tem. f(z + 27)={@)),
preedziatomi ciggla (wraz ze swa pochodng), przedziatami monotonicena
spetnigjgea (w punkiach miecigglosci) warunek

_[@=0)+/(@=+0)
2

(30) f(@)
daje sie roswingé na szevey Fouriera.

Oznaczmy przez S,(z) n-ta sume czeéciows szeregu (26), tj.

81 S,@®= 6—;9+ (a, cos z+b, sin )+ ... +(a, cos nz+b, sin nz).

Nalezy dowiedd, ze jesli wspdétezynniki spedniaja warunki (27)—(29), to
(82) f(@)=1im S, ().

n=co

‘Wymienione warunki pozwalajg przeksztalcié wzor (31) jak nastgpuje:

(38) arSn(x)=f§f(t) dt+ | f(E) (costcosz+sintsinz) di+ ...

—_
T

. +ff(t) (cos nt cos nz + sin it sin nx) di =

—T
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=z gin (2n+1) t_%i:
ff(t) [ +cos(f—x)+...+cosn (- x)]dt Jf(t)————T dt
. t—2x
g 2s
sin —
na mocy znanego wzoru (ob. § 1, (2)):
. 2n+1
1 Sin —5— ¢
é+cost+cos?t-}-...+cosmf= —,
.t
2 sin—
sing
T—%
2 .
2
(34) %8, (@) = f PP PLICLADLYY
sin &

Z
Rozktadajac te catke na dwie catki w przedziatach od 0 do T
2
. -2 . - . -
1 0d — do 0 i podstawiajgc w drugiej calce z=—y, otrzymujemy
=X ﬂ+£€

3
nf(x+> )Sm(272+l)z Qo+ fx 2, )s1n(2n+l)yd
sin 2 sin y

35) a8 (&) =

Udowodnimy obecnie réwnosé (82) dla —n <z <z, Ze wzgledu na (30)
wystarczy dowiesé, ze

2
sm 27+ 1
—mo sinz 2
oraz etz
. " sin (2n+1
@7 }t!_mj flo-ayp2CrrDY g T r, o),
, =co siny p)

Polézmy przy danym z: f(x+22)=g(g). Funkeja g(2) jest wiec prze-
dziatami ciggla (wraz ze swg pochodng) i przedziatami monotoniczna.
Spelnia ona zatem (ob. (18)) wzér

l

. sin nz
(38) hmfg(z) nnz dz=~g(+0) oile O<a<a,

n=co

0

[N° VII] Zastosowania i przykiady 225

We wzorze tym mozna zastgplé a przez 5 nieréwnosé bowiem

. . o - . ,
—m<x <m pocigga za sobg nieréwnost 0 < < Poniewaz zas

g(+0) = f(z +0), wzér (88) natychmiast daje (36) (przechodzimy od cig-
gu n=1,2,... do podciggu liczb nieparzystych).
Zupetnie podobnie, ktadgc f(z—2y) = My) 1 bioragc pod uwage, ze
0<7~t—j—af<n i ze h(+0) = f(z~0), otrzymujemy wzér (37).
T\v;erdzenie nasze jest wiec udowodnione dla —z <z <= Pozostaje

do rozpatrzenia wypadek, gdy z=-= (lub gdy z = =).
Niech wiec 2z = —z. Zgodnie z (34) mamy

sin(2n+ 1) 2
sin 2

a8, (~) = j fi= -+ 22)

Rozkladajgc te calke na dwie catki: w przedziatach od 0 dog—i od

i)l do = i podstawiajac w drugiej calce y = w— 2, otrzymujemy
n/‘)
2 P)
7 8 (@) = f fl-zt+2 >-—~8m( w2 g, +] flox - 2 )m(sff;—)‘/ y.

Jak poprzednio, pierwsza z tych catek dazy do ;)—f(—:r+0), druga

do = f(ﬂz 0), tj. do = f(—n 0) (ze wzgledu na okresowosé funkeji ).

Wzor (82) zachodz1 wiec réwniez i dla & = — 7; a zatem — ze wzgle-
du na okresowos¢ — dla kazdego .
W ten sposéb twierdzenie nasze udowodnione jest w calosci.

VIIL. Zastosowania i praykitady. 1) Niech f(z) oznacza funkcje
okresowa o okresie 27 dang przez warunki nastepujace:

(%) = —g dla —z<2<0, (0)=0, f(x) = % dla O <z<m, f(£m)=0.

Wykres tej funkcji skfada sig WiQG z odcinkow diugosei m pokozo-
nych na przemian na prostych y = 1 y=-3 orazzpunktéw osi z-0w

bedacych catkowitymi Wlelokrotnoéclami liczby n (konce odcinkéw do
wykresu nie nalezg).
Kuratowski, Rach réin. i catk. 15%
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54 v -7 1] JT 27T

Rys. 17

Widaé natychmiast, ze funkcja tak okreglona jest przedziatami cig-
gha i przedziafami monotoniczna (mianowicie w przedziatach postaci
(m—1)m<z<mn, gdzie m jest liczbg calkowita); ponadto spelniony
jest warunek (30). Do funkeji tej mozna wige stosowaé twierdzenie
o rozwijaniu na szereg Fouriera.

Obliczmy wspétezynniki a, i b, stosownie do wzordw (27)—(29).

0 E
. 1 T 1 7
Otrzymujemy ao=;f—gdm+;fzdm_0,
- 0
0 E
an=é[j -—COS NT dx—l—fcosmc dx} =0 (n=>0),
o Q
0 7
1 o . 1
bn=4—{j —sin ne dz + fsm ne da:}:;;(‘l—%os nIT),
— 0

a wigc b, = 0 dla »n parzystych 1 b, = 1/n dla n nieparzystych.
W rezultacie

sin 3z + sin 5z
3 5

39) f@) = Si’; Ly

Dla z spelnisjacego warunek O<z<as mozemy wiec f{z) zastgpié
przez m/4.

W szczegé]__ﬁoéci, podsta.wiajatc z = ;—E, otrzymujemy znane juz nam
rozwinigcie Leibniza (por. § 7, (37)):

n_l 1+1
i 3 5 = t..

| =

2) Niech f(z) bedzie funkcjg o okresie 2z zdefiniowang jak nastepuje:
f@)=2/2 gdy —nm<z<m, fl—n)=0=f(n).

Konstatujemy z ratwoscia, ze funkcja f tak okreélona jest przedzia-

icm
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Yami ciggla i przedziatami monotoniczna (por. rys. 18). Ponadto spet-
niony jest warunek (30). Funkcja f daje sie wiec rozwingé na szereg

Fouriera.
‘-3]/2]? -/0 JV.?JZ o

Rys. 18

Obliczajac na mocy wzordw (27)—(29) wspétezynniki a, 1 b, znaj-

dujemy

n’

z sinz sin 22 sin 3z
(40) 5= - + -

—-T<L <.
1 2 3

Zauwazmy, ze podstawiajac # = g, znajdujemy rozwinigcie Leibni-

za dla g (podobnie jak w przykiadzie poprzednim).

8) Rozwiniemy funkcje f(2) =|z| w przedziale — =2 ==. Dla innych
z-6w funkcja jest okreslona przez warunek f(z+ 2mm)={f(z). Jest to
wige funkecja ciggla na catej osi z-6w. Wykresem jej jest linia tfamana.

Obliczmy wspdiezynniki rozwiniecia na szereg Fouriera.

T

5 ~
ao=1_f]x|dx=~J zdz =m,
JT T
[\

i1

1 2 4

a,== |z]cosnzde=— | xcosnrdr=0 lub ———
7 7T an?
— 0

w zaleznogci od tego czy n jest parzyste (> 0), czy nieparzyste. Bowiem

1 . 1 . 1 . 1
2 oS NX dx =~z sin wx —— | sin nx dzr = — z §10 NE + — COS NL.
n n n n?

Analogicznie znajdujemy bn=—1—f | | sin nz dez = 0. A zatem
K14

—_T

4 [cosz cos3xz cosbz
(41) |o]=2-Z (22 + +o ).
2 m\ 12 32 - 52
Zauwazmy, ze W szezegllnodel podstawiajge #=0, otrzymujemy
1 1 1
(42) —=—t—+—
8 1* 3% 5®
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Stgd wzér Eulera:
. ‘ a? 1 11
42’ S R W SR
) 6 12 2% 3%

Oznaczajagc bowiem sume tego Szeregu przez s, mamy

s 1 1 1 s 1 1 1
= — ., a wiec S§——=—t—t—a .,

4 22 42 §2 4 1% 8% &
3 . 2
tj. ~s=—, czyli s =—

J4 g’ Y-

4) Niech y=cosiz, —aSz=n. Zakladamy przy tym, ze ¢ nie jest
liczbg catkowity. Wzory (27) —(29) daja z Yatwoscia:

2 . 2 .
a0=—ts1nnt, a, =—(-1)" sinat, b, =0.

7T 7 12—mn?

A zatem

1 cosZ Ccos 2%
22 -1 fr-92

- (43) ncostx:%sinnt(——

W szezegdlnodel podstawiajgc # ==, otrzymujemy po podzielenin obu
stron réwnosel (43) przez sin mi:

(+4) Jtcotgmfw1 2t ! + 1 +...
t 2—12 {222

Wzér (44) daje nastqpuj@ce interesujace zastosowanie.

Polézmy S(t)= 21

'n—l nt— g2
O<z<1 szereg S(f) jest jednostajnie zbiezny w przedziale 0=<{=uz,

. Dla danej liczby # spelniajacej warunek

1 oo
s < ———, za$ szereg
n:—12 n2—g? n=1 92 — 22

zbieiny.

Szereg S(f) mozna wiec catkowas wyraz po wyrazie w przedziale

0={=2. Poniewaz
=—log (1 - a)
n:

f S di=—log (n® - 12), wigc
[S(t)olt=—2 10g(1—-—~)=—10gII (1___>
0

bowlem

jest, jak latwo widag,

Stad (ob. § 10, I, 12 i § 5, (11)):

|

,;“;Wg,;‘,;;;

<y

[N° VIII] Zastosowania i przyktady 229
Z drugie] strony

smyzt

f (cotg wi- —) dt=log sinnt—logmt=log

i

A zatem

z

nf (cotgaz t——{—) dt:logsmnx—limlog Smﬂt:logsm”x’

it L t=+0 7t L

bowiem lim log smat_ log lim sin 7t

t=+0 at t=+0 mt

=log1=0.

Biorgc pod uwage, Ze zaleznosé (44) zachodzi dla kazdego ¢ spelnia-

. . . . 1 .
jacego nieréwnosé 0<t=z1 ze funkc]a cot-gnt*n—t- ma w punkecie 0

prawostronng granicg, mianowicie hm (cotgt—li) 0 (por. § 8, (181)),
=0
wnosimy, Ze

z

nf(cotgnt~—l-) dt=——fS(t) dt,
xt
0 0

tj.
s nnx_ log II ( )
n=1
czyli
(45) SIMnx =72 (1»——) —l<z<l.

Zauwazmy jeszcze, ze podstawiajagc we wzorze (45) 2=1/2, otrzy-
mujemy znany nam juz wzér Wallisa (ob. § 10, (22)):

b 2244686
46 ZoJrT =L T Do
(£6) II4%~-—1 1385517

Podstawilajac z=1/4, otrzymujemy

\/2 .nnf[[l_l}n35791113

_.._~81n__=m e | m—r— e —————
4 4 (4m)? 4 4.4 8.8 12.12

n=l1

_ 4 16 36

3 15 85

skad ze wzgledu na (46) wnosimy, ze
\/5_2-2 6-6 10-10.
1.8 5.7 9.11

4 36 100

335 99
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Zadania do § 11

. dx arc tg =
1. Obllczyé f m, f m‘* dz
0 0

2, Zbadaé zbieznogé calek

1 ©
cos x cos x i
]/; dz, 1+z° 4.
0 0

3. Niech lim f{z) = 0 i niech dana bedzie liczba ¢> 0. Polézmy
= at+en

a, = f f@)dz.

a+ce(n—1)

Jezeli szereg a, + @y + ... jest zbiesny, to réwniez catka ff(x)dx jest
a

(s}
zblezna 1 = X @,
n=1

Zastosowaé powyzsze twierdzenie do dowodu zbieznosci cakki

4. Catke f flx)dz nazywamy bezwzglednie zbiezns, jesli catka
! a

J |f()| dz jest zbiezna. Udowodnié, ze calka bezwzglednie zbiezna
t

jest zbiezna tez w zwyklym sensie.

5 TR % 1 . .
5. Dowiesé, ze szereg X ——— jest zbiezny (%> a).
n=k N°— Q@

+1

2
6. Dowieséd, ze flo_g(l_—l:i) dr =~
z 4
~1
(Rozwingé funkcje podcatkows na szereg nieskofczony i zastosowaé
wzor (42)).

Zadania 1231
7. Dowiest, 56 = — 24+ L T
. owlesé, ze F—?+§§—-42 T

(Por. wzir (42)).
8. Rozwingé na szereg Fouriera funkcje:
1) 22, 2)xzcosz, 8) |sin¢|, 4) sinh ¢z, 5) cosh fz.
9. Przy zatozeniu, ze uklad funkcyj fy, fs, ... jest ortogonalny i ze
szereg f(x) =7§; a,f, (@) jest zbiezny jednostajnie (w rozwazanym prze-

dziale ab), obliczyé wspctezynniki @, (w zaleznosci od funkeyj 7, /i,

fE’ )
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