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(15) Fultt—q) = @) = Fular).
Poniewaz za$ w mysl definicji funkcji f, mamy fu(@r—,) = flar—y) oraz
Fale) = fla), przeto Flar—y) = 1) S far), co wobec pierwsze] z nieriw-
nodei (14) daje |fu(®) — flax) |<e. Zestawiajgc te mierdwnodé =z drugg
nieréwnoscia (14), otrzymujemy wzor (13).

Oznacza to, ze zbieinosé funkeyj f,, do funkeji f jest jednostajna.

Zadania do § 6

1. TUdowodnié, ze suma ciggéw jednostajnie zbieznych jest jedno-
stajnie zbiezna. Udowodni¢ to samo dla iloczynu.

(€]
2. Udowodnié, ze promien zbieznodei 7 szeregu potegowego 2’ a,an
n=0
spetnia wzér (Cauchy-Hadamarda):
1 n__
= lim sup V| a,|.

8. Niech dany bedzie ciag funkeji ciggtych f,(2), fo®),..., a Sx =D,
Udowodnié, ze na to, aby ten ciag byl zbiezny jednostajnie do fun-
keji f(z), potrzeba i wystarcza, aby warunek lim z, =2, pociagal za

n=oo

sobg liin fu@n) = f().

4. Zbada¢ jednostajnosé zbieznodei ciggdw funkeyj
@)y =M1-2", 0S2=1, oraz fu(z) = ni:c’ O<z=1.

5. Udowodnié, ze ';zereg
S@)=21-z)—a(l-2)+... +2™(1—2) -2 (L—2)+ ...
jest zbiezny jednostajnie i bezwzglednie w przedziale 0<z<1.

Przestawié tak wyrazy tego szeregu, aby otrzymaé szereg zbiezny
niejednostajnie w tym przedziale.
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RACHUNEK ROZNICZKOWY
JEDNEJ ZMIENNEJ

§ 7. Pochodne rzedu pierwszego

I. Definicje . Niech funkcja f dana bedzie w pewnym przedziale
otwartym, zawierajgcym punkt a. Pochodng funkeji f w punkcie a na-
Zywamy granice

ACRE ()
h=0 h

ft

Funkeje gh) = —-—6-!—_'_—1%;_—@: ktérej granice rozpatrujemy dla A dg-

zgcego do 0, nazywamy dlorazem réénicowym funkcii [ w punkcie a dlo
preyrostue h.
Pochodng zapisujemy symbolicznie jak nastepuje:

(1) {Mﬂ} _ =lm Rath) —f(@)

dx h=0 h
lub krdcej F(a). Krice] jeszcze, kladac y=f(x), oznaczamy pochodna
funkeji £ w dowolnym punkecie 2 przez % (pochodna “dy po dz).

Przy tej symbolice (pochodzacej od Leibniza) pochodna przedstawio-
na jest jako iloraz dwéch rozniczek dy 1 dz (por. N° XIII). Mozna

jednak symbol % traktowaé juko jedng calosé, mnie przypisujac réz-

niczkom znaczenia wielkodcl matematycznych.
Geometrycznie interpretuje sie pochodna jak nastepuje. Niech da-
na bedzie krzywa y=f(z). Przeprowadzmy prostg przez punkty

! Rachunek roZniczkowy i catkowy zostat stworzony przez Newtona i Leibniza
pod koniee XVII[ wieku.

Kuratowski, Rach. réin. i catk. T*
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[a, f(@)] 1 [@-+h, f(a+h)] przy ustalone] dqdatpigj wartoé’c_i lz Prosty
te nazywamy sieczng wzgledem danej krzywej. ll9raz réznicowy gy
jest, jak latwo widaé, tangensem kata o, kté.ry sieczna 'zorlenﬁowz}na
wedlug rosngeych odcigtych tworzy z doda.t'nlm kierunkiem osi z-6w.
Graniczne polozenie, do ktérego zmierza sieczna, gdy A dazy do 0,
uwazaé bedziemy za polozenie stycznej. A zatem.

@) f(a) =tg a,

gdzie « jest Lkatem utworzonym przez dodatni kierunek. stycznej
do krzywej y = f(z) w punkeie a z dodatnim kierunkiem osi @-ow.

/ o a+h

Rys. 9
Nie kazda funkcja ciggla posiada pochodng, czyli nie kazda }:rzy-
wa posiada w kazdym punkeie styczng. Np. funkeja fiz) = |z | nie po-
siada pochodne] w punkcie 0. W tym bowiem wypadku

i [ =1©) 010 _

=1, zag lim 1~ =_1,

h=+0 h=—0

W danym wypadku mozemy mdwi¢ o pochodnych jednostronnych,

ktére sg odpowiednio réwne 1 i —1. Ogllnie, nazywamy pochodng

prawostronng, wzglednie lewostronng, granice prawostronng, wzglednie
lewostronna:

. fa+Ry-f(a
/'_’”(al) = lim /_(.Eb.j:.%....[.()

=i}

: B) — 1
®  f@ =7}i?o&t‘%“ -f(@)

Istniejs jednak funkcje ciggle, ktére nie posiadajg pochodne] nawet
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Jednostronnej. Xatwo sie przelkonaé, ze funkeja f okreslona przez wa-
runki

(4) f@) =z sini— dla =0, f(0)=0

jest ciggta, lecz nie posiada pochodnej w punkcie 0.
Mianowicie podstawiajac na h dwa ciggl wartosci

2

—g oraz 2 2 2
57z 97" 37

87 Tw’ 11z’

’

SRR

otrzymujemy w granicy w pierwszym wypadku 1, za$ w drugim — 1.
Nieistnienie pochodnej 7' (0) wynika réwniez z nieistnienia granicy
T S . , . fihy - “
1;2% sin —. Mielibysmy bowiem £(0) =}z1-_15% f—(—)—-ﬁ[@=}‘1§ sm%(por. §4(7)).
Istniejg jeszcze bardziej osobliwe funkcje ciggle, mianowicie pozba-
wione pochodnych w kazdym punkeie; przedstawiaja one wicc krzy-
we clagte, ktére w zadnym punkecie nie posiadajs stycznej.
Préez pochodnych skoriczonych rozwazamy tez pochodne nieskon-
czone. Udowodnimy np., ze

() (4

3
. [dyz . Yh .1
Istotnie | —=) =lim’= =lim-= = im A% = icz-
sto me( in )x=0 Lim = %:__1}3 737 = 00, bo %lli% h 0. Analogicz
nie lim Yk = + 0, skad drugi wzdr.

h=+0

Moéwimy, ze funkcja jest rdénicekowalna w przedziale otwartym,
jesli posiada pochodng skoticzong w kazdym punkcie tego przedziatu;
méwige, ze funkeja jest rézmiczkowalna w przedziale domknigtym
=250, zakladamy, ze posiada pochodng w kazdym punkecie we-
wnatrz przedziatu, zas pochodng jednostronng mna kraticach tego prze-
dziatu.

Podobnie zalozenie cigglosci pochodne] f/(x) w przedziale a <z <D
oznacza, ze pochodna ta jest ciggla wewnatrz przedziaku ab, pochod-
na prawostronna jest ciggla prawostronnie w punkeie a, zag lewo-
stronna lewostronnie w punkeie b.

Przez mormalng do krzywej y=f(®) w punkecie [z, f(z)] rozumiemy
prostg prostopadly do styczme] w tym punkecie i przez ten punkt
przechodzgcq.
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§ 7

Zgodnie z wyze] podang interpretacjg geometryczng pochodnej,
styczna do krzywej w punkeie (z, y), gdzie y=/f(z), wyraza sig réw-
naniem
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Y-y

(3) T (@), wzglednie X =z, jedli f(z) =

gdzie X i Y oznaczaja wspélrzedne biezgce stycznej.
Réwnaniem normalnej do krzywej w punkcie (2, y) jest wiec:
X-w _
© 7o,
Précz interpretacji geometrycznej pochodna posiada wazne inter-
pretacje wfizyce. W szczegélnoém predkosé punktu poruszajgcego sie
po linii prostej wyraza sig jako pochodna drogi wzgledem czasu:

~f(z), wzglednie Y y, jesli fi(z) =

v = —g—t—, gdzie droga jest wyrazona jako funkeja czasu: s= f(f). Pred-

kos¢ wige w chwili £ jest to granica predkodci przecietne] w czasie
od ¢ do t+h, gdy % dazy do 0; ta bowiem plqdkoécm Przecigtng jest
iloraz réznicowy.

II.  Rézniczkowanie funkeji elementarnych, Zauwazmy przede wszy-

stkim, ze
1. Je$li funkeja [ jest rdsnicakowalna w punkeic x, to Jest w tym
punkceie ciggla,

f(m+ h) - f(z)

Istotnie, poniewaz granica lim =" "IY7 o podgsenia igtnieje

h=0 "
(i jest skonczona), przeto

f(‘”h) )21 i 1 = 0
h=0 h=0

, hm @+ h) ~f@) =

skad ’lbmg f@+h) = f(z), co oznacza, Ze fankeja f jest ciggla w pun-
kcie z.

2. Niech funkeia f ma wartosé statg: f(x) = e. Woweeas g(' = 0.
z

Mamy bowiem flz+h) = ¢ = f(z), skqd lim ,@ﬂuﬂ~ 0
h=0
' dz
3. g
T dax 1.
PonieWaz' '1im 2+ h) — —z = lim h = 1.

h=0 h heo B
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Nastgpujace wzory dotyczg rézniczkowania sumy, rézmicy, iloczynu

1 ilorazu dwdch funkeji y=f(#) i 2= g(z), rézniczkowalnych w danym

punkecie :
ay =+ 2) _ dy dy dz diy?) _ dz ady
* Tdr T dr P TV
2 ay y dz . .
d(yley  “da 7 dw ] . d(lfs) l @i
6. prale PER skad: 6. 5 = (0 ile 2z = 0).
Dowdd wzoru 4 wynika z ukfadu réwnogei:
YWY +2) _ iy, Mo+ k) + g(m + )] - [f(W) + g(x)]
dz h=0 = h
o e+ h) f(x) g(x +h-g@) _dy 4 CE

h—-O hzo h Cde  dx’
Dowéd dla réznicy Jest analogiczny.

W dowodzie wzoru 5 oprzemy si¢. na ciggtosei funkcji f w pun-
keie  (por. 1); mamy wige lin% f@+h) = flx). Otéz :
h= ’

Aye) _ i [@+1) - 9@+ 1) - ) - g2)
dz - h=0 h

@+ h) - 9@ + h) = fla+h) - g@)] + [z + 1) - 9(2) - f@) - g@)] _
)

= lim
h=0
B —
=lim flz +h)lim g(./c+h) — 9@ + g(z) + lim fz+h —f ;L @) _
h=0 h=0 h=0 A
% Y
Yt a
Aby udowodnié 6, udowodnimy najpierw 6.
a(l/z) . limi 1 ﬁ_l_} o1 1 gz+h) — g(@) _
Tdx =0k g+ h) g@) lnn g@+h) g@) = h
-1 ﬁlig—, bo lim gz + h) = g(z) =z (przy tym ze Wzglqdli na to, zZe
2t dx =0 ] .

g(@) == 0, istnieje takie d>0, ze dla |h|<0 jest g(z+h) F 0).
Wzory 5 1 6” pociagajg za soba 6: ‘
d(y/z) _ rl( 1) d(1)+1d1 _{(Z(}_g i¢_7Z__,e:)

de  dx v az 2 drx 22 dx—.‘/ dx
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(w pierwszej z powyzszych réwnosel uzywamy znakowania p () za

. dF (@)
miast —-675—~ ) .

Podstawiajgc we wzorach 4 i 5 g(z) =¢, otrzymujemy natychmiast:

dly+c) dy _

5 qey) _ 9
dz  dz’ ) dz dx’

4',

Pierwszy z tych wzoréw oznacza, ze przesunigcie krzywej réwno-
legle do osi y-6w nie wptywa na wartodé keta utworzonego przez
styczng z osig 2-6w; drugi oznacza, ze zmiana skali na osi y-0w wply-
wa w tym samym stosunku na zmiane tangensa rozwazanego kgta.

Stosujge wzér 5 i zasade indukeji, dowodzimy z Iatwodcis, ze dla
wykladnikéw naturalnych n=2 zachodzi wzér:

d(xn)

7. —— = gl

dx

Jak widaé natychmiast, wzér ten obowiszuje réwniez dla n =0
i dla n=1, jesli przyja¢, ze dla n=0 nalezy w wypadku, gdy z=0,
zastapié prawg strong wzoru przez 0, zaé dla n=1 — przez 1 (ak to
bezposrednio wykazujs wzory 2 i 8). '

Wizér pozostaje réwniez w mocy dla x catkowitych ujemnych (gdy
#50). W tym bowiem wypadku mamy na mocy 6 i 7:

d(z™) al( 1 )__ 1 'd(m—”) _n

dz = gy

- = = — 1 -1
az Tz Py Z nx .

- x~27l

Wzér 7 uogélnimy nastepnie na dowolne wyktadniki rzeczywiste
(dla z > 0).

Ze wzoréw dotychczas udowodnionych z Yatwoéciay wyprowadzamy
wz0r na pochodng wielomianu:

d
: Ek—v(ao'+ OZ+ .+ Ay Z") = 0y 4+ 20,2+ Baga® + ... + nagan—l,

Obliczymy obecnie pochodne funkeji trygonometrycznych,

dsin z d cos z . dtg x 1
—a—g—;-wwcos‘x. 10. e = —SIn . 11, — I = o

Dowdd wzoru 9 oprzemy na znanym =z trygonometrii wzorze na réznice
S . Sinh .
sinuséw i n& wzorze lim —5,~ =1, udowodnionym w § 4, V(4). Otéz
h=0
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TERL_ im L sin (o4 B) - sin o] = lim 2. sin 2 B _
de p=0 b U +h—s @]—hgﬁ-sm—z—-cos otz =
_ . sin (R/2) |,

Ay meos

ze wzgledu na cigglosé funkeji cos .

AN
.’L'+2 = COS &

Podobnie
deosa . 1 . =2 . h h
= %}12%71— [cos(z + h) — cos z] = %Llino—}—; sin - sin <x+—2—) =

e sin(R/2) ... B .
= «-]’;123—(71727« }112% sm(x+§>—- —sin z.

Wzory 9 i 10 pociggaja za sobg wzér 11 na mocy 6. Mamy bowiem

dtg@_f_l_sin_ag =1 (eos o dsing_smmdcosgf B
dz ~ da\cos x|  costz dz dz )~
= _ 2 nr) = —— .
= osiz (cos2zx + sinz) Sosim
o dlogaz 1 qei: Gloggx 1
12. T = & Ogolniej o~ rlgd

Istotnie, na mocy ogélnych wiasnodei logarytmu (§ 5, IV(9) i (10)):

1H[log(a: +h) —loga] = %log(l + g) = i—log{(l +%>ﬁ}
Podstawmy y = g— Poniewaz }leg ¥ =0, mamy (por. § 4(15) ):
@
;bi:rré}l—b [og(@+ k) — log ] = %}ﬁ% log [(1 + gﬂ =%g§ log(1 + ).
Poniewaz za$ I;E)(l+y)1l/= e (ob. §4 (18)) i poniewaz log z jest fun-

kejg ciaglta w punkecie z=e, wiec (por. § 5 (6)):
1 1
lim log(1 +y)¥ =log lirr(x)(l +y)¥=loge= 1.
y=0 Y=

dlogz .. 1 B _1
P »w-l’ll:n% H[log(m—{-h) logx]—w.

Druga czedé wzoru 12 wynika z pierwszej na podstawie wzoru 5%

A zatem
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dl dlogz\ 1 dlogz_ 1
dz 8"~ Gp\loga) " loga ~ de  wloga’

Dalsze wzory na rozniczkowanie funkcji elementarnych wyprowa-
dzimy z ogdlnego wzoru na pochodng funkeji odwrotnej.

III. Rézniczkowanie funkcji odwrotnych, Niech dana bedzie fun-
keja rozniczkowalna i1 réznowartociowa y = f{z) w przedziale a =z =0.
Jak wiadomo (§ 5,V,112), istnieje wéwezas funkecja @ =g(y) odwrotna
wzgledem danej i ciggta w przedziale fla) =y = f(b), wzglednie
fO)=y=f(a) (w zaleznodci od tego czy funkcja f jest rosngca, czy
malejaca). Udowodnimy, ze w przedziale tym funkcja g jest viznicz-
kowalna. Mianowicie:

S ‘ ‘ dx dy
1. Zl_y_ = 1 d )

Przy danym z potézmy k= f(x+k)~ f(@). A zatem flz-+h)=y+Fk,
tj. ¢+ h =gy +k), skad h=gy+k)—g(y). Przy zmiennym % przyrost
h jest funkejg k. Ze wzgledu na ciaglosé funkeji g, mamy lim A = 0;

It=0
przy tym dla k=0 mamy k=0, bo funkecja g jest rédznowartodcio-
wa. Stosujge wzér (15) § 4, otrzymujemy:

oile~-—#0

dz _ . gy+BD -9 _ . h h o _ 1
i R et @ S Pet =) dy
dx

Uwagi. 1) Na kratcach przedzialu zmiennosci y-6w, t]. w punk-
tach f(a) i f(b), mamy do czynienia z jednostronng pochodng. Waor
nasz przybiera wéwczas postaé nastepujacs:

. dv. . . dy
1 FRERE
przy czym‘zné.ki sg zgodne dla funkeji rosngeych, przeciwne — dla

funkeji malejacych.
Jesli bowiem funkcja f jest rosngca, to réwniez funkecja g jest ros-
naca 1 wowezas przyrosty h i & majg ten sam znak i w konsekwen-

c¢ji im A =+ 0 orazlim A = - 0. Natomiast, jezeli funkeja 1 jest ma-
k=+0 k=—0

lejaca, to hm h=-01 limh=40
k=-+ Je=—0

2) Geometryczme twierdzenie 1 mozna zilustrowad jak nastgpuje.

Oznaczmy przez o kgt utworzony przez. styczng do krzyweg z o8y
z-6w, za$ przez ( ket utworzony przez te styczng z osig y-dw (ob.
rys. 9). Wéwezas tgf = ctga, t]. tg B = 1/tga, zgodnie ze wzorem 1.
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8) Wzér 1 wskazuje na dogodnogé.-postugiwania sig symboliks
Leibniza: przy przejéciu do ‘fﬂnizcji odwrotnej pochodna g—z zachowu-

je S.iQ jak ulamek.

Przejdziemy obecnie do zastosowar wzoru 1 przy rézniczkowaniu
funkeyj elementarnych. :

de® L x
2. il Ogélniej: 2. dar a® log a.

dzx

Potézmy y = ¢%, tj. z = logy. Poniewaz na mocy 12 dz

: dJ
to Z«% =11 ZZZ;; =y. . Podstawiajgc y = €%, otrzymujemy wzor 2.

1 T
y’ prze

Dowdd wzoru 2° jest zupelnie analogiczny.

d arc sin x 1 d arc cos 2 -1

3. = e, 4. = e,
dx y1-g ‘ dz Y12t

darctgas 1
de  1+a*

Istotnie, potézmy y = arc sin z, tj. 2 =siny. Mamy wiec

22 e cos y = Y1l-sin’y =1 —2*

dy
(pxzy czym pierwiastek ma znak + ze wzgledu na to, ze -—gé ygg,
zgodnie z definicjg funkeji arc sin z, ob. § 4, IV).
Stgd W1 .
z Y1—at
Podobnle, kladf}c Y= arc cos , t]. & = cos y, mamy
@z _ _ - 2 = — B k d ay__—-1
= sin ¢ 1/1 costy =—}1— —a*, skad 7= N
Wreszcie dla y = arc tg , mamy x =tg y, a zatem l
de 1 dy 1
= a9 % _ -
dy~ cos®y =l+tg 7/ 1+at, sk dz 1+ 2®

Nim przejdziemy do wzoréw dotyczgcych superponowahia‘pdwyz‘ejf
rozpatrywanych funkeyj elementarnych, udowodnimy kilka ogdlnych
twierdzen o pochodnych. ‘ :
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IV, Extrema funkeji. Twierdzenie Rolle’a. Niech funkeja f okredlona
bedzie w otoczeniu punktu o (tj. w jakim$ przedziale zawierajgcym
ten punkt wewngtrz). Jezeli istnieje takie 6>0, ze nieréwnosé |A|<d
pocigga za sobg nieréwnosé

(7) fla+h) = fla),
to mowimy, ze funkcja f ma mazimum w punkeie a.
Jesli zas nierdwnosé |h|<d pocigga za sobg

®) fla+h)zf(a),
to méwimy, ze funkcja f ma w punkcie a minsmum.

Inaczej méwige, w punkeie a wystepuje maximum (wzgl. minimum)
funkeji 7, jesli istnieje taki przedzial otaczajgcy punkt a, Ze f(a) jost
najwigkszg (wzgl. najmniejsza) sposréd wartodci, jakie funkeja f przyj-
muje w tym przedziale.

Jesdli we wzorach (7) i (8) zastapié znaki < iz przez < i >, to
mamy do czynienia z wlasciwym maximum i minimum.

Maxima i minima obejmujemy ogélng nazwa extremdw funkeji f.

Przyktady. Funkeja #® posiada minimum w punkeie 0; funkeja
sin # przyjmuje na przemian maximum i minimum w punktach, kté-
re sy nieparzystymi wielokrotnogciami /2.

Odnosnie zwigzku pojecia extremum funkgji z pojeciem.  kresu goér-
nego 1 dolnego funkcji, zauwazmy przede wszystkim, ze pojecie ex-
tremum jest pojeciem lokalnym, za$ pojecie kresu funkeji jest poje-
clem dntegralnym: méwimy o extremum funkeji w danym punkecie, zas
o kresie funkejiw danym przedziale; azeby orzec, czy funkcja f w pun-
keie @ posiada extremum, wystarczy znaé wartosci funkeji w dowol-
nym otoczeniu punktu ¢, natomiast gdy chodzi o kres gérny funkeji w
przedziale, nalezy zna¢ zachowanie sie funkeji w calym przedziale.

Z definicji wynika natychmiast, ze

L. Jesli funkcja f(@), a=x=b, osigga kres gérny w punkeie ¢ po-
todonym wewnatrz preedeiotu ab (4. a<c< b), to funkeja w tym pun-
koie posiada tes maximum. :

Analogiczne twierdzenie dotyczy kresu dolnego i minimum.

Jedli natomiast kres gérny funkeji wypada w jednym z koncow
przedziatu ab, to nie jest to maximum funkeji, bo funkeja nie jest
okreslona w zadnym otoczeniu kraticow tego przedziatu. Np. funkeja
Y = rozpatrywana w przedziale 0 =2 =1 posiada kres gérny w pun-
kcie 1; nie jest to jednak maximum.

2. Jeseli funkcja f jest résnicekowalna w punkeie ¢ i posiada w tym
punkcie extremum, to f(c) = 0.
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Zaozmy, ze funkcja posiada w punkeie ¢ maximum (rozumowanie
w wypadku minimum jest analogiczne). Niech wiec liczba >0 be-
dzie tak dobrana, azeby dla | k| <8 zachodzita nier6wnogé f(c+h) — f(e) <O0.
A zute{m

f(c""_h_lz.,:@ <0 dla h>0 i M_@>O dla 2<0
= I = )

Poniewaz za$ z zatozenia istnieje pochodma f7(c), a wiec
@ =r1e=r_(.

Zarazem z poprzednich nieréwnoéei wynika: f.(e) S0 (c) Stad

@ =0=f(0), tj. f(c) = 0.

Uwaga. Twierdzenie odwrotne nie zachodzi: réwnosé f(¢) = 0 mo-
ze byé spelniona, pomimo ze w punkcie ¢ funkcja nie posiada extre-
mum. Jest tak np. dla funkeji 2% w punkecie 0.

Gleometrycenie istnienie extremum funkeji / w punkeie ¢ oznacza wiee
(w wypadku, gdy funkcja jest rézniczkowalna), ze styczna do krzy-
wej y = f(x) w punkeie [c, f(c)]jest rownolegta do osi 2-6w (wzglednie
z 0sig 2-0w sie pokrywa).

8. Tw. Rollga. Niech funkejo [ bedzie ciggla w prezedziale domknie-
tym a=x =0 i riéniczkowalna wewngtre lego preedziatu. Jesli f(a)=0=f(b),
to istnieje takie ¢, de a <c<b oraz f(e) = 0.

Istotnie, jesli funkeja f jest stale = 0, to réwniez f(z) = 0 dla kaz-
dego x leigecego miedzy @ i b; mozna wige w tym wypadku na ¢
przyja¢ ktérykolwiek z tych z-dw.

Zakéimy wiec, ze funkcja f nie jest stale = 0, np. zZe przyjmuje
wartosci dodatnie. Oznaczajge przez M kres gérny tej funkeji, mamy
wiee M > 0. W mysl tw. Weierstrassa (§ 5, IV, 2) istnigje takie ¢
w przedziale ab, ze f(c) = M. Przy tym as=c¢==b, poniewaz z zalo-
zenia f(a) = 0 = f(b). A zatem a<c¢<b. Znaczy to, ze funkcja [ osig-
ga kres gérny w punkeie ¢ polozonym wewnatrz przedziatu abd;
w myél tw. 1, funkecja f posiada wiec w tym punkcie maximum
1w mysl tw. 2: f(c) = 0,

Geometrycenie twierdzenie Rolle’a posiada tresé szczegdlnie suge-
stywng: jezeli krzywa (posiadajaca w kazdym punkcie styczng) prze-
cina 08 z-6w w dwdch punktach, to w pewnym punkecie te] krzywej
styczna jest réwnolegla do osi z-6w.
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Uwaga. Twierdzeniu Rolle’a nadajemy réwniez postad nastepujacy:
jesli fiz) = f(z+h), to istnieje takie O, ze .

9) f @+ Oh) =0, 0<B<l,

przy czym czynimy te same zatozenia dotyczgce cigglosci i réznicz-
kowalnosci, co w tw. Rolle’a (natomiast nie zakladamy, ze h >0,
lecz jedynie, ze h == 0).

V. Twierdzenia Lagrange’a! i Cauchy’ego. Zalézmy jak w twier-
dzeniu Rolle’a, ze funkecja f jest ciggla w przedziale a =2 =0 i réz-
niczkowalna wewnatrz tego przedzialu. Zachodzi wéwezas tzw. wadr
na warto$é $rednig (Lagrange’a) (zwany tez twierdzemiem “o przyro-
stach skornczonyeh®): -

5 , [O =1 _ parom,

gdzie h=b—a oraz O jest odpowwdnlo dobrang liczba, taka, Ze
0<O<l1.

Nim przystapimy do dowodu, zinterpretujemy geomeétrycznie wzor
powyzszy. Liewa jego strona oznacza tangens kata a, ktory tworzy,
z osig 2-0w prosta, laczgca punkty [a, fie)] 1 [b, f(b)]. Twierdzenie
wiec orzeka, ze istnieje styczna do krzywej, ktéra jest réwnolegla do
te] proste] (“siecznej do krzywe]“). Szczegélnym wypadkiem, miano-
wicie gdy sieczna ta pokrywa sie z osig 2z-0w, jest tw. Rolle’a. Do
tego tez twierdzenia sprowadzimy dowdd tw. Lagrange’a.

)

v

a o b
Rys. 10

! Lagrange (1’736-‘1813) — najznakoinftszy matematyk XVIII wieku, jeden z twor-
cow teorii réwnah rézniczkowych.

icm
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Poprowadzmy przez dowolny punkt x mieszezgcy sie miedzy a i b
prostg rownolegla do osi y-dw (ob. rys. 10) i oznaczmy przez ¢()
dtugosé odcinka tej prostej zawartego miedzy krzyws a wyzej okre-
glong sieczng. Diugosé odcinka zawartego miedzy osig z-6w a sieczng
jest wiec = g(x) + f(z). Zarazem dtugodé ta = f(a) + (z—a) tg «, skad

(10 9@) = o) ~ fia) + (@ - a) [T,

Funkcja g spelnia zalozenia tw. Rolle’a. Jest ona ciggla w prze-
dziale a =2 =0, rézniczkowalna:

s = oy + 1@

oraz g(a)=0=g(b). A zatem funkcja g'(#) znika w pewnym- punkcie
pomiedzy a i b. Inaczej mdwiac, istnieje takie 6, ze 0< @ <1 oraz

J(@+Oh) =0, tj. 0= — f(a+ Oh) + 2 f(b) f(“)

Otrzymaliémy w ten sposéb wzdér 1.

Uwagi. 1) Rozwazania geometryczne mialy tu charakter heury-
styezny; wyjaéniajg one dlaczego wprowadza si¢ funkcje g. Sam do-
wod tw. Lagrange’a mozna jednak byfo rozpoczgé od okreélenia fun-
keji ¢ z pomocy wzoru (10).

2) Analogicznie do wzoru (9), mozna réwnosci 1 daé ksztalt na-
stepujacy:
(11 f@+h) =@ +h-f(z+ Oh).

Tw. Lagrange’a pociaga za sobg nastepujace dwa wnioski, majgce
podstawowe znaczenie dla rachunku catkowego.

3. Jeseli f'(x) = 0 dla kasdego x potosonego wewnqtrz preedziatu ab,
to fumkeja f ma w tym preedeiale wartosé staty.

Mamy bowiem dla kazdego # i » na mocy (11): fle + k) =f®), co
oznacza, ze funkecja f ma wartosé stala.

4. Jeseli dla o<z <bmamy stale f'(x) = g'(), to f(z) = g(z) + constans,
tj. funkeje f i g roénig si¢ micdey soby o stalq.

Istotnie [f(z) — g(@)] = f'(#) ~ ¢'() = 0, co oznacza, ze funkcja () — g(x)
ma pochodng stale = 0. Na mocy tw. 3 funkeja ta jest stata. Kia-
dac f(z) — g(@) = C, mamy f(2) = g(@) + C--
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Uwaga. Jezeli w tw. 8 zaltozyé dodatkowo, ze funkcja f jest cig-
gla w catym przedziale a2 =0, to [ ma wartosé stalg rdwniez
w calym tym przedziale. Mozna bowiem w dowodzie podstawi¢ z = q.

Analogiczna uwaga dotyczy tw. 4.

Tw. Lagrange’a daje si¢ uogdlnié jak nastepuje:

5. Tw. Cauchy'ego. Jeieli funkeje f 4 fy sq ciagte w catym pree-
deiole a =5 =b, #a$ wewnqgtrs risnicekowalne i jeseli f1@) = 0 dia Zad-
nego x, to

&) -f@) _ fa+6Oh)
RO~ 1@~ Tla+on

(12) 0< @<,
gdzie h = b— a.

Z tw. Cauchy’ego otrzymuje sig tw. Lagrange’s, podstawiajge
fi() = . Odwrotnie, aby udowodnié tw. Cauchy’ego, zastapmy fun-
keje g ze wzoru (10) przez nastepujgca:

9:@) = fla) - @) + [fy(o) - fi(e)] LD =1

(Zauwazmy, ze f,(b) =+ fi(a) ze wzgledu na zatozenie @)= 01 tw.
Rolle’a).
Funkeja ta spetnia zalozenia tw. Rolle’a:

, . i 1O~ fl@)
13 z) = = @) + f{(@) 5—i—rre,
A zatem istnieje takie © miedzy 0 i 1, ze gi(@+ Oh) = 0, Podstawia-
jac © = a+ Oh we wzorze (13), otrzymujemy réwnogé (12).
Analogicznie do wzordw (9) i (11), z tw. Cauchy'ego otrzymujemy:

(14) fle+h) - @) _ @+ 6Oh)
fi(@ + ) — f1(z) fil@+6h)

Uwaga. We wzorze Cauchy’ego istotne jest to, Zze © oznacza te
samg liczbe w liczniku i mianowniku. Bezpogrednie zastosowanie tw,
1 do funkcji f i do funkeji £, i utworzenie ilorazu otrzymanych wyra-
zeth prowadzi do réznych (na ogét) liezb @ w liczniku i mianowniku,

9:(@) = 0 = ¢, (D).

VI. Rézniczkowanie funkeji superponowanych.  Niech y = f(x),
#=g(y), przy tym funkecja g jest okreslona dla wartogei y funkeji f,
wreszele funkeje £ 1 g sg rézniczkowalne i pochodna ¢ jest ciggla.
Nastepujacy wzér okresla pochodna funkeji superponowanej g[f(x)]

w zaleznosci od pochodnych f i g

icm

[N° V1] Roézniczkowanie funkeji superponowanych 111
dz _ds dy dgfz) [d o) d fi@)

1. il el s 0/ (L A A 144 M
dz dy dx dx Ay | y=ry dz

Przy danym @ i b == 0 pokézmy = f@+h) — f@), tj. flz+h)=y+k.
Otrzymujemy, stosujgc wzor (11) na warto$é¢ érednig do funkeji ¢:

9@ +h) —gfl®) gy +%) — g()
h - h

=9 (y+ OFk)- 775 = 9'(y+ OF) ’i@ﬂ%:f@

Aby otrzyma¢ wzér 1, nalezy przejsé do granicy dla & dazgcego
do 0. Otéz ze wzgledu na ciggtose funkeji g, mamy lim % = 0, a po-
h=0
niewaz 0<®<1, wiec i lim Ok = 0 (zauwazmy, ze O jest réwniez
h=0
funkejg zmiennej h). A zatem lim (y+ OF) = Y, co ze wzgledu na cigg-
h=0

tos¢ funkeji ¢' daje lim g'(y + Ok) = ¢'(y) = gIf(@)]. W rezultacie
h=0

29f@ _ i ﬂ‘.‘(ﬁﬁ%ﬂ@

f@+h) —fl) _
dz  p=o

=lim ¢'(y + OF) lim
h=0 =0 h

=glf@)] - ().

Uwaga. Twierdzenie jest prawdziwe réwniez bez zalozenia cigglo-
scl funkeji g. Wymaga jednak wowezas innego, bardziej skompliko-
wanego dowodu,

Zastosowania, Wzér 1 pozwala na nastepujace uogdlnienie wzorn
II, 7: dla kazdego rzeczywistego a i dodatniego # mamy

dxz? a—1

2, ’d—a;= a-x

aloga

Mamy bowiem 2% =e , a wiee ktadae 2 =¢¥ 1 y=a-logz, znaj-

dujemy %:M.M= R g

Powyzszy rachunek mozna byto jeszcze w taki sposcb zapisac:

de® _d "%  d(a-log x)

o . zenlogm,f“_:x“.g: a-z%!
dz  d(a-logz) dz z z
k]
8. C—l&——z— = a“(log z + 1).

1 Dla krotkosei piszemy gf(x) zamiast g[f{e)].
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dz® de"l8® de8*  d(z-logz)
Bogm =@ = d(z - logx) dx

= ¢*8% (log z+ 1) = 2"(log m+])

d
Zauwazmy tez, ze poprzednio udowodniony wzdr II1, 2% _di =a"-loga

mozna byo w analogiczny sposéb udowodnié, kiadae o = ¢®V€ %,

‘W praktyce stosujemy nieraz wzér 1 kilkakrotnie; np. gdy y = f(=),
ahiglf 9 [f(w)]‘r

= g(y), w = h(2), pochodng — obliczamy, opierajgc sie na

rownosci:
dw _dw ds dy
de ~ de dy dz’
Jak widaé, pochodne we wzorze powyiszym zachowujg sig jak
nlamki.

dlog @) _ f'(@)
4 dx f@)

Wyrazenie to nazywamy pochodng logaryimicens funkeji f. Znajo-
mos¢ pochodnej logarytmicznej daje natychmiast pochodng zwykty.
Stwierdzi¢ to fatwo na przykladzie funkeji y = 2 (gdzie rézniczkuje-
my log y = z - log 2).

Prayktady.

1) dlog sin(a:g) d log sin(z®) d sin(z?) da® 1

2)0r =
dzx 4 sin(z*) daz®  dw cos(z) 2

= sin(z?)

= 2z cotg(x?).

2) Pochodne funkeji hiperbolicenych. Przez sinus i cosinus hiper-
boliczny rozumiemy funkcje

- —& z L

e e+ e
oraz coshaz = +

(14a) ~
2 , 2

sinhz =

Aby znalezé ich pochodne, zauwazmy, ze

de™"  de™" d(-x) ot
de d(-z) dz )

Stad z fatwoscig znajdujemy:

icm
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d sinh 2 d cosh = .
(14Db) —————— = cosh z, ————— = sinh 2.
dx dx

Poltézmy jeszcze

sinh z ¢f—¢™®

(14c) toh z = = .
coshz g% 2

(=

Poniewaz, jak fatwo sprawdzié,

(14d) cosh®z — sinh?z = 1,
wiec
sin h._’z:
(14e) dtgh z _ “coshz cosh’z -sinh’z 1
de  —  dz cosh®z cosh®z

Funkoje sinh z i cosh z posiadajs funkeje odwrotne. Niech bowiem
g oo e

2

—

Wowezas ¢"—e ™~ 2y = 0, tj. ¢ — 2ye® — 1 =0, skad

F=y+)yT+L 4 z=logy+)yF+1 )

(wartodei y —y*+1 nie uwzgledniamy jako ujemnej). Wyrazilismy
w ten sposéb z jako funkecje y. Jest to zadana funkcja odwrotna
wzgledem sinh z. Oznaczamy tg funkcje symbolem ar sinh:

(14f) ar sinh % =log(z + 2+ 1).

Podobnie znajdujemy funkcje odwrotng wzgledem cosh z (2= 0),
ktdra oznaczamy symbolem ar cosh. Mianowicie,

(14g)

Opierajge sig na wzorach (14b) i na wzorze mna pochodng funkeji
odwrotne], z fatwoscig znajdujemy

ar cosh z = log(x + 22— 1), 2=1.

d ar sinh z 1 d
(14b) T yan a8l Vat+ 1),
. d ar cosh 2 1 a ——
(141) da N ‘/:Eg*-:—I = Zl%]og(x-l— ]/ x?—1 ).

Rachunek ten mozna réwniez wykonad, rozniczkujae funkcje wy-
stepujgce po prawe] stronie wzordw (14h) i (14i).

Dodajmy wreszcie, ze na funkcje odwrotng wzgledem tgh x znajduje-
my wzor

Kuratowski, Rach, réin. t catk. 8%
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(14)) ar tgh o = % log %fz (z]<1.
Stad
d ar tgh x 1 a1 l+z
(14k) do T1oe T 22—92(5 %8 T:E)'
Uwaga. Poznane przez mnas w NNO IT i ITI wzory na rdézniczko-

wanie funkcji zasadniczych pozwalajg — w zestawieniu ze wzorem
na rézniczkowanie funkeji superponowanych — na rézniczkowanie do-
wolnej funkeji elementarne] (a wige funkeji, ktorg otrzymuje sig z fun-
keji zasadniczych przez zastosowanie dowolne] ilodci superpozycji).
Pochodna funkeji elementarnej jest funlkejg elementarng.

Wezmy jeszeze pod uwage nastepujgcg funkcje (nieelementarng):

(15) f(x) = 2% sin % dla z =0, f(0)=0.

Ogolne wzory na rozniczkowanie funkeji elementarnych mnie dajg
moznosci obliczenia f7(0). Pochodng te musimy obliczyé bezpogrednio
z definicji pochodnej. Mianowicie :

- £(0) = lim i@%@

h=0

= lim & - sin = = 0.

h=0 h

Rzecz jasna, ze dla x == 0 pochodng f'(z) obliczyé mozna na pod-
stawle ogdlnych wzordw, dotyczgeych rézniczkowania funkeji elemen-
tarnych.

VII. Interpretacja geometryczna znaku pochodnej. Twierdzenie La-
grange’a pozwala na ustalenie zwigzku miedzy znakiem pochodnej
a wzrastaniem, wzgl. zmniejszaniem sig¢ funkeji.

1. Jeseli dla kagdego x naleiqeego do przedeiotu ab zachodei nie-
r6wno$é (@) >0, to funkeja [ jest w tym preedziale rosnaca.

Jeslu stale f(x) <0, to funkeja f jest malejoca.

Na mocy wzoru (11) mamy dla & > 0: flz+h) > f(z), wzgl.
flz + h) < f(z), w zaleinodci od tego, czy zaktadamy, ze pochodna jest
stale dodatnia, czy stale ujemna. W pierwszym wypadku funkcja f
rognie, w drugim — maleje.

Uwaga. Jesli zatozyé, ze stale f'(z)=0, wzgl. () =0, to funkeja
[ jest rosngca w szerszym sensie, wzgl. malejgca w szerszym. sensie,

Odwrotnym do tw. 1 jest twierdzenie nastepujgce:

icm
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2. Jeieli funkeja [ jest réémicekowalna w pumkeie ¢ i rosmie (wegl.
maleje) w jakims przedziale otaceajgcym ten punkt, to f(c)=0 (wegl.
f©)=0).
Jegli bowiem funkeja f rognie, to dla &> 0, mamy fle+h)—fe)=0,
fle+h)- -f(e)
h

a zatem > 0 1 przechodzac do granicy: f'(c) = 0.

Podobnie rozumujemy przy zatozeniu, ze funkcja f maleje.

Z tw. 1 wnosimy, ze

8. Jezels [(c)> 0, to funkcja jest w pewnym otoczeniu punktu ¢ ro-
snaca (pray zadodeniu cigglosci pochodnej w punmkeie c).

Analogicznie: jesli f'(c) <O, to funkeja jest lokalnie w punkeie ¢ ma-
lejaca.

Istotnie, ze wzgledu na cigglo$é funkeji f, nieréwmnosé f(c) >0 po-
cigga za sobg istnienie takiej liczby 6>0, ze dla |h|<é zachodzi
/(¢+h)>0. Znaczy to, ze pochodna f* jest dodatnia w kazdym pun-
keie przedzistu ¢c—h<z<c+h A zatem funkeja f jest w tym prze-
dziale rosngca ma mocy tw. 1.

Uwaga. Tw. 3 mozna jeszeze w taki sposéb wystowié: jesli (¢)==0,
to (przy zatozeniu cigglosci pochodnej) funkeja f jest lokalnie w pun-
kecie ¢ réznowartosciowa, tzn. jest réznowartosciowa w pewnym prze-
dziale c—d<w<c+d (>0). W przedziale tym funkcja y = f(z) po-
siada wige funkcje odwrotna = g(y). Pochodna te] funkeji odwrotnej
jest, jak juz wiemy, odwrotnosdcig pochodnej funkeji f.

Widzimy wiec, ze przy powyizszych zatozeniach réwnanie y = f(z)
posiada dla danej wartosci na y jedno 1 tylko jedno rozwigzanie

w zakresie x-6w, nalezagcych do przedziatu ¢ — 4, ¢+ 8.

Preyktad. Funkcja flz) = % maleje dla # <1, rofnie dla z> 1.

.odfety xe—-e® (x-1)
Istotnie d_ac(§)= = =—
>0 w zaleznodci od tego, czy z <1, czy z > 1.
T n N
Stad wynika, ze lim &= oo. Istotnie, lim ‘%: 00 (0b.§3,V,7), awiee

T=00 x =00

Wyrazenie to jest <0 lub

&L
funkeja - jako nieograniczona i rosngca dazy do oo wraz z ¢ (wynik
x

ten uzyskali$my na innej drodze w § 4, VI, 2).

Ogoélniej: dowodzimy w sposéb zupelnie podobmy, ze funkcja
fx) = ¢°2® (x >0) jest malejaca dla 2 <—a, rosngca dla z>—a. Po-
niewaz zag lim ¢"n® = co (por. § 3, V, 7), przeto

N=00
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(15a) lim ¢ 2% = co.

T

VIII. Wyrazenia nieoznaczome, Twierdzenie Cauchy’ego z NO V
pozwala na obliczanie granicy postaci nastgpujacej

. ) . :
16 lim =%, gdzie fla) = 0 = g(a).
(16) lim @y 8d7ie 1) 9()
Wyrazenia tego rodzaju noszg nazwe ,wyrazed nieoznaczonych ty-
[
pu 6 .

1. Jesli funkgie f < g sa ciggle w preedeiale domknictym aSaSD
i sq rdzgniczkowalne wewnqgtrz tego preedeiatu i jesli fla) =0 = g(a), fo

A7 li = ;
( ) :c:lanf:() 9(90) a=a+0 9(»’0)

pray zatoseniu, e ta ostatnin gramice istnieje.
Polézmy z=a+h. Nalezy wicc dowieds, ze

lim fa+h) iy [a+h)

18 = ‘a+h)
(18) 5=t 9@+HR) ~ hmio ga+h)

Otéz rownosdei fla) = 0 = g(a) i wzér Cauchy’ego dajg
fla+h) _ fla+h) —fay fa+ &h)
gla+h) — gla+h)—ga)  g@+ Ohy
iewaz lim O = o lim L@TOR _ o [ath
Poniewas i O =+ 0 e I, s om <M pas iy
wzor (18).
Analogiczne twierdzenie dotyczy granicy lewostronnej.

W wypadku, gdy pochodne " i ¢ sg cigglte w punkcie @, przy
czym g'(a) # 0, ze wzoru (17) wynika natychmiast nastepujacy wadr
de U Hospitalo!:

f@ _ @
e 9@ g

Analogiczny wzor dotyczy granicy jednostronnej i pochodnych je-
dnostronnych.

(19)

! de 'Hospital — matematyk francuski drugiej potowy XVIL wieku, znany zwia-
szoza jako popularyzator rachunku rézniczkowego.

[N° VI Wyratenia nieoznaczone 117
D, o ., : ]Og(l + ) . .
Preylktady. 1° Aby znalezé lim —————, przyjmujemy
=0 T

flz) =log(l +2) i g(z) = =.
Stad

f0)=0=g0), f@=1im D=1, f©O=1

A zatem

(19a) lim W) = 1.
=0
2° Obliczyé lim d ;1 - Potoimy f(z) = ¢~ 11 g(#) = 2. Mamy wiec
=0
f(0) = 0 = g(0), f'(®) =¢% g@) =1 A zatem
& ’
(19h) lim &=t 2 L0

a=0 € g(0)
Uwage. 1) Jesli g'(a) = 0, lecz f(a) == 0, to wzér (19) daje lim %= 0.
=
Jesli natomiast f(a) =0 = ¢g'(¢), to wzér (19) nie ma zastosowania.
Nalezy wéwezas stosowaé pochodne wyzszych rzedéw (ob. § 8, III).
2) Wazér (17) daje sig rowniez stosowaé w wypadku, gdy a = oo.
Inacze] mowige, jesli lim f{z) = 0 = lim g(x), to

=00 2=00

(20) lim ]f@:) = lim (@)

2=c0 J() 2= 9'(%)

przy zaloZeniu, Ze ta ostatnia granica istnieje.

Potézmy z = %i okreslmy funkcje pomocniczg F(f) przez warunki:

Fity =f (—1[) dla ¢ 5= 0 oraz F(0) = 0. Podobnie niech G(f) = g(%;) dla
t # 0 oraz G(0) =0. Dla kazdego £ == 0 funkcja F jest ciggla jako
superpozycja dwdéch funkeji cigglych: funkcji—i— i f. Jest ona réwniez

ciggta prawostronnie w punkcie 0, bowiem (por. § 4 (17))
lim F(f) = lim f(l) — lim f(&) = 0 = F(0),
t=+0 t=-0 ¢ =00

Podobnie funkcja G jest ciagla. Aby méc zastosowaé wzor (17),

nalezy obliczyé lim Ii(t) Otéz dla ¢ == 0 mamy
t=+0 G'(t)
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i)

ary  4rl)  dfw
at = Tdt T dw (lt

Podobnie G(f) = — %5 g(%) A zatem

lim &=

£@) _ o T o PO FG) @
oo G(@) Y el ey o1 HJg(IA)

a0 o (@)

Précz wyrazen nieoznaczonych postaci g rozwazamy réwnies nie-

. . o0 -
oznaczonosel postaci ) torumiejac przez to

lim - @ ——_ odzie hm f(z) = 0o = lim g(z).

T=q ( ) =

Oblicza.nie nieoznaczonoscl tej postaci mozna niekiedy sprowadzié

do postacl . Mianowicie kfadac Fl(z) = % 1 G(z) =

@ - . @)
=im 5y

1
———,  mam
9@ By

lim 227 za$ ta ostatnia nieoznaczonodé jest postaci %

z=q §(%)

Podobnie, jezeli 11m f@) =0 i lim g(z) = 0o, to wyrazenie nieoznaczo-
T=a

ne lim f(x) - g(z) postaci 0 - oo sprowadza sig do postaci 9 , bowiem
T=aq

_ pAC)
llm fi@) - 9() }clf:; @)

Jezeli lim f(2) = oo = lim g(z), to nieoznaczonosé llm [f(x) —
m-w . RB=

9(x)] posta~
el 0o — oo sprowadzamy réwniez do postaci —6, ktadac

. G(x)’ T(x)
lim [f(z) — g(x)] = 1 m >
Pozostajg jeszeze do rozpatrzenia nieoznaczomotci 0°, oco® i 1%,
Sprowadzaja si¢ one do wyzej rozwazanych na podstawie réwnogci
lim f(z)"® = lim @@ 108 /@) _ e‘g’i*—x"n“ 9T 1,
r=a T=a

icm

[N¢ IX] Pochodna granicy 119
; g
1
1 1 Loz conn . lx_mo ;;log cos x :
Praylktady. 1) hm (cos z)° = lim e* =" =1. Bo
2=+0
. log cos z . log cos x)’ . —tgx
lim ~g~—~ = lim (_g____) = lim — 8% o
= +0 Z == +0 €r z=-+0 1

2) Zmalezé pochodng prawostronng f(0) funkeji f okreélone; jak
nastgpuje: f(z) = x*, gdy x>0, f0)=1..
h
f(h) f(O) - lim h —1'
+

h=+0 B

Mamy " (0) =

Jest to nieoznaczonosc

postaci 9 bowiem lim 2% =1 (§ 5, III). Stosujge wzdér (17) i biorge
x=+0 )
1) = 2*(log z + 1) (ob. VI, 8), otrzymujemy

. 1
11;11:0 a* (log ¢ + 1) -

pod uwage, ze ZZ-;(;&:”‘~

x
lim %

7 —0, skad f1(0) = -

IX. Pochodna granicy. Twierdzenie. Jeieli w prezedziale a=x =0
spetnione sa; réwnoscs

(21) lim f,(x) = fix) oraz lim f,(z) = g(x),
n=00 n=00
prey ceym funkcje f, sq ciagle i zbiesne jednostajnie do g, to
| Cd IAC)
2 it = ]« e = ————,
(22) F@y=9@, 4. - ,12110 1) 71115; o
Niech ¢ bedzie danym punktem, nalezagcym do przedziatu ad. Osza-
cujemy rdznice
Fale+h) — 1, (¢) ,
(23) = '/"Z"—'JL“ - g(e) = fr(c+ O )~ g(o).

Niech dane bedzie ¢> 0. Poniewaz ciag {f, } jest jednostajnie zbiez-
ny do g, istnieje takie %, ze dla n>%k i dla kazdego z przedziatu ab

(24) ' ' | F1(%) — g() | <e.

Poniewaz zad funkeja g jako granica jednostajnie zbieznego ciagu
funkeji ciggtych jest ciggla (por. § 6, I, 1), istnieje wiec takie 6 >0, ze
nieréwnosé |z —¢|<d pocigga za sobg

(25) [g@) —g(e) | <e

Zakladajac, ze n>% 1 |h|<d, otrzymujemy wiec nastepujace osza-
cowanie
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[£(c+ Oh)--gle)| =] /(e + Oh) — glc+ Oh) | + | gle+ @h) - g(e) | < e,

tj. na mocy (23)

< 2e.

R ©

Poniewaz lim 7, (c+%) = fic+h) oraz limf, [(0) = [(c), mamy wigc
Nn=0c0 N==00

ﬁc_i}%:j_@ - g(c) ’ <2,

o ile tylko |h|<d. Przechodzac do granicy dla A dazgcego do 0,
otrzymujemy stad réwnosé (22).
Uwage. 1) Zbieinosé ciggu funkeji nawet jednostajna nie pocigga
za sobg zbieznosci ciggu pochodnych. Swiadezy o tym przyktad na-
o 1.
stepujgey: [, (2) = 5 sin ne.

2) Twierdzenie pozostaje w mocy, jesli zamiast zakladad, ze pier-
wsza z réwnosci (21) spetniona jest w cakym przedziale ab, zaloryé
Jedynie, ze spetniona jest w danym punkecie ¢. Jegli bowiem cigg
funkeji jest zbiezny w punkeie ¢, zaé cigg pochodnych jest zbieiny
jednostajnie w przedziale ab, to ciag funkeji jest zbiezny w calym
przedziale ab.

Istotnie, na mocy naszych zakozen istnieje dla danego &> 0 taka li-
czba %, ze dla n>%k spelnione sg nierdwnogci

26)  [£, () —TF(e)]<e oraz |f@)—f(x)|<e dla aZzsb.
Potézmy F, (%) = f,(x) ~ f,(x) oraz 2 = ¢+ h. Mamy wige
F(x)=F, () +h-F)c+ 6Oh)= 1,(e) = f,(e) + RIf.(c+ Oh) — . + Gh].

S.t@d na mocy (26): |F (@)|<e+|b-ale=e(l+|b—al).
clgg f,(x) jest zbiezny.

A zatem

X. Pochodna szeregu potggowego. Udowodnimy, ze
; d s
27) T (@ + 0 + a2 + ...) = a; + 20,7 + Sazx® + ...

dla kasdego = lesacego wewngtre preedeiatu zbieénosci seeregu

(28) f@) = ap + a2 + agz + ..,

icm

[N° X] Pochodna szeregu potegowego 121

Pray tym szeregi (28) i
(29) g(x) = a; + 2a,% + 3agx® + ...
majq ten sam promier zbieénoscs.

Udowodnimy najpierw drugs czesé twierdzenia. Niech wiec r be-
dzie promieniem zbieznoéei szeregu (28) i niech 0 <c<r. Udowodni-
my, ze szereg g(c) jest zbiezny. Niech ¢< (<7 Pordwnajmy wyrazy
szeregu

30 n—1
(30) lag |+2]ag]e+...+nla, " +...
z odpowiednimi wyrazami szeregu zbieznego (por. § 6, III, tw. 1):

(81) la,| O+ |ag|C* +... +]a,| O™+ ...
- c
Poniewaz limyn = 1 (ob. § 8, V, 8), zag— > 1, przeto dla duzych n:
n=co

|a

(o< L)

c

ﬂ 1 C’n
¢ = E'Ianl "

Wnosimy stad, ze szereg (30) jest zbiezny, a zatem zbiezny jest
rowniez (bezwzglednie) szereg g(c).

Odwrotnie, jesli szereg (29) jest zbieiny bezwzglednie, to rdéwniez
szereg (28) jest zbieiny. Bowiem

W‘l “nl cn—l —

la’nmnl = {m| ’ [a%xn_ll = |x]-|nuﬂx"”1 I :

Udowodnilismy w ten sposdb, zZe kaidy punkt lezacy wewnatrz
przedziatu zbieznosci szeregu (28) nalezy do przedzialu zbieznosei
szeregu (29) i odwrotnie: kazdy punkt lezacy wewnatrz przedziatu
zbieznodci szeregu (29) nalezy do przedzialu zbieznosdci szeregu (28).
A zatem oba te przedzialy zbieinodci sie pokrywajg.

Przejdzmy teraz do dowodu wzoru (27). Niech z bedzie punktem
wewnetrznym przedziatu zbieinodci szeregu (28), a zatem i szeregu
(29). Niech ab bedzie jakimg¢ przedzialem domknietym, otaczajgcym
ten punkt i réwniez polozonym wewngtrz przedzialu zbieznosci. Na
mocy tw. 1, § 6, III, szereg (29) jest w przedziale ab jednostajnie
zbiezny. Oznacza to, ze jesli przyjad

f@) = ag+ az+ ... +a,z",

to funkeje f, tworzg ciag jednostajnie zbiezny w przedziale ab do
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funkeji g. Stosujge twierdzenie numeru poprzedniego, otrzymujemy
wzor (27).

Jak widas, wzor (27) orzeka, ze szereg polggowy ridniczkuje si¢ po-
dobnie jak wielomian — wyraz po wyrazie.

=]
Ogédlniej: jezeli réiniczkujac wyraz po wyrazie szereg7£'0u,n(m) uzy-

skujemy szerag Zo'ouy'b(m) zbiezny jednostajnie 1 jesli przy tym funkeje
n=0
u, () sa ciagle, to

d o =)
¢ 2 . T, - N / .
(32) Tn n2= . %, (%) ,ﬁoun(m)

Przsyktad. Rozniczkujac szereg

1

—— = 2L
l-x

otrzymujemy dla |z |<1:

LI O T
A=af +ax+3x+ ... +nx 4 ...
XI. Rozwinigcie na szereg potegowy funkeyj log (1 +x) i are tg x.
Wezmy pod uwage znany nam wzir

dlog (1+2) 1

(33) dz T ltx

=1-z+at—a+.., (|z|< 1)
Szereg wystepujacy w tym wzorze jest, jak wida¢é mnatychmiast, po-
, A A A

chodna szeregu S(z) = z gty T Ty e
log (1 +2) i S(x) maja te samg pochodng; réznia sie wiee o stalg (ob.
V. 4). Polozmy log (1 + %) = S(z)+ C. ' Staty C mozna obliczyé, pod-
stawiajac 2z = 0; otrzymujemy log (1+0) = 0 = S(0). A zatem
C=log(1+0)-8(0) = 0.

Dowiedlismy w ten sposob, ze funkeje log (1+2) i S(z) sq identy-
czne w przedziale — 1<z < 1. Inacze] méwige: '

A zatem funkcje

x?  ad ozt
(34) log (1+2) = &~ o+ — = + .. (z|<1).
Podobnie ze wzoru
d arc tg o 1 .
dwg =1+m2=1~w"+x4-~x“+... (awl<l)

[No XT) Rozwiniecie na szereg potegowy 123
wnosimy, ze arctg z = C+2— T Podstawiajae = 0 1 bio-

rgc pod uwage, Ze arc tg 0 =0, otrzymujemy C = 0. W rezultacie

8 b 7
(85) arctgxzx_§.+ic__£+___

73 7 (=|<1).

Udowodnilidémy, ze wzdér (34) obowigzuje dla ]x]< 1. Wykazemy,
ze obowiazuje on réwniez dla z = 1. Istotnie, dla z =1 szereg wy-
stepujgey po prawe] stronie tego wzoru, tj. szereg S(1) =1 ——é +é - ..
jest zbiezny, a zatem na mocy tw. Abela (§ 6, ILL, 8) funkcja S(z) jest

lewostronnie ciagla w punkeie 1. Stad

S(1) = lim S(z) = lim log(l +2) = log 2,
=10 e=1—0

poniewaz funkcja log(l + ) jest ciggta w punkecie 1. 'W rezultacie:

1 1 1 1
¢ [—] —— —— ——
(36) log2=1 53 4-1-5

Podobnie ze wzoru (35) wyprowadzimy wzér Leibniza:

11

7T 1
o1 ==
(37) +

1+ :
7

3" 5 9

Oznaczajac prawa strone rdwnosci (35) przez T'(x), mamy

T(1) = lim T(z) = lim arc tg 2 = arctg 1 = Z,
0

g=1— z=1—0

skad wzor (87).

Uwagi. 1) W praktyce wzér Leibniza mato sig nadaje do obli-
czania liczby z; np. aby obliczyé m/4 z doktadnoscig do trzech zna-
kow dziesietnych, mnalezaloby wzigé sume pierwszych 500 sktadnikéw
rozwiniecia Leibniza. Znacznie dogodniejszy jest wzdr nastgpujacy.

Niech o = arc tg(1/2), f = arc tg(1/3), tj. tg a = 1/2, tgf = 1/3. Po-

niewaz

tga +tgf 2
1-tga-tgf 1

tg(a+p) =

zad 1 = are tg(w/4), wiec z/4 = a + ff = arc tg(1/2) + arc tg(1/8). Stad
na mocy wzord (35) otrzymujemy:
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1 1 1 1 1
58 5 e TE 8 e T s

=13
[N
o

Ot{

Znane sg inne wzory, dajgce jeszcze szybsze sposoby obliczania .

9) Wazdr (84) prowadzi do nastgpujgce] nierownosei:
37) ilog(].+w)<1 dla O<z=1.

Mamy bowiem

N

J: ,_.,»‘?_....« TF
3 T4l T

aw

(37") = log(l +a)=1- < +

Dla 0 <z =1 jest to szereg naprzemienny, spelniajgcy warunki

2 n

z
l1>%>—>,.. oraz lim
3 n=co

2 =0,

31%

a zatem w my$l tw. § 38, IIL suma tego szeregu jest mniejsza ocl
pilerwszego jego skladnika, tj. zachodzi nieréwnosé (87).
Podobnie dowodzimy, ze

377) <$+—§> log(1+2z)>1 dla 0<z=1.

Dodajgc bowiem do $zeregu (37") szereg (34) podzielony przez 2,
otrzymujemy

1 1 11 1 1 1 1
Za = LR P LN PR B e . 2
(:c+2) logl+2) =1+ (8 4) x (4 6)-! ek & (n—\-l 27‘&)7

Po odrzuceniu pierwszego skladnika, otrzymujemy — jak Yatwo
sprawdzié—szereg naprzemienny, spetniajgcy zatozenia tw. § 8, IIT, 1.
Whnosimy stgd, ze suma tego szeregu jest dodatnia. A zatem zacho-
dzi wzér (37°).

XIL* Asymptoty. Z pomocg rachunku rézniczkowego wyznaczyé
mozna asymptoty danej krzywej y = f(x). Mianowicie prostg ¥ =aX +0
nazywamy asymptota krzywe] y = f(z), jesli

6 =lim f(z) oraz b= lim[f(z) —azx].
=00 L=ca

Jak widad, kierunek asymptoty jest graniczmym kierunkiem, do
ktérego zmierza kierunek stycznej do krzywej w punkeie [z, f(2)]
gdy @ dazy do oo; przy tym odleglos¢ tego punktu od asymptoty

(N° XIII| Pojpeie rozniczki 125

zmierza do 0. Odlegtosé ta bowiem = |[f(z) — az —b] cos a|, gdzie a

Jjest kgtem utworzonym przez asymptote z osiag X.

Podobnie rozwazamy asymptoty dla z dgzacego do — co.
Wreszcie prostg X =c¢ (réwnolegly do osi ¥) nazywamy asymp-
totg krzywe] y =f(z), x <¢, jesli lim f(x) = + co = lim f(x) Podobnie

z=¢~—0 r=c—0

okredlamy asymptoty dla krzywej y = fix), z>c.

Przyklady. Dla hiperboli y = 1/x asymptotami sg, jak }atwo spra-
wdzié, osie X 1 Y.

P
B

3 obliczamy 3 =% . Stad

Aby znalezé asymptoty krzywe] y = e oc

limy=1 oraz limy = 0. A zatem a=01ib=1. Prosta I =1 jest

w00 =00

wige asymptota. Drugg asymptots jest o§ I, Dbowiem lim y = oo

a=—{

oraz lim 4 = oo
=)

XIII*, Pojecie rézniczki., Pojecin rézniczki mozna nadaé geisly
tres¢ matematyczng w sposéb nastepujacy. Przez rézniczke funkeji
y = f(x) w punkecie = ze wzgledu na przyrost kb nazywamy iloczyn
f(z) h. Piszemy

(38) d fix) = f(x) h Tub krdcej dy = f'(x) h.

Symbolika & f(z) lub dy, dogodna w zastosowaniach ze wzgledu na
swg prostote, nie uwydatnia zalesmosci rézniczki od zmiennej x, wzgle-
dem ktére] sig rozniczkuje, ani zaleznogel od przyrostu h. Azeby tym
wymaganiom uczynié¢ zadoss, nalezakoby pisa¢ np. d(y,h); przy tym
jesli chcemy zaznaczyéd, ze rozniczka rozpatrywana jest w punkecie
g, nalezatoby pisaé [du(f(z), A)] podobnie jak dla oznaczenia po-

chodne] w punkeie .
W myél wzoru (38) dz = h, bo podstawiajac f(z) = x, mamy [ (z)=1
Mozemy zatem podstawié we wzorze (38): h=dz. Otrzymujemy
dy = f'(z) dee. Dzielgc obie strony tej réwnosci przez dz, mamy wige

=
0

oy = Y
f(m)"zz‘;é’

gdzie po prawej stronie wystepuje iloraz dwich rozniezek (co uwazad
mozna za uzasadnienie symbollkl Leibniza dla pochodnych). Sciglej

a,(y,
mowige, mamy f'(x) = 7 (J /)) lla kazdego h == 0.
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Wzory rachunku rézniczkowego mozna notowaé w symbolice réz-
niczkowej, jak wida¢ na przykiadach nastgpujgcych:
de® = ¢dx, d sin 2 = cos z dz, dec =0
Wzér II, 4 na pochodng sumy prowadzi do analogicznego wzoru
na rézniczke sumy:
(39) dly +2) = dy + de.
Istotnie, niech y=f(x), ¢ = g(x). Mamy

Ay +2)=Y+&) h=yh+eh=_dy+de

Analogicznie dowodzimy, ze
(40) d(yz) = y de + ¢ dy.

Podamy jeszeze wzor na rézniczke funkcji superponowanych.
Niech y = f(z) i 2 = g(y). Wowcezas

(41) dee = g’ () duy.

Bowiem d 2 = M@dx =g @) dz=g'(y) dy na mocy (88).

Zauwazmy, ze na mocy (38) mamy tez d z2=g) dy Y- Zestawiajge
te ostatnig rownosé z réwnosceig (41), Wldnmy, Ze Jeéh 2 jest funkq]ad
zmienne] y, to wzér na rdézniczke z formalnie pozostanie bez zmiany,
gdy y przedstawi¢ jako funkcje nowej zmiennej x (pomijajac oczywi-
gcie wskaznik przy d, wskazujgey wzgledem jakiej zmiennej nalezy
rézniczkowad).

Zadania 127

Interpretacja geometryczna rézniczki widoczna jest natychmiast z ry-
sunku,

Zachodzi twierdzenie nastepujgce: rdénica miedey preyrostem funkcji
Ay = f(x+ k) — flx) a rdsnicekq dy, podzielona preez rééniczke dx, dazy
do 0 wrae z tg rééniceka, t).

(42) lim Y- _
da=0 dz
Bowiem
dy—d h h e+ h)—fa \
,/dm y_ f@+h)- f(w) [@h _ [+ 13 flz) _ ()
Zﬂé lirn ./f‘(m:*:..h)_,_.fgm) f’(w)_

h=()

Twierdzenie powyzsze pozwala czgsto w praktyce (up. w zastoso-
waniach fizyeznych) zastepowaé rézniczke dy przez przyrost Ay.

Zadania do § 7

1. Zrézniczkowaé funkcje nastepujace:

2 4 -
1) i —‘;zw—i—-— 2) sz — b ) 3) —T;_'x—_;":
&t =1 Ve+a®
4) seczx 5) cosec z 6) cotgx

7) arc sec z 8) arc cosec x 9) arc cotg x

10) log sin = 11) log tg « 12) arc cos(l — x)

3
13) arc tg T 14) log sinh « 15) ar tgh ]/5
2. Udowodnié, ze jesli funkcja f jest rézniczkowalna, to je] po-
chodna /" posiada wlasnosé Darboux (t]. przechodzi od jednej warto-

el do drugiej przez wszystkie wartosci posrednie).

(Udowodnié najpierw, ze jesli f(@)<O0<f'(d), to istnieje w prze-
dziale ab taki punkt ¢, ze f'(¢) =0. Ogélny wypadek, gdy f(a) < A <f'(D),
sprowadzi¢ do poprzedniego, rozwazajgc funkcje f(z) — 4x).
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P n xm-l ,
8. Dany jest szereg f(x) = 2 (»— ~Z), Zmalezé f(x) oraz sume
' n=1 \# n+1

szeregu pochodnych. Wyniki uzyskane zestawié z tw. N° IX.

4. Udowodnié, ze jesli funkeja [ jest rézniczkowalna w punkcie z,
to

, . Az +h) - fle—h)
) = }::ns 2h )

Wykazaé na przykiadzie, ze nie zachodzi zaleznogé odwrotna: po-
wyzsza granica (czyli tzw. pochodna uogélniona) moze istnied, pomi-
mo ze funkeja nie jest w punkecie x rozniczkowalna.

5. Poda¢ przyktad funkeji, ktéra w punkecie nieciggtodei posiada
pochodng uogdlniong.

6. Poda¢ przyktad funkeji parzyste] (tj. takiej, ze f(z) = f(—x)),
dla ktérej f°(0) = 0, pomimo ze w punkcie 0funkcja nie posiada ex-
tremum (nawet niewlagciwego).

7. Udowodnié, ze jesli funkcja rézniczkowalna posiada w punktach
@ i b maximum, to posiada tez minimum w jakim$ punkcie pogred-
nim miedzy a 1 b.

8. Niech funkcja f bedzie ciggla w przedziale a Sx <), zad roini-
czkowalna wewnatrz tego przedziatu. Jedli istnieje prawostronna gra-

nica lim f(x), to istnieje tez prawostronna pochodna funkeji 71 sa
2= +0

one réwne: {7 (@) = lim f"().
a=q+0

9. Udowodnié, ze wéréd prostokatéw o tym samym obwodzie kwa-
drat ma najwieksze pole.

10. Udowodnié, ze wéréd tréjkatéw o statym obwodzie i stale]
podstawie trdjkat réwnoramienny ma najwicksze pole.

11. Udowodnié, ze wsréd tréjkatéw o statym obwodzie najwieksze
pole ma tréjkat réwnoboczny.

12. Dowiesé, ze jesli pochodna f(x) jest réznowartosciowa, to dla
kazdego =z, krzywa y = f(z) lezy po jednej stronie stycznej w tym
punkeie.

Wywnioskowaé stad, ze ¢“>14x dla z 5= 0.

" 18. Dowiess, ze (i—!—%) log(l+z)<1 dla 0<z=1.

icm
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14. Dowiest, e —— = =< ~1.
owiesé, Ze 1_*_m_log(l +x)Sz dla z>-1

15. Rozwingé na szereg potegowy log V%ﬁ

16. Dane sg dwa punkty P i @ polozone na plaszczyznie nad osig
2-6w. Zinalezé na osi z-6w taki punkt R, aby suma odcinkéw PR
i RQ byta najkritsza. Udowodnié, ze katy (ostre) utworzone przez te
odeinki z osig z-0w sa sobie réwne.

(Zinterpretowaé ten wynik na gruncie optyki: PR(Q droga promie-
nia, 0§ 2-0w zwierciadto).

&
17. Obliczy¢ lir ig—fz—, lim (E—x)tg z, limyz.
2=0 g 4z e 2

=00

18. TUdowodnié istnienie granicy (zwane] staty Lulera):

. 11 1
=lim(l+z+5+..4+=—logn
c nl:li( totg Tt o —lgn
(wykazaé, Ze rozwazany ciag jest malejacy i ograniczony, opierajgc sie
na nieréwnosci z zad. 14).

19. Udowodnié, ze jesli dwie funkeje rézmiczkowalne [ 1 g spel-
niaja dla kazdego x mieréwnodé [(x)g(x) % ¢'(%)f(x), to pomiedzy
kazdymi dwoma pierwiastkami réwnania f(z)= 0 znajduje sig pier-
wiastek rownania g(x) = 0.

f(x)

(Rozwazaé funkeje pomocniczg "g—(;))?

§ 8. Pochodne rzedéw wyzszych

I. Definicja i przykiady. Nazywamy druga pochodng fu_nkcji f po-
chodng, pochodnej tej funkcji. Podobnie trzecia pochodna jest to po-
chodna drugiej pochodnej. Ogdlnie n-ta pochodna jest to pochodna
n+1-e pochodnej. Pochodne wyzszych rzeddw oznaczamy:

dy dy d*y d*y
. prer T (n) L o wd wd w
Fors s e .. Tab G et dmden

; £
Kuratowshki, Rach. rdin. i cath. 9
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(Z{"'y dn~—1
M ¢ o= — |
amy wig dx"  dz (dx""l
Np. niech f{z) = 25. Mamy f'(x) = 32, ["(z) = 6z, ["(x)= 6 oraz
f™@) = 0 dla n> 8. Ogélniej
k., 2 Nf T
@) g (mk) =am—1)...--k+1)2" " dla k=Zn, @_Lﬂfj =nl
dzx daz"

Jesli @ jest liczbg rzeczywisty (xdzng od liczb maturalnych), to dla
dowolnego naturalnego % i dowolnego # >~ 1 mamy

k

@) ”%c_(l+x)“=a(a~l)-----(66—70+1) (L+2)"7"
€

Funkcja ¢ ma te wlasnosé, ze pochodne wszystkich rzeddw sg
z nig identyczne.

Dla funkeji flz) = sin 2 mamy
(B) f@®)=cosa, f'(x) =-sinx, f'(x)=—cosz [ () =sinz.

Zachodzi tu réwnose f™(z) =
niona przez funkcje f(x) = cos z.

F®"9w). Ta sama rownosé jest spet-

Zauwazmy przy tej okazji, ze dogodnie jest rozwazaé pochodng
lze;du 0 jako identyczng z samg funkcjg: f®(z) = Az). Podana powy-
ze] rownosé obowiazuje réwniez dla » = 0.

Wazor (1) pozwala tatwo obliczyé %-tg pochodng wielomianu n-ego
stopnia: f(z) = @y + @@ +...+ a,2". Podstawiajac w fP) (dla
k=0, 1,...,m) =0, znajdujemy:

@ a=fO) & =F(0), a =5 £0)....a, = 7 /™).

'I’L n!

Stad otrzymujemy wzdr, ktéry nastepnie nogélnimy:

$2 acn (1)
() f@) = f0) + f'(0) + 57 F(0) + ... + =7 £7(0).
Jako przykiad na obliczanie pochodnych wyzszych rzedéw przy-
toczymy wzér na drugg pochodng funkeji odwrotnes.

By Py
d2 d(lga}) dz do®  dz

b
Jak wiemy o _ 1: dy St d 'Zl*&:_(mcfz/“ji &

dy T dm

icm
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. d*z AN
t). dyf ~ 7 da® " \de) "

W zastosowaniach do fizyki mamy bardzo czesto do czynienia
z drugg pochodna. W szezegélnodci, preyépieszenie jako pochodna
predkodei wzgledem czasu jest drugg pochodng drogi wzgledem czasu:

d%s ds .
i m Ert gdzie m oznacza mase.

Stad sita =

I*. Rézniczki wyzszych rzedéw. Druga Iézmcqu funkeji f(z) okre-
dlamy jako rézniczke rézniczki funkeji f(z). Scislej méwiac, jako roz-
niczke ze wzgledu na przyrost A rézniczki funkeji f ze wzgledu na
przyrost h; zmienng, wzgledem ktérej sie rézniczkuje, jest z. Kiadae
Y = f(x) i oznaczajge drugg rézniczke przez d®y mamy wiec

dy = d(@y) = dly'h) = = Wy h = y'h? = y'@a

‘Widzimy zatem, ze druga pochodna funkeji 7 jest ilorazem jej dru-
giej rézniczki przez kwadrat rézniczki dz (co uzasadnia znakowanie
na drugg pochodng).

Ogélnie mn-tg rézniczke d"y okreglamy jako =-tg iteracje rézniczki,

tj. d"y = d(d""y) (ze wzgledu na ten sam przyrost h).

Mamy woéwezas
) Py = 4™ oy

Dowodzimy tego przez indukcje. Wzér (5') zachodzi dla n=1
(i jak widzielimy, dla n = 2). Przyjmujac ten wzdér dla n, nalezy go
udowodni¢ dla n+ 1. Otéz

d[y(n) (d.']?)n] _ (12+1) (d{lf)n+1.

dn+1y =d(dny) - Z% [y(n) (dx)n] A = y

Przyktad. Pochodne wyzszych rzedéw funkeji odwrotnej (por. N°
poprzedni) obliczyé mozna z pomocy rézniczek wyzszych rzedéw jak
nastgpuje. Niech funkcja z = g(y) bedzie odwrotng wzgledem y = f(z).
Rozniczki dy, dby, dPy itd. rozumiane bedg jako dy, dy, dly itd.
Oczywiscie d% =0, d’ =0, .

Poniewaz y'z' = 1, przeto dy =
otraymujemy

y'z'dy. Rozniczkujac wzgledem vy,

dy' dx o dax'

_ = t [ A g.
0=d?z—(d iy +d J)(dW [y () +Jw](0‘ly)
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Analogicznie

0 =dsy = [y"@)® + 3y"a'x" + y'z"] (dy)>.

' Otrzymujemy w ten sposéb réwnania, ktére pozwalaja nam kolejno

1"

obliczaé pochodne z', 2", ", ...:
y’ml - 1
yl’(ml)g + l/lm// — 0

1,01

?/l!l(xl)g + 8?/71‘,”’%” + J‘z

II. ‘Dziakania arytmetyczne.
sprawdzamy przez indukcje, ze

Niech y = f(®), ¢ = g(a). Z ZIatwodcig

(6) ( Y+ z)(n) (n) + ﬁm
oraz
) - z)(az) = J(n) ('n)‘

Dla n-te] pochodnej iloczynu mamy nastepujacy wzér Leibniza:

(8) Jz)(vz) - J(n) (I)J(n—l)g: + (‘))’l_/ n——Q) " L+ yz(n) -

- 2 (n-—k) (Ic)
%=0 7|/

Wzér ten udowodnimy przez indukeje. Dla n =1 jest to znany
nam wzor na pochodng iloczynu. Zalézmy, ze wzdr ten zachodzi dla
n i zrézniczkujmy go. Otrzymamy

a+1) _ o (n—T+1) ( ) (P, =k 1) |
v2) kfo{<7f )‘/ ) (70)y ‘ } B

s wa (n—Te+1) (1) n (n+1) _
o 2 e G ) -

__:”ztl n+1 g+ =IO,
=0\ k& /°

bowiem (;Z) (kn ) (u-{-l) (ob. § 1, (4)).

Preyktad. Aby znalezé n-tg pochodng funkeji xe”, pokézmy y =e*

icm
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i 2= Jak widaé,

tylko pierwsze dwa wyrazy we wzorze (8) nie
znikajg. A zatem

3

o (xe") = e"(x + n).

III. Wzér Taylora®. Wzér Lagrange’'a (§7, (11)) jest ,pierwszym
przyblizeniem® nastepujgcego wzoru Taylora:

ZaXozmy, zo funkeja [ jest n-krotnie réémiczhowalna w przedeiale
aZ2xzs2b. Pologmy h=0 - a. f(b) moéna preedstawié w postaci nastepu-

Jaces

(b a)2

¢-a"!

® 10 =) + 2 T

= @) + @+ ...+

@) +E,

przy czym

AL - )"
(=1

gdzie © 1 6 oznaczaje odpowiednio dobrane liczby, czyniace zadosé nie-
riwnodciom 0< @<l oraz 0< O <1.
Dowsd. Na mocy rédwnodci (9) mamy

n
(10) R, = %—[ ™ (a+ 6h) = f® (a+ &),

C—a)"" e
DT f‘ V(@)

Oznaczmy przez g, (x) funkeje pomocniczg, ktéra powstaJe z R, gdy
zagtgpimy a przez x, tj.

1 [ a)2 i
(10) R, = )~ fla) = " (@) - —,—f(a)—..

[ b"‘ b n—
(1) g,(@ = iy~ firy - =2 ey - OS2 ey . _<( - g,
Rézniczkujac, otrzymujemy
(b—as a:)

s@=-ror@-5Erw|+ 2 re -5 e+

(b .’./}) n—1) (b"m)n—l (),
4—[(1 1) o ) - C o @ |-
A matem g/ (z) = (b(n o fm)(.x,) Zarazem gn(b) 0, g,t(a)

! Taylor i cytowany dalej Maclaurin — matematyey angielscy pierwszej polowy
XVIIT wieku.


pem


134 ROZDZIAYL III. Rachunek rozniczkowy jednej zmiennej § 8

Stosujac twierdzenie o wartodci Sredniej, otrzymujemy

9.0 =9, _

AL

tj.
B, _(-a-on
h (n—1)!

n—1 ni—1
— 6 ,
h (l_w_ 7) -7‘(”)(61,-{— 6'h),

f("«)(a + @' h)y=-— (n~—1)!

hn(l —_ @’)n_l n) ’ ' " . 3 -
skad Rn:’*—(n_“]")‘i’* F™(a+0' h), zgodnie z drugs czedcia wzoru
(10); jest to tzw. postaé Cauchy’'ego resety.

Aby udowodnié pierwszg czesé wzorn (10), §j. wzdr Lagrange’a na reszte,
zastosujemy tw. Cauchy’ego (§ 7,V,5) do funkeyj g, (x) oraz u, (x)=(b—ax)",

Otrzymujemy

9.0 -9,  g,(a+6h)
u,0)-u,(@) ~ w, (a+ Oh)

Biorae pod uwage, ze u,(0) =0, wu,(@)=h" i w(@=-n@-2)"",
wnosimy stad, ze

1

—B,  @-a-0n! ,
~n(b—a—6h)" "

= n=D) F™(a+ Oh)

skad reszta B, w postaci Lagrange’a.
W ten sposéb tw. Taylora jest w calodei nudowodnione.
Podstawiajac b=2 1 a=0, otrzymujemy wedr Maclawrina:

n—1

a9 f@) =fO+ [ O+ ot o () + B
gdzie

_Z" w _ 2" 1-0
(13) R, ~n—1fn(9m)——”7ﬁ:—1~)!——*7‘ (0'w).

Wzér powyzszy jest spelniony przy zalozeniu, ze funkeja f jest
n-krotnie rézniczkowalna w przedziale domknigtym 0z, wzgl. 20, w za-
leznosci od tego, ezy x>0, czy <0 (jak wida¢ z dowodu, zatoze-
nie n-krotnej rézniczkowalnodci mozna zastapi¢ przez zatozenie stab-
sze: mianowicie przez zalozenie, Ze n—1-sza pochodna jest ciagla
w cadym przedziale i Ze m-ta pochodna istnieje wewngtrz przedzialu;
sy to zatozenia, ktére dla n =1 czyniliSmy w tw. Rolle’a).

[N° IIi) Wzér Taylora 135

Preyltady ¢ zastosowania. 1) Zastosujmy wzér Maclaurina, podsta-
wiajge we wzorze (12): f(x) = €° oraz n =2. Poniewaz

@) = ¢ = f"(@) oraz f(0) =1 = £(0),

- mﬂ
a zatem F=ltzt o e

Whnosimy stad, ze dla kazdego x zachodzi mieréwnogé
(18" € =1+ .
Bowiem *20 oraz ¢®* > 0.

Nierwnogé (18') posiada przejrzysts tress geometryczng na wykre-
sach funkeyj y =¢" iy =1 + 2.

2) Wzor Taylora pozwala zaostrzy¢ w nastepujgcy sposob wzér de
I'Hospitala (§ 7, (19)): jesli funkeje f i g posiadaja n-te pochodne cia-
gte i jesl

flay=0, f(@=0,..., f"Na)=o,
gla) =0, g'(a)=0,..., g(n"l’ (@) = 0, zaé g™ (@) =0,

to

1 . f(®) f (n)(“)
13 lim =22 = LYY
(12 s=a 9(@) 9"™(a)

Istotnie na mocy naszych zalozen i wzoru (9) Taylora (w ktérym
b zastgpujemy przez z) otrzymujemy

fla) = E ok 6z -] oraz @) - C= 2 g0 1 0 o

A zatem

f@) "la+ 0 (z—a)
9(x)  ¢"a+O@-a)’

Przechodzac do granicy dla z daszgcego do a i opierajac sie mna
cigglogei funkeyj F™ i g™, otrzymujemy wzér (138").
. . x—sing . .
Np. aby obliczyé I;:L;% Sema kiadziemy f(z) =2 —sinz oraz
9(x) = = sin . Mamy wiec
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flx)=1—cosz, ¢()=sinx+xcos2,

£0) = 0 = g(0),
£10) = 0=g'0), '@ =sinuz,
F'(0) =0, ¢'(0)=2.

Na podstawie wzorn (18") (dla n = 2) znajdujemy

¢"(@) = 2 cos x ~ z sin 2,

rz-sinz 0

-13/11 1 Z_Z el = O-
{ ) xl__.rf)l x sin & 2
Podobnie znajdujemy
. 1

v lim{ cotgz — =)= 0.
@) i cotg o~ 7] 0.

Mianowicie cotg z — 1_ oS ® — Sin 2 1 kiadge

z 2 sin x
fla) = 2 cos  — sin z oraz g(x) = @ sin @

otrzymujemy przez rachunek zupeinie podobny do poprzedniego wzdr
zadany.

3) Stosujge wzdr Maclaurina do funkeji f(z) =
uwage, ze

log(1 + ) 1 biorge pod

[@) =5

1+.;0’ /[‘“( )—

1
(“1“_1‘_&)_., f(O) =0, f'(o) =1,

otrzymujemy dla z > — 1:
22

log(l4+a) =2 ~ ———as.
gl +) 2(1 + 6z)
W szczegélnosel dla z = % mamy wiec

1
O<~——logn+l 1 «lu;.
n ) on? (1 +1 0 ) = ont

o
Poniewaz szereg X
n=1

1. .
—-;;lest zbiezny (ob. § 8, (14)), wiec zbiezny jest

tez szereg 2 (H—log

n=1
my przez C. Mamy wiec

1 .
)' Sume tego ostatniego szeregu oznacza-
C =lim 2(——-] — ) =1 i, 1o, .23 1
n=os k=1 ]u ]b 71,1-1.20 1 +'-.)a ’l e "l n log 1 2 Y e n O B

1
—]11n[1+ +. +£~log(n+l)

n==00

[NO 1V] Rozwiniecia na szeregi potegowe 137

+1

Poniewaz zag lim [log (n + 1)—~log n] = lim log
n=w n=owo

jemy w rezultacie (por. str. 129, 18):

= 0, otrzymu-

(13V) G~11m(1+1+ +~~10g n).

N=00

Liczbe C nazywamy stolyg Eulera. W przyblizeniu C = 0,6772 .1
IV. Rozwiniecia na szeregi potegowe.

tychmiast, ze jesli lim B =0, to
n=0a

Ze wzoru (10°) wnosimy na-

(14:) [(Z)) (b CL) f(n) ([(,)

W szezegolnotel, jesli we weorze Maclawring mamy lim R =0, to
N=00
funkeja f(x) daje si¢ rozwinaé ne szereg potegowy:

(15) @) =[O+ 2 FO+ 5 'O+ =5 T ).

Nim przejdziemy do zastosowah powyzszego twierdzenla, zauwai-
my, #e je$li wszystkie pochodne ™ sa wspdinie ogramiczome w prze-
dziale Oz, tj. jesli istnieje taka liczba M, ze mieréwnosé M > | F™(Oz)|

zachodzi dla kazdego n i dla kazdego 6 spelniajacego warunek

0<®<1, to f(x) ma rozwinieeie (15)na szereg potegowy (Maclaurina).
n n

@
- M, a poniewaz lim — =0,
n! n=co M!

z

(]
Bowiem | R Z% ™6 z) }

A

%l =
wiee 1 lim B,
N=

Uwagi. 1) Zbiezno&é szeregu wystgpujacego po prawej stronie
wzoru (15) nie Wystaxcza aby réwnog¢ (15) byla spelniona, tj. aby
funkcja f(z) dala sie rozwingé na szereg potggowy.

1

Np. funkecja f(z) = e @ (dla == 0), f(0) = 0, nie daje sig rozwingé

na szereg potegowy, pomimo Ze jej szereg Maclaurina jest zbiezny;

dla kazdego n mamy tu f(0) = 0.

") Wzor (4) daje sig uogdlnié na szeregi potqgowe Mianowicie,

* Nie wmdomo do tej pory, czy C jest liczbg wymierng czy niewymierna.

Teonhard Buler (1707—1788) — wielki matematyk (szwajcarski), ktoremu matema-
tyka zawdzigezs, précz wielu nowych wynikéw, systematyczne opracowanie ¢wezesnej
analizy matematyczne].
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- . 1. o
jesli flw) = ap+ oy + agz® + ..., to ay = f0), a =T 77(0), ogdlnie

1
(16) b, = — f*0).

Inacze] moéwige, jesli funkeja posiada roswinigeie na szereg potegowy,
to posiada tylko jedno takie rozwiniecie, mianowicie roswiniecie Maclau-
ring (wzér (15)).

Aby to udowodnié, dowodzimy najpierw przez indukeje, Ze zaloze-

nie f(z) = 2 a," pocigga za sobs F¥(x) = Z n(n-1). .... (n~—7a—|~1)anmn”k.
n=0 n=lk
Podstawiajac w tym wzorze x = 0, otrzymujemy réwnogé (16).

z @ g"
1. e"=1+—~—+§7+...=2
: n=0

l 8

Zastosowania.

1!

n

Aby ten wzér udowodni¢, zauwazmy, ze ktadac flz) = ¥, mamy
F™(2) = ¢ oraz f™(0) = 1. Ponadto w przedziale 0z pochodne wszy-
stkich rzedéw sg wspdlnie ograniczone; jesli bowiem 0=z, to f ™ (Ox)=e”,
jesli 0>z, to f™(Oz) < 1.

W szezegélnofei: 1. e =1 +Il_'+§1—' +...
x® b

o sing o ©
. s1nx—1~!—m+.5—!~

Opierajac sig na wzorze (8) No I, wnosimy natychmiast, ze pochod-
ne wszystkich rzgdéw funkeji sin sg wspélnie ograniczone (przez li-
czbe 1) w zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych. Ponadto f£™(0) =
=sin0=0dlan=0, 2 4,..oraz 0 =1, f7(0) = —1, fY0) =1, ...

Podobnie dowodzimy, ze

mg w'l
3. cosx= lmm+4—!-...

Wyprowadzimy obecnie wzér na dwumian Newtona dla dowolnych
wykladnikéw rzeczywistych (nie naturalnych) i dla |z|<1:
ale—1 S a@—1). .. (a—n+1)

) s
— x5 =2
2! =D n!

4. (1+x)u=1+(1.7)+ 2",

Rozwazymy oddzielnie wypadki, gdy x jest dodatnie i gdy = jest
ujemne.

1" 2>0. Poniewaz (@) = a(@ - 1)- ... (@=n+1) (1+2)*™ob. (2)),
Wwige reszta w postaci Lagrange’a przedstawia sig jak nastepuje:
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[N° IV] Rozwinigeia na szeregi potegowe 139

a(a—1)- ...;(a~n+1)xn

t
a—n
a1 (L+6,2" "

B, (x) =

= 0dla [z| <1,

— . . _ 1 ,
Poniewaz (ob. § 8, IV, 6) lim aa-1)- .. @=ntl) .

N n!

wige aby dowiess, ze lim R (z) = 0, wystarczy wykazaé, ze przy da-

n=oo
nym 2 cigg (1+6,%)" ™", n =0, 1, 2,..., jest ograniczony. Otoz ze
wzgledu na nieréwnosé >0 mamy 1<1+6, z<1l+z. A zatem

1=(1+6,2)"< (1+2)% wzglednie (L+2)'=(1+0,2)°=1,

w zalezmogei od tego czy a=0, czy a=0. Ponadto (1+6 2) " <1.

Rozwazany cigg jest wiec ograniczony.
2° x<0. Zapisujge reszte w postaci Cauchy’ego, mamy

B o) = W=D TR o1 )10+ 9,0

N -1) (a—2)-...-(a—n+1)
Poniewaz podobnie jak poprzednio lim (@-1) (-2). )x’ 1o,

oo -1t _

nalezy wiec dowiesé, ze cigg (1— 6, )" 1(1+6,z)¢~" jest ograniczo-
n~1 . .

ny, tj. ze ciggi <~—-l—-—_—§—”—— i+ @;lm)“’l sa ograniczone. Polézmy

1+60,x ’ ,

w tymceluy = —x. A zatem y>0oraz 6, > 6,y,skad1— 6 <1— 6,y<L.

1 — @'In -1
jec (-] <.

A wiec < - @;z?l)

7 drugiej sirony 1-—y<1-06,y<1, a zatem

‘ 1 S Ll (1 - )t

(L-y)*t=@1-0y =1, wrgldnie 12(L-0,9)" =A-»)"
w zaleznosci od tego czy a—1=0, czy 'a~1§0.

Oba ciggi sg wige ograniczone. Stad lim R, () = 0.

n=c
Preyklady. Podstawiajac a = 1/2, otrzymujemy

N 1 1, 1.3
]/1+w=1+~2—a:~—72-—'—iw +2-4:-6

Dla ¢ = ~ 1/2 mamy

1 1, 18 . 1:8-8 .
Jitas 1-3%+5 2% "2.4-6

i idocznienia, ze © zaleiy od n.
! Piszemy wskainik n przy @ dla uwidocznienia, Ze 6 ¥
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Stad
! —1+1,c +l b 130 F
l/f"“g;— 2.4 2.4.6 7

Powyzszy wzor pozwala na zastosowanie w celu rozwiniecia fun-
lkcji arc sin # na szereg potegowy tej samej metody, ktéra stosowalis-
my rozwijajac funkcje log = 1 arc tg . Mianowicie, szereg wystepu-
jacy w tym wzorze jest, jak widad, pochodng szeregu

128 1.832° 1.8.527

Sz) = = =+ T

T T Wi S N

. ) a . 1 . .
Poniewaz za T MO SIL & = e, Wige are sin z = Sz) + C. Za-

]/l - n?
razem arc sin 0 = 0 = §(0), a zatem C =0, tj. arc sin z = S(z). Otrzy-
malismy w ten sposéb wzdér nastepujacy:

. 12 1.8 2P
5. arcsino =2+ 5+ —4 - —

1-8.5a7
2 3 2.4 5 7

+ 5TI 6T | ] <l1.
Zauwazmy, ze podstawiajac x = 1/2, otrzymujemy ze wzgledu na
to, Ze sin (7/6) = 1/2:

RIS L1858
32734525 946 T

—
oo
—
[er]

=

-+

(o=
O] =
[N
[
e

V. Kryterium na extrema. W § 7, I'V,2 udowodnili¢émy, ze jedli funkcja
(rézniczkowalna) posiada w punkcie z extremum, to /' (z)=0. Nie jest
jednak odwrotnie: réwnosé ' (z) = 0 nie pociaga za sobg istnienia w pun-
keie z extremum; $wiadezy o tym przyklad funkeji f (z)=a® Badanie
pochodnych wyzszych rzedéw prowadzi do nastepujacego doktadniej-
szego kryterium na wystepowanie extremum:

Zatdimy, ge f'(€) =0, (&) =0, ..., "V () =0, zas F™ (¢) 3= 0. Won-
czas jesli n jest liczby parzysta, to w punkeie ¢ funkeja f ma extremum
wladciwe, mianowicie mazimum, jesls ™ (¢) <0, minimum, gesti £ (6)>0.
Natomiast jesli n jest liczbg nieparzysty, to funkeja nie posiada extremum
w punkete c. (0 n-tej pochodne] zakladamy cigglosé w punkceie ¢).

Istotnie, na mocy wzoru Taylora mamy

h n—

( 7‘ (n—1) (

skad, ze wzgledu na zatozenia naszego twmrdzenm,

(17 fe+h) = f(c>+~ f(c)+ /<“> (c+ 6 h),

icm
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, ; )
(17 f(c+h)-—f(c)=mf (¢c+ Oh).

Zadézmy, ze n jest liczba parzysta. Niech przy tym f™ (¢) <0. Ze
wzgledu na cigglosé funkeji f™ w punkeie ¢ istnieje takie 6> 0, ze nie-
réwnodé |z —c¢|<d pocigga za soba ™ (2)<0. Jedli wiec |h|<d, toi
| Oh|<8, a zatem ™ (¢+Oh)<0. Wnosimy stad na mocy (17'), ze jesli
0<|h|<?d, to f(c+h)—[(c)<0 (dla nparzystych bowiem A" > 0). Oznacza
to, ze funkcja f ma w punkcie ¢ maximum.

Analogicznie rozumujac dowodzimy, ze jesli n jest liczbg parzystg i
£ (©)>0, to f(c+nh)—f(c)> 0, azatem w punkeie ¢ funkeja ma minimum.

Zalézmy obecnie, ze n jest liczbg nieparzysts. Niech 7™ (¢)<0 (w wy-
padku, gdy ™ (¢)>0, rozumowanie jest analogiczne). Dobieramy jalk
poprzednio 8>0 w taki sposéb, aby dla |h|<8 bylo ™ (c+ 6h) <0.
Mamy wowezas dla 0<h<d nierdwnosé f(e+h) — f(6) <0, tj. f()>Fle+ L),
za$ dla — 6 <h<0 mamy nieréwnosé f(¢+h) - f(¢)>0, skad f(6)<f(c+ h).
W punkcie ¢ nie ma wiec ani maximum, ani minimum.

Przyktad. Funkeja f(z) = " posiada minimum w punkcie 0, jesli n jest
liczbg parzysts. Jesli # jest nieparzyste, w punkcie tym nie ma extremum,

Istotnie pierwszg nie znikajacg w punkeie 0 pochodng funkeji 2" jest
pochodna n-ta (por. (1)), przy tym f™ (z) =n!

Uwaga. Aczkolwiek twierdzenie poprzednie nie dla wszystkich funkeji

(dowolng ilos¢ razy rézniczkowalnych) pozwala rozstrzygnaé, czy w da-
nym punkeie wystepuje extremum (np. dla rozpatrywanej w NIV fun-
1

kejie ©, ktorej wszystkie pochodne w punkeie 0 znikajg), to jednak dla
funkeji posiadajgeych rozwinigcie Taylora (wzér (14)) w otoczeniu danego
punktu o pozwala ono zawsze na to pytanie odpowiedzieé. Ze wzoru (14)
bowiem wynika, ze jeéli funkcja f nie jest stala, to nie wszystkie jej po-
chodne znikaja w punkcie a.

VI. Interpretacja geometryczna drugiej pochodnej. Punkty przegigcia.
Jak widzielismy w § 7, V1I, 8, jedli ' (¢)> 0, to funkeja w otoczeniu pun-
ktu ¢ rognie. Jesli wiee f/(¢) >0, to funkeja ' rognie; a zatem przy zalo-
zeniu, zoe f'(c)> 0, funkecja [ rognie coraz szybcie].

1. Jesli £'(e) >0, to krzywa y = [(z) jest dla pewnego otoczenia punktu ¢
potodona powysej stycanes do tej kreywej w punkeie [ ¢, f(e)] (jest wice wy-
pukloseiq skierowana w ddt).
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Analogicznie, jesli f'(c) <0, to krzywa ta lokalnic ledy ponidej stycenes
(Jest wiec skierowana wypukloseiq kw gorze),

W obu wypadkach zaktadamy ciqggtosé drugiej pochodnes.

Istotnie, oszacujmy roznicg migdzy ilorazem réznicowym a pochodng

_fe+ R~
h

@ (h) — 1.

2
Na mocy wzoru Taylora mamy f(c+ k) —f(c) - hf'(c) = %f”(c + Oh).

Jesli wiec zalozyé, ze f"(¢)>0, to dla dostatecznie matych b mamy row-
niez f(c+ Oh)>0, skad f(c+h) - f(c) - hf'(¢c)> 0. Interpretujac iloraz
réznicowy jako tangens kata miedzy sieczng a osig @-6w, wnosimy stad,
ze dla >0 tangens ten jest wiekszy niz f(c), tj. niz tangens kata migdzy
styczng a osig a-6w. Oznacza to, ze rozwazany luk krzywej lezy nad
krzywa.

Dowdd drugiej czedci twierdzenia jest zupelnie analogiczny.

Przyktad. Parabola y = x® lezy w otoczeniu kazdego punktu ponad sty-
czng W tym punkeie. Druga pochodna = 2,

Méwimy, ze krzywa y = (x) posiada w punkecie ¢ punkt preegiecia, jezeli
dla dostatecznie makych przyrostéw h(|h|<d) tuk krzy wej dla przyrostéw
dodatnich lezy po innej stronie stycznej do krzywe] w punkeie [e, f(¢)]niz
dla przyrostow ujemnych. Inaczej méwige: jesli istnieje takie §>0, ze dla

0<h <9 wyrazenie
vy =f+h)~f@—hf' ()

Jest dodatnie, za¢ dla 0>%>—8 ujemne lub odwrotnie: dla O<h<d
ujemne, zag dla 0>h>—§ dodatnie.

wih)

hfle)

2 fe)
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Przyktad. Sinusoida y = sin 22 ma punkt przegiecia w punkeie 0. Istotnie
sin & —sin 0 — A cos 0 = sin & — h. Réznica ta jest ujemna dla &> 0, dodatnia
dla A <0.

Podobnie parabola kubiczna y=2* posiada punkt przegiecia w pun-
keie 0.

Z tw. 1 wynika, ze jesli f" (c) 5= 0, to krzywa lezy (lokalnie) po jednej
stronie stycznej. Punkt ¢ mie jest wiec punktem przegiecia. Inaczej
mowige :

2. Jedli punkt ¢ jest punktem przegiecia krzywej y=F(x), to f'(c)=0.

Twierdzenie to nie daje sig odwrdcié: druga pochodna moze znikaé w
punkeie ¢, mimo ze punkt ¢ nie jest punktem przegigeia (podobnie jak
pierwsza pochodna moze znikaé, mimo ze dany punkt nie stanowi extre-
mum krzywej). Np. krzywa y =24 posiada minimum w punkeie 0, a wiec
punkt ten nie jest jej punktem przegiecia, mimo ze druga pochodna 12 z*
znika dla z = 0.

Aby uzyska¢ doktadniejsze kryterium, nalezy badaé dalsze pochodne.
Prowadzi to do nastepujacego twierdzenia:

3. Jesli £ (©)=0, f"(€)=0, ...,V (¢ =0, natomiast ™ (c) == 0, to
w wypadku, gdy n jest liceby nieparzysty, kreywa y=f(x) posiada punkt
preegiecia w punkcie c; jesli za$ n jest parzyste, to ¢ nie jest punkiem
preegiecia. (Zaktadamy ciagtosd n-tej pochodne] w c).

Istotnie, stosujac wzér Taylora (17), otrzymujemy

p)y=f+h=rF)—h (&)= %f‘“’ (c+ Oh).

Zalézmy, ze n jest liczbg nieparzystg. Niech f ™ (£)>0 (rozumowanie
w wypadku, gdy ™ (¢) <0, jest analogiczne). Dla dostatecznie matych
przyrostéw h mamy wiec f ™ (¢c+ Oh)>0. A zatem dla A>0 mamy
w(h)>0, zas dla h<0 mamy w(h)<0. Punkt ¢ jest wige punktem prze-
giecia krzywej y = f (x). . .

Jesli natomiast n jest liczbg parzysta, to A" > 0 niezaleznie od znaku 2,
wskutek czego v (h) ma taki sam znak, co f ™ (¢). Krzywa wiec lezy po
jednej stronie stycznej do krzywej w punkcie [¢,f(c)]. Punkt ten nie
stanowi wige punktu przegiecia. ‘

Uwaga. Podobnie jak w wypadku extremow, pytanie, czy punkt ¢ jes.i‘:
punktem przegiecia, jest zawsze na mocy tw. 3 rozstrzygalne dla funkcji
posiadajgcych rozwiniecie na szereg Taylora w otoczeniu punktu e¢. Zaj
razem punkty przegigeia krzywej y=f(%) stanowig extrema krzywej
y=r ().
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Zadania do § 8

1. Wyprowadzié wzir (Halphena):
dr 1 1
;; (xu--l . ew) =(— 1)12 x——n—-l w3
x

]
2. Zmale#é n-tg pochodng funkey: %—f, ¢” cos z.
z

<o

€ ~—& .

L e —e =2z z—sinz . (1 9

. Obliczy¢: lim ~——————, lim——mr-—, lim (—; - cotg® .
=0 X —8In% =0 x a=0 \

. Rozwingé na szereg potegowy funkcje: sinhz oraz cosh z.

.

1

5. Podaé wykresy funkeyj 2”, e”, logsinz, uwydatniajge ich extrema,
punkty przegiecia, asymptoty, punkty nieciggtosei jednostronne lub
obustronne (o ile istnieja).

6. Udowodnié, ze jesli funkcja n-krotnie rézniczkowalna znika w0
roznych punktach danego przedziatu, to istnieje w tym przedziale punkt,
w ktorym n-ta pochodna znika.

3

7. Niech f(x) =% e < dla #==0 oraz f(0)=0. Udowodnié, ze 7'(0)=0.
z

‘Wyprowadzié stad jako wniosek, ze funkcja g okreglona przez warunki
1

g(m):eﬂ;i dla 250 oraz ¢(0)=0
posiada w punkecie 0 pochodne wszystkich rzedéw rowne 0 (por. N0 IV
uw. 1).

nn . L 17—
8. Udowodnié, ze e"< (2n+1) pat ‘Wywnioskowa¢ stad, ze lim 7—711/71! =
! ) )

=00
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RACHUNEK CALKOWY JEDNEJ ZMIENNEJ
| § 9. Cakki nieoznaczone ’ o '

I. Definicja. TFunkeje F nazywamy jfunkgig pierwotng funkeji f,
okreslone] w przedziale otwartym (skonczonym lub nieskoniczonym),
jesli F'(x) = f(x) dla kazdego z.

Np. funkcja sin # jest funkejg pierwotng funkeji cos z. Rownlez
kazda funkcja postaci sin z+C, gdzie C jest stads, jest funkcjg pier-
wotng funkeji cos 2.

Jezeli funkcja f jest okreslona w przedziale domknigtym a <2 =5, to
funkcje F nazywamy jej funkejy pierwotng, jesli F'(z) = f(z) dla
a<z<b oraz F' (a) = fla) i I (b) = f(D). '

1. Jedli dwie funkeje F i G sg funkcjomi pierwotnymi funkeji
w przedziale ab (otwartym lub domknietym), to te dwie funkcje rdénia sie
miedey sobg o staly.

Istotnie, skoro F'(z) = G'(x), to na mocy tw. 4, § 7, V, istnieje taka
stata C, ze G(x) = F(z)+C dla kazdego z.

Odwrotnie, funkeja, ktéra powstaje przez dodanie statej do funkeji pier-
wotnej funkeji f, jest funkejg pierwotng funkcji f. A zatem wyrazenie
F(z) + C jest ogdlng postacig funkeji pierwotne] funkeji f. Wyrazenie

to oznaczamy symbolem f f(z) dz (,calka f(z) po dz) i nazywamy je

calkg nieoznaczong funkeji f. Mamy wiec

1) ff(x) dz = F(z) + C, gdzie F'(z) = f(x),

2 4 / ) dz = f AF@ 4. |

(2) iz f(z) dz = f(z), (3) . du = Fx) + C.
Znajdywanie calki nieoznaczonej funkeji £ lub — co na jedno wy-

chodzi — znajdywanie funkeji pierwotne] funkeji f nazywamy catko-

Kuratowski, Rach. »éin. i catk. 10%
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