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Zadania do § 3

1. Udowodnié prawo faeznoscl dla szeregéw nieskonczonyeh zbiez-
nych. Poda¢ przyklad szeregu rozbieimego a,+ay+ay+... takiego, ze
szereg (0, + @) + (a5 + ag) +... jest zbiezny.
on pl ® 3n gl

[==) 0
2. Udowodnié, ze szereg & o jest zbiezny, za$ szereg 21 o
n=1 h=

jest rozbiezny.

8. Podaé przyktad szeregu mnaprzemiennego rozbieznego o sktad-
niku ogélnym dazgcym do 0.

4. Podaé¢ przykdad szeregu a, +ay+... zbieznego o sktadnikach do-

datnich, dla ktérego nie istnieje lim —2%!,
n=mo n
5. Dowiegdt, ze jesli szereg @, + ay+... 0 sktadnikach dodatnich ma-
lejacych jest zbiezny, to lim na,=0.

Nn=oo
. % 1. . . -~
6. Udowodnié, ze szereg > v Jest zbiezny dla s>1, zag rozbieimy
n=1
dla s=1.
(Zastosowa¢ kryterium Raabego).

7. Dowiest, ze jesli szereg o wyrazach dodatnich a, +ay+... jest
zblezny, to zbiezne sg réwniez szeregi:
- k
E Van «©

) oraz 2;]/%“-ﬂmz'---'an-m-
n= n=

8. Dowiesé, ze jesli szereg a, +ay+... o wyrazach dodatnich ma-

B (o]
lejacych jest zbieiny, to réwnies szereg X 2" a,n jest zbiezmy (tw.
. n=1 b
o zageszczaniu Cauchy’ego).
9. Przyjmujac wzory
sin z=2 x3+m5 | 1 o
=11 g‘r —5“!"‘...01"342 COS X = —2—!4-?!-—...,

sprawdzié wzir sin (z +y)=sinz cosy+ siny cosz, stosujac twierdzenie
0 mnozeniu szeregiw.

10. Obliczy¢ iloczyny nieskoticzone

w / 1 o0 1 '
Iy -—_ -
n:L\ (71'1"1)2)’ n£11- (1 +n(n+2))'

11. Zbada¢ zbieznosé iloczynu I7(1 + z*%).

n=0
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ROZDZIAL 1I

FUNKCJE

§ 4. Funkecje i ich granice

I Definicje. Jezeli kazde] liczbie rzeczywistej = przyporzadkowa-
na Jest jaka$ liczba y=f (z), to méwimy, ze okreslona jest funkeja f
na zbiorze liczb rzeczywistych.

Np. przyporzadkowujac liczbie z jej kwadrat y=z2, okreglilismy
funkeje: f(2)=2" Podobnie réwnosé y=sinz definiuje pewns funkeje
na zbiorze liczb rzeczywistych.

Nie kazda funkcja okreslona jest na cakym zbiorze liczb rZeczywi-
stych. Np. réwnosé y =1/z okresla funkcje na catym zbiorze liczb rze-
czywistych z wyjatkiem liczby 0; liczbie 0 bowiem réwnosé ta zadne]
liczby rzeczywiste] nie przyporzadkowuje. Podobnie funkeja J = okre-
slona jest tylko dla z=0; funkcja tg2 okreglona jest dla wszystkich
liczb rzeczywistych réznych od nieparzystych wielokrotnogei =/2.

Ogdlnie: jesli kazdemu z nalezacemu do pewnego zbioru przypo-
rzgdkowana jest liczba y=f(x), to mamy do czynienia z funkcjg okre-
¢long na tym zbiorze. Zbiér ten nazywamy zbiorem argumentéw fun-
keji f. Liczby y postaci y =f(x) nazywamy wartosciami funkeji f. Np.
dla funkcji 'z zbiorem argumentéw jest zbior liczb Z0; zbiorem war-
tosel te] funkeji jest rowniez zbiér wszystkich liczb 20 (dodajmy przy
tej okazji, Ze symbol £}z nie okresla jako symbol wieloznaczny
zadne] funkeji; funkeja jest w mysl przyjete] przez nas definicji za-
wsze jednoznaczna).

Czgsto mowié bedziemy o funkejach |okreslonych na przedziale
o kohcach o i 0. Rozréiniaé przy tym bedziemy przedzial domkniety,
t]. przedzial wraz z kodcami, czyli zbiér 2-6w, czynigeych zadosé
warunkowl a =z =0, od przedzialu ofwartego, tj. przedzialu bez kon-
cow, czyli zbiorn z-6w takich, ze @<z <d.
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Geometrycznie interpretujemy funkeje fjako zbidr punktow plaszexy-
my postaci (z, y), gdzie y=[(2). Zbiér ten nazywamy wykresem
funkejif (lub geometryczng interpretacjs funkeji £, lub krzywa y = f (2)).
Np. wykresem funkeji z* jest, jak wiadomo, parabola, wykresem fun-
keji 1/z hiperbola (ob. rys. 2).

Rys. 2

Rzutnjac wykres funkeji na 0§ z-6w otrzymamy zbiér argumentéw
funkeji. Rzutujgc na o$ y-6w otrzymamy zbior wartofei funkeji.
Wsrod zbioréw poltozonych na plaszezyiznie wykresy funkeyj charak-
teryzujg sie tym, Ze na zadnej proste] réwnoleglej do osi y-6w nie
zawieraja dwu réznych punktiw.

Dodajmy, ze w my$l naszej definicji funkeja, ktéra ma za zbior
argumentéw zbiér wszystkich liczb naturalnych, jest to cigg nieskoin-
czony. 2

We wszelkich zastosowaniach matematyki mamy do czynienia
z funkejami; mianowicie, gdy badamy zaleinosci migdzy jakimis wiel-
kosciami. Np. droga s przebyta przez cialo poruszajgce sie ze staly

predkoscia v przez czas ¢ wyraza sie wzorem s = vf; podobnie droga
" przebyta przez cialo spadajace pod wplywem przyciggania ziemskie-

go jest funkejs czasu, mianowicie s=—;—gt2.

W wyrazenin y = f(z) zmienng z nazywamy tez zmienng niezaleng,
za$ y zmienng zalesng. Pamietaé jednak nalezy, ze do funkeyj zalicza
sig réwniez funkcje stala y = ¢ (piszemy tez y = constans); jej wykre-
sem geometrycznym Jest prosta réwnolegla do osi z-6w (lub z-mnis
identyczna). !

Funkcje, o ktérych mowa byta dotychczas, sa to funkecje jednej
zmiennej w odrdznieniu od funkcyj dwdeh lub wigkszej ilosei zmien-
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nych. Funkcja jedne] zmienne] przyporzadkowuje kazde] liczbie rze-
czywiste] (naleigcej do zbioru argumentéw) pewng liczbe; funkeja
dwdich zmiennych przyporzadkowuje parom =z, y wartosé f(z, y), po-
dobnie funkcja trzech zmiennych przyporzadkowuje pewna liczbe
f(x, y, 2) kazde] tréjce liczb rzeczywistych., Funkcjami wielu zmien-
nych zajmowaé sie bedziemy w dalszych rozdzialach tej ksigzki.

II. Funkeje monotoniezne. Jesli warunek z<a' pocigga za soba
f @) <f (), to méwimy, ze funkeja [ jest Scifle rosngea. Jesll w ostat-
niej nieréwnoscl znak < zastgpié przez =, to mamy do czynienia z fun-
kcja rosnaeq w szerszym senmsie (czyli z funkcjg mniemalejgcy). Podob-
nie, jesli warunek z <z pociaga f(x)>f(z), wzglednie f(x)Zf(x), mo-
wimy, ze funkeja jest Scisle malejaca, wzglednie malejgea w szerszym
sensie (czyli nierosngea).

Funkcje rosngce i malejgce (w wezszym lub szerszym sensie) obej-
mujemy ogélng nazwa funkeji monotonicznych.

Przyktady. Funkecja x® jest funkejg $cisle rosngeg. Funkeja x® jest
funkecjg malejaca na pélproste] x =0, za rosngcg ma pétproste] xZ=0;
na catej osi x-6w nie jest to wiec ani funkcja rosngca, ani malejaca.

Przyktadem funkeji rosngcej w szerszym sensie (lecz nie Scisle ro-
snacej) jest fumkcja E(z). Symbolem tym (“entier z“) oznaczamy
czesé catkowity liczby x, tj. najwigksza liczbe catkowita n speiniajaca
nieréwnos¢ n=z (ob. rys. 3).

Rys. 3

Funkcja sin  jest “preedziatami monofoniczna®: W przedziale

7T . “ . 37[ . .
- géxég jest rosngca, w przedziale J—I_S_xé—g malejgca itd. Podo-


pem


62 ROZDZIAYL II. Funkcje § 4

bng wlasnogé maja funkeje cos z, tg  (jak zreszta wigkszosé fux;kcj,i,.
z ktorymi w praktyce si¢ spotykamy). '

Rys. 4

Zauwazmy jeszcze, ze wymienione funkcje trygonometryczne po-
siadaja wazng wlasnosé okresowosci. Okresowq nazywamy funkcje
f(z), gdy istnieje taka liczba ¢ (zwana okresem funkecji), Ze réwnosé:
f(x)=f(x+c) zachodzi przy kazde] wartoci z. Funkcja sin ma okres.
2at, funkeja tg ma okres .

Uwaga. Ogdlnie, méwié bedziemy, ze funkcja f(z) jest preedziata--
mi monotoniczna w przedziale a=z=b, jezeli przedzial ten mozna.

z pomocy skonczonego ukladu punktsw
o<y <Oy <.. <y, gdzie gy=0a 1 a,=0>,

podzieli¢ na przedzialy aoa;, a,ay, ..., ay—1a, w taki sposéb, aby we-
wngtrz kazdego z tych przedziatéw funkeja f(z) byla okreslona i mo-
notoniczna.

Np. funkeja okreslona przez warunki: f(z)=2 dla 0<z<1, f(1) = 1/2,
f@)=x-1 dla 1 <x<?2, jest przedziatami monotoniczna w przedzia-
le 0sx=2.

HI.  Fankeje réznowartodciowe. Funkcje odwrotne. Jesli funkeja f

Jest Scidle rosngca, to réwnanie y=f(z) wyznacza z jako funkcje y,
tj. réwnanie to daje sie rozwigzaé ze wzgledu na 2z (traktowane jako
niewiadoma). Istotnie, poniewaz réznym z odpowiadajg rézne y, wiec
kazdemu y nalezacemu do zakresu wartogei funkeji f odpowiada je-
doo i tylko jedno z takie, ze f(z)=1; z jest wiec funkeja 1. Ozna-
czajac te funkeje przez g, widzimy wiec, ze réwnosci

JN° IV] Funkeje elementarne 63

@) L y=f@iz=g@)
sg rownowazne. Funkeje ¢ nazywamy odwrotng wzgledem f (oznacza-
my jg niekiedy symbolem f-%). ’

Gdyby zamiast zakladaé, ze funkcja f jest scisle rosnaca, zatozyé,
ze jest ona fcisle malejgca, to rozumujge jak poprzednio, przekona-
libysmy sie, Ze f réwniez posiada funkcje odwrotna. Istnienie funkeji
odwrotnej ma bowiem miejsce zawsze, gdy dana funkcja jest rdsno-
wartodciowa, tj. gdy warunek x == 2" pociaga za soba f (z) F+ ().

Preyklady. Funkcja y=22+3 posiada funkcje odwrotng. Rozwig-

y—3

zujge bowiem to réwnanie wzgledem w, otrzymujemy z= 5

Funkeja 2? nie jest réznowartosciowa, jegli rozpatrywaé ja na ca-
Yej osi X, bo z®=(-z)*. Jesli jednak ograniczy¢ zakres argumen-
téw do pétproste] =0, to w tym zakresie funkcja x® jest réznowar-
tosciows i jej funkcja odwrotng jest Jz. Podobnie, gdyby ograni-
czyé zmiennoé¢ argumentéw do pérosi uwjemne]j, otrzymalibysmy jako
funkeje odwrotng — Jz. Wprawdzie wiec funkcja 2 rozpatrywana na
cate] osi X odwrécenia nie posiada, mozna jednak moéwié o roz-
nych “gateziach® odwrdcenia tej funkeji (gdy zakres zmiennosci jej
argumentéw odpowiednio ograniczymy).

Geometrycznie charakteryzuje sig wykres funkeji réznowartoscio-
we] przez fakt, ze mnie zawiera on na zadnej proste] réwnolegltej do
osi X dwu réznych punktéw. W mys$l podanej w N° I charakte-
ryzacji wykreséw funkeji, jest to wigc wykres funkeji z=g(y). Aby
przejsé od tej funkeji do funkeji wyznaczonej przez réwnanie y = f(z),
nalezy dokonaé obrotu wykresu dookola proste] y =2 jako osi.

Zanotujmy tatwe do udowodnienia wzory

@) glf@1== flgwl=y.

IV. Funkecje elementarne. TFunkeje postaci ax+b, gdzie aib ozna-
czaja stale, nazywamy liniows Wykresem geometrycznym funkeji
liniowe] jest linia prosta. Odwrotnie, kazda prosta, préez prostych
réwnolegtych do osi ¥ jest wykresem pewnej funkcji liniowe].
W zaleznodci od znaku wspétezynnika o funkeja axz+b jest rosngca
(dla «>0) lub malejgca (dla a<0); jesli a=0, funkeja ma staly war-

.. . . -b
tos¢ b. Jesll wiec a == 0, to funkcja nasza posiada odwrotng: .7;=‘2/—a—.

Nastepna z kolei co do prostoty jest klasa funkeji drugiego stop-
nia: ax®+bx+ec. (Geometrycznie przedstawiajag one parabole (o ile
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§ 4
@ = 0). Ogdlniejsza klase funkeji przedstawiajg wielomiany, t). funkc:je
postaci aoa"+a, "1+ ...+ Gp_1Z+ay, Dalsze uogélnienie stanowig

gdzie P(z) 1 Q(x) s3 to
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. . . . Px)
funkeje wymierne, tj. funkcje postaci @)’
wielomiany. N '

Wielomiany sa okreslone dla wszystkich wartosei z. Funkq]e_wy-
mierne sg okreslone dla wszystkich z précz tych, dla ktérych miano-
wnik znika, tj. précz pierwiastkéw réwnania Q(z)=0. W obrebie fu}u-
keji wymiernych wykonalne sg 4 dziafania arytmetyczx.ne: dodawar‘ne,
odejmowanie, mnozenie i dzielenie; w obrebie wielomiandw — pier-
wsze trzy.

n_ .
Funkejs odwrotng do potegi z* jest pierwiastek Yz. Funkcja ta dla
n nieparzystych okreslona jest dla wszystkich x, dla n parzystych

jedynie dla z=0. .

Pierwiastki sa to potegi postaci 7. Ogélnie] rozpatrujen}y potiqgi
o dowolnym wyktadniku rzeczywistym 2% dla #>0. Funkcja ta jest
rosngea, jesli a>0, malejgca, jesli a<?d (dla a=0 jest to stata) (por.
rys. 2).

W szczegolnosei funkcja wymierna = geometrycznie przedstawia hi-

perbole réwnoboczng. .

Jezeli w potedze traktowa¢ jako zmienng wykladnik, jako §hala¢
za$ zasade, to mamy do czynienia z funkejg wyktadnicza a®; przyjmu-
jemy, ze a>0. Dla ¢>1 funkeja wyktadnicza jest rosngca, dla a<1
— malejaca.

eI

logx

icm

[N IV] Funkeje elementarne 65
Funkejg odwrotng wzgledem funkeji wykladnicze] jest logarytm:
warunki y=log, # i z=0a¥ s3 réwnowasne (dla 0<a = 1).
W szczegilnodei funkeja odwrotng wzgledem y=e¢%, gdzie e=

n
=lim (1 +717) (ob. § 2, X)) jest logarytm naturalny x=logy, ktéry pi-
szemy bez uwydatnienia podstawy.

Przez obrét krzywych wyktadniczych y =a® dookota proste] y =z
otrzymujemy krzywe logarytmiczne y=log,z.

Do funkeji elementarnych zaliczamy réwniez funkcje Irygonome-
lryczne sinz, cosz, tgx i funkeje wzgledem nich odwrotne (tj. eyklo-
metrycene): arc sinz, arc cosz, arc tgz. Poniewaz funkcje sin, cos
1 tg nie s3 réznowartosciowe, nalezy wiec przy odwracaniu tych fun-
keji wskaza¢ przedziat, do ktérego ograniczamy zakres argumentéw.

Przyjmujemy: dla sin « —géxég, dla cosz 0=z=n, dla tgz
~§<x<g‘ W kazdym z tych przedzialéw funkecje rozwazane sg réz-
nowartosciowe, a wiec odwracalne. Mozna by, rzecz prosta, przyjacé
inne przedzialy zmiennosci argumentéw; otrzymalibysmy inne gatezie
funkeji odwrotnych.

Rys. 6

Zauwazmy, ze zakresem zmiennosci argnumentéw dla funkeji
arcsinz 1 arc cosz jest przedziat —1=z=<1, za$ dla arc tgx cala
0d I. ‘
Uiwaga.  Sposéb wprowadzenia w wykladzie szkolnym potegi a*
o wylktadniku rzeczywistym niewymiernym opiera sig zazwyczaj im-
plicite na istnieniu granicy lim a™, gdzie {r,} jest ciggiem monoto-

=00

Kuratowski, Rach. riin. i cath. b¥
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nicznym liczb wymiernych zbieznym do 2 (np. ciggiem rozwinieé
dziesietnych liczby x). Otoz istnienie tej granicy wynika z twierdze-
nia o zbiezno$ci ciggéw monotonicznych ograniczonych (§ 2, VI, tw. 3)
oraz ze znanego z elementarnej algebry twierdzenia o momnotonicz-
nosci funkeji o” dla » wymiernych.

Réwnogé a*=lim a'? (a>0) uwazamy za definicje potegi dla wy-

N=00

kladnikéw niewymiernych. Obojetne jest przy tym, jaki cigg ligzb

wymiernych zbiezny do z oznaczymy przez {r,}. Jesli bowiem
. . . - . I
lim 7 =1lim 7,, to (por. § 2, IX, 6) lima™» ™ "2=1, skad lim «"* =
n=oo =00 =00 N=co
N 3 . o . "
=lim ™. lim ¢~ "2 =lim a"".
n=o0 N=00 n=co

Nastepujgce wzory znane z algebry elementarne] dla wylktadnikéw

wymiernych zachodzg dla dowolnych wykladnikéw rzeczywistych
(przy a>0):
(3) @ty =q% ¥, (ab)T=a%-D%, (aF)W=a*V.

Kladac x=1lim 7, y=1lim s, 1 stosujgec powyzsze wzory do wyktad-

N=00 n=aoo
nikéw wymiernych 7, 1 §,,
do granicy.

przeprowadzamy dowdd przez przejicie

V. Granica funkeji f w punkcie a. Liczbe ¢ nazywamy granica
funkeji f w punkeie a, co symbolicznie zapisujemy w postaci rownosci

lim f(z) = g,

€r=0
jezeli dla kazdego ciagu {z,} zbieznego do @ i o wyrazach réznych
od a zachodzi réwnosé lim f(z,)=g .

N==00
A zatem granica funkeji f w punkcie a istnieje, gdy istnieje wspol-
na granica wszystkich ciagéw f(x,), 1 (x.), ... takich, ze

lim z,=a oraz x, 4 a dla kasdego n.

n=o0
Np. lim 22=0. Jegli bowiem lim z,=0, to lim 22=(im z,)=0.

=0 n=c0 n=oo n==co

lim cos z = 1. Istotnie 1 —cos z = 2 sin® 5 Za$ na mocy znanego wzoru
=0

|sin ¢|=|#], a wiec |[1-cosz|= %, skgd  lim (1-cos x)=0, tj.
w==t)
lim cos z=1.
=0
Latwo tez dowiegé, ze
39 lim a®* =1 (a>0).

=0
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Jedli funkeja f jest okreglona nie dla wszystkich liczb rzeczywi-
stych, to o 2, zakladamy, ze naleiy do argumentéw te] funkeji; na-
tomiast o liczbie a tego zalozenia nie czynimy (zakladamy jedynie,
ze a Jest granicy jakiego$ ciggu argumentéw roznych od a). Np. fun-

. Sinx . . N .
kcja nie Jest okreslona dla z=0, istnieje jednak w tym punkcie
x
granica tej funkeji, mianowicie
) lm 22 g,
=0 Zz
Istotnie dla g> z>0 mamy
(5) sin z <z <tg =,

. sin . ., - .
a8 WIeC cos & <—=< 1 (p1erwszg z tych nieréwnosci otrzymujemy mno-

cos &

zac druga nierdwnosé (5) przez , za$ druga otrzymujemy dzielac
pierwszg z nierdwnosei (5) przez x). Poniewaz za$ 11'11; cos =1, z lat-
woscig stad wnosimy, ze jesli lim 2, =0 oraz z, ;‘0, to lim f(z,)=1
(por. § 2 (17)). Wreszcie zaloz'zzoioe >0 mozna zastqpién;;ez z <0,
bowiem sin (-2) = 31'_1_1__55.

-z z

Symbolu lim f(2) uzywamy réwniez na oznaczenie granicy niewla-
r=a

fa .1 . D . .
Setwej. Np. hmﬁz co. Natomiast lim — nie istnieje, bowiem dla eig-
=0 z=0

. . . - N 1
gow {x,} zmierzajacych do 0 przez wartodei dodatnie lim o =00
. . . 1 oo T
za$ dla ciggéw o wyrazach ujemnych mamy lim oo =0
n=oo ~n

Mozna jednak w tym wypadku méwié o granicy jednostronnej
w punkcie 0. Mianowicie, liczbe g nazywamy prawostronng (wzgl. le-
wostronnag) granica funkeji f w punkeie g, jesli warunki lim x, = a oraz

N=00
&, > (wzgl. 2,<a) pociagaja za soba lim f(z,) =g. Symbole
n=co
lim f(z) 1 lim f(x)
x=a+0 r=a—0

oznaczajg odpowiednio prawostronna i lewostronng granice funkeji [
w punkecie a.

. .1 .1 .
Mamy wiec lim == oo, lim = =~ o00. Podobnie
r=+0 & z=—0
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(6) limlog 2=- 00, lim tg z =00, lim tg z=-oc0, lim E(x)=n— 1,

— 7 B r=n-0
a=+0 m:%—o m:%-i—()

Istniejg jednak funkeje, ktére nie posiadaja nawet jednostronnych
granic (ani wilasciwych, ani niewladciwych). Takg jest funkcja

. 1
(M f(z)=sin - @ + 0).
W punkcie 0 nie posiada ona jednostrounej granicy. Istotnie w punk-

+—Ln, ... sin ma warto$¢ 1, a wiee, ktadac x, =

2
An+ D

mamy

aT T
tach By é— _J[,

9
mamy 71212113O f(zy)=1 oraz 7}1;2 z, =0. Zarazem dla z, =—— @n 9=

lim f(z;)=—1 oraz lim z; =0. Nie istnieje wiec granica prawostronna

n=co n=oe
funkeji /' w punkcie 0; podobnie nie istnieje gramica lewostronna
W tym punkcie.

Rys. 7

Inny przykiad funkeji osobliwe]j stanowi funkcja, ktora w punktach
wymiernych ma wartosé 1, zag¢ w punktach niewymiernych wartoss 0
(tzw. funkecja Le]eune-Dlrlchletal) Nie posiada ona w zadnym pun-
kcie zadnej z granic jednostronnych.

Précz granicy funkeji w punkeie a skosczonym,
granice w nieskonczonosei.

rozwazamy tez
Mianowicie, przez lim f(z) oznaczamy
=00

! Lejeune-Dirichlet (1806—1859) — matematyk niemieclki.
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wspélng granice ciagéw f (), f(xs), ... takich, ze lim z, =00 (o ile ta-

n=oo
ka wspélna granica istnieje). Mamy wiec np.
e 1 . . .
)] lim = =0, lime*=oco=limlogz, lim e*=0.
g=c0 & T=c0 z=c0 =00

Funkcje trygonometryczne sin, cos, tg nie posiadajg granicy w + oo

VI. Dziatania na granicy. Przy zalozeniu, ze granice lim f(z)

i Ei%g(x) istniejg (i sa skonczone), zachodzg wzory: -
(9) lim [f(z) +g (2)] =lim f(z) +lim ¢ (z)
(10) hm [f @) -g@)]= hm f@)— lzmi 9 (x)
(11) Ef.i [f(w)-y(x)]=li:12 f(x)-lﬁg(w)
(12) @) hf‘f; f@
@ lim g(@)” ° e I g(@) - 0.

Wezory powyssze pozostaja, w mocy, gdy zastapié a przez co lub — co.
Pozostaja one réwnies w mocy dla gramie jednostronnych.

Wzory te sg konsekwencjami odpowiednich wzoréw dla ciggéw
nieskonczonych (§ 2, (6) ~ (9)). Dla przyktadu udowodnimy wzér (12).

Niech wiec lim f(x)= A4, hm g(z)=B=0. Niech lim z, =a, przy

=0 =00
czym z, 3 a. Mamy wiec hm f (2n) =4, 11m g(:z:n) B. Na mocy wzo-
n=oo
ru o ilorazie granic (§ 2, (9)), wnosimy stsqd, z8
lim £ (z,
o @) T
n=w§ (@) lim 9(Zn)
n=0oo

skad wynika wzor (12).
Podobnie ze wzoréw (15) 1 (17) § 2 wnosimy,
hm f(x) 1 lim g (x) istnieja, to

=0

ze jesli granice

(18) nierdwno$é f(x) = g(x) pociaga za sobg lim flx) = hm g(x),

r=a

(14) neerdwno$é flx) = h(z) = g(x) wraz z rownodeig im f(z) = lim g(x)

r=a =a

pociagaje, za sobg lim h(z) =lim f(z) = lim g(x).
r=a Tr=q =a
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Przy tym, jak poprzednio, wzory te obowigzujg dla a=*t oo i dla
granic jednostronnych.

Zachodzi nastepujacy wzér na superpozycje funkeji:
(15)  Jeshi lim fiz) =4 i lim g(y) = B, to lim g[f(2)]=B

=0 y=A r=a

przy zatozeniu, ze funkcja f nie przyjmuje wartosci 4 w otoczenin
punktu @ (tzn. w jakim¢ przedziale otwartym, zawierajgcym a).

Wzér ten pozostaje w mocy zaréwno dla mnieskonczonych wartogoi
A, B i @ jak rowniez dla granic jednostronnych, gdy umdéwimy sie,

76 r6wnosé lim flx)= 4 +0 oznacza, ze lim flz)=4 oraz, ze flx)>4
r=n a==q

w otoczeniu @ (analogiczna umowa dotyczy symbolu A -0 oraz gra-
nicy jednostronnej).
Niech bowiem lim x,= a oraz z, == a. Mamy wiec lim f(z,)=A4. Po-

n=0o n=oo

Yozmy iy, =f(z,). Poniewaz w pewnym przedziale zawierajgcym punkt
a wewnatrz funkeja f nie przyjmuje wartosci 4, wiec dla dostatecz-
nie duzych » mamy f(z,) = 4, tj. y, 5+ 4. A zatemlim g(y,) = B, czy-

n=co

i lim g[f(z,)]=B. Wnosimy stad, ze lim g[f(z)] = B.

n—=oo =
W szezegolnosel zachodzi wzor nastepujacy, ktory pozwala sprowa-
dzi¢ obliczanie granic w oo do granic w skonczonosci.

(16)  Jesli lim F(%) éstnicje, fo lim f(f) = lim £ ().
a=40 & t=co 2=+0 &

Istotnie, podstawiajac x:%, mamy h'mlf=+0, skad otrzymujemy

t=o0

wzér (16) na mocy poprzedniego (kadge a=c0 1 4=+0).
Zachodzi tez, jak fatwo sprawdzié, zaleino$é odwrotna:

A7) Jesli Yim fif) isticje, fo Lim f(=)=1lim £(0)
i=o0 z=+0 Zz f=0c0

Przyltady. 1) Nastepujacy wzér ma wazne zastosowanie w ra-
chunku rézniczkowym:

: 1
(18) lim (1 + x)x =e.
z=0
Aby wzér ten wyprowadzié, rozwazymy dwa wypadki:
o . 1 . .
1°) x=>0. Polézmy y=5 Zgodnie ze wzorem (17), nalezy dowiedé,
VA

(19) lim (1 +-1-)U= e.
Yy

Y=o

icm
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Niech wiec lim 7, = co. PoYozmy %, =FE (y,), tzn. ze k, jest liczbg
n==oo

naturalng, spetniajgca podwéjng nierdwnosé
(20) knéyn<kn+1'

1 1 1 f 1 \kn 1\¥a 1 \kp+t
=— == @lay,=1),awiec1+. | (1 ) :
Tnt 1= Y Tn (dla y,=1) anQc(l +k~n+ 1) §( +J ) —f—.(l +

czyli
1 \kp+l 1 1\¥» 1 Ven 1
() e () =) ()

Fp +1

Stad

Poniewaz lim y,=00 1 ky>1,—1, wiec lim %, =co. Poniewaz za$

n=—oo n=oc
.1 . . 1\x
lim (1-‘.——-)”:(3, wnosimy stad (por. § 2, zad. 5), ze lim (1 +——\) = e.
n=co 7 n=oo kn

Wreszcle, poniewaz lim 5
n=c ] 4+ —— n=00
kp +1

=1=Ilim (1 +7;1—), otrzymujemy na
7

S . . 1\
mocy wzoru o podwdjne] nieréwnosel (§ 2, (17)): 3220(1+ y—n) ry

Tym samym wzir (19), a zatem i (18) zostat udowodniony dla z> 0.

2°) Niech z<0. Kiladgc =%, mamy

1 _1 1

lim (1 +:c) # =lim (1—9:) e

2==0 2=+0 lim (1 — %)”v
y=co

Pozostaje wiec do udowodnienia, Ze

1) lim (1 _l)y;.l.
y=oo y ¢
Niech lim y, = oco. Wzor (20) daje

=00

1\t 1 \*nt1 ( 1 \¥n ( 1 )yn ( 1 )7‘ n
—_ 1—— 1——) <ll—++—} <{l—=7—— .
(1 ]tn\) é( 'L/n) = Yn] = kp+1) = kp+1

no1 .
Poniewaz zas lim (1—1) == (por. § 2, X (25)), przeto rozumujgc

n—co 7n

. 1 1 . . .
jak poprzednio, otrzymujemy lim (1——)?/”:;. Wazor (21) jest wiec

n=oo yﬂ
udowodniony.
x . . . , - ..
2) limE = 0o, tzn. ze funkeja e* szybeiej rosnie mié x.
PrT=o0

Niech bowiem lim w, = co. Niech, jak poprzednio, &, =E (z,). A za-

N=00


pem


72 ROZDZIAZ II, Funkcje $ 4
tem dla z,>1: gn, en =% Poniewas §8,V,7) hm = 00 Oraz
em > s et _
" Skat 172k, —r
el

3 etn
lim %, = 0o, wige lim =00, a zatem lim — = oo. Stad wzér zadany.
=00 n=co kin n=c Ln

3) lim - — =co
€

1
=0
Poniewaz x =elog* oraz lim log z =00, wiec podstawiajac y=log x,
X=00
mamy (por. (15)):
‘ . . eles gy
Iim =lim =lim — = oo,
o= 1082 rmco 10@T yeo ¥

4) lim (z log z)=0.
a=+0

log %
Bowiem lim (z log x)= hm 8% jimlo8t 0.
x=+0 ¢ t—-oo ¢

VII. Warunki istnienia granicy. Odpowiednikiem twierdzenia o zbiez-
noscl ciggéw monotonicznych ograniczonych jest twierdzenie naste-
pujace:

1. Je$li funkeja f jest rosngea (w sserszym sensie) i ogramiczona

z gory, to istnieje im f(x) w kasdym punkcie a.
Y i Yy 1

Analogiczne twierdzenie zachodzi dla funkeji malejacych.

Przez funkecje ogramiczong z gory (wzgl. z dotu) rozumiemy funkeje,
ktérej zbiér wartodci jest ograniczony z géry (z dolu), tj. dla ktorej
istnieje liczba M taka, ze nieréwnosé M>f(z) (wzgl. M<f(z)) zacho-
dzi dla kazdego z.

Dowdd twierds. 1. Poniewaz ciag {a—%} jest rosngcy, wiec i ciag
{f(a - —) } Jest rosngey. Ponlewaz ten ostatni cigg jest ponadto ograniczo-

ny, a zatem jest zbiezny. Niech lim f(a——) g. Pozostaje do udowod-
n=c0

nienia, ze warunki lim z,=a i z,<a pociggaja za soba réwnodé

=00

1i£n f@n) =g.

Niech dane bgdzie >0. Istnieje wigc takie m, ze g— f(a———)<s
Do m dobieramy takle k, azeby nierownosé n>% pociagata za soba

1
a— < En Stad fla - ﬁ) <f(zn), a wiec

icm
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~f <g-fa—) <e.

s . . 1
Zarazem dla kazdego » istnieje 7, takie, ze z,< a=—. Stad
n

flew) <fla~)Sg, 4. g—1e) 0.
‘Wnosimy stad ze lim f(z,)=g.

n=o

Uwaga. Tw. 1 daje sie uogdlnié zaréwno na funkcje monotoniczne
nieograniczone jak i ma a=+4 oo.

2. Jesly funkeja f nie postada grawicy (skoviczonej) w punkcie a, to
istnigje ciaqg { %, } taki, ée lim 2,=a, z,7-a orasz cigg {f(zn)} jest
rozbiesny. =

Przypusémy bowiem, ze dla kazdego ciggu {x,} tego rodzaju ciag
{floen) } jest zbieiny. Poniewaz funkecja f nie posiada granicy w pun-
keie a, wiec istnieé muszg dwa ciagl {z,} i {z,}, czynigce zadosé
naszym zatozeniom 1 takie, ze lim f{z,) :f:hm f@;). Wezmy pod

n=oo =0
uwage cigg x,, T, L, Lyy .e.s Ty, Tpy ... Cl@g ten jest zbiezny do a,
sklada sie z samych wyrazdw ==a, zarazem ciag f(z,), f(z}), flz,),
fi'),... jest rozbiezny.
Twierdzenie nastgpujace zawiera tzw. definicje Cauchy’ego granicy
funkeji w punkeie.
8. Na to, seby zachodeita réwnoéé lim f(x)=g, potrzeba i wystarcza,

=a
aby dla kaidego e>0 istniato takie 6>0, ze mierdwnosé O<|xz—a|<d
pocigga za soba, |f(x) gl<e
Przypusémy najpierw, ze warunek Cauchy'ego nie Jest spelniony,
tj. Ze istnieje takie ¢>0, ze przy kazde] wartosci na >0 istmie]e
takie z, ze O<|z—a|<d, zas |f@)—g|Ze. W szezegilnosel wige,

podstawiajac = 12, wnosimy, ze istnieje ciag {x,} taki, ze

oraz (23)

| flzn) ~g|Ze.
a oraz x, 3 a. Gdyby wiec przypuscié,

1
(22) 0<|mn——a,|<—7-b

Z (22) wynika, ze lim 2, =
n=00
ze lim f(z) =g, to mielibySmy hm f(x;)=g¢. Lecz ta ostatnia réwnosé
x=a
jest sprzeczna z mnieréwnoscig ("3). ) )
Udowodnilismy w ten sposéb, ze warunek Cauchy’ego jest koniecz-

nym warunkiem zachodzenia réwnogci lim f(z)=g. Udowodnimy obe-
=0

cnie, ze jest to rowniez warunek wystarczajgey.
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Niech wiec dane bedzie ¢>0 i niech lim #,=a oraz z, == a. Na mocy
NnN=m0

warunku Cauchy’ego istnieje 0> 0 takie, ze nierdwnosé 0 < |2, —a| <o
pociaga za sobg |f(xy) - g| <e Zie wzgledu na réwnosé lim z, =a,

N==00
nieréwnosé |z, —a|<d zachodzi dla wszystkich n, poczynajac od pe-
wnego k. Dla tych samych n mamy wigc nieréwnosé [fxn)—g|<e.
Znaczy to, ze lim f{z,)=g. Stad wnosimy, ze lim fix)=g.

T=0

n=oo
Odpowiednikiem tw. Cauchy’ego z teorii ciagéw (§ 2, VII) jest:
4. Na to, zeby istniala granica (skoviczona) funkess f w punkcie a,
potrzeba i wystarcza, aby dla kaidego £>0 istnialo takie >0, e wa-
runki

(24) O<|z—a|<d 7 O<|@ —~a|<é

pociagaje, za soba | f(x) - fla')|<e.
Istotnie, warunek nasz jest konieczny, bo jegli lim f{z) =g, to dla
r=aq

danego £>0 istnieje takie 0>0, ze warunek O<|z—a|<d po-

claga za soba | flx) - g|<§». Jesli wiec warunki (24) sy spelnione, to

zachodzg nieréwnosel |f(x) — ¢ | <§ ifz)—g| <2£. Dodajac te nieréw-

nosei, otrzymujemy |f(z) — flz))| <e.

Warunek jest dostateczny. Przypusémy bowiem, ze granica funkcji
f w punkcie @ nie istnieje. Istnieje wowczas na mocy tw. 2 taki ciag
{2}, e lim z,=a, 2,5 a oraz ze ciag {f(x,)} jest rozbiezny. Za-

n=co

Iozmy zarazem, ze warunek sformulowany w twierdzeniu jest spel-
niony. Poniewaz z réwnosci lim %, =a wynika, ze istnieje takie F,

N=00
7e dla n=% mozna w nieréwnosciach (24) podstawié¢ z=2x, 1 2" =,
przeto | flz,) —flzx) | <e. Na mocy tw. Cauchy’ego o ciggach wnosimy
stad, ze clag {fiz,)} jest zbiezny — whrew naszemu zatozemiu.
Uwaga.
nastepuje:

Dla a=o0c twierdzenia 3 i 4 dajg sie sformulowad, jak

8. Na to, seby zachodzita rdwnoéé lim f(z)= g, potrzeba i wystarcza,
L==00

aby dla kasdego e>0 isiniato takie r, Ze mierdumosé w>1r pociage Za
sob, |f(z)—g|<e.
4. Nuo to, ey istniola gromica (skosiczona) lim f(x), potrzeba i wy-
Ao . . &= . .
starcza, aby dla kaidego >0 istniato takie r, ge warunki w>7r 1 2" >r
pociggajn za soba | flx) - f(x)|<e.
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Dowody tych twierdzen sa zupelnie analogiczne do dowodéw
tw. 3 1 4.

Zadania do § 4

1. Podaé wykres funkey]j

x .1 . - 1 1 .1
e - B(x), 2sin—, z?sin—, —sin—
r+1 x r x €
i obliczyé granice tych funkcy] w punkcie O.

3. Znalezé granice wielomianu w oo, tj. lim (@? +ap—; 2+ ...+
T=-00

+a,z+ay) (oddzielnie rozwazaé n parzyste 1 nieparzyste).

. . sin ax . $—1
3. Obliczyé: lim , lim xo .
2=0 x z=1 £¥—1

4. Niech dana bedzie funkcja ograniczona f(x)w przedziale a=z=0.
Podzielmy ten przedzial na skoticzongilosé przedzialow z pomocg punk-
tOW @, <a;<...<ay, (przy czym a,=a, a,=0)iwesmy pod uwage sume

s= l flay) ‘f(ao)l + {f(a’i)—f(al)l + ... +] f(“n)_f(“n—ﬂl-

Jesli zbior liczb s odpowiadajacych wszelkim mozliwym podziatom
przedziatu ab jest ograniczony, to funkeje f nazywamy o wahaniu ogra-
niczonym.

Udowodnié, ze: suma dwéch funkeyj o wahaniu ograniczonym jest
funkcjg o wahaniu ograniczonym; funkcja monotoniczna jest o waha-
niu ograniczonym.

5. Dowiesét, ze jesli funkeja f, ograniczona w kazdym skonczonym

przedziale, czyni zado$é warunkowilim [z +1)— f(x)]=g, tolim f)

z=00 x

=g,

6. Udowodnié, ze wzoér f(z)=lim lim (cos nlzx)* przedstawia
n=w k=00
funkcje Dirichleta rozwazang w NO V.

7. Funkeje f(z) nazywamy funkcjs parzysta, jesli speiniony jest
warunek f(x)=f(—2) dla kazdego x. Analogicznie, jesli spetniony jest
warunek f(z)=—f(—z), to funkcje f nazywamy nieparsysty.

Podaé przyktady funkcyj parzystych i nieparzystych w obrebie
funkey) trygonometrycznych.
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o

Scharakteryzowaé parzysto$é 1 mieparzystosé funkeyj z pomocy wa-
runkow geometrycznych.

8. Udowodnié, ze kazda funkcja jest suma funkcji parzystej i nie-
parzystej.
(Zauwazyé, ze funkcja g(z)=f(x) + f(—z) jest parzysta).

§ 5. Funkeje cipg¥e

I Definicja. Mdwimy, ze funkcja [ jest ciggla w punkcie a, jeshi
speiniony jest warunek
6] f(@) =lim f(z).
X=a

Na mocy definicji symbolu lim f(x) oznacza to, ze réwnosé lim z, = a

T=a n=oo

pocigga za soba réwnosé lim f(z,) = f(a). (Zatozenie, %e x, = a, moze-
N=00

my tu oczywidcie pominagc).
Jesli wiec funkcja f jest ciggta w punkcie a, to
@) ‘ flim z,)=lim f(z,), o ile lim z, = a.
N=00 n=o0 T=00
Jezeli w réwnosei (1) zastapié granice przez granice jednostronna,
to otrzymamy definicje ciaglosci jednostronnej. Mianowicie, funkeja f
Jest prawostronnie, wzgl. lewostronnie ciggta w punkcie a, jezeli
fla) =lim f(z) wzgl. fla)=lim f(z).
r=a+0 z=a—0

Jezeli funkeja f okreslona jest nie dla wszystkich z, to w powyz-
szych definicjach ogranieczamy, rzecz jasna, zmiennosé z do zbioru
argumentéw funkeji f. Jesli np. zbiorem argumentéw funkeji 1 jest
przedzial domknigty a=<xz=b, to ciggltosé funkeji f w punkecie @ ozna-
cza to samo, co je] ciggtosé prawostronna.

Funkejg ciggly dla kazdej wartodei argumentu nazywamy kritko
funkeja ciggly. W szczegdlnosci wiee funkeja ciggla okreglona w
przedziale a=z=<b jest to funkeja ciggla dla kazdego punktu polo-
zonego wewnatrz tego przedziatu, za$ prawostronnie ciggla w a i le-
wostronnie ciggta w b.

Mowié ted bedziemy, se funkeja f jest preedziatami ciggta w przedziale a<a< b,
jeéli przedziat ten mozna podzielié z pomocy skobezonego uktadu punktéw -

a’o<a1<ag<...<an, gdzie G, = @& i an = b,

icm
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na przedziaty Gy g k=1, 2,..., n, w taki sposdb, ze wewnatrz kazdego z tych
przedziatédw funkcja [ jest ciggla i Ze istniejs granice jednostronne lim f{z) orez

z=ak_1+0

ling flz); tzn. jedli dla kazdego % funkeja fi(x) okredlona przez warunki
z=ag—
@) =Az) dla Ay, <@ <a; oraz fy (ay_)=Rap_, +0) [ (a)=Ray — 0),
jest ciagta w przedziale a SrZa,
Funkeja posiadajsca skonhczong iloé¢ punktéw nieciggtosei, w ktérych jednak
istniejy obie granice jednostronne, jest wige funkejs przedziatami ciggly-

Preyltady. Jak dowiedlismy w § 4, V, lim 2®*=0. Oznacza to,

ze funkcja z* jest ciggla w punkecie 0 (lath_ zreszta sie przekonad,
ze jest to funkcja w kaizdym punkeie ciggla). Podobnie réwnosé

lim cos =1=cos 0 oznacza, ze funkeja cos jest ciggta w punkecie O.
z=0

Funkecja B (z) jest nieciggla w punktach catkowitych; méwiae do-
kladniej: jest ciggla prawostronnie w tych punktach, lecz nie lewo-
stronnie.

Funkeja sin— jest nieciggta w punkcie 0 niezaleznie od tego,

jaka warto$é jej] w tym punkcie nadamy. Nie istnieje bowiem grani-
ca tej funkeji w punkeie 0. Funkecja Dirichleta (ob. § 4, V) jest nie-
ciagla w kazdym punkcie.

Pojecie ciagtoéci funkeji mozna réwniez rozciggngé na punkty
w nieskonczonosci, rozumiejac przez funkcje ciagls w oo funkcje 7,
dla ktorej istnieje granica lim f(z).

=00

II. Charakteryzacja ciagtosci Cauchy'ego. Interpretacja geometryczna.
Twierdzenie nastepujace moze byé przyjete jako definicja ciagltosc
(“definicja Cauchy’ego® w odréimieniu od przyjetej przez nas w N° 1
“definicji Heinego“). Wynika ono bezposrednio z § 4, VII, 3.

Nu to, zeby funkeja f byla ciggla w punkeie a, potrzeba i wystarcza,
aby dla kasdego €0 istnialo takie 6>0, 2 nierdwnosé |x—a|<d po-
ciaga za sobq | f(x)—f(a)|<e.

Wyrazajac sie bardziej obrazowo, oznacza to, Ze dostatecznie ma-
lym przyrostom zmienne] niezalezne] odpowiadaja dowolnie mate
przyrosty zmiennej zaleznej. Zapisaé to mozna, jak nastepuje:

3) warunek | h|<6 pocigga za soba |fla+h)—{f(a)|<e.

Geometrycznie ciggtosé funkeji f w punkeie a oznacza, co nastgpu-

je: miech P oznacza pas réwnolegly do osi X 1 zawierajacy prosta
y=f(a) wewnatrz, istnieje wowezas taki pas @ réwnolegty do osi ¥
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i zawierajacy prosta x =a wewnatrz, ze cze$¢ krzywej danej przez
réwnanie y = f(x), znajdujaca sie w pasie (), mieéci si¢ réwnoczesnie
w pasie P.

|

I

/
-

fla)

a
Rys. 8

Przejscie od definicji analitycznej opartej na warnnku Cauchy’ego
do powyzszej definicji geometryczne] uzyskamy mnatychmiast, przyj-
mujac, ze pas P jest wyznaczony przez proste y=f(a) + & za$ pas @
przez proste z=a t 4.

Jak widaé z powyzszych definicji, ciggtosé funkeji f w punkeie a
jest wlasnoscig lokalng w tym sensie, ze zalezy ona od zachowania
sie funkeji w otoczeniu punktu a. Na to, aby sie przekonaé, czy fun-
keja f jest ciggta w punkeie a, wystarczy znaé tg funkeje w dowol-
nie malym przedziale zawierajacym punkt a wewnatrz.

III. Ciagosé funkeji elementarnych. Ze wzordw na dziatania na
granicach funkeji (§ 4, (9)—(12)) wynika natychmiast, ze dziatania
arytmetyczne wykonane na funkejoch ciaglych daje w wyniku funkeje cing-
te. Scislej mowige: jesli funkeje f i g sq ciagle w punkeie a, to suma,
réénica, tloczyn @ iloraz (o ile g(a) == 0) tych funkeji sq rdwnies w tym
punkeie ciagle.

Np. przy zalozeniu, ze lim f(z)=f(a) 1 lim g(z)=g(a), mamy

r=a L=a
lim [f(z) - g(z)] = lim f(z) - lim g(x) = f(a) - ¢(a), co oznacza, ze funkcja
r=a r=q T=0
fix) - g(z) jest clagta w punkcie a.
Wynika stad, ze wielomian jest funkejq ciagly.

Funkcja bowiem stala f(z)=const. i funkcja f(z) =2 (identycznoit)
sg, jak wida¢ natychmiast, funkcjami cigglymi.
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Ogolniej: kasda funkceja wymierna, tj. funkeja postaci f(z) =§%
P(x) i Q(x) su to wielomiany, jest funkeja ciagly (oczywiscie w pun-
ktach, w ktorych jest okreslona, tj. wszedzie poza pierwiastkami mia-
nownika).

Nim przejdziemy do dowodu cigglosei innych funkeji elementar-
nych, zauwazmy, ze w mys$l wzoru (1) ciagloé¢ funkeji f w punkcie
~ oznacza, ze lhin%) flz + k) =f(z), tj. ze

, gdzie

4 }ig(l) [fe+h)—fla)] = 0.

Udowodnimy obecnie, ze funkeja wykladnicza a* (a>0) jest eiagta.

Istotnie mamy a*+"—o* =qa*(@%—1) oraz lim a*=1 (ob. § 4, (3)).
h=0
Stad lim (a**"*—a*) =0, co zgodnie ze wzorem (4) oznacza, ze funkcja
h=0
a® jest ciggla.

Funkeje trygonometryczne sin i cos sq ciagle.
Lo . . i
Istotnie sin (z+h)—sinz =2 sm;—z- cos (x+gl).
Poniewaz za$ [sin?|=|?| i |cos t|=1, wiec
|sin (z+ k) —sin z [=|h|, skad lim |sin(z+A)—sin z| =0,
h=0

t]. lim sin (z+h)—sin 2 =0.
n=0

Podobnie |cos (z+4)—cos z |=2| sing—]~| sin (:c-{-g)]é[hl, skad

lim cos (x+ h)—cos x=0.

=

Poniewaz tg x:Z:;;% , wiec funkecja tg jako iloraz funkeji cigglych

jest funkeja ciagly. Réwniez funkeje

1
cosec = —~——
sin &

1 cos x
sec x=——, COLZgL=— s
cosz sin z

sq ciaglte (dla kazdego z, dla ktérego sa okreslone).

Sposrod funkeji elementarnych pozostaja jeszeze do rozpatrzenia
funkeje odwrotne do juz rozpatrywanych, mianowicie, logarytm i fun-
kcje cyklometryczne. Nie bedziemy teraz dowodzié ich cigglosci, po-
niewaz wynika ona z ogolnego twierdzenia o ciagtosci funkeji od-
wrotnych wzgledem funkeji ciagtych, ktére udowndnimy nieco péz-
niej.

Udowodnimy natomiast obecnie, ze superpozycja funkeji ciaglych
Jjest funkeja, ciagly. Scisle] mowige: jesli dane sq dwie funkeje y=f()
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i z=g(y) © jeshi funkeja f jest ciagta w punkcie a, zas funkeja g
w punkeie f(a), to funkeja glf(x)] jest ciagta w punkeie .

Niech bowiem lim z,=a. Stad lim f(z,)=fa). Kiladac b=f(a)

n=oo n=
i Yn=[(2,), mamy wiec lim y, =0, skad na mocy cigglodei funkeji g,
n=co
lim g(yn) = g(B), tj. im g[fizn)] = gl(@)]- Oznacza to, ze funkcja super-
=0 n=—oo

ponowana (ztozona) g[f(x)] jest clagia w punkcie a.

Wynika stad, ze biorgc za punkt wyjécia funkcje elementarne roz-
wazane w § 4, IV i operujac na mnich z pomocg dziatan arytmetycz-
nych i superpozycji, pozostajemy stale w obrebie funkeji ciggtych.

. . .. 1
Np. funkcja z-+tg(z?) jest funkcjg ciagly. Podobnie funkcja sin 2

jest funkcjs ciggla w zakresie swoich argumentéw, tj. dla z ==0. Na-
tomiast funkcja f okreslona przez warunki:

(3) f(x) =sin % dla s 0 oraz f(0)=0

jest mieciggta w punkcie 0. W punkcie tym, jak wiemy, nie istnieje
w ogéle granica funkeji f (ob. § 4, V, (7).

Wiynika tez stad, ze funkcja okreslona przez warunki (5) nie da
sie zapisaé przy uzyciu samych funkcji ciggiych. Podobnie: funkcja
zdefiniowana, jak nastepuje:

flxy=1 dla z =0 oraz f(0)=0.

Daje sig jednak ta funkcja zapisaé z pomoca przejécia do gramicy.
Mianowicie:

. zt . nx
f(x)=1;2 1+$t_n1;2 14+nx’
Uwaga. Nastepujace, nieco ogdlniejsze sformulowanie twierdzenia
o superpozycji funkecji dogodne jest w zastosowaniach: jesl istnieje

lim f(x) © jesli w tym punkcie funkcjo g jest ciagta, to
z=a+0

(6) lim g[f(2)] = gllim f(z)].
a=a+0 r=a+0
Dowdd pozostaje prawie bez zmian.
Przyktod. lim x* =1. Bowiem
z=-+0
li_n‘li‘(ta)clog x)
lim 2% =lim e#logz =¢ * =ed=1.

z=+0 x=-0
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Tuta] f() =2z log z, g(x) =e*. Funkeja f nie jest okreslona w punkeie
0; posiada jednak w tym punkecie granice prawostronng (=0, por.
§ 4, VI, 4)).

IV. Ogélne wiasnosci funkeji cipgiych. 1. Twierdeenie o ciggloses
jednostajney. Jesli funkeja [ jest cigglta w preedziale domknigtym
aZ=xr=b, to dla kaidego &>0 istnigje fakie 0>0, 2e nierdwnosé
lz—a'| <8 pociaga za soba |f (x)—fx) | <e.

Nim przystgpimy do dowodu, zauwazmy, ze liczbha 6, o ktérej mo-
wa W tezie twierdzenia, nie zalezy od z, jak to ma miejsce w defi-
nicji funkeji cigglej dla kazdego = (nalezacego do rozwazanego zbio-
ru argumentéw). Tej niezaleznodei liczby 6 od zmiennej z dajemy
wyraz méwigc o “jednostajnej® cigglosei.

Dowdd twierdzenia przeprowadzimy przez sprowadzenie do niedo-
rzecznosci. Przypusémy, ze istnieje takie £>0, ze dla kazdego 6>0
istnieje para argumentéw x iz’ takich, ze |z—2"|<d 1 |f(#)—fiz)|Ze.

W szczegdlnosei wiec, kiadae § = Wnosimy, ze istniejy takie dwa

clagi {#,} 1 {=,}, ze spelnione sg nastepujace nieréwnosci:
- 1
0 a=x,=b, a=z,=0, ]m,,—x;wl<; oraz | flzy)—flxy) | Ze.

Poniewaz cigg {z,} jest ograniczony, przeto zawiera on na pod-
stawie tw. Bolzano-Weierstrassa (§ 2, VI, 2) podcigg zbiezny. Poloz-

my wiee lim @y, =¢. Z pierwsze] z nieréwnosei (7) wynika, ze
N=oca

asc¢=bh. A zatem funkeja f jest ciggla w punkcie ¢. Wynika stad,
ze lim flzy,) =f(c). Lecz na mocy trzecie] nieréwnosel (7) réwniez
n=x

lim z,, =¢, bolimz, =limz, . Ciaglos¢ funkeji f daje jak poprzed-
n=x n=oo o p=oo n
nio, lim flz,, )=7(c). A zatem lim [f(zy,) ~ f(z;n, )] =0. Lecz ta ostatnia

= n=oso

réwnosé jest sprzeczna z ostatniy nieréwnoscig (7).
Twierdzenie jest w ten sposéb udowodnione.
Uwaga. Zalozenie, ze przedzial rozpatrywany jest domkniety, jest

istotne. Np. funkc‘]ag jest cilagta w kazdym punkcie przedziatu

otwartego 0<z <1, lecz nie jest w tym przedziale ciggla jednostajnie.
2. Twierdzenie Weierstrassa. Funkcja [ ciagta w przedziale dom-
Imietym a=xz=b jest ograniczona, osiaga przy tym w tym przedziale

Kuratowski, Rach. réin. 1 catk. 6%
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swe Tresy gorny ¢ dolny: M ¢ m; ten. istniejo w tym przedziale takie
dwa punkty ¢ i d, se fley=M oraz f(d)=m.

Udowodnimy przede wszystkim, ze funkcja f jest ograniczona, tj.
ie istnieje takie 4, ze nieréwnosé A>|f(z)| zachodzi dla kazdego
przedziatu ab. Otéz z tw. 1 wnosimy podstawiajac e=1, Ze istnieje
takie 0> 0, ze jesli punkty 2 i 2" naleza do jakiego$ przedziatu (za-
wartego w przedziale ad) o diugodci <4, to | f(z)—f(z)|<1. Dobierzmy

liczbe » w taki sposcb, aby 9—;—a<6; jesli wiee podzielimy przedziad

abna n réwnych przedziatow, to diugoss kazdego z nich bedzie mniejsza
niz 6. A zatem oznaczajac przez ag, ..., Oy kolejne konice tych prze-
dziatéw (ap= a, a,, =b), mamy:

dla a,2z=a, |f@)—fa)|<1, skad [fiz)|<1+]f(a)],
<1, skad | fl@)|<1+]|fa) .

Oznaczmy przez A najwiekszg z liczb 1+4|f(a)|, gdzie & przyjmu-
je wartogei 1, 2,..., n. Mamy wiec |f(z)|<4 dla kazdego z nalezgce-
go do przedziatu ab.

Udowodnilismy w ten sposéb, ze funkcja f jest ograniczona, tzm.
ze zbidr wartoscl tej funkeji jest ograniczony. Istnieje wige kres gor-
ny I i kres dolny m tego zbioru (por. § 1, VII). Udowodnimy —
przez sprowadzenie do niedorzecznosei — ze jedng z wartoscl funkeji
f jest M (dowdd dla m jest zupelnie analogiczny).

ogdlnie: dla a,—, Sz =, |f(x) - flar)

Przypusémy, ze tak nie jest, tj. ze dla kazdego 2 mamy M— f(x) = 0.
A zatem funkeja g(z)= ﬂ—_—l—f&j jest okrgélona dla kazdego x prze-
dzialu a=z=b i jest w tym przedziale ciagla. Jest to wiec, jak
przed chwilg udowodniliémy, funkcja ograniczona. Istnieje wicc takie
N - 1 . : 1
N, ze g(x) <D, 4. M—f(m)>]7, czyli f(x)<M~K.
nieréwnosé dowodzi, ze istnieje liczba mniejsza od M, ktora jest wie-
ksza od wszystkich liezb f(z), gdy = przebiega przedzial a«=x=0.

Lecz ta ostatnia

Przeczy to jednak zalozeniu, ze M jest kresem gérnym funkeji f

w tym przedziale.

Doszligsmy w ten sposéb do sprzecznosei, przypuszezajac, Ze twier-
dzenie jest falszywe.

8. Twierdzenie Darbouz.! Funkeja ciagta w przedziale domknigtym
o=z =b preechodzi od jednej wartosei do drugiej preez wszystkie war-

' G. Darboux (1842—1917) — stynny geometra francuski.
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toset posrednie. Znaczy fo, Ze jesli y jest liczba, posrednia, pomiedzy
flay i ) (¢. bad: fla)<y<fb), lad? f(b)<y<fla)), to istnieje takie
¢ w przedziale ab, ze f(¢)=y.

Zatozmy, ze fla)<y<f(®) (w wypadku, gdy druga ewentualnods
zachodzi, rozumowanie jest zupetnie podobne). Przypusémy, ze twier-
dzenie jest falszywe, tj. ze y—f(z) == 0 dla kazdego z, naleigcego do

przedziatu ab. Funkcja h(z) = jest wiec na mocy tw. 2 ogra-

1
‘ ly—1=)]
niczona.

Niech M > h(xz), tj.
1
(8) ly—f) >3-

Podstawiajac w twierdzeniu 1: ¢= wnosimy, ze istnieje takie

1
M
0>0, ze jesli punkty x i 2" nalezg do przedzialu o diugosci <4,

b_—a<(5.

1 . -
to | f(x) —f(x'){<ﬂ. Niech » oznacza liczbe naturalng taks, ze

Dzielae odcinek ab na »n réwnych odeinkéw i oznaczajge jak w do-
wodzie poprzedniego twierdzenia przez ay, 4y,...,a, kolejne konce tych
odcinkéw, dochodzimy do wniosku, ze

(8) ) - f(ak_l)}<% da k=1,2,., n.

Poniewaz f(a)<y<f(a,), wiee wsréd liczb 1, 2,..., n istnieje taka naj-
mniejsza liczba m, ze y<{(a,). Mamy wiec m >0 oraz

. 1 .
[(m—1) <y <flam), skad 0 <y —flam—) <f(@n) — (@p—s) < i wobec (8,
co jednak przeczy nierdwnogei (8).

Zestawiajac twierdzenia 2 i 8, dochodzimy do wniosku nastepu-
jacego:

+. Funkcja ciaglta w przedziale domknictym aSxz=b  przyjmuje
wszystkie wartosei od kresw dolnego m do kresu girnego M wlacenie.
Inaczej mowiae, zbiorem wartosei funkeji jest przedzial domkniety
m=y=M.

Uwagi. 1) Wiasnosé funkeji ciaglych wyrazona w tw. 3 (tzw. wias-
nosé Darboux) jest szczegélnie intuicyjna, jesli ja interpretowaé geo-
metrycznie. Nie nalezy jednak sadzié, ze charakteryzuje ona funkecje
ciggte. Np. funkeja (5), choé nieciagla, te wlasnosé posiada.
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‘H
9) 7 tw. Darboux wynika natychmiast Istnienie V:n dla kazdego @
rzeczywistego, gdy n jest nieparzyste i dla kazdego 220, gdy n jest

parzyste. Istotnie, gdy n jest nieparzyste, t(: lim 2" =~ oo, 11i1£ a" = 00,
7= =00 @

a zatem funkcja a® przybiera wszystkie wartodci rzeczywiste. I'un-

n
kcja wzgledem niej odwrotna, tj. Jz jest wiec okreslona dla kazdego

rzeczywistego. Podobnie, jesli = jest parzyste, to funkcja a", 220,
n

przybiera wszystkie wartosci od 0 do co; a zatem Vz jest dla tych
wszystkich wartoscl okreslony.

Analogicznie ze wzordw lim ¢* =0, lim ¢ = co wynika, ze funkcja
L= =t el

e przybiera wszystkie wartoéci dodatnie; 8 zatem log z okreglony
jest dla kazdego dodatniego x. Wreszcie arc tg 2 okreslony jest dla
kazdego rzeczywistego .

Dodajmy, ze wzory § 4, IV, (3) z fatwodeig pociggajg za sobg wzo-
ry nastepujace, dotyczace logarytméw dla dodatnich a, @ 1 ¥ (a5 1)

9 log,zy =logaz +logay, loga(z¥) =y logau
log
10 % — o 1 -
(10) at =erlog a log,x Tog

Np. aby dowiesé pierwszy ze wzordw (9), potézmy log,z =%, log,y =
z, tj. x=at, y=0*. Na mocy § 4, IV, (3)

zy=at-af =at*+?, skad logexy =t +2z=log,x+logyy.
Drugi ze wzoréw (10) otrzymuje si¢ z drugiego wzorn (9):

log a’=1¢ log a, tj. log z=log,z log a.

V. Ciag¥osé funkeji odwrotnych. Widzielismy w § 4, III, ze fun-
keja y=f(z) réznowartoéciowa wyznacza funkeje odwrotng = g(y).
Udowodnimy obecnie, ze funkeja odwrotna wegledem funkeji ciaglel
jest ciagta. Scislej mowige:

1. Jeseli funkeja y=f(x) jest réénowartosciowa i ciagta w preedeia-
le a=x=b, to funkejo odwrotna z=g(y) jest ciagla w preedziale
mEy=M, gdezie m i M oznaczaje odpowiednio kres dolny i gorny fun-
keyi f.

Niech m=c¢=M. Na mocy tw. IV, 4 funkeja ¢ jest okreslona w pun-
keie ¢. Niech c=nlim Yn» gdzie yy nalezy do przedziatn mM, t. i, jest

postaci yy = f(z,). Nalezy dowiedd, ze lim g(y,) = g(e).
n==oe
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Niech ¢=f(d). Mamy wiec dowiesé, ze warunek lim f{z,)= f(d) po-
N=00

cigga za sobg lim z,=d (bowiem g(y,)=2,, ¢(¢)=d). Poniewaz ciag

N=00
{zn} jako polozony w przedziale ab jest ograniczony, ta ostatnia
réwnosé bedzie udowodniona, skoro wykazemy, ze kazdy zbiezny
podeigg ciggu {x,} jest zbiezny do granicy d (ob. § 2, VI, tw. 4).
Niech wige lim zy, =d. Wykazemy, ze d'=d. Z cigglosei funkeji f

Nn=oo

wynika, ze lim f{zy,)=f(d). Poniewaz za$§ lim flzy,)=lim f(x,) = f(d),
=00 =00

n=oo

wige fld)=f(d). Stad wnosimy, ze d’ =d ze wzgledu na to, ze funkcja
f jest réznowartosciowa.

Twierdzenie jest wige ndowodnione.

Zastosowania. 1) log, xjest funkeja ciagla (1 5= a > 0). Jest to bowiem
odwrocenie ciggle] funkeji a®.

2) Funkcgje cyklometrycene: arc sin z, arc cos z, arctg z itd. sq
ciagle jako odwrocenia funkeji trygonometrycznych (ktére sg ciggle).

8) Niech {a,} bedzie cingiem o wyrazach dodatnich. Jesli iloczyn

o
nieskonczony Ila, jest zbieiny, to zbieény jest riwnies szereg nieskodi-
n=1

oo
czony 2log a,, prey czym zachodzi zaleinosé
n=1

8

id o oo Xlog a,,
(11) ]Og I Ay = Py log Ay tJ Han = enzl .

=1 n=1 n=1

[e=]
Podobnie, jesli zalosyé zbieinosé szeregu X log a,, to zbiesnym jest
n=1

o0
dloczyn II a, © réwnies zalesnosé (11) ma miejsce.
n=1
Niech bowiem pj, = a,-tty-...- @,. Z zalozenia, ze ciag {p, } jest zbiez-

ny i z cigglosci logarytmu wynika (por. (2)):
log lim p, =lim log p,,

=0 N=00

za$ lim log p,, =limlog (ay-...- ay)=lim[log a, + ...+ log a,]= E log ay, .
=co n=1

N=co N=c0
Podobnie, kiadac s,=log a;+...+log a, 1 zakladajac zbieznogé
ciggu {s,}, mamy na mocy ciagtosei funkeji wylktadniczej:

>

lim s,
e "= = lim e'n,

n=cno
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Zas

Pr- elog a4, +..Flog ay @10% L .elog ”"‘=]J«n,

. S .
skad lim ¢ »=lim p,,.
n=oo =

Wzér (11), ktéry, jak widaé, jest uogélnieniem na dziatania nie-
skoniczone pierwszego wzoru (9), pozwala przenie$¢ na iloczyny nie-
skotczone wiele twierdzen, dotyczacych szeregdw nieskorczonych.

2. Kadda funkeja [ réémowartosciowa i ciagla w przedziale aS 2=
Jest $cisle monotonicena (tj. badz stale rosngca, badz stale malejyca).

Z zatozenia f(a) == f(0). Mozemy wiec zalozyé, ze fla)<f(h) (jezeli
f(z) > (D), rozumowanie jest analogiczne). Udowodnimy, ze funkcja f .
jest stale rosnaca. Niech wiec z<z'. Nalezy dowiedd, ze f(x) <f(x).

. Zauwazmy przede wszystkim, ze warunki a=z=0b 1 f(a) <) po-
ciagaja za sobg f(a) Sf(@) Sf(). Istotnie, gdyby tak mnie byto, to mie- .
libysmy badz f(x) <f(a), badz f(x)>f(0). W pierwszym wypadku, ze
wzgledu na podwdjng nieréwnosé f{z) < f(a) </(0) istniatby (na mocy
tw. Darboux) w przedziale zb taki punkt 2", ze f(z”)=f(a). liecz to
przeczy zalozemiu, ze funkecja f jest riznowartodciowa (bo z” == a).
Podobnie, w drugim wypadku istnialby punkt z” w przedziale ax
taki, ze f(z™)=f(D), co jest sprzeczne z nieréwnogcig x™ = 0.

Udowodnilismy wiec, ze fla)<f(z)<f(b). Wnosimy zarazem, 7e wa-
runki 2 =2" =20 i fix) <f(b) pociagaja za soba () = (=)< (D).

A zatem fl@)<fix), c. b. d. o.

Zadania do § 5
1. Niech f{z) oznacza funkcje okre¢long jak nastepuje: jesli Jest

liczbg niewymierna, to f(z)=0; jesli zas z jest liczbg wymierng: w=2
(

(przy czym ulamek ten jest nieprzywiedlny), to /'(x):-lw. Udowodnié,
i

ze funkcja ta jest ciggla w punktach niewymiernych, zag nieciggla

w punktach wymiernych.

_ 2. .Udowodnié, ze kazda funkeja f(w), a Sz =), réznowartodeiown

1 posiadajgca wiasnosé Darboux (NO IV, uw. 1) jest ciggla,
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3. Udowodni¢, ze kazde réwnanie stopnia n nieparzystego o wspot-
czynnikach rzeczywistych, tj. réwnanie postaci "+ dp., 2% + ...
.ot @ 4+ ay =0, posiada przynajmnie] jeden pierwiastek rzeczywisty
(Por. zad. 2, § 4).

4. Udowodni¢, ze funkeja f ciagta 1 spelniajgca warunek

fl+y) = flz) + y)
dla kazdego x= 1 y jest postaci f(x) = ax.
(Udowodni¢ najpierw te réwnoi¢ dla 2 wymiernych, przyjmujac

a=[(1)).

-

5, Oy funkcja sin E‘]est Jednostajnie ciggla w przedziale 0 <z <1,
zasé funkeja Va w przedziale 0 =z < oo?

6. Niech f{z) 1 g(x) bedg dwiema funkcjami ciggtymi w przedziale
asxr=b. Niech l(x) oznacza wiekszg z dwoch wartodci f(x) i g(x)

(ewentualnie ich wspélng wartosé, jesli sa one réwne). Udowodnié,
#e funkeja h(z) jest ciggla.

7. Do danego ciggu aj, a,,... dobra¢ funkecje, ktéra jest mieciggla
w punktach tego ciagu, za$ ciggla we wszystkich punktach pozosta-
tych.

8, O funkcji f méwimy, ze spelnia warunek Lipschitza, jesll istnie-
je taka stata C, ze zachodzi nierdwnogé

| @) - fa)| = O —o |
dla kazdej pary « i «'.

Scharakteryzowa¢ warunek Lipschitza w spos6b geometryczny.

Udowodnié, ze funkeja speiniajgca warunek Lipschitza (w prze-
dziale domknigtym lub otwartym, ograniczonym lub nieograniczonym)
jest jednostajnie ciagia.

Wykazaé na przykladzie, ze nie zachodzi twierdzenie odwrotne.

§ 6. Ciagi i szeregi funkeyj

I. Zbieznos¢ jednostajna. Jezeli kazdej liczbie naturalne] n pray-
porzadkowana jest funkcja f,, to mamy do czynienia z ciggiem fun-


pem


88 ROZDZIAL II. Funkcje Jq' G

KeY] Fis faseees [nser. Zadozmy, %e wszystkie te funkcje okreglone sy mna
tym samym zbiorze argumentéw 4 (np. na przedziale a =z =0). Jezeli
dla kazdego 2 (nalezgcego do 4) ciag fi(x), fa(®), ... jest zbieiny do
granicy f{z), to méwimy, ze cigg funkeji {f,} jest zbiezny do fun-
keji . W nyél definicji granicy (§ 2, II) oznacza to, ze do kazdego
z i dla kazdego £>0 istnieje takie %, ze dla n>7% zachodzi nierow-
nosé

(1) : | @) — fl) | <e.

Liczbg % dobieramy wiec (przy danym ¢ do kazdego x z osobna.
Jesli jednak mozna ustalié k niezalesnie od w-dw, to miwimy, ze zbiez-
noséé naszego ciggu jest jednostajna. A. wiec: cing {f,} Jjest zbicsny
Jednostagnie do funkecji f (na zbiorze A), jesli dla kasdego ¢>0 isinicje
takie &, e dlo kagdego n>Fk i kaidego x (naledacego do ) zachodzi
neerdwnosé (1).

Geomelrycznie zbieznod¢ jednostajna oznacza, ze jesli krzywg grani-
czng y =f(x) otoczymy pasem wyznaczonym przez dwie krzywe row-
nolegte do niej (dane przez réwnania y=f(2): ), to dla dostatecznie
duzyeh n wszystkie krzywe y = f,(x) mieszcza sie w tym pasie.

Przyltady. Niech fu(z)=z". Mamy

lim f,(x)=0 dla 0=Sx<1 i lim fy(@)=1 dla z=1.
=00 n=oe
Ciag ten jest zbieiny jednostajnie w przedziale Oéxé%‘_.
Dobierzmy bowiem do danej liczby e>0 liezbe & w taki sposob,
1 n
aby o <e. Wowezas dla n>k mamy "< (%«) <53 <¢# o ile ’L’_ﬁ__l}. )
Nieréwnosé (1) jest wiec spelniona przez kazde n>1 i kazde « nale-

igce do przedzialu 0=zx=

+ Zmaczy to, 7e zbieinodé ciggu { £, } w tym

5

Ny

Iy

przedziale jest jednostajna. Natomiast w przedziale 0<x=<1 zbieznoic
jest miejednostajna. Fatwo sie o tym przekonad bezposrednio (pod-

- 1. . i .o . . .
stawiajge np. e=2); wynikd to tez z niecigglodel funkeji granicznej
1 twierdzenia nastgpujacego.

1. Granica jednostajnie zbieinego ciagn funkesi ciaglych jest ciagla.

.Nlech cagg {fn} bedzie jednostajnie zbiezny do f (na zbiorze A).
Niech ¢>0. Istnieje wiqc takie %, ze dla n=% spelniona jest nierdwnose
@ [n(e) = ) | < /8

dla kazdego z (nalezgcego do d). Niech « bedzie dowolnym punktem

icm
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nalezgecym do 4. Nalezy dowiesd, ze funkeja f jest ciggla w tym
punkeie. Nalezy wigc dobraé do danego & takie 6> 0, aby nieréwnosé
| -a|<d pociggata za sobg (w zakresie z-Gw nalezgeych do A).

(3) | () - f(a) | <e.

0t6z ze wzgledu na eiaglosés funkeji f w punkecie @, istnieje takie
9>0, 7ze nieréwnodé |x—a|<d pociaga za soba.

() | i) ~ @) | <¢/8.
Poniewaz nieréwnosé (2) spetniona jest dla m=1% i z=a, przeto
®) [fi@) —fla) | <e/3.

Zastepujac w nieréwnodei (2) n przez k i dodajac do niej (4) 1 (5),
otrzymujemy nieréwnosé (8), c. b. d. o.
Uwaga. Jak widzielimy, funkeja f(z)=1lim 2" jest w przedziale

n=co

0=xz=1 nieciggta. Granica niejednostajnie zbieinego ciggu funkeji
ciggtych moze wiec by¢ nieciggta. Tw. 1 w zestawieniu z przykta-
dem powyzszym ilustruje znaczenie pojecia jednostajnej zbieznosei.

Podobnie jak w wypadku jednostajnej ciagtogei funkeji, termin
“jednostajnosé wskazuje na to, ze liczba % dobrana jest do ¢ nieza-
leznie od .

Odpowiednikiem warunku Cauchy’ego na zbieznod¢ ciggu jest wa-
runek sformulowany w tw. nastepujgcym:

2. Na lo, éeby cigg fumkeji {f,,} byt zbiesny jednmostajnie, potrzeba
¢ wystarcze, aby dia kasdej liczby e>0 istniata taka liczba v, 2e dia
kagdego n>r zachodzi nierdwnosé

(6) | fil) = frl@) | <e.
Zatézmy najpierw, e ciag jest zbiezny jednostajnie do funkeji f.
Dla danej liczby £>0 istnieje wige takie 7, ze dla n2# mamy
| () — flz) | < /2, & wiee W szezegilnosel | fu(z) ~ f(x) | < ¢/2.

Dodajge do siebie te dwie nieréwnosci, otrzymujemy nieréwnosé (6).

Zatézmy z kolei, ze cigg {f,} spelnia warunek sformulowany

w twierdzeniu. Wéwezas przy ustalonym wx ciag fi(x), fo(®),... spelnia

warunek Cauchy’ego; jest zatem zbiezny. Inacze] mowige, istnieje fun-

keja f(x)=lim fo(x). Nalezy dowie$é, ze zbieznod¢ jest jednostajna.
N=00

Niech wige dane bedzie &> 0. Na mocy zalozenia istnieje takie », ze
dla »n > zachodzi nierdwnosé
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0 [ Ful) = [} | < /2.

Udowodnimy, ze dla n>7 spelniona jest réwniez nieréwnodé (1)
(ze znakiem = zamiast <).’

Zastepujae we wzorze (7) zmienng n przez m 1 dodajge do nierdw-
nogcl (7) w ten sposob otrzymang nierdwnoéé | fu(x) —7'w(x) | <e/2, otrzy-
mujemy dla m>r

|Fule) = Fn)| <2, skad lim | £,(0) = fone) |,

tj. [lim [ f(x) ~ () ] |Se, cuyli mz("’f) ~lim fi(x) Ié &
m=cx ) Mm=co
tzn. | [ Ful) = f() | e.

II. Szeregi zbiezne jednostajnie. Niech dany bedzie cigg funkey;
7@, fo(@),..., fol@),... okreslonych na tym samym zbiorze argumentdw.

Szereg funkeyjny fi(x) + fo@) + ... + fo(x) + ... nazywamy jednostajnie
zbieinym, jesli cigg jego sum czesciowych

$u(®@) = [1(x) + fo(®) + ... + [u(®)

Jest zbiezny jednostajnie.

Je?eli funkeje 3, fy,... sq ciggle, to ocaywiscie ciagle tez sqy suny
czgsclowe s,. Wnosimy stagd na mocy twierdzen N° I, ze

L Suma szeregu jednostanie 2biesnego funkefi cmg-lych Jest funkejo,
ciagta.

2. Na to, seby szereg fi(x)+fy(x)+... byt ebiesny jednostajnic, po-
trzeba i weystarcza, oby dla kasdef liczby e>0 istniala taka liczha k, ze
dla kaidego n>% ¢ dla kasdego « zachodzi nieréwnosé

8 | 730) + frea 2 (@) + ... + @) | <.
Z tw. 2 wynika twierdzenie, ktére pozwala wyprowadzi¢ zbieznosd

} . 2 . .
Jjednostajng szeregu A] fa(x) przez poréwnanie jego sktadnikéw ze sktad-
n=

oC
nikami szeregu X u,.
n=1

- :
8. Jezeli szereg 21% Jest zbieiny i jeseli dla kasdego x spelniona
n= )

" . ® . . . \
Jest nierduwnosé |fu()|Su,, to szereg Al ful@) gest zbiesny jednostajnic
n=

i bezwzglednie.
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Istotnie, poniewaz szereg wu,-+u,+.., jest zbiezny, wige dla kazde-
go ¢>0 istnieje takie %, ze dla kazdego n>k spelniona jest nieréw-
no&é wy+ ey + ... +uy<e. Stad na mocy zatozenia

fix)+ ... + () |§\flc(m)]+--- +[fn(x)|§uk+ cen b UR<E;

a zatem wzdr (8) jest. spelniony, co zgodnie z tw. 2 pocigga za sobg

zbieznogé jednostajng szeregu > [o(ex).
n=1

Druga cze$¢ powyzsze] podwdjnej nieréwnosci dowodzi réwnoczed-
nie, ze szereg jest zbieZuy bezwzglednie.

Preyklad. Szereg 2. - Jest zblezny jednostajnie w kazdym prze-
n=0
J-’)?.‘; an ’l
dziale—a s 2= a. Bo n'j S 788 szereg b - Jest zbiezny dla kaz-
& n=0 N

dego a (§ 8, VI).
Wiele przykladow szeregdw jednostajnie zbieznych poznamy w N° IIL

III. Szeregi potegowe. Szereg postaci

oo
2o, !
n=0

) S@) = ao+ a5+ 2+ ...+ @y T+ . =

nazywamy szereglem potegowym.

Jak widaé, szereg potggowy jest naturalnym uogélnieniem pojecia
wielomianu n-tego stopnia. Znaczenie szeregdw potegowych pochodz
réwniez stgd, ze przedstawienie funkecji danej w postaci szeregu po-
tegowego daje duze korzyéci rachunkowe,

Wezmy pod uwage nastepujace 3 przykiady szeregéw potegowych:

x  x* o
20
10 1+1,+ +git e 2

l+a+a+a8+...,
30 141llz+2la®+3las+ ..

Pierwszy z tych szeregow jest, jak wiemy, zbiesny dla kazdego .
. 1 .

Drugi jest zbiezny dla |x|<1; suma jego=7—7>; dla innych x szereg

ten jest rozbiezny. Wreszcie trzeci szereg jest rozbiezny dla kazdego

x =0,
oo

1 dvidle biorge, nalezy dla w=0 symbol 2 a, " (ktéry w tym wypadku jest nie-
n=0
oznaczony) zastapié przez a(por. odsytacz do wzoru 6)§1).
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W celu sformulowania ogélnego twierdzenia o zbiesmosci szeregow
potegowych, wprowadzimy pojecia “promieniu zbhiesnodei® szeregu o-
tggowego. Mianowicie, promieniem zbieimogci szeregu potegowego S(x)
nazywamy kres girny zbioru bezwzglednych wartodei a-6w, dla kté-
rych szereg ten jest zbiezny. W szezegdlnodei, jezeli zbior ten jest
nieograniczony, to promieniem zbieznosci Jjest oo.

Np. promieniami zbieznogci - szeregow 19, 20 i 80 sy odpowiednio
oo, 11 0. )

Przedzial - r<z<v, gdzie r oznacza promief zbieznosci danego
szeregu potggowego, nazywamy jego przedziatem zbieznogci. W wy-
padku, gdy r=oco, przedzial zbiesmosci pokrywa sig ze zbiorem wezy-
stkich liczb rzeczywistych. Terminologia ta pozostaje W zwiguku
z twierdzeniem nastepujgcym:

1. W kasdym przedziale domknigtym polosonym wewnatrz preedeiulu
sbiesnodei szerey jest ebiciny Jednostajnie i bezwzglodnie.

Wystarezy udowodnié nasze twierdzenie dla przedziatéw postaci
—c=xse, gdzie c<r (bo kazdy przedzial domknigty polozony we-
wnatrz przedziatu zbieznogei zawarty jest w przedziale takim o 4rod-
ku 0). Poniewaz r jako promier zbieznogei jest kresem gérnym zbio-
ra bezwzglednych wartosei punktéw zbiezmogei szeregu. S(x), wiece
istnieje punkt b>¢ taki, ze szereg S(b) lub S(—b) jest zbiesny. Ze
zbieznosci szeregu S(+ by wynika, ze skladniki jego tworzg cigg ogra-
niczony. Niech wige M >|a,, bn| dla kazdego n. Wnosimy stgd, ze dla
|%]<¢ mamy

n

el )

. @ le\n ) .
Poniewaz szereg X M (5) jako szereg geometryczny o ilorazie <1
n=0

Jest zbiezmy, wiec na mocy tw. II, 8, szereg S(x) jest zbiezny jedno-
stajnie i bezwzglednie w przedziale —c¢=z=<¢.

Uwaga. Z twierdzenia PowyZszego wnosimy, ze wewngtrz przedzia-
tu zbiesnosei szereg jest zbieiny, za$ zewngtrz rozbiezny (to ostat-
nie wynika z definicji promienia zbieznosci). Natomiast na krascach
przedziatu zbieinogci szereg moze byé zbiesmy lub rozbiezny. Swiad-
¢zg o tym przyklady nastgpujgce: szereg 20 jest rozbiesny na krak-
cach przedziatu zbieznosci, mianowicie, S(1)= oo, szereg S(—1)=
1-14+1~1+... nie posiada ani skonczonej, ani nieskonczonej grani-
Cy; szereg

icm
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x  at o
Tty

(przedstawiajacy log (1 +w)) jest zbiezny dla x=1, jest rozbiezny do
—o00 dla x=-1.

Twierdzenie poprzednie w zestawieniu z tw. II, 1 pocigga za sobg

2. Szereg potegowy S(x) jest funkeju ciagla w przedziale otwartym
—r<u<r, §j. wewnatrz przedziatu zbieinodc.

Istotnie do kazdego x lezacego miedzy — 1 a+ mozna dobraé przedzial
domkniety o érodku x polozony wewngtrz przedzialu zbieznogei. Po-
niewaz za$ w tym przedziale domknietym szereg potegowy jest ?biez'-
ny jednostajnie, wiee na mocy tw. II, 1 przedstawia on funkeje ciagls.

Opierajac sig na tw. Abela z teorii szeregéw nieskotczonych (§ 3,
IIL, tw. 2), uzupeinimy to twierdzenie odnodnie cigglosci szeregu po-
tegowego na kraficach przedziatu zbieznosel.

3. (Tw. Abela) Szereg potegowy szbietny w jednym 2 Tratncdw pree-
deiatu zbiegnodei stamowi w tym punkeie funkeje ciagla (jednostronnie).

Scislej mowige, jesli szereg S(r) (wzgl. S(—7)) jest zbiezny, to sze-
reg S(r) jest zbieiny jednostajnie w przedzale 0 =2 =1 (wzgl. w prze-
dziale —r=x=0).

Zalbzmy, ze szereg S(r) jest zbiezny. Oznaczmy przez R, n-ty re-
szte tego szeregu, tj.

By= Gy 17 Gy 77 L

Mamy wiec lim E, =0. Niech dane bedzie ¢>0. Istnieje zatem ta-

N==00
kie &, ze dla ¢>n>% mamy
] Opa1 P+ L 40y ’)"‘:|<8.

Oznaczmy ogolnie przez R,(x) n-tg reszte szeregu S(x):

Bp(#) = Qpeq €7+ Qppg 22724 L

W szezegdlnosel wiee Ru(r)=R,. Zauwaimy, Ze

L[\ e [\
By(x) = apyy 7F - + g TRTE s +..

1 zastosujmy tw. Abela (§ 3, III, 2 1 uwaga 1), zastepujac w nim

X x\nt1 [p\n+? b b ez
clag {a,} przez ciag (—7— o\ »eo. Oraz szereg by +bo+... przez

szereg . ‘ . _ .
Poniewaz szereg ten jest ograniczony przez liczbe £ i poniewaz

1>(?-C-)n+l>(g>n+2> oo 1 lim (ﬁ)m= 0 dla 0=x<r,
”

r m=w
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wnosimy, ze |Ru(x)|<2e. Nierdwnosé ta spetniona jest tez dla x=r.
Doszligmy wiec do wniosku, ze jesli n>%, to nierdwnosé

oo n !
2
2 g — X apa™| <2
m=0 m=0 |

jest spelniona przez kazde x takle, ze 0=z =1 Oznacza to, Ze szereg
S(x) jest w tym przedziale jednostajnie zbiezny.

W wypadku, gdy szereg S(-r) jest zbieiny, rozumowanie jest ana-
logiczne.

Twierdzenia 2 i 8 mozemy jeszcze wypowiedzie¢ w sposib naste-
pujacy: kasdy punkt zbieénodei szeregu potegowego jest zarazem jego
punktem ciagloser.

Kryteria zbieznogci d’Alemberta i Cauchy’ego pozwalajg niekiedy
na Yatwe obliczenie promienia zbieznogci. Mianowicie:

4. Jesti fim |22 =g, to promien Zbiesnosei szeregu potegowego
=00 (]
S(x) jest r=1/g (przy tym, jedli g=0, to r=00; jedli g= oo, to r=0).
n
Analogicznie, jedli istnieje limV[a,|, to 1=~ "
n=00

limy| ay, |

Istotnie, niech «>0. Otrzymujemy

(10) lim

Ji=00

(l», mw N1 .
ST =g lim
iy, an N==e0

RUSSY
Wy

=zy.

Jesli wiec x<§~, to rozwazana granica jest < 1, a zatem szereg
: : 1 o
S(@) jest zbieiny (bezwzglednie). Stad 4"=_>.--d. Gdyby przypuseié, ze

r>%, to dla 37<$<r szereg S(x) byiby bezwzglednie zbiezny, co jed-

nak jest niemozliwe ze wzgledu na to, Ze granica rozpatrywana we
wzorze (10) bylaby > 1.
Rozumowanie powyzsze obejmuje rowniez wypadek, kiedy g = 0 lub co.
Dowdd odnoszgcy sig do kryterium Cauchy'ego jest analogiczny.

IV. Aproksymowanie funkeji cipgtych przez funkcje przedziatami li-
niowe. Funkeje fiz), aSx=h, nazywamy przedeialami liniowa, jesli
przedziad ab mozna podzieli¢ na skohczong ilog¢ mniejszych przedzia-
6w w taki sposdb, aby funkcja byla liniowa w kazdym z tych praze-
dziakéw z osobna. Znaczy to, Ze istnieje taki ukfad n+1 punktdw
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(11) U <@y <...<ay, gdzie ag=a, , =D,

oraz takie dwa uktady liczb rzeczywistych ¢, ¢o,..., ¢, 1 dy, d,,...,d,, 26

(12) ) f(ﬂ’)) =¢p2+ d, dla U SEx=ay (7;, = 1,2,.. . ).

.Np. funkeja f(#) =|z| jest w przedziale —1<z=1 przedziatami
liniowa; - bowiem flz)=-x w przedziale —1,0 oraz f@y=2 w prze-
dziale 0, 1.

Wykresem funkeji przedziatami liniowej jest linia famana. Odwrot-
nie, jesli linia famana stanowi wykres funkeji, to funkcja ta jest prze-
dziatami liniowa.

Niejednokrotnie mamy do czynienia z aproksymowaniem krzywych
przez famane (np. w geometrii elementarnej aproksymujemy uk ko-
ta przez famane wpisane i opisane przy obliczaniu diugosci tego tuku).

Nastgpujace twierdzenie daje wyraz analityczny aproksymacji krzy-
wyeh, danych przez funkcje ciagle, z pomocs tamanych (danych
przez funkeje przedziatami liniowe).

Twierdzenie. Kagda funkeja ciagta f w przedziale a<z=b Jest gra-
nicq jednostajnie zbiednego ciagu funkeji przedziatami liniowyeh.

Przy kazdym n rozwazamy podziet odcinka ab na n réwnych od-
‘ ‘ b-ua

).

Przez punkty [a, f(a)], [y, f(@)],..., [s f(an)] przeciagamy amang.
Liamana ta jest wykresem pewnej funkeji przedziatami liniowej f,,. Udo-
wodnimy, ze cigg funkeji 7, jest zbiezny jednostajnie do funkeji f.
Do danego £>0 mozemy dobraé — ze wzgledu na jednostajng cigg-
1046 funkeji f w przedziale ab — takie 6>0, ze nieréwnosé |z — o' | < 6

cinkéw: @ ay, @,05,..., Gy—y b (mamy wiec ogilnie a,= a+%

pocigga za sobg |f(z) — f(z')|<e. Niech m>b ; ‘. Udowodnimy, ze dla
n>m zachodzl nieréwnosé
(18) | ful@) — f(w)| <2¢ dla kazdego 2 przedziatu ab.

Istotnie, niech dane quéie % 1 n>m 1 niech punkt z nalezy do
przedziatu a;_, a; (n-bego podziatu). Poniewaz diugosé tego prze-
dziaku jest <4, przeto

(14) ]f(“/z—i)”f(a/c)|<€ i J/t“')‘f(“kﬂ“:&

Proypudémy, ze flap—y) S flag) Gesli flur—)) = flay), rozumowanie jest
analogiczne). Wdwezas w przedziale -, ¢ Tunkeja f, jako funkcja
liniowa jest niemalejgca. A zatem
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(15) Fultt—q) = @) = Fular).
Poniewaz za$ w mysl definicji funkcji f, mamy fu(@r—,) = flar—y) oraz
Fale) = fla), przeto Flar—y) = 1) S far), co wobec pierwsze] z nieriw-
nodei (14) daje |fu(®) — flax) |<e. Zestawiajgc te mierdwnodé =z drugg
nieréwnoscia (14), otrzymujemy wzor (13).

Oznacza to, ze zbieinosé funkeyj f,, do funkeji f jest jednostajna.

Zadania do § 6

1. TUdowodnié, ze suma ciggéw jednostajnie zbieznych jest jedno-
stajnie zbiezna. Udowodni¢ to samo dla iloczynu.

(€]
2. Udowodnié, ze promien zbieznodei 7 szeregu potegowego 2’ a,an
n=0
spetnia wzér (Cauchy-Hadamarda):
1 n__
= lim sup V| a,|.

8. Niech dany bedzie ciag funkeji ciggtych f,(2), fo®),..., a Sx =D,
Udowodnié, ze na to, aby ten ciag byl zbiezny jednostajnie do fun-
keji f(z), potrzeba i wystarcza, aby warunek lim z, =2, pociagal za

n=oo

sobg liin fu@n) = f().

4. Zbada¢ jednostajnosé zbieznodei ciggdw funkeyj
@)y =M1-2", 0S2=1, oraz fu(z) = ni:c’ O<z=1.

5. Udowodnié, ze ';zereg
S@)=21-z)—a(l-2)+... +2™(1—2) -2 (L—2)+ ...
jest zbiezny jednostajnie i bezwzglednie w przedziale 0<z<1.

Przestawié tak wyrazy tego szeregu, aby otrzymaé szereg zbiezny
niejednostajnie w tym przedziale.
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RACHUNEK ROZNICZKOWY
JEDNEJ ZMIENNEJ

§ 7. Pochodne rzedu pierwszego

I. Definicje . Niech funkcja f dana bedzie w pewnym przedziale
otwartym, zawierajgcym punkt a. Pochodng funkeji f w punkcie a na-
Zywamy granice

ACRE ()
h=0 h

ft

Funkeje gh) = —-—6-!—_'_—1%;_—@: ktérej granice rozpatrujemy dla A dg-

zgcego do 0, nazywamy dlorazem réénicowym funkcii [ w punkcie a dlo
preyrostue h.
Pochodng zapisujemy symbolicznie jak nastepuje:

(1) {Mﬂ} _ =lm Rath) —f(@)

dx h=0 h
lub krdcej F(a). Krice] jeszcze, kladac y=f(x), oznaczamy pochodna
funkeji £ w dowolnym punkecie 2 przez % (pochodna “dy po dz).

Przy tej symbolice (pochodzacej od Leibniza) pochodna przedstawio-
na jest jako iloraz dwéch rozniczek dy 1 dz (por. N° XIII). Mozna

jednak symbol % traktowaé juko jedng calosé, mnie przypisujac réz-

niczkom znaczenia wielkodcl matematycznych.
Geometrycznie interpretuje sie pochodna jak nastepuje. Niech da-
na bedzie krzywa y=f(z). Przeprowadzmy prostg przez punkty

! Rachunek roZniczkowy i catkowy zostat stworzony przez Newtona i Leibniza
pod koniee XVII[ wieku.

Kuratowski, Rach. réin. i catk. T*
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