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ROZDZIAL I

ClAGl l SZEREG[

i § 1. Wstgp

I. Rézne rodazaje liczb. Przyjmowaé bedziemy, ze pojqéie liczby
ueczymstq, tj. — poglagdowo méwige — liczby, pos1adagqce_1 rozZwi-
nicie skonczone lub nieskonczone na ulamek dziesigtny, jest znane
# kursu szkoly Sredniej’. ‘Przypomnimy terminologie i niektére wias-
nosei liczb rzeczywistych. ‘ P

Liczby calkowite dodatnie, t] liezby 1,2, 8,..., nazywamy liczbami
naturalnymi. Liczby 0 nie zaliczamy ani do liczb dodatnich, ani ujem-

nych. Liczby ulamkowe, tj. liczby postdci %’ gdzie p i ¢ sa liczbami

catkowitymi, przy czym q 5= 0, nazywamy liczbami wymiernymi. W ob-
rebie liczb wymiernych wykonalne sg zawsze cztery dziatania aryt-
metyczne: dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie, z wyjat-
kiem dzielenia przez 0; symbolowi%nie przypisujemy zadnej warto-
sci. liczbowe]j. Symbol oo, ktérego czesto uzywaé bedziemy, nie ozna-
vza wiec zadnej liczby (“nieskonczonej®).

Geometrycznie mozna liczby rzeczywiste wyobrazaé sobie jako pun-
kty linii prostej, na ktdre] zaznaczone zostaly punkty 0 i 1. Te dwa
punkty pozwalaja z Yatwoscig wyznaczyé na tej prostej (ktora nazy-
waé bedziemy prosta liczbows) wszystkie punkty wymierne. ~ Miano-
wicle, majgc dang-liczbe wymierng w, odmierzamy na prawo, wzgl
na lewo od punktu 0, w zaleznosci od znaku liczby w, odecinek diu-
gosel w. Koniec tego odeinka jest punktem odpowiadajgcym liczbie
w.. Jak wiadomo, nie wszystkie punkty linii prostei odpowiadajg licz-

W NN“ VILL i IX tego paragrafu podalemy szkicowo dwie metody sclslecro wpro-
wadzenia liczby rzeczywistej: jedng aksjomatyczng, drugs sprowadzajaes pojecie licz-
by rzeczywiste] do pojecia liczby wymiernej.
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bom wymiernym. Np. liczba Y2, tj. dtugodé przekatni kwadratu o bo-
ka réwnym 1, jest liczbg niewymierng.
Zaréwno wzgledy natury geometrycznej jak i algebraicznej skla-

niaja nas do objecia pojeciem liczby wszystkich liczb rzeczywistych, -

tj. zaréwno wymiernych jak i niewymiernych. Wazrasta przez to za-
sieg dziatan algebraicznych: w dziedzinie rzeczywiste] wykonalne
jest pierwiastkowanie i logarytmowanie liczb dodatnich.

Dodajmy, ze i w dziedzinie rzeczywiste] nie wszystkie dzialania sq
wykonalne, nie jest np. wykonalne wycigganie pierwiastkéw kwadra-
towyeh z liczb ujemnych, a w konsekwencji nie kazde réwnanie
kwadratowe posiada pierwiastki rzeczywiste. Azeby temu zapobiec,
wprowadzamy licyby zespolone. Na razie jednak liczbami zespolony-
mi zajmowaé sie nie bedziemy. Uzywajge wyrazu “hczba mieé be-
dziemy zawsze na mysli liczby rzeoczywiste.

II. Zasada indukeji zupeinej. Sposrdd wiasnosei liczb naturalnych
wymienimy jedng, na ktérg czgsto powolywaé sie bedziemy. Jest to
zasada indukeji zupeinej. Orzeka ona co’ nastepuje.

Niech dana bedzie jaka$ wlasnosé liczb naturalnych,
zado§é dwém warunkom nastepujacym:

1) liczba 1 te wlasno$é posiada,

2) jesli liczba n te wlasnosé posiada, to réwniez posiada jg liczba
n+ 1.

Zasada indukeji orzeka, ze przy tych zatozeniach kazda liczba ma-
turalna te wlasnosé posiada.

Zasada ta odpowiada nastepujacej elementarnej intuicji: skoro roz-
wazang: wiasnosé posiada liczba 1, to na mocy warunku drugiego po-
siada jg réwniez liczba 2; skoro za$ liczba 2 jg posiada, to réwnies
na moey warunku drugiego posiada ja liczba 8; podobnie stad wno-
simy, ze liczba 4 ja posiada itd. Rzecz jasna, ze do nieskonczonogci
roznmoewadé nie jestesmy w stanie; zasada indukeji daje wyraz mate-
matyezny nasze] intuieji.

Jako przykiad na zastosowanie zasady indukeji przytoczymy do-
wod tzw. nierdwnosci Bernoulliego': dla kazdej liczby naturalnej n
i dla kazdej liczby rzeczywistej a= —1 zachodzi wzor
(€3] (l+a)"=1+na.

Zauwazmy tu ubocznie, ze wyrazenie ¥y oznacza, ze z jest wie-
keze lub réwne y, czyli Ze x jest niemniejsze niz y. Zaréwno wiec
jest prawds, ze 8322, jak i ze 3= 8. ~

ktéra czyni

1 J. Bernoul}i, matematyk szwajearski pierwszej potowy XVIII wieku (jeden z sied-
miu wybitnych matematykéw noszaeych to nazwisko).
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Azeby udowodnié nieréwnosé Bernoulliego, nalezy w mysl zasady
indukeji zupetne] wykazaé:

po pierwsze, ze do liczb n posiadajgcych wlasnoéé wyrazona przez
nierdwnosé (1) nalezy liczba 1; jest to oczywiste, bo podstawiajac
w nieréwnosci (1) liczbe 1 na miejsce # otrzymujemy nieréwnosé
1+az1+a, ktéra zachodzi dla kazdego «;

po wtore, ze ze wzoru (1) wynika wzér, ktéry z niego otrzymamy
zastepujac w nim n przez n+ 1, tj. wzdr
1) 14+ ar+lzl + @+ 1)a.

Azeby to wykazad, pomnozmy obie strony nieréwnodei (1) przez
1+ a. Poniewaz z zatozenia mamy 1+ aZ0, przeto otrzymamy

A +alzd +na) (1 + a) =

Poniewaz za§ na*z0, wiee I1+@+Da+ne*Zl+@m+1)a, skad
wzor (1).

Jako drugi przyklad na zastosowanie zasady indukeji podamy do-
wod nastepujace] zaleznoscl trygonometryczne]

1+ @+ 1a+ na

(2) l-*-cost+cos2t+..

5 + cos nt = I

2 sin-‘i

speinione] przez kazdg liczbe catkowita n=0 i kazda liczbe rzeczy-
wista £ nie bedaca catkowity wielokrotnoscia liczby 2=.

Indukeje rozpoczynamy w tym wypadku nie od 1, lecz od 0.

sin (£/2) 1
2 sin (1/2) 2
Pozostaje wiee do udowodnienia, ze ze wzoru (2) wynika wzir (2),
ktéry z niego powstaje przez zastgpienie n przez n + 1.

Opierajac sie na wzorze (2), mozemy wiec wzor (27) zapisa¢ w po-
stacl nastepujacej

. 1
Dla n=0 wzir (2) przeksztatca sie w tonamoéé~2—=

2n 41 2n + 3
t n

t

B

sin

(2) +cos(m+1)t=

2 sin 2 sin

19| o
o
O] =~

czyli (sprowadzajac do wspélnego mianownika)
nts { — sin 2n + 1
2 2
Poniewaz ten ostatni wzor jest prawdziwy (jak wynika ze wzoru
na roznice sinuséw), przeto udowodnione jest, Ze rownosé (2) po-

t=2 sm—;«cos(n+1)t.

sin
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cigga za sobg (2), a tym samym —- w my$l zasady indukeji — ze
réwnosé (2) 7achod71 dla kazdego nz0.

III. Dwumian Newtonal. Okreglimy przede wszystkim tzw. wspo{
czynnikl Newtona ‘wzorem nastqpumcym

(n)=71(n—~1)(n—;2) (n——lu-i-l)

@) k 128,k

Jak widaé, mianownik jest iloczynem % kolejnych liczb naturalnych
od 1 do %, za$ licznik iloczynem % koleJnych malejacych liczb od n
do m —k+ 1. Zaktadamy tu, ze n ik sg to liczby naturalne, przy
czym nZ=k. ‘

Sprawdzamy natychmiast 28 (711) = 1 oraz (:2) = 1. Rozszérzamv
definicje symbolu (k) na wypadek gdy k=0, przy]muygc, ze (0) ml

czynimy tak ze Wzglqdu na technike rachunkows.
Zauwazmy wreszcie — choé z tego mnie bedziemy tu kowystaé —

8 (77:) oznacza ilosé kombinacji z # elementéw po k.

Zachodzi wzér nastepujgcy (dla dowolnego % naturalnego):

, n n _ n+1
@ &W%FJ—(ki
‘ e,

. rm—k+2)(n—k+1) (n—~l+‘>) %
t ¥
Istotnie =Dk k=D E
e cm—=k+2) (n—k+14+k) (n+l
B (k—1)k w( kEJ

Rozumowanie powyzsze opieralo sie na wzorze' (3), a wigc wymagalo

zafozenia, ze k—1 jest liczbg mnaturalng, tj. ze k> 1. W wypadku jed-

nak, gdy %=1, wzér (4) sprawdzamy bezposrednio, podstawiajac k=1.
Udowodnimy obecnie dwumian Newtona, tj. wzér nastepujacy:

R et P PR ( I
2 7
Jak widaé, prawa strona jest sumg n + 1 sktadnikéw, plerwszym
. . . n
Jest a®, ostatnim ", bowiem (n) = 1. Wzér ten dla n=1 jest oczy-

msty, dla n=2 1 dla n=3 jest to wzér znany z kursu szkoly sred-
niej.

Poniewaz wzor (3) zachodzi dla n =1, nalezy w mysl zagady in-

et Newton, 1642——1727, jeden z najshakomitszych uesonyeh, mkwh ludzkost wydata.
Jeden' . twércéw: rachunky, rézniczkowe 0-1; catkowego: ; :

icm
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dukeji wykazaé, opierajac sie na wzorze (), ze wzér, ktéry z niego
powstaje przez zastgpienie wykladnika - wyktadnikiem 7+ 1; - jest
prawdziwy. Otéz (a+ b+l = (a+ b (a+D) = (a+b)" a+ (x+b)?b,
skad wnosimy, ze : .

\(a,*_b)n;kl: . : . o S

u?H-l_l_ n a’nb + n a’n—-l b2+ . + n a?lvlc+1bk+ :+v n abn +

Far b (a2, " )a"—"+lb7~‘+;..+ P Jabn (") pmet
1 k—1)v. T \e—1 7

1
an“ + (“Tl>a"b+ vt (n;; ) gkl Bk 4 et ("H) ab™ + hm

n

przy czym stosujemy wzér (4). Réwnosé, ktérg uzyskalismy, jest to
wlasnie réwnosé, ktéra powsta]e 7e wzoru (5) przez podstawlenie # + 1
na miejsce n. W ten sposéb dwumian Newtona zostal udowodniony.

Zauwazmy jeszeze, ze dwumian Newtona daje sie zapisaé w spo-
s6b bardziej skondensowany, jak nastepuje (o ile a==0 = b):

(6) ' (a+b)"~ j(,)an—kbk.l.

Symbol 5 oznacza, #e mnalezy utworzy¢é sume k-+1 sktadnikéw,
k=0
ktore powstajs z wyrazenia nastgpujgcego po tym symbolu przez
podstawienie na miejsce k& kolejno liczb calkowitych od 0 do =.
Wreszcie wspoétezynniki Newtona zapisaé mozna w sposob naste-
pujacy. Oznaczmny symbolem n! (czytamy: n silnia) iloczyn kolejnych
liczb naturalnych od 1 do n: ‘ ‘

(7) n!=1.2.8... .n (przy czym niechaj0!= 1).
Jak tatwo sprawdzié, mamy
n nl
®) (k)= =Bl

IV*, Nieréwnoé¢ Schwarza. Poslugu]ac sig maukcyg /upelnac, udo-
wodmmy nastepujaca nierdwnogéd: S

(9) N "Fwny'n) <(m + .

Az YiE YR

Y Gdy @ =0 lub b =0, wzér ( ) mozna (stosowaé z tym jednak zastrzezeniem,
ze symbol nieoznaczony 0° (ktéry powstn;e dla Ic =, wzglgdme dis k= 0) zastgpi¢

LR
nalezy przez 1. ! :
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Dla n=1 wzor (9) jest oczywisty: (z)?<Sx} -y;. Nalezy wicc
wzor ten udowodnié dla =+ 1, zakladajac jego prawdziwosé dla .
Otéz
10) @1+ oo+ Bpst Ynan)® =
= (Y + ...+ 573'111.7/71)2 +2(2 Yy + .o Tuln) Tl Y1 + Zpp1 Yut1-
Zarazem 2ab<at+0% bo a24+02 —2ab=(a—0b0)2=z0, wiec kladac
@ =2 Ynt1 OY8Z b = Zn1 Yk, MAMY
2% Yi Tnt1 Yn+1 = Lk Yn+1 + Zid1 Yie
i sumujac dla k=1,2,. ., n, otrzymujemy
2@ Y1+ - F TpYn) Tnp Yne1=(2] + ... + T3 Ynst + @I+ ...+ YR) 25
Na mocy (9) 1 (10), mamy wiec
iy +...+ $11+|yn+1)2§—($§ +o.t25) (yi +... +y,i)+(x§ 4+t x},)y?,+1+
T (Y1t . T YR)Tapr + B Yag1 =
) WA A YD) T WL A Yk T =
=(Z; + ...+ Zp41) (U3 + .o+ Ynta)-

= (22 +

W rezultacie
(@ Y1+ .o+ Zpr1 Y1) S@ 4+ 2a) @ YR,

Jest to wlasnie wzdr, ktéry powstaje ze wzoru (9) przez podstawie-
nie n+1 na miejsce n. Dowdd jest tym samym zakorczony.

V. Zasada ciggtosci (Dedekinda®). Sposréd whasnogei zbioru liczb
rzeczywistych wymienimy tzw. zasade cigglosci. Orzeka ona, ze jesli
zbiér wszystkich liczb rzeczywistych podzielimy na dwie czgsci 41 B
w taki sposéb, ze kazda liczba nalezaca do czefei A jest mniejsza od
kazde] liczby naleigee] do czesci B, to wowezas zachodzi jedna
z dwoéch mozliwosei: albo w zbiorze A istnieje najwieksza liczba, albo
w zbiorze B istnieje liczba najmniejsza (zaktadamy przy tym, ze za-
den z tych dwdch zbiordw nie jest pusty). Inaczej méwige, jesli li-
nig prosta podzielimy na dwie czesei A 1 B w taki sposch, aby kaz-
dy punkt czedci A lezat na lewo od kaidego punktu czegel B, to
albo istnieje ostatni punkt w czesei 4, albo pierwszy w B. Nie mo-
ze wystapi¢ “luka® w tym “przekroju®, ktérego dokonaliémy. Na tym
polega cigglosé zbioru liczb rzeczywistych w odréznieniu od zbioru
liczb wymiernych, gdzie tego rodzaju luki wystepuja; jesli np. po-
dzielié¢ zbiér liczb wymiernych na dwie czedci, zaliczajac do pierw-
szej liczby < Y/2, zag do drugiej pozostale, tj. liczby > 2, to jak
widaé, kazda liczba pierwszej czeéci jest mniejsza od kazdej liczby

') Dedekind, matematyk niemiecki drugiej potowy XIX wieku.

icm
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czesel drugiej, ale nie istnieje liczba wymierna, ktéra by byla naj-
wieksza w pierwsze] czeSei lub npajmniejsza w drugiej (co wynika
z mozliwosci aproksymowania liczby niewymiernej 2 z dowolng do-
kiadnoscig od dolu i od géry przez liczby wymierne, np. przez roz-
winigcia dziesigtne).

VI. Wartoéé bezwzgledna. Wartosé bezwzgledng liczby a, tj. |al,
okreglamy przez warunki: jedli a2 0, to |a|=a; jesli a<0, to |a|=
— a. Zachodzg nastepujace wzory, znane z matematyki elementarnej
i ktérych dowdd pozostawiamy czytelnikowi.

(12) |a+b|=]a| + 0]
(13) |a|-|b[=|a-b|sla[+|b] a4 [ad|=]a] [D]
a+b| = c+d.

(15) nieréwnodes | a|Sc¢ i |b| = d pociggagg

Jest to wzor na dodawanie nieréwnodci “pod znakiem bezwzgled-
nej wartosci®, ktory czesto stosowaé bedziemy. Wynika on ze wzoru
(12), bowiem |a+b|Z|a|+|b|=c+d. Wzor ten pozostaje w mocy,
jesli zastapi¢ znak = przez <.

Zauwazmy wreszcie, ze
(16) nieréumnosé | a | < b jest réwnowasma podwdjnej nierdwnosci
b <a<b, awiee zespotowi dwdch nierdwnosei: ¢ <b 4 —a <b.

VII. Zbiory ograniczone. Kres gérny i dolny zbioru. Méwimy, Ze
zbiér liczb rzeczywistych Z jest ogramiczomy, jesli istniejg takie dwie
liczby m i M, ze kazda liczba z nalezgca do zbioru Z czyni zadosé
podwdjnej nieréwnosci m = o= M. Jeli zatozyé tylko, ze istnieje licz-
ba M, spelniajaca nieréwnosé M=z dla kazdego z, nalezgcego do
zbiorn Z, to moéwimy, Ze zbiér Z jest ograniczony z gory. Podobnie,
zbiér Z jest ogramiczony & dotu, jesli istnieje liczba m, czynigea - za-
dogé wyze] sformulowanemu warunkowi: m=u.

Geometryczny sens tych poje¢ jest nastgpujacy. Zbiér jest ograni-
czony, to znaczy, ze miesci si¢ on W pewnym odcinku proste] liczbo-
wej. Zbiér jest ograniczony z géry, wagl. z dotu, gdy miesel sie
w promieniu nieskonczonym skierowanym w lewo, wzgl. w prawo.

Postugujac sie zasada cigglosei, udowodnimy twierdzenie nastepu-
Jace. ‘

- Jesli abior (niepusty) Z jest ogramiczony z gory, to wérdd liczb M,
caynigeych zado$é nierdwnosci Mz x dla kaidego z, nalesgeego do Z,
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istnieje’ liczba naymmey&a ch,zbr‘tp nazywac bedziemy Mesem gomym
zbioru. L. - . S

""Podobnie, Jesli 2hior Z Jest ogr ‘amiczony £ dotu, to wsréd liczb m, czy-
nigeych zadosé mierdwnodci mZw, istnieje liczba najmgksza 2wone ka e-
sem dolnym zbioru Z.

Dowdd. Niech zbiér Z bedzie ograniczony z géry. Podzielmy
zblor wszystkich liezb ! rzeczywistych na dwie klasy, ' zaliczajge do
drugiej wszystkie licsby M, eczynigce zadogé nieréwnosci Mz dla
kazdego x nalezgcego do Z. Do klasy pierwsze] zaliczamy wszystkie
pozostate liczby rzeczywiste; znaczy to, ze do pierwszej klasy naleiy
liczba a, gdy istnieje w zbiorze Z liczba od niej wigksza. Tak okre-
glony podzial zbioru liczb rzeczywistych na dwie klasy jest przekro-
jem, tzn. ze kazda liczba nalezaca do pierwsze] klasy jest mniejsza
od kazde] liczby nalezgcej do drugiej klasy. Istotnie, gdyby przypug-
cié, ze jakas liczba M klasy drugie] jest mniejsza od jakiejs liczby a
klasy pierwszej, to poniewaz istnieje w zbiorze Z taka liczba z, ze
a <, wieec mielibysmy M <z, co jednak przeczy definicji klasy dru-
gie).

Zauwazmy ponadto, ze zadna z tych dwdch klas nie jest pusta.
Jedli bowiem jaka$ liczba 2 nalezy do zbioru Z ( a taka liczba istnie-
Je, bo z zalozenia zbiér Z nie jest pusty), to liczba z—1 nalezy do
klasy pierwszej. Klasa druga tez nie jest pusta, bo zbiér Z jest
ograniczony z goéry.

Na mocy zasady cigglosci istnieje wiec badz najwieksza liczba
w klasie pierwszej, badZ najmniejsza w drugiej. Pierwsza ewentual-
no§¢ Jednak zachodzié nie moze; jesli bowiem a nalezy do klasy
pierwszej 1 4 <z (gdzie z nalezy do Z), to oznaczajgc przez a jaka-

kolwiek liczbg poirednia miedzy a i w,"np. o = ﬁ;’{’ mamy réwniez

o <z, co $wiadczy o tym, ze & rowniez naleiy do klasy pierwszej;
do kazde] liczby a klasy pierwszej mozemy wiec znalesé w tej klasie
wiekszg od niej liczbg a’. Znaczy to, ze w klasie pierwszej nie ma
liczby najwiqkszej Istnieje wiec w klasie drugiej liczba najmniejsza,
tzn. najmniejsza wsrdd liczb M, spelniajacych nlerdwnosé Mzz dla
kazdego x, nalezgcego do zbioru Z, c.b.d.o.

Dowéd istnienia kresu dolnego jest zupetnie analogiczny.

Zauwazmy, ze kresy gérhy i dolny zbiorn Z nie muszg do tego
zbioru naleze¢. Np. kresami przedzialu a<w<b sy liczby a i b, kté-
re do tégo przedziatu nie nalezg.

icm

| NY viirg Aksjomatyka liczb rzeczywistych 15

VIII‘*f‘.«"AkszIﬁmtykal *liezb ‘rzeczywistych. - “Pojecie - liczby ' rzeczywistej
L. Xtére ‘przyjeliémy jako znane z kursu szkoly éredniej — wprowa-

1

dzié mozna w sposéb aksjomatyczny jak nastepuje. . .

' Zaktadamy, ze W o‘brqbié liczb . rzeczywistych wykonalne sa dwa
dziatania: dodawanie % +y 1 mnosenie xy. Dziatania te spelman pra-
wa paﬂzemzennoém i slqcznoéaz 7 : B RS

Thy=y+o, wWoys, @+Y+eEz+@+a), ‘(xy'),z - x‘(ys).

Ponadto mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania:

(Y +2) =y + 22
Dwie (rézne) liczby 0 i 1 stanowig moduly dodawania i mnozenia, tj.
, | z4+0 =z, z-1=2x o

Zaktadamy dalej, ze w obrebie liczb rzeczywistych wykonalne ‘jest
zawsze odejmowanie 1 dzielenie, z wyjatkiem dzielenia przez 0. Ina-
czej mowige, zaktadamy, ze dla kazdej pary liczb z i y istnieje taka
liczba 2z (zwana réznica z—y), Ze
“ z=y+s
oraz — W W'ypadku, gdy yF 0 — taka liczba w (zwana ilorazem
x ), ze ’

= yw.

Pricz powyzszych aksjomatiw, dotycz@cych- dzialan, przyjmujemy
aksjomaty nastepujace, dotyczace stosunku mniejszoéci: x <y. Zakiada-
my, ze kazde dwie rézme liczby rzeczywiste z 1 y zwigzane sg tym
stosunkiem w jednym lub drugim kieranku, tj. ze z<y lub y<u.
Stosunek ten jest przechodni, tj. :

warunki x <y i y < z pociagaje za sobg x < z,
oraz asymetryezny, tzn.:
. jesli x <y, to nmie zachodsei stosunek y < x.

Stosqnek mniejszosci zwigzany jest mnastepujgcymi zaleznosciami

z dzialaniami: = .
jesli y <z, to x+y <z +2 i jesli ponadio 0 <, to xy < xz

Ostatnim wreszcie aksjomatem ~teorii liczb rzeczywistych, ktéry

przyjmujemy, jest zasada cigglosci Dedekinda, sformutowana w Nev.

Wszystkie twierdzenia arytmetyczne i algebraiczne z kursu szkdly
éredniej daja sie z powyzszych aksjomatéw ‘wyprowadzié,
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IX*. Liczby rzeczywiste jako zbiory liczb wymiernych'. Pojecie li-
czby rzeczywistej mozna okredlié na gruncie teorii liczb wymiernych
w sposéb nastepujacy.

Liczby rzeczywiste uwazaé moZna za identyczne ze zbiorami liczb
wymiernych R, spelniajacych warunki nastgpujace:

(i) zbiér R nie zawiera liczby najwigkszej, tj. dla kazdej liczby na-
lezgcej do zbiorn R istnieje w R liczba od niej wigksza,

(ii) jesli liczba z nalezy do R, to réwniez kazda liczba wymierna
mniejsza od x nalezy do R,

(iii) zbiér R nie jest pusty, a przy tym nie jest identyczny ze
zblorem wszystkich liczb wymiernych.

Dla tak zdefiniowanych liczb rzeczywistych okreflamy przede wszy-
stkim stosunek mniejszoéci. Mianowicie piszemy R < R, jesli zbior
R jest czescia zbioru R (vézng od R); lub — co na jedno wyehodszi
— jesli zbiér R’ zawiera liczby, Lktore do R nie mnalezg (jak latwo
sprawdzi¢ z dwdch zbioréw, spetniajgeych warunki (i) — (iii), zawsze
jeden jest w drugim zawarty).

Konstatujemy z latwodcig, ze okreslony w taki sposob stosunek
mniejszodci speinia aksjomaty podane w N° VIII; tzn. jest to stosu-
nek przechodni, asymetryczny i zachodzgcy dla kazde] pary réznych
zbioréw R i B w jednym lub drugim kierunku.

Z Xkolei okreslamy dodawanie liczb rzeczywistych, tj. dodawanie
zbioréw R i R’ (czynigeych zadosé warunkom (i) — (iif)). Mianowicie,
przez B + R’ oznaczamy zbiér wszystkich liczb, ktére stanowis sume
dwdch liczb, z ktérych pierwsza nalezy do R, a druga do R'. Latwo
sprawdzié, ze zbiér R+ R’ spetnia warunki (i) — (iii). Ponadto spel-
nione sg aksjomaty dotyczace dodawania, jak przemiennosé, ZIacznosé
itd. Liczbg rzeczywistg 0 jest zbior wszystkich liczb wymiernych u-
jemnych. Podobnie, liczbg rzeczywista 1 jest zbiér wszystkich liczb
wymiernych mniejszych od jedynki wymiernej. Ogélnie, jedli 7 jest
liczbg wymierna, to przez “liczbe rzeczywisty r rozumiemy zbidr
wszystkich liczb wymiernych mniejszych od liczby + wymierne;
(w praktyce liczbe wymierng r i liczbe rzeczywista ridentyfikujemy).
—R jest zbiorem wszystkich liczb wymiernych postaci —z, gdzie z
przebiega zbiér wszystkich liezb nie nalezacych do R; jesli jednak
zbiér ten zawiera najmniejszg liczbe r, to liczby —r do zbioru —R
nie zaliczamy (jest to wypadek, gdy R jest “liczba rzecaywisty #¢).
Dowodzi sig, ze R+ (—R)=

! Podajemy tu szkic tzw. teorii Dedekinda liczb rzeczywistych.

icm
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Mnozenie liczb rzeczywistych okredla sie w sposéb nastgpujacy:
jesli R=01 R'20, to RR jest zbiorem zIozon}m ze wszystkich
liczb Wymlernych UJemnych oraz z liczb postac1 77°, gdzie r jest li-
czba nieujemng nalezacag do R 1 podobnie ¢ jest Ilczb@ nieujemng na-
lezaca do R'. Ponadto przyjmujemy, zZe

(-B) (-R) = RE, (-R)E = -(RR) = R(-R).

Dowodzi sie, ze wszystkie a.ks]omaty dotycz@ce mnozema sad spel’-
nione.

‘Wreszcie aksjomat cigglosci jest spetniony. Niech bowiem A4, B

- oznacza przekré] w dziedzinie liczb rzeczywistych. Oznaczmy przez

R zbiér liczb wymiernych o te] wlasnosci, ze r nalezy do R wtedy
1tylko wtedy, gdy nalezy do ktoreﬁ z liczb rzeczywlst)ch nalezacych
do klasy A.

Dowodzi sie, ze tak okreslony zbiér R spehna waranki (i) — (iii),
czyli ze stanowl liczbe rzeczywists. Nastqpme dowodzi sie, ze R “le-
zy na przekroju A4, B¢, 'tj. Ze jest badz najw lqksyq hczb@ w klasie 4,
badZ najmniejsza w klasie B.

‘W ten sposéb widzimy, ze wszystkie aksjomaty teorii liczb rzeczy-
wistych sformulowane w N° VIII sa spelnione, gdy przez liczbe rze-
czywistg rozumiemy zbidr liczb wymiernyth, czynigey zadoéé warnn-
kom (i) — (iii).

Dodajmy, ze zbidr liczb wymiernych spehna wszystkie te akspma—
ty procz jednego, mianowicie précz aksgomatu ciaglosei.

‘Wynika stad, ze aksjomat cigglosci jest niezalezny od pozostalych
aksjomatéw teorii liczb rzeczywistych. Gdyby bowiem by} ich kon-
sekwencjg (a wige twierdzeniem, a nie aksjomatem), to bylby spetnio-
ny w kazdym systemie, w ktérym te aksjomaty sg spefnione.

Zadania do § i

1. Udowodnié¢, ze dla kazdego naturalnego i kazdeg‘o rzeczywi-
stego @ = -1 zachodzi nastepujacy wzér (stanowigcy uogdélnienie wzoru
(1) Bernoulliego):
nn—1) , nrn-1)n-2) ,

g T “
Dowdd przez indukeje zupelna.

Kuratowski, Rach. réin. i catk. @ 2%
KT :

A+a)=1+na+
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2. Udowodnié¢ tozsamosei:

1
1424 .. 4n=" Qf;»r =

&

n(n +1) (2n + 1)
N 6

‘W dowodzie drugie] rownosei oprzeé sie mozna na tozsamosei:

(k+1)* — k% = 3%° + 8% + 1.

124224 40t

3. Analogicznie: znalezé wzér na sume 1%+ 254 . 4 n,

4. Wyprowadzié¢ wzory:

n\ (n n
=2
(o)l elo) -
n n\ (% n
(6)-()+(3)- = (2)=o.
Oprzeé sie na dwumianie Newtona.

5. Opierajgc si¢ na zasadzie ciaglosci dowiest, ze 1stme_]e Va dla
kazdego naturalnego n i dodatniego a.

, 6 Dowieéc ze E la!=10]| = ]a-0]|. Dowiesé, ze réwnosé | a + b |=
zachodzi wtedy 1 .tylko wtedy, gdy abz= 0.

7. Oznaczmy przez A ¢rednig arytmetyczng, za$ przez G $rednig
geometryczng liczb a,,a,,..., a,; tj.

ATttt

" B
7 ’ G"“/al'ag'...'an-

Dowiesé, ze jedli liczby ay,a,,..., a, sq dodatnie, to G = 4.

Dowdd poprzedzié uwaga, Ze Jeéll a1<A<a2, to $rednig arytme-
tyczng liczh A, a; +a,— 4, ag, a,,..

. Gp Jest 4, za$ Srednia geometry-
czna tych hezb_ Jest> G.

8. Oznaczajgc przez H éredni harmoniczng rozwazanych poprzed-
nio liczb ay, a,,..., ay, tj. ktadac

H=n:(~1~ +-1—+ vt ],)’

a,  a, (y
dowiesd, ze H=G.

IN° 1] Definicja i przykiady 19

§ 2. Ciagi nieskonczone

I Definicja i przyk¥ady. Jezeli kazdej liczbie naturalnej przypo-
rzadkowana zostala jakas liczba rzeczywista, to méwimy, ze zostal
okreglony ciag nieskoticzony.

Np. liczby parzyste dodatnie tworzg cigg mnieskonczony 2,4, 6,...,
2n,...; mianowicie liczbie 1 przyporzadkowana jest liczba 2, liczbie 2
liczba 4, liczbie 8 liczba 6, ogdélnie liczbie naturalnej n odpowiada
liczba 2mn.

Zazwyczaj ciag nieskoniczony zapisujemy w postaci a,, Gg,..., Gp,...
lub {a,}. Liczby wystepujace w ciggn nazywamy wyrazams ciggu;
a, nazgywamy ogdlnym wyrazem ciagn. A wiec dla ciggu liczb dodat-
nich parzystych ogélnym wyrazem jest 2x, dla ciggu liczb nieparzy-
stych jest 2n—1.

W ciggn nieskonczonym niektére wyrazy moga sig powtarzaé. Jesli
np. liczbom naturalnym nieparzystym przyporzadkujemy liczbe 0,
za$ parzystym liczbe 1, to otrzymamy ciagg nieskonczony 0, 1, 0, 1,...
o dwéch na przemian wystepujacych wyrazach.

W szczegdlnosei w ciggu moga byé wszystkie wyrazy identyczne:
¢, C,¢C,...

Jako przyklady ciggéw wymienimy postepy arytmetyczne i geo-
metryczne. Postep arytmetyezny jest to cigg postaci ¢, ¢+ d, ¢+ 2d,...,
{). clag o wyrazie ogélnym ¢+ (n— 1) d. Podobnie wyrazem ogélnym
postgpu geometrycznego jest a,= cg® L

Czesto uzywang postaciag definieji ciggu jest definicia prezez induk-
¢je (czyli definicja rekurencyjna). Polega ona na tym, ze definiujemy
bezposrednio wyraz a,, natomiast a, okreslamy za pomoca wyrazéw
wezesniejszych. Polézmy np. a,=1 oraz a,=2°"—1. Pierwszymi wyra-
zami tego ciagu sy: 1,2, 4, 16,26,

Zauwazmy wreszcie, ze nie zawsze jest rzeczg mozliwg zapisaé wy-
raz ogélny w postaci wzoru. Np. liczby pierwsze tworza, jak wiado-
mo z algebry, cigg mnieskorczony, nie znamy jednak wzoru matema-
tyeznego, ktory by okreflat n-tg liczbe plerwsza.

Geometrycznie interpretujemy ciagg nieskonczony jako pewien zbidr
polozony na plaszezyimie (na ktérej dane sg osie odeigtyeh i rzed-
nych, ob. rys. 1 str. 22). Mianowicie ciag ay, d,..., ap,... jest to zbiér pun-
ktow (1,a,), (2, ag),..., (%, @y),.... Np. cigg liczb naturalnych jest to
przecigcie proste] y =z z wigzka prostych réwnoleglych do osi ¥
1 przechodzacych przez punkty naturalne osi X. Podobnie ciag o wy-
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razie stalym ¢ jest to przeciecie tej wigzki z prostg rdwnolegly do
osi X. Biorge na plostych tej wigzki na przemian punkty o 17qdneJ 0
lub 1, otrzymujemy ciag -oscylujacy 0,1,0,1,.

Jak z powyiszego widaé, ciag mnieskonczony a zbiér wyrazéw tego
ciggu sg to pojecia rézne: cigg jest zbiorem punktéw plaszezyzny,
za$ zbir wyrazéw ciggu jest pewnym zbiorem liczb rzeczywistych,
tj. z punktu widzenia geometrycznego zbiorem polozonym na pro-
ste]. Dwa rézne ciggi mogg sig 'skiadaé z tych samych wyrazow
wspomniany juz cigg oscylujacy 0,1,0,1,... 1 clqg 0,1,1,1,... (majacy
na pierwszym miejscu 0, a nastegpnie same 1) maja te same wyra/y,
choé sg to ciagi réine o zasadniczo réznych wiasnogciach.

Ciag ~nazywamy rosnacym, jesli- @, < ay < ay ..., ogélnie: jesli ay<anyii.
Podobnie cigg nazywamy malejacyin, jesli a,>a,11. Josli znak < zastgpi-
my przez < (wzglednie > przez =), otrzymujemy ciggi rosngce (wzgl.
malejace) W szerszym 'sensie, zwane tez ciggami niemalejgcymi (wzgl.
nierosngcymi). Ciggi rosnace i ciagi malejgce W szerszym semsie obej-
mujemy ogdlng nazwa ciagéw monotomcznych

Cigg liczb parzystych _]est ciggiem rosngeyn, cigg 1,1,2,92,8,3,.
jest ciagiem rosngcym w szerszym sensie. Ciag oscylujacy 0,1,0,1,.

nie jest ani rosngcy, ani malejgey.

II. Pojgcie granicy.. - Liczhe g nasywamy granicq ciggu mwieskoriczone-
go g, Ogy...s Ons...,Je2ele do kaédej liceby dodatniej e istnieje taka liczba
k, ge dla n>% Nachod 2t nierdwnosé

1) | an—g [ <
Y. ay mzescz sig migdzy g —¢e a g+s.

G‘rramcq clagu ozpnaczamy symbolem
@ o g=lima,.
. m=0o
Jako przyktad ciggu zbieinego wezmy pod uwage cigg o ogdlnym
1 1 '

. n+1 . . 1
WYLazle Gy, = ,—%-'—, t). cigg 2, 15, 1-,..., 1'7'4@""“

3 Udowodnimy, ze 1 jest

gramcfg tego cmdgu s

Nlech wiec dana quzu?; Jakas liczba &> 0. Nalely tak doblaé k,

aby dla n>7c zachodzﬂa. nlerownoéé ,127—11- -~ li < & . aby S <e. ‘

an ey

[N° 17) Pojecie granicy - 21

Otéz niechaj k bedzie liczba naturalng wieksza niz —18— Mamy wiec

%< ¢, azatem dla #>% zachodzi podwdjna nieréwnosé
£<-:—L—<s, skad —1v<s, c. b.d. d.
n k n

Liczba %, ktérg dobieramy do e, zalezy od e. Na ogél, jezeli ¢ zmniej-
szamy, to & winnidmy powiekszyé (Yfatwo to zaobserwowaé na przy-
ktadzie poprzednim).

Wyrazajac sie bardzie] obrazowo, warunek na to, aby liczba g by-
ta granica ciagu @y, @,..., mozna sformufowaé jak nastgpuje: dla kaz-
dego ¢ >0 nier6wnos$é (1) jest spelniona, o ile tylko = jest dostatecs-
nie duge.

Cigg posiadajacy granice nazywamy zhiesnym. Clag rozbiesny jest
to cigg, ktory granicy mie posiada. Jako przyklad ciagu rozbieinego
wezmy pod uwage clag wszystkich liczb naturalnych. Istotnie, przy-
puséémy, ze g jest granicg ciggu liczb naturalnych. Podstawmy na ¢
wartosé 1. Na mocy (1) mamy wiec dla dostatecznie duzych n nie-
réwnosé |n—g|<1, a zatem n<g+ 1. Dochodzimy do sprzecznosci.
Jest bowiem przeciwnie: dla dostateczme duzych n mamy n>g+ 1.
Sprzecznosé ta wykazuje, ze przypuszczenle nasze, ze ciag liczb na-
turalnych posiada granice, byto bledne. Jest to wiec ciag rozbieinmy.

Podobnie mozna by wykazaé, ze ciag oscylujacy 0,1,0,1,... jest roz-
biezny. ‘
3) lim ¢=e¢,

n=oo
t]. clag o stalym wyrazie ¢ ma jako granice c.
Mamy bowiem stale «, —e¢=0. Nieréwnodé (1) zachodzi wiec dla
wszystkich n.
Geometrycznie pojecie granicy interpretowaé mozna w sposéb na-
stepujacy. Niech dany bedzie ciag a,, a,... (up. ciag o ogélnym wy-

razie "F l). Wyobrazmy sobie, stosownie do N¢ I, jego interpretacje

geometryczng na plaszczyimie. Poprowadzmy przez punkt g osi T
(np. g = 1) prosta réwrolegla do osi' X. Poprowadzmy jeszeze jedna
réwnolegta nad ta prosta i jedna pod nig w tej samej od tej proste]
odlegtosci. Warunek na to, aby zachodzita réwnosé (2), orzeka, ze
dla dostatecznie duzych = (tj‘ dla n wigkszych od pewnego k) wszy-
stkie elementy mnaszego eciggn mwszeny sie 'w pas1e WYyZnaczonym
przez te dwie rownolegte.
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1 2 3 4
Rys. L.

Przejécie od warunku analitycznego, sformulowanego w definic]
granicy, do powyzszego warunku geometrycznego uzyskamy z lat
wosdcig, oznaczajgc przez 2¢ szerokodé rozwazanego pasa.

Inacze] jeszcze méwige, warunek na zbieznosé ciggu do ¢ daje sic
sformufowaé jak nastepuje: kazdy przedzial o $rodku g zawiera wszy:
stkie wyrazy ciggu, poczynajac od pewnego wskaznika.

Na rozpatrywanych poprzednio przykiadach widzielidmy, ze cigg
moze nie posiadaé granicy (jesli jest rozbieiny); nasuwsa sie pytanie
czy jesli granice posiada (a zatem, jesli jest zbieiny), to czy posiad:
tylko jedng granice? Okazemy, zZe fak jest istotnie.

Przypusémy bowiem, ze ciag a,, a,... posiada dwie rozne granice
g ig. Mamy wiec|g—g'|>0.Nieche =5 [g-¢"| Na mocy definicj:
granicy istniejg dwie takie liczby % 1 ¥, ze dla n >k zachodzl nie
réwnosé
(%) lan—yg|<e,
za$ dla n> k& nieréwnodé
) lan—¢' | <e.

. A zatem, jesli przez m oznaczymy wickszg z dwoéch liczb & i '
to dla n>m spelnione s3 obie nieréwnosei (4) i (5) réwnoczesnie
Dodajmy je stronami pod znakiem bezwzglednej wartosci (por. § 1(15)).
zmieniwszy uprzednio znak pod bezwzgledng wartoscig we wzorze

(4). Otrzymamy |g—-g¢'| < 2¢, lecz 2e=|g—g¢'|. Doszlidmy wiecc dc
sprzecznosci.

Uwaga. Jak Yatwo dowiesé, pojecie granicy nie ulegnie zmianie
Jezeli w jej definicji zastapimy znak > przez = lub < przez =.

[N° IV] Dziaké.nia na ciggach 23

III. Ciagi ograniczone. Ciag a,, a,... Nazywamy ograniczonym, jesh
zbiér jego wyrazéw jest ograniczony, tzn. jesli istnieje taka liczba M,
ze nieréwnosé |a,|< M spelniona jest dla wszystkich wartosci n.
Inaczej méwige, nieréwnosé —M < a, < M speiniona jest przez wszy-
stkie wyrazy ciggn.

W interpretacjl geometryczne] warunek ten oznacza, ze caly cigg
ten (traktowany jako pewien zbidr polozony na plaszczyznie) miedci
sie pomiedzy dwiema prostymi y=2M i y=-M.

Moéwimy tez, ze clag dany jest ogramiczomy z gory, jesli istnieje
taka liczba M, ze stale mamy a, < M, tj. Ze cigg ten znajduje sie po-
nizej prostej y = M. Analogicznie okresla sie pojecie ciggu ograniczo-
nego z dolu. Rzecz jasna, 2Ze cigg ograniczony z goéry i z dolun
to po prostu cigg ograniczony.

Przyktady. Ciag 0,1,0,1,... jest ograniczony. Cigg liczb naturalnych
jest nieograniczony, jest jednak ograniczony z dotu. Ciag 1, —1, 2, -2,
3, —8,... nie jest ograniczony ani z dotu, ani z gdry.

Tunerdzenie. Kasdy ciqg zbiesny jest ograniczony.

Istotnie zatdzmy, ze =zachodzi réwnosé (2) 1 podstawmy na & war-
to$¢ 1. Istnieje wiec takie &, ze dla n>% mamy |a,—¢g|<1. Poniewaz
| tnl|-|g]=|an—g]|(por.§ 1 (1)), przeto [ay|<|g|+1. Oznaczmy przez
M liczbe wigksza od kazdej sposréd nastepujacych k+1 liczb: |a1|,
|as |,...,|ax], |g|+1. Poniewaz ta ostatnia jest wieksza od |azy1],
| agyn| itd., przeto M >|a,| dla kazdego n. Cigg jest wiec ograniczony.

IV. Dziatania na cipgach. Twierdzenie. Przy zafoZeniu, Ze ciggi
@y, Gsy... & by, bsy... sq 2bieine, zachodeg 4 wzory nastepujgce:*
6) lim (@n+by)=lm a,+limb,, (7) lm (a,—by)=lim a, —limb,,
2 %‘;}‘; (0 dlelim b,, == 0).
Znaczy to, ze przy mnaszych zalozeniach istnieje granica sumy
1 réwna si¢ sumie granic, istnieje granica réznicy i réwna sig réimi-
¢y granic itp.

(8) lim (ay - by) =lim a, - lim &, (9) lim

Dowdd. Polézmy lim a,=g i lim b, =h. Niech dana bedzie liczba
£>0. Istnieje wiec takie %k, ze dla n >k zachodza nieréwnosci
| an —g | <e/2 oraz |b,—h|<e/2. Dodajmy do siebie te dwie nierow-
nosci pod znakiem bezwzglednej wartosei. Otrzymamy

[(an+bn)—(g+h)|<e.

1 Aby nie przetadowywaé symboliki, opuszczaé czesto bedziemy pod znakiem lim
réwno§t n = co.
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Znaczy to, Ze clagg, ktorego ogdlnym wyrazem jest en =ty + by, jest
zhiezny do granicy g+ h. Udowodnilismy wige wzor (6).

W szczegdlnosci, jegli b, ma wartosé stalg: D, = ¢, otrzymujemy ze
wzoru (6) 1 (8): ’

(10) . lim (g, + €) = ¢+ lim ay,

. Udowodnimy obecnie wzér (8). Nalezy wigc “oszacowaé® rdznicg
lanby —gh|. Aby méc korzystaé ze zbieimosci ciaggoéw ay, dy,...
i by,bs,..., przeksztalcimy te roznice, jak mnastgpuje:

O b+ G b — gl = @y (by —h) + b @y ~9) -
Poniewaz ciag a, dy,... jest ograniczony jako cigg zbieiny, przeto
istnieje takie M, ze |a,|< M. Stosujge do poprzedniej réwnosci wzo-
ry na bezwzgledna wartosé sumy i iloczynu, otrzymujemy:

| tnbn —gh | < | i B =) + | B (@0 —g)| S M - | by =k |+ | |- | an g .

' Wezmy teraz pod uwage, niezaleznie od liczby e, jakasé liczbe 5 > 0.
Istnieje wigc takie %k, ze dla n>k mamy |a,—g|<n oraz |by-h|<y.
A zatem |ayby,—gh|{<My+|h|y=M+|k|)7.

O liczbie dodatniej 5 dotychczas nic nie zakladalismy. Zalozmy
obecnie, ze 4 =¢/(M +|%|). Dochodzimy w ten sposéb do wniosku,
ze dla n>F zachodzi nieréwnosé |a,b,—gh|<e. A zatem udowodni-
lismy wzdr (8).

ybp—gh=an by —

W szezegdlnosei, kladac by, = ¢, otrzymujemy stad:

(12) lim (—a,) = ~-lim a,, ,
przy czym wzér (12) wynika z (11) przez podstawienie ¢ = —1.

(11) lim(c- ay) =c-limay,

Wzory (6) i (12) pociagaja wzér (7). Bowiem
lim (@, —by) = lim [0, + (=by)] = lim @, + lim (=b,) = lim @, — lim 0, .
Nim przejdziemy do dowodu wzoru (9),
jego wypadek nastepujacy:
(13). 1
: lim —
a bn
Zauwazmy najpierw, ze dla dostatecznie duzych % zachodzi nie-
réwnosé b, ¥ 0. Udowodnimy nawet przestanke mocniejsza: dla do-
statecznie duzych n mamy |by,|>|h|/2. Istotnie, poniewaz
istnieje takie %, ze dla n>%k jest |b,—h|<|h|/2. Stad
[Bl=[bal=|h=by|<{h]/2,
Aby udowodnié¢ wzér (13), nalezy oszacowad roznice
’ _Ll k= b _ b
B ht e by | T TR by

ndowodnimy szezegdlny

1 (0 telim b,, & 0).
1 b’n

a zatem |D,|>|h|/2.

@I
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Otéz dla dostatecznie duzych n mamy
}h—bnf<17 oraz | b, |>|h|/2, tj. 1/ [by|<2/|R|

A zatem {?1—— 1

e

eh?
Przyjmujge, ze 9 = - otrzmeJemy

<
|

ho

a-!r—n

|1_
[ by

skad wynika wzér (13).
Wzor (9) wynika z (8) 1 (138):

1 lim On

O 1
lim -~ =lim Ay, =lim Gn lim ;- b hm b”« '

bn by
1) Zakladalismy, ze clagl {a,} 1 {b,} sa zbiezne. Zatoze-
nie to jest istotne; moze sig bowiem zdarzyd, ze ciag {an+by} jest
zbiesny, mimo ze oba ciagl {ay,} 1 {bn} s3 rozbieine; mnie mozna
wiec wéwczas stosowaé wzoru (6). Jako przyklad moze stuzyé: a,=mn,
by =—n.

Uwags.

Jesli jednak cigg { an+0,} 1 jeden z dwéch ciggdéw, np. ciag {an}
jest zbiezny, to i drugi ciag jest zbiezny. Bowiem by =(an+bn)— tn,
a wiec cigg { by} jako rézmica dwdich ciagéw zbieznych jest zbiezny.

Analogiczne uwagi stosuja sie do wzoréw (7)— (9).

2) W definicji ciggu zakladaliSmy, Ze numeracja elementéw zaczy-
na sie od liczby 1. Dogodnie jest te definicje wogdlnié, przyjmujac,
ze mumeracja zaczyna sie od dowolnej liczby naturalnej (a nawet od
dowolnej liczby catkowitej), np. od 2, 3 czy innej liczby naturalnej.
Tak jest np. w dowodzie wzoru (18). Udowodnilimy, ze b,50, po-

czynajac od pewnego k. Ciag bi jest wiec okreslony dopiero poczy-
n

najae od tego k (jesli bowiem b,=0, to b}_ zadnej liczby nie oznacza).
n

Uwaga ta pozostaje w zwigzku z nastepujaca wlasnoscia ciagdw,
Jatwg do udowodnienia: zmiana skoticzonej ilosei wyrazéw ciagu mwie
ma wptywu ani na zbieinosé ciggu, ani na jego granice. To samo do-
tyezy doltaczenia do ciagu, wzglednie odreucenia z ciagu skonczone]
ilogel wyrazéw.

Przyktody. Zmnalezé lim 7%—!—3
n=co -

wzoru (9), poniewaz ani licznik, ani mianownik nie jest zbieiny, gdy
6n+2
LN

n dazy do oco. Mozemy jednak wyraz ogélny ciagu ay = Tn—3

Nie mozemy tu wprost zastosowaé
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przeksztatcié, aby stat sie on ilorazem dwich wyrazed, posiadajgeych
granice. Wystarczy w tym celu podzieli¢ licznik i mianownik przez n.

2
6+ 2
Otrzymamy a, = 3 1 stosujemy wzor (9). Poniewaz lim (6 +—) = 6
-2 n=c0 n
7
. 3. . . .. 6
oraz lim (7 - =) =17, wiec lim a, =—.
n=0o 7 n=co {
1 1
n+1 n * n? 1 1
Podobnie lim - =lim =0, bo lim- =0 =lim—.
Nn=00 722 l N=00 l nmwn n=co b

V. Dalsze wiasnosci rachunkowe granicy.
zhiezny. Wowczas zbiesny jest ciag {| a,|} i

Niech cigg { a, } bedzie

(14) lim | @y, | = lim a, |.

Niech bowiem lim a,=g. Mamy wiec |a,—g|<e dla dostatecznie du-

zych n. A zatem
lan|~|g|S|an—gi<e oraz |g|—|a,|S|g-tn|<e
skad  (por.§1(16)): |lan|-|g [| <& Wzor (14) jest wigc udowodniony.

Przy zatozeniun, ze ciagi {an} i {D,} sa zbiezne, zachodzi zaleznosé
nastepujgca:

(15) nierdwnosé an < b, pocigga za sobg lim a, <lim b,.

W szczegolnodci, jesli ciag {c,} jest zbiezny, to
(16) warunek ¢, =0 pociaga za soba lime, =0.

Udowodnimy najpierw wzir ostatni, Niech wiec lim ¢, = 4. Przy-
pusémy, ze h<0, tj. Zze —h>0. Mamy wiec dla dostatecznie duzych n
|ey—h|<—h, a zatem ¢, —h <—h, skad ¢, <0, whrew zatozZeniu.

Opierajac si¢ na wzorze (16) udowodnimy obecnie wzér (15).

.Polc")z‘my bn—an = cy. Poniewaz a, =b,, przeto ¢,=0, a wiec w gra-
uicy lim .cn;O. Zarazem na mocy (7): lim ¢, =lim b, —lim a,, a zatem
lim b, —1lim @, = 0, czyli lima, < lim b,

Uwagzzz. W sformutowaniu zaleznogci (16) nie mozna zastgpié nie-
rg)wno'ém"g przez > (podobnie w (15) nie mozna zastapi¢ < przez <).
Np. ciag ¢, =1/n spetnia nierdwnosé ¢,>0, zag lim ¢, =0.

.Wldzimy wige, ze stosunek < i = “przechodzi do granicy®, nato-
miast stosunki < i > tej wlasnodci nie maja.

[Ne VI Podeiagi 27
Weir na podwdjng nierdwnosé:
an Jesli Gy S 6y Sby ¢ lim a, =lim by, fo.cigy {cn | Jjest zbieiny,

przy czym lim ¢, =lim a, =1im b,.
Niech bowiem lim a, = g=1limb,. Niech ¢>0. Mamy wigc dla do-
statecznie duzych n: |a, —g|<e oraz |b,—g|<e Na mocy zaloZenia:
Uy —0 S Cp—g = bn—9g, 2a$ —s<an—g 1 bp—g<s
a zatem —s<ec,—g<e, tj. [en—g| <& skad lim ¢,=g.
a7

Bo —lay|Sap=la,|ilim (-]a,)=0=lim|ay|.

Jesli lim | a, | =0, to cigg { an} jest zbieiny ¢ ima, =0.

VI. Podcipgi. Niech dany bedzie cigg @;, @s,..., An,... Oraz Cigg ros-
ngey liczb naturalnych my, ms,...,Mn,... Ciag

b, = Um,, bg=am2,_,_, bu=amn’-»-

nazywamy podciggiem ciqgu Gy, Og,..., Ons...

Np. ciag s, Ggeees Gams... jost podciggiem ciggu ay. ds,... Natomiast
ciag @y, Gy, Gy, Gy,... Die jest jego podeiagiem, poniewaz wskazniki nie
tworzg tu clagu rosnacego.

W mysl naszej definicji kazdy ciag jest swoim wiasnym podcig-
giem. Ogolnie powiedzie¢ mozemy, ze podcigg powstaje z ciggu przez
opuszczenie pewnej ilogci jego elementiw (skonczonej, nieskonczone]
lub zerowej). :

Twierdzenie 1. Podeiag ciggu zbieinego jest zbieiny do tej samej gra-
nicy, co cigg dony. Inacze] mowige:

(18) jesli Yim ay, = g oraz my <mg<..., to lim oy, =g.

N=0 n=owe
Zauwazmy przede wszystkim, ze dla kazdego n
(19) My ZN.

Jest tak oczywiscie dla n=1, tj. m;=1 (bo m; jest liczbg natural-
ng). Stosujac indukcje zalézmy, ze dla danego n zachodzi wzor (19).
Mamy wowczas Mgq1 > M, Z 1, & zatem Myiq = 41 Otrzymali$my
w ten sposéb wzér (19) dla n+1. Wzir ten jest wiec ogélnie praw-
dziwy dla kazdego n.

Niech dane bedzie &> 0. Istnieje wiec takie %, ze dla n>Fk spetniona
jest nierdwnosé | a, —g|<e Na mocy wzoru (19) my = n>%. A zatem
| @m,—g | <& Wynika stad, ze lim @y, =9g.

N=00
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Twierdeenie 2 (Bolzano-Weierstrassa ). Kaédy ciag ograniceony 2a-
wiera podeiqg sbieiny.

Dowdd. Niech cigg | @y} bedzie ograniczony. Istnieje wige takie
M, ze, dla kazdego n zachodzi nieréwnosé —M <a, <M.

Zastosujemy obecnie zasade ciggtosci Dedekinda. Podzielimy miano-
wicie zbiér wszystkich liczb rzeczywistych na dwie czgdel, zaliczajgc
do pierwszej czetcl liczbe z wtedy, gdy dla nieskonczenie wielu 7
spelniona jest nierdwnoi¢ z<a, Do drugiej czesei zaliczamy wszy-
stkie liczby pozostale; jezeli wigc y nalezy do czgdci drugle], to znaczy
to, ze albo wogdle w naszym ciggu nie ma wyrazéw wigkszych od y,
albo tylko dla skorczonej ilosci wskazmikéw zachodzi mnierdwnodé
y<ay. Zauwaimy, ze do pierwszej czedci naszego podziatu nalezy -M,
za$ do drugiej] M. Podzial ten stanowi przekrdj (w sensie ustalonym
w §1, V). Znaczy to, ze jesli z malezy do pierwszej czgdcl, zas i
do drugiej, to z<y. Istotnie, gdyby przypuicié, ze y=w, to ponie-
waz nieréwno$é x<a, jest spelniona przez nieskonczenie wiele 7, to
i nierownosé y<a, bylaby przez nieskofczenie wiele n spetniona;
ale to przeczy definicji naszego podziatu.

Na mocy zasady cigglodcl istnieje wige liczba g, ktora badz jest
najwieksza w plerwszej czefci, badz najmniejszg w drugiej®. A zatem,
jesli >0, to g—e nalezy do pierwszej czedci, zas g+e¢ do drugiej.

Wykazemy obecnie, ze g jest granicg pewnego podciggu ciggu { ay }.

Nalezy wiec okreslié cigg liczb maturalnych m, <m,<mg<... W taki
sposob, aby lim @y, =g.
n=oo
W tym celu podstawmy najpierw na miejsce & wartogé 1. Istnieje

wiec nieskonczenie wiele takich n, ze g—1l<a,, a wirdd nich tylko
skonczona (lub nawet zerowa) ilogé takich, %e ¢g+1<a,. Inacze] mo-
wiae, istnieje nieskoriczenie wiele » takich, ze

g—1<an§g+1'
Oznaczmy przez m, ktérekolwiek z tych n. Mamy wigc

g;1<am1§g+1.

Podstawmy z kolei e=1/,. Istnieje zatem nieskonczenie wiele n ta-
kich, ze g—1/y<a, = g+3/,, Wérod tych n istnisja wiec liczby >m;;
oznaczmy ktorgkolwiek z mnich przez m,. Mamy wiece

1 Matematycy XIX wieku. Znakomity matematyk K. Weierstrass (1815--1507)
jest jednym z twéreéw teorii funkeji analitycznych.

¥ Aby zdefiniowat liczbe g, moZna zamiast postugiwaé sig zasady ciggodci, od-

wolaé sig do tw. VII, § 1. Mianowicie g mozna okredli¢ jako kres gérny pierwszego
ze zbioréw rozpatrywanego przekroju.
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g— 1/2<am2 = g+1/27 mi<m2"]
Podobnie znajdziemy g talie, ze
- Ys<amg = g+ /s My < 7y

Ogélnie, majac okreslone m,, okreslamy m,.; w taki sposob, aby
{20) 9~ Un+1)<am, S g+ 1n+1), my <y

Zastosujemy wzoér (17) na podwdjng nieréwnosé. Poniewas lim 1/n=0,
przeto lim (g-1/m)=g=lm (g+1/n). Wnosimy wiec ze wzorn (20)
(w ktérym oczywiscie zastapié mozna n+1 przez n), ze lim’ Uy, =9g-

n—=oc

Wreszcie z nieréwnosci m, < Mg wynika, ze clag Un> Omy s

Jest
podciggiem ciagu a,, d,,... Twierdzenie jest zatem udowodnione..

Jako wniosek z powyzszego twierdzenia, wyprowadzimy

Twierdzenie 3. Kazdy ciag monotoniczny ograniczony jest zbieiny
Przy tym, jeseli a, S ay=..., %0 ay < lim ay; jeselia, Z ay= ..., to ;2 lim ay,.

Udowodnimy najpierw drugg czesé twierdzemia. Zaldéimy wige, Ze
a, = .oraz ze lim a,=g. Wezmy pod uwage. jakas ustalong li-
czbe naturaln@ n,; nalezy dowiesé, ze ln, =g. - Otoz z zalozema

“n0=a110+1: “no=ano—|—23--~: an —an +k: 1

A zatem na mocy (15): a, = lim a, x=y.
k=

Przejdzmy obecnie do wlasciwego dowodu. Niech wiec ciag {ay}
bedzie ograniczony 1 rosnacy w szerszym sensie (nie zakladamy jed-
nak, ze jest zbieiny; to wlaénie mamy udowodnic). Jako ciag ogra-
niczony, cigg ten zawiera podcigg zbiezny (na mocy tw. Bolzano-
Weilerstrassa). Niech wiec ‘

lim ap, =g, my<my<
n—oa

Poniewaz ciagg {amn} jest réwniez rosnacy w szerszym sensie, & za-
tem, jak przed chwily dowiedlismy, a,,=g¢. Niech dane bedzie £>0.
Istnieje wiec takie %, ze dla » =k mamy an ~gl<a. Udowodnimy,

ze dla n>my jest |a,—g|<e a tym samym, ze lim a,=g.
n=oo

Otéz zgodnie ze wzorem (19) n=my, skad ap=am,=g, tj. g-a,20,
Zarazem nierdwno$é n>my pociaga za soba an=amk, skad Wymka
g~ 0n = g—Qmy <&, 2 Wige |g an]<é, bo g Qp = 0>—e.

Tw. 8 jest wiec udowodnione dla c@gow memale]@cych Dowod
dla ciagéw nierosngeych jest analogiczny. . . .. s .o b
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Jak wynika z tw. 1, cigg zbiezny nie moze zawierad d\fvdch p.od-
ciagéw zbieznych do réznych granic (skagd w sz‘czegélnoécl .Wymka.
ie cigg 0,1,0,1,... jest rozbiezny). W obrebie macg(}.w ograniczonych
twierdzenie to daje sie odwréeié. Zachodzi mianowicie

Thwierdzenie 4. Jeseli ciag {ay} jest ograniczomy & Jeseli wszyst{cz'c
jego podeiqgi zbiesme sq zbieine do tej samej gramicy ¢, to rdwnieé ciqg
{ay} jest zbieiny do gramicy g

Tnaczej mowiac, kasdy cigg ograwiczony rozbiesny zawiera diwa pod-
ciagi zbiesne do réinych gramic.

Dowdd. Przypusémy, ze g nie jest granicg ciggu {ay,}. Istnieje
wéwezas takie £>0, ze dla kazdego k istnieje n>Fk, czynigee zadodé
nieréwnosci | ay—g |Ze. Wnioskujemy stad, ze istnieje podeiag {am, |
taki, ze przy kazdym n mamy |a,, —g|Ze Podstawiajac bowiem na
% wartoé 1 wnosimy, ze istnieje mu>1 takie, Ze |am, — g | Ze. Pod-
stawiajgc z kolei &k =m,, wnosimy, ze istnieje 7my>my, dla ktdrego
lamy—g|Ze. Podobnie istnieje mg>m, takie, ze |am,~g|Ze itd.

Poniewaz cigg |y} jest ograniczony, wiec i ciag {am,} jest ogra-
niczony. Ten ostatni zawiera wiec na podstawie tw. Bolzano-Weier-
strassa podcigg zbiezny. Oznaczmy ten podciag przez {amm}. Ponie-

waz jest to réwnoczeénie podcigg ciggu { an}, wige z zatozenia
lim am, =g, tj. lim (@, —9)=0.
n=co n n=oco n

7 drugiej jednak strony, poniewaz liczby My s My nalezg do

ciggu m,, m,..., Wiec z nieréwnosci |y, — ¢ |Z & wnosimy, ze dla kaz-
dego n zachodzi nieréwnosé |a,,, —g|Ze. Stad sprzecznose.
n

Dowiedlismy wiec przez sprowadzenie do niedorzecznosci, Ze

lim a,=g.
Nn=0co

VII. Twierdzenie Cauchy'ego'. Na to, zeby ciqg {an} byt zbieiny,
potrzeba i wystarcza, aby dla kasdego e>0 istniata taka liczba r, Ze
dla n>r zachodzi nierdwnodé

(21) [ty —ap| <e.

Dowdd sktada si¢ z dwich czesci. W pierwszej czeéci ndowodnimy,
ze jezell clgg jest zbiezny, to warunek sformudowany w twierdzeniu,

1 Augustin Cauchy, 1789— 1857, jeden z najwybitniejszych matematykéw francu-
skich. Ustalenie podstawowych pojet i twierdzeh teorii ciggéw i szeregdéw oraz teorii
funkeji ciagtych jest w znacznym stopniu jego dzietem.
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tzw. “warunek Cauchy’ego®, jest spelniony; czyli ze warunek ten
jest warunkiem koniecznym zbieznosei ciggu. W drugiej czedci dowo-
du wykazemy, ze jesli warunek Cauchy’ego jest spelniony, to ciag
jest zbiezny; czyli Ze warunek ten jest wystarceajocy dla zbieznosci
ciggu.

1) Niech wiec lim @, =g. Niech dane bedzie £> 0. Istnieje wiee ta-
kie r, ze dla nZr zachodzi |a,—g|<e/;. Nier6wnosé ta zachodzi
w szezegélnosci dla n=r, tj. |a,—g|<e/,. Dodajae te dwie nieréwno-
éci pod znakiem bezwzglednej wartosci, otrzymujemy wzdr (21).

2) Zatézmy teraz, ze warunek Cauchy’ego jest spelmiony. Nalezy
dowie$é, ze cigg jest zbiezny. Udowodnimy przede wszystkim, ze
jest to cigg ograniczony. Dowdd przeprowadzimy analogicznie do do-
wodu z N®III. Podstawmy mianowicie e=1. Istnieje wiec takie r, ze
dla n>r mamy |a,—a,|<1l. Stad |an|—|a.|Sja,—ar|<1, a wiec
|an|<|@,|+1. Oznaczmy przez M liczbe wigkszg od kazdej spoéréd r
liczb nastepujgcych: |a,|, [ag],...,| @r—1], [ @]+ 1. Mamy wiec M>|a, |
dla kazdego . Oznacza to, ze ciag { a,} jest ograniczony.

Whnosimy stgd na mocy tw. Bolzano-Weierstrassa, ze cigg ten za-
wiera podeigg zbieiny. Niech wige lim @y, =g, przy czym m; <my<...
N=00
Udowodnimy, ze g=1lim a,.
N=00
Niech wiec dane bedzie ¢>0. Na mocy warunku Cauchy’ego istnie-
je takie r, ze dla n>r spelniona jest mieréwnosé

(22) | Gp — @] < ¢/s.
Na mocy réwnoici lim a,, =g istnieje takie %, ze dla n>k mamy

n=oo

(23) | @m, — g1 < s
Rzecz jasna, ze mozna bylo dobraé¢ k& w taki sposob, aby k>r. Wéw-
czas dla m>% oble nierdwnosci (22) 1 (23) sa spelnione réwnoczesnie.

Ponadto, poniewaz my,=Zn>r (por. (19)), mozna wiec we Wwzorze
(22) zastapié n przez m,. Daje to

(24) | G, — ar | < /3.

Dodajae do siebie nieréwnofei (22)—(24), zmieniwszy uprzednio
znak pod znakiem bezwzglednej wartosci w mnieréwnosel (24), otrzy-
mujemy nieréwnodé | a,-g|<e, ktéra jest spelniona dla kazdego n>*%.
Oznacza to, ze lim a,=g.
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Uwagi. 1) W .tw. Cauchy’ego, podobnie jal w definicji granicy,
zastgpié mozna znak > W nieréwnosci n>k, jak rowniez znak < we
wzorze (21), odpowiednio przez Z 1 =. ‘
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2) Warunek Cauchy’ego mozna réwniez w taki sposéb sformulowad:
dla kasdego >0 istnieje takie v, Ze warunks n>7 1 n>1 pociqyajq
20 500G | ap— Oy | <&

7 war. Cauchy’ego wynika bowiem, e istnieje takie 7, ze dla n>r
i n'>7r zachodza nieréwnosci |a,—a,|<é/ 1 [ @ — 0y | <gs. Dodajgc
je otrzymujemy | @y, —tu|<e.

VIIL. Rozbieznosé do co. Méwimy, ze cigg {an } jest rozbieiny do
oo, jedli do kazdej liczby r istnieje takie &, ze dla n>¥k jest tty >,

Zapisujemy to symbolicznie w postaci réwnosei: lim a,=o00. Ciag
n=oQ

rozbiezny do oo jest to wiec ciagg, ktorego wyrazy o dostatecznie du-
sych wskaznikach stajg si¢ dowolnie wielkie. ‘ ‘
Analogicznie okreslamy znaczenie wyrazenia lim ay = - oco.’ Oznacza
n=—oa
ono, ze dla kazdej liczby r istnieje takie k, ze dla n>Fk jest an<r.

O ciggach rozbieznych do co lub do —co méwimy, ze ‘posiadaja
granice niewlasciwe. . i ' ‘
Przykiady: limn = oo, lim (—n) = —co.
n=00 N=0o
: i
1. Ciag rosngey (w szerszym sensie) mieogramiczony z govy jest roz-
biesny do oo. S

Istotnie, poniewaz cigg {a,} jest nieograniczony z giry, wige dla
kazdej liczby r istnieje takie %, ze az>r. Poniewaz za$ jest to ciag
rosnacy w szerszym semsie, wige dla n>F% mamy a,Z=ay, skad Ay >
A zatem lim a, = 0o0.

n=x0

Analogiczne twierdzenie zachodzi dla ciggow malejgcych.

Zestawiajac to twierdzenie z tw. 8, N°VI, wnosimy, ze lﬁaz'dy:cidg
monotoniceny posiada grarice wilasciwg lub: niewtadciwg (w zaleznodei
od tego, czy jest ograniczony czy nieograniczony).

2. Jesli lim ay, = + 00, to lim (1/a,) = 0.

n=00 RTE=T--

I\Tlecl_l _bowiem lim @, =00 i niech &¢>0. Kladge r=1/¢, wnosimy,
ze istnieje takie k, ze dla n>%k zachodzl ay,> 1/¢, tj. 1/a,<e, co ozna-
¢za, ze lim (1/a,)=0.

icm
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Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe: cigg 1,-1/2, 1/3,—1/4,...
jest zbiezny do 0, lecz cigg jego odwrotnosgei 1,-2,8, —4,... nie jest
rozbiezny ani do +oo, ani do —oo.

Odno¢nie dzialad na ciagach rozbieznych do nieskornczonogel wy-
mienimy tw. nastgpujgce: suma i tloczyn dwich ciagow rozbiesnych
do + oo sg rogbiesne do +oo. Udowodnimy to twierdzenie w nastepuja-
cej, nieco zaostrzonej postaci.

3. Je$li lima, =oc0, zas cigg {b,} Jjest ograniceony z dotu, fa
lim (@, + by) = co.

Niech bowiem M <U,. Poniewaz lim a,= oo, istnieje wigc.dla dane-
go r taka liczba k, ze dlan>Fk zachodzi a,>7r—-M. A zatem ay,+b,>7,
skad wnosimy, ze Lim (a,+ by)=c0.

1. Jesli lim a, =00 oraz stale b, = ¢, przy ceym ¢ >0, to lim (an-bp)=00.

Niech bowiem dana bedzie liczba r>0. Z zalozenia istnieje takie £,
ze dla n>% mamy a,>(r/c). Mnozac te nierdwno$é przez nieréwnosé
bpZ ¢, otrzymujemy anb,>7. Stad lim (an-by) = 0.

Odpowiednikiem tw. (15) jest tw. nastepujace:
5. Jesli lima, =00 oraz @y, =by,, to lim b, = co.
Jedli bowiem a,>7, to tym bardziej by,>7.

IX. Przyktady. 1) Jesli ¢>0, fo limne =oo.

=0
Wynika natychmiast z 4.
2y Jesli a>1, to lim a® = co.
=

Kiadge bowiem e=a—1, mamy ¢>0, skad lim ne=co. Zarazem na

mocy nierdwnosci Bernoulliego (§ 1 (1)): "7~
ar=(1+¢)"z1+ne, skad lim a” =00

na mocy 3. =

3) Jesli |g]|<1, to lim ¢"=0.

Zakozmy najpierw, ze 0<gy<1. Wowezas 1/g>1, a wiec lim (1/g")=c0.
Stad na mocy tw. 2: lim ¢”*=0. e

n=co
Wynika stad, ze w ogdlnym wypadku, gdy zaktadamy jedynie, ze
¢! <1, spelniona jest réwno$é lim |q|*=0, tj. lim lqr|=0. Lecz ta
n=coc

n=w

ostatnia réwnosé pocigga lim ¢®=0 (por. amny.
n=oc

Kuratowski, Rach. réin. i catk. 3*
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b - - N
1) Jesli >0, to lim) a=1.

N=00

n

Zatézmy najpiexrw, ze a>1. Polézmy uy= y @. Udowodnimy, Ze cigg

{1y} jest male.]qfcy Istotme, poniewaz a>1, wigc a?<an+l. Biorge
nt+l n

pierwiastek stopma n (n+ 1) obu stron, otrzymamy Va <1/a . Uy > Uy g1
Zarazem ciag ten jest ograniczony, poniewaz 1, > 1. Wnosimy stad,
ze Jesb to cigg zbiezny (por. VI, tw. 8). Nalezy dowies¢, ze granicy
tego ciagu jest 1. Pokézmy lim u,=1+h. Poniewaz u,>1, wiec hZ0
(na mocy cytowanego twierdzenia). Udowodnimy, Ze przypuszczenie,
ze h>0,prowadzi do sprzecznoscl.

7
" Istotnie nierowno&é 1+h <)a daje (1+hy"<a  Poniewaz za$
(1+h)y»>1+nh, dochodzimy do wniosku, ze dla kazdego n memy
1+nh<a, co wobec tego, ze lim nh =00, jest niemozliwe,

n=ec

Udowodnilismy wige, ze jesli a>1, to lim ]/E: 1. Jesli zag O<a =1,

=00

to 1/az1, a zatem 11m1/1/a 1, tj. lim (1/]/a) 1. Stad ]/hm]/a =1,

n=oa n=oo n=oo
tj. lim ;/'5:1.
N=00
5) Jesli |q|<1, to lim a(1+q+q2+...+q”—1)=-—-—?.
Jest to Wyrazenle na sumq postepu geometrycznego o ilorazie bez-
wzglednie mniejszym od jednosei.

Mamy bowiem 1+ ¢+ ¢*+... + ¢*1 = 11 qq

oraz limgn=0 (por. 38).

6) Jesli a>0 i jesli{r,} jest ciggiem liceb wymiernych zbieznym do 0,
fo lima™=1.
n=oo

Jest to uogdlnienie wzorn 4, ktére latwo z mniego wyprowadzié.

X, Liczba ¢. Udowodnimy istnienie lim (1+%)”. Grranice te ozna-
Nn=o0
czaé bedziemy symbolem e.

g {1\ . L ¢ 9 1\s
Potézmy a, = (1 +ﬁ) . Mamy wige a, =2, ay= (1-1-—2-) = Os :;(1 .|.§) =
64 _10

=§—7—=2§7. Udowodnimy, ze cigg ten jest rosngey. Zastosujmy w tym

celu wzér na dwumian Newtona (§ 1, III):

Ne X} Liczba ¢ 35
1l nr-1) 1 nr-1)-...-1 1
Qay = 1+mn +“ 1. 3 7?,2+ aee +—‘1‘”.‘§—:j‘:‘:;l—— . '7;n=
1 1 2 1 n—1
1-1 a-hHu- -5y (1=
=141+ ‘.)‘n‘l- L 31 LG n'ﬂ"——’
stad api1=
1
=1+1 + 1"‘@ ( _n-rl ( *E;i) (1—';1_:‘1 N f“:_(_lun.-z-l)
21 3! n!
- ) @ —31)

(n+1)!
Widzimy wiee, ze sktadniki sumy tworzgce] a, sa = odpowiednio
od pierwszych n+1 sktadnikéw tworzgcych an.i1. Stad @n<dn.1-
Cigg jest wigc rosngcy. Jest przy tym ograniczony, bowiem

1 1 1 1 <3
< K9 + + +_’< 2 22 ’
poniewaz (por. IX, o)
1
1 1 1 7 1
3+2§+"‘+2—_—n—1< — ]_= .

Ciag {an}, jako rosngey ograniczony, jest zbiezny. Istnienie wiec
liczby e zostato udowodnione. W przyblizeniu e=2,718... Moina tez
dowiesé (jak okazemy poznie]), ze

timf1alad 1
e—nlzri +1—!+§'x+...+;ﬂ' .
Liczba ¢ odgrywa duzg role w analizie. W szczegélnosei stuzy ona

jako podstawa logarytmoéw (tzw. naturalnych).

Udowodnimy jeszcze, ze

. o1
(25) lim (1 - 1) =,
n=0o n e
. 1 - 1 -
Istotnie, mamy 1- - = n-l_ %— =-——, & Wic
oo () s
lim (1 1)" 1 1 1 1
- — — = - — ._. - T =
n=ee " lim (1 + Jz'l—‘i)ql lim (1 + n_l—i)n 1» lim (1+ ,;:‘1) €

n=oco n=oo n—=oa

bo lim(1+ ~1—-—)=1.
n—1

Nn=00
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XI*. Ciagi érednich arytmetycznych i érednich geometryeznych dane-
go ciggu. Majgc dany ciag @y, Qg,.: wezmy pod uwage cigg
grednich arytmetycznych:

4y an: "3

ay+ s Gty t.tln
a, ,__2.__, e e

1. Jesli lim a, =g, %o lim— ] " = g. Prey tym twierdzense to za-

n==00 n=co
chodzi réwniez dla g= + 0.
Dowéd. Zakozmy najpierw, ze g jest liczbg skorczong. Dla danego
¢>0 istnieje wiee takie &, ze dla kazdego n>k spetnione sg nieriw-
nosci:

toeOn
n

L g—e<Upa1<gte, mE<Apra<fTE, .. §TE<Up<gFe.

Dodajac stronami uklad tych n-% nieréwnosel, otrzymujemy:

k 0 ..t Pyl
goe< Bt g g gt BT T < (g
n—Fk n
a @
Zarazem hm—lj- 8k _ 0, a wiec -e<—1j P % . Qla dosta-
n=eo
. tecznie duzych n. Stqd
ay+ ...+ n-—k
(g — é-) w_.__c —_— < m.lj*—,, "n + n ‘< (g+ 8) -,,..‘;i RN

. o =k . . . ‘
Poniewaz za$ lim-—-— =1, wiec dla dostatecznie duzych n mamy

0 =00

+ Oy

"< g+ 3e.

a+ ...
g-8e< 1 F -

: T T P o/
Oznacza to, ze lim - =
n=oo n

ZaXozmy obecnie, ze g=oo (dowéd dla g=-oo jest analogiczny).
Dla dane] liczby r>0 istnieje wiec takie k, Ze apr1>7, Upya>1,...
A zatem dla kazdego n>k mamy ax.1+...+an>(n—k)7, skad

ak+1+...+au ”«_7!'7
M. BT,
n n
U+ @ v
Pomewu 738, dla duzych n jest - it o . >=g, Wige
d . . !
'al‘+...+an n—k v o k -
n n 272 p’ '

icm
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skad dla dostatecznie duzych n“;)trzymnjemy

i+ ...+an 7 .
Lo D 2>, Wnosi-
n 3
my stad, ze lim Ot ln
N=c0 n

Uwaga. Tw. odwrotne nié jest prawdziwe: ciag moze byé rozbiez-
ny, a ciag jego érednich arytmetycznych zbiezny. Np. cigg 1,0,1,0,..
_]est rozbiezny, a cigg jego érednich arytmetycznych Jest zblezny do 1/2
i Analogiczne twierdzenie 7achodz1 dla érednich geometxycznych

2. Jesli a,>0 7 lim a, =g (g skoficzone lub nieskoticzone), to

?:—CD

lim}/alag-...:z:zz g-
n=—=00
Dowoéd tego twierdzenia przeprowadzié mozna w sposéb zupeinie
podobny de dowodu tw. 1. Mozna réwniez tw. 2 wyprowadzié z

tw. 1 przez logarytmowanie (opierajac sig¢ ma ciggtoici funkeji log z,
ob.§ 5, V).

3. Jesli lim (@n.1— an) =g, to 11m7=g

n=oco n=oo

Istotnie po¥ézmy by =an—an_; dla n>1 oraz b, =a,. Mamy wiec

lim bn—g oraz bflj_ +b‘n an

n=co nooon
.ty
Stad lim , =9 na mocy tw. L.

n=—oe

. Lty
4. Je$li «,>0 i lim—=F

N=oo (ln

L_g, to lim 1/0,” =

CN=oo

Twierdzenie to otrzymujemy z tw.. 2, kladac b =

n —
an—1

dla n>1
7

oraz b, =a,. Bowiem Vb, by-...c bn=Van-

7
Przyltady. 1) Kladac ap=n, mamy 1im%E=1. Stad limyn=1.
=00 . vn:m
n . .
2) limyn!=o00, bo lim=~ (n+ 1) =lim (n+1)=oc.
n=0 N=00 N=00
8) Przykiad ciggu 1, 1, 1/2, 1/2, 1/4, 1/4,... wykazuje, j7e moze
O+ 1

istnie¢ granica lim Va,,
n=oc

mllno 76 nle ]Stnle‘]e glanl(;a. llm‘—‘—
n=c On
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Zadania do § 2. |

1. Obliczyé granice:

5+l . 2n2+4+5 .. 12428+ ... +n?
", fm 2L pm 2T dim
41:0:"7"1‘1’ oo 1M —2" n=w 3nd— n=c0

2. Niech dany bqélzie clag {an} ‘zybieiny. Udowodnié, ze jesli w tym
ciggu dokonaé zamiany skoriczone]j iloci Wyra,zldw przez inne, to ciag
w ten sposéb otrzymany jest réwniez zbiezny 1 do te] same) gramicy,
co cigg dany. o

Podobnie: skreglenie lub dolaczenie do ciagu sk.oﬁczone.] ilogel ..wy-
razéw nie ma wptywu ani na zbieinosé ciggu, ani na wartosé Jjego
granicy. |

3. Dowiess, ze jesli lim an=0 i jesli ciag {bn} jest ograniczony,

. N=00

to lim @y b, =0.

N =00
4. Dowiesé, ze jesli ciagi {an} 1{bn} 52 zbie?ne d? tej same] gra-
nicy, to i ciag ay, by, Gy, b,... jest zbieiny do tej gramcy.

5. Udowodni¢ nastepujace uogdlnienie twierdzenia o granicy pod-
ciagéw (VI, 1) jesli lim a, =g (przy czym g ma wartos¢ skonczong

N=00 s
lub nieskonczong) oraz lim my =00, to lim ap, =9g.
N =0 n=00

. l 71._
6. Obliczy¢ lim ~ynl.

Nn=cx n

7. Okredlamy ciag | an} indukeyjnie jak nastgpuje:

. . 2
Dowiedd, e lim @y, = —
n=oo 3
"8 Niech dany bedzie cigg ograniczony { a, }. Udowodnié, ze wé.r(').d
liczb, stanowigcych granice podciagéw zbieznych tego ciggu, ist_n.le_]e
liczba najwieksza oraz liczba najmmiejsza (liczby te noszg nazwe limes
superior oraz limes inferior ciagu | ay}; czyll granica gorna wzgl. dol-
na ciggu { an}). ‘ ‘
Udowodni¢, ze na to, aby clag byt zbieiny, potrzeba i wystarcza,
aby jego granica gérna réwnala sig granicy dolnej:

icm
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Dowiesé, ze jesli ¢c=lim sup a,, to dla kazdego £>0 istnieje takie
k, ze dla n>% zachodzi nieréwnos¢ a,<c+¢ i ze przy tym dla nie-
skoniczenie wielu wskaznikéw m zachodzi nieréwno$é a,, >c—e.

9. Udowodni¢, e dla kazdego ciagu przedziatow domknietych,
z ktérych kazdy nastepny jest zawarty w poprzednim, istnieje prazy-
najmnie] jeden punkt wspolny (twierdz. Ascoliego).

W twierdzeniu powyiszym rozwaza sie przedziaty domknigte, tj.
przedzialy wraz z koncami; wykaza¢ na przykladzie, ze twierdzenie
to nie zachodzi dla przedzialéw otwartych (tj. przedzialow, do kto-
rych konce nie sg zaliczone).

10. Znalezé granicg ciggu {as} okreslonego przez indukcje:

a4y = Vc_: On+1= Vb'!'-a_,:

11. Dowiesé, ze jesli lim a,=g orazlim (b, + by + ... + by) = 00, pray
n=co =00 .

czym stale b,=0, to

lim 'albl + agbg + .o+ Anby,
by +bs+ ...+ bn

N=cc

. L. oy Un—Up .
12. Dowiesé, ze jesli lim——"="=g oraz lim v, =00, przy czym
n=w Un—Un—1

n=od
cigg {v,} jest rosnacy, to lim—"=g,
n=ow Un
.. . . Uy — Un.-1
(Podstawié¢ w zadaniu poprzednim: gy = ——2; by = tp — Un 1)
Un— ¥Unp—

13. Trdjkqt Pascala'. Rozwazamy nastepujacg tablice (czyli ciag
podwdjny { aur}):
111 1.
2 3 4 5 ..
3 610 15 ...
4 10 20 85 ...
5 15 35 70 ...

! B. Pascal, matematyk francuski, 1623—1662, znany z prac, ktére zapoczatko-

waty Rachunek Prawdopodobiehstwa. Poprzednik Newtona w niektérych zagadnie-
niach Analizy.
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Tablica ta jest okretlona jak nastgpuje: pierwszy wiersz sklada sic
z samych jedynek, t]. ayx=1; bty wyraz m-tego wiersza jest sumag
pierwszych k wyrazow n —1-ego wiersza, t].
g = On—1,1 + On—1,2+ .o T dpe1, ;-

Dowiesé, ze
Uk = 5573
oraz Ze Wyrazy Om, 1, Gn—1,2 ---» 01, n stanowig kolejne wspdtezynniki
rozwiniecia Newtona wyrazenia (a+0)"! (sg to, jak wida¢, wyrazy

{ablicy potozone na prostej aczgce] m-ty wyraz pierwszego wiersza
z pilerwszym wyrazem n-tego wiersza).

1 1 1
14. Dowiest, ze lim (7= + ==+ ...+ === 1.
G el (Vn5’+1 Yn2+2 VnLHz)

N =00

15. Dowiede, ze jedli cigg liczb wymiernych{fji’i} (gdzie Py i gn
n
sg liczbami naturalnymi) zmierza do liczby niewymiernej, to

lim pp, = 00 = lim ¢p.

7M=00 Nn=oo

§ 3. Szeregi nieskonczone
I. Definicje i przyktady. Utwirzmy dla danego ciggu nieskonczo-
nego G, Ug..., Un,..., Nastepujacy ciag nieskofczouny:
1) S =0y, Sq =03+ Qgyeeny Sp=10; + 8y + ...+ On,...

Jesli ciag s, Ss..., Sny... posiada granice, to granicg t¢ oznaczamy
symbolem

o
Py ap = lim Sn
Nn=1 N=00

1 nazywamy Jjg sumg sgeregu nieskoficzonego oy + 0y + ... 4ty + ...
W tym wypadku méwimy tez, ze seereg jest zbiesny. Jegli granica
ta nie istnieje, to szereg nazywamy rozbiesnym.

W wypadku, gdy wszystkie wyrazy ciagu { @y}, poczynajge od pe-
wnego k, sg =0, mamy do czynienia ze zwykts sumg skonczonej ilog-

icm
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¢i sktadnikéw. Suma szeregu nieskonczonego jest wiec uogélnienmiem
dodawania na nieskoticzona ilosé sktadnikéw (co uwydatmione Jest
w znakowaniu). W odréznieniu jednak od dodawania skonczonej ilog-
ci sktadnikéw, dodawanie nieskorczone] ilosei sktadnikéw nie zawsze
jest wykonalne, tj. ciagg (1) nie zawsze jest zhieiny (nawet gdy
uwzgledniaé granice nieskoiczone).

Podamy w tym celu pare przykladow.

Szereg geometryczny a-+ag-+agi+...+ag"+... 0 ilorazie czynig-
cym zado$¢ nieréwnosci |g]|<1 Jest zbieiny. Mianowicie (§ 2, IX, 5):

+ Ptl= :
o+ aq + aq g

Szereg 1+1+1+...jest rozbiezny do oo, bowiem sy =mn.

Szereg 1—1+1-1+... nie posiada ani wlasciwej, ani niewlasciwe)
granicy, cigg (1) w tym wypadku bowiem jest to ciag: 1,0,1,0,...

Ciag { sn} nazywaé bedziemy ciagiem sum czeéciowych danego sze-
regu nieskoiczonego.

Przez n-tg reszte szeregu y +@y+... rozumiemy szereg

oo
(2) Tp=Op41+Ans2+ ... = X oy«
m=n+l

Jedli szereg @, +ay+... jest zbiezny, to lim 4, = 0.

=00
Zauwazmy przede wszystkim, ze jesli szereg a,+ds+ ... jest zbiez-
ny, to i szereg (2) jest zblezny przy kazdej wartogci n. Bowiem

0
Fp=1M (@p 41+ Gne2t+ ...+ (tnsp) = 1M Spsp—Sn = 2 @y = Sns
o0 =0 m=1

(o] o0 o0
skad Lim 7p =2 tp—1lim 8 = Xa,—-a,=0.
N=co m=1 n=0o m=1 m=1

II. Ogélne wkasnosci szeregéw. Podamy obecnie kilka wasnosci
szeregéw mnieskonczonych, ktdre sa bezposrednimi konsekwencjami od-
powiednich wkasnosci ciggoéw nieskonczonych.

1. Warunek Cauchy’ego. Na to, zeby szereg i+ @+ ... byl zbiesny,
potrzeba 1 wystarcza, aby dla kazdej liczby &> 0 istniala taka liczba k,
se dla kazdego m spetniona jest nierdwnosé

3) | Ggs1 + Grsat ... + Gram|<#
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Zbieznosé szeregu danego oznacza bowiem to samo, co zbieinogé
ciagu jego sum czgéciowych s, Sy,..., na mocy za$ tw. Cauchy’ego
(§ 2, VII) na to, zeby ten ciagg by} zbieiny, potrzeba i wystarcza,
aby dla kazdego ¢>0 istniato takie %, zeby dla kazdego m spelniona
byta nierdwnosé |sg.m— Sx|<e, tj. zeby speiniona byla nieréwnosé(3).

2. Jesli szereg a,+ay,+ ... jest sbiesny, to lim a, =0,

n=oa
Bowiem @, =8n41—Sp. Wiec lim @p=lm $y41—1lim 8, =0, pomewa/
n=co N=00 n=oo

lim 8,41 =1im s,.
N=c0 N =0

Uwaga. Tw. 2 nie daje sie odwrécié. Isiniejq bowiem szeregi roe-
biegne o sktadniku dagacym do 0. Takim jest szereg harmoniczny

1 1 1 :
L4+
Tty +.. n+ |
37472 576 7 8 2 Tanpl wmgn U gnelT g

. n . .
b Syper 3m>— Stad s,, >+ A zatem lim s, =00, skgd wnosimy,

2 n=co ‘
ze clgg sum czgéciowych szeregu harmonicznego, a zatem sam szereg
— jest rozbieiny. Jest to szereg rozbiesny do oo.

Szereg nazywamy ograniczonym, jesli ciag jego sum czedciowych
jest ograniczony, tj. jesli 1stnleje liczba M taka, ze M>|sn| dla kaz-
dego n.

8. Kaédy szereg zbiesny jest ogramiczony.

Jest to natychmiastowa konsekwencja tw. § 2, IIL
Odnosnie dziakan na szeregach podamy obecnie dwa twierdzenia:

4. Jesly seeregi ay+ay+... 4 b, +by+ ... sq zbiesne, fo

o +br)=3 ~Zan+ 30, (= bn) = Fa, - 5,

n=L n=1 n=1 ne==]

Bowiem E(an-l—bn)—hm (@, +b, +az+b2+ s an+b,,)-

=1

= lim (a,+ay+ ... +a,) + Hm (b, + by + ... +B,) = za,,-l-Zb

n=00 nw=e n=l"" =l

Dowéd dla réznicy Jest analogiczny.

5. Jesli szereg a1+a2+ ..jest zbzemy, to 2‘(6 (y) = ¢+ Za,,

W szezegolnodei 27 (~an) = —»2, Q- |

n=1 n=1

icm
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f==)
Bowiem Z(¢c-a)=lm(c-a,+e- a4+ ...+¢- ay)=
n=1 n=0co

=c-lim(a, + e+ ... +ap)=¢" Z'an.

n=o n=

III. Szeregi naprzemienne. Twierdzenie Abela.

Szeregiem naprze-
miennym nazywamy szereg postaci '

4) @ — 4y +03 —a, +..., gdzie a,=0.

Tw. 1. Szereg naprzemievmy (4), spelniajqey warunki

(5) aliagéasi—... orag lim a,,,=0,

n=oo
jest zbiesny. Pray tym sumy czesciowe S, = Gy — Qs + A5 ~ Qg + ... + Oy CBY-

nig 2adodé nierdwnosei

(6) Son S @y — Qg+ g — ... = Sops1-

Istotnie cigg sum czesciowych o wskaznikach parzystych jest ro-
snacy (w szerszym sensie), bowiem

Son+2= S+ (Qon+1— dop+9); 238 Opniy— ﬂQoHQi 0.
Zarazem jest to cigg ograniczony, bo

Son =0y — [(a2— a5) +(a,— ag)+ ...+l a.

A zatem jest to cigg zbiezny. Niech wiec lim sp,=g.
n=oo

se szereg (4) jest zbiezny, wystarczy wykazaé, ze lim $pp+1= 9.

=00

Ot6z Son+1=Son + don+1, Skacd lim 5211+1'—11m Som +lim “2n+1-g, bo
n=oo n=oo n=co

Aby do-

wiesé,

lim ag,.1=0, w mysl (5).

Nn—oo
‘Wreszcie podwdjna nieréwnosé (6) wynika stad, ze ciag {Son} jest
rosngcy, a cigg {Se,;1} malejgcy (por. § 2, VI, tw. 3).

Preyklady. Szereg (anharmoniczny)

1 1 1
(7 ootz =7+

273 4

jest zbiezny. Suma jego jest, jak pozmiej okazemy, log,2.
Zbiezny jest réwniez szereg (ktérego sumg jest%):

| 11 1

(8) 1-§+g—?f...
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§'s

Tw. 2 (Abelat). Jeéeli ciqy {a,} spelnia warunki (5), szercg zus

(zhiesny lub rozbieény) b, +b,+ ... jest ogramiczony, to szereg
C)] by gDy o Dyt
Jjest zbeesny.

. Polézmy s,=0,+by+...+by.
e |8, | <M.

Na mocy zalozenia istnieje takie M,

Aby dowiesé, ze szereg (9) jest zbiezny, nalezy oszacowaé suimg
0 bp+ an41 a1+ .+ a0 Oy
dla n>k. Zauwazmy w tym celu przede wszystkim, ze
(10) M <by+bmsr ...+ by<2M

dia kazdego m i n=m. Bo

[D+ oot bp | =] S0 —Sm—t | S| 80 | +| St | < 2]
Otéz '

(11)  apbp+ ey g+ .o+ by =ap gt ... +0y) — @ By ..o+ bp) +
F a1 QOpet+.+0p) =01 Oreot ... +0)+ ...+, b, =

=arOr+ ...+ b))+ (@1 —ar) Orer+ ... +0)+ ...+ (0 -
Stad na mocy (10)

(l”, _-1) Z)”, N

byt oot @y by S 2M [+ (1~ ) + ...+ (B, — Ay —1)]
‘Analogicznie apby+ ...+t by, Z— 2M - ap, a zatem
12) ‘]akb}c‘*‘ ..+Clnbn|§2M'ak'

. 1 Niech wiec dane bedzie &> 0.

-—""JZM' anéz.ﬂ{' .

Na mocy rdwnodei (5) istnieje takie

k, ze ak<9M Jak udowodnilismy, dla kazdego n>% zachodzi nie-

rownodé. (12), tj. | ay bk-l—..‘.‘-*—an b, | <e. Zigodnie z tw. Cauchy ego (N° 11,

tw. 1) oznacza to, ze szereg an by, jest zbieiny.
n=

Uwagi. 1) Ze wzoru (12) wymka, Ze

(13) IEanbnlézM'a’l-
n=1
Na mocy bowiem wzori (12) nierownosé |a, b, +...+ a0, |S2M q,
zachodzi dla kazdego x.
2) Tw. 1 jest szezegdlnym przypadkiem tw. 2.

' Mianowicie, gdy
za clag {b,} przyjmujemy ciag 1, -1, 1, —

1 Abel (1802—1829) — stynuy algebraik norweski.

icm

{N¢ IV] Kryteria zbieinosci d'Alemberta i Cauchy'ego 45
3) We wzorze (11) zastosowalidmy tzw. preeksztatcenie Abela. Za-
pisa¢ je moina tez w sposéb nastepujacy:

Uy Uy oo & Ugp Vi =
g (Vg = Vg) + (U + 1) (Vg Vg)+ oo+ (g + oo+ Upp1) (U1 — V) +
(g A+ A U U

IV. Szeregi o sktadnikach dodatnich. Kryteria zbieznosei d’Alem-
berta i Cauchy'ego. Przy zatozeniu, ze wszystkie skladniki szeregu
a,+ay+ ... sa dodatnie, cigg jego sum czesciowych jest rosngey. Sta‘d
wynika natychmlast

1. Szereg o sktadnikach dodalnich jest badé zbieény, bedé rozbieiny
do oo. o .

2. Twierdeenie o poréwnywaniu szevegéw. Jesli stale 0=b,=a, ¢ jeslz
szereq a,—s—a;, Jest zbiesny, to rounies zbieiny jest szereg by +bo+..

Przy tym Z’bn _Z’a"

n=1 n=

Niech §p=a,+ G+ ...+ ay, o=y +by+...+b,. Mamy wiec £, =8y

Poniewaz za$ (por. § 2, VI, 8) s,=lim sn—z a,, wiec 2.‘”“2’05,z Nie-
n=oo n=1

rownoéé ta z jedne] strony swiadezy o t;ym, 7e szereg b, + by +...

ograniczony, a Wwigc zbieZny (na mmocy tw. 1); =z drugiej strony po-

, VI, 3).

jest

cigga ona nierdwnosé 2 by, 2 a, (na mocy § 2
n=1 n=1
Tw. 2 daje czesto moznosé dowodzenia W sposéb prosty zbiezno-
4ci szeregu przez poréwnanie go z _szeregiem, ktmego zhieznosé jest
wiadoma. Np. aby dowiesé, ze szereg
11

1
s TR TR T

jest zbiezny, poréwnywamy go z szeregiem

o 11 1
(13) T5te st e
1 1 _'1 1 1
Mamy bomemgg_—- 3“?5"’" (1’3_*_1)_:7?(%_*_1). N

Zarazem zbieino&é szeregu (15) wynika natychmiast z tozsamosci:.

)

*r“"“:‘*‘i"";“’“ { 1( 1 '
2 Okaaemy péime] (§ 11 (42')), e 1 T T 3 +e
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1 1 1 1 11 1 1 1
R R R i it IR NSl IO B
atarat et e (1 2)+(2 3)+ +(n~1 AR

skad lim s, =1.
n =00

Na pordwnaniu szeregu danego z szeregiem geometrycznym oparte
sa dwa nastepujace kryteria zbieznodci szeregdw o wyrazach dodatnich,

8. Kryterium & Alemberta®. Szereg a,+ag+ ...
nich, czyniacych zado$é warunkows

(16) lim 42+l g
N=00 an

Jest zbiesny.

Niech bowiem % spelnia nieréwnosé lim 221

l<h<1.A zatem istnieje
n=co an

k takie, ze dla n>k mamy A-—& ----- <h, czyli ay41<ay-h.
¢

A wiec szereg aj+ (gs1+ Qrs2+ ... ma sktadniki odpowiednio = od
sktadnikéw szeregu geometrycznego aj+agp-h+ay-h2+ ... Ten ostatni
jest zbiezny, bo 0<h<1. Na mocy tw. 2 jest wigc zbiezny szereg

o0

&=}
2 a,, a zatem 1 szereg X a,.
n=k n=1
4. Krytersum Cauchy’ego. Sezereg a,+ay+... o skladnikach dodat-
nich, czyniaeych zadosé warunkoii
72_
lim Y a,<1,

N=oo

17
Jest zbiesmy.
Podobnie jak poprzednio, istnieje takie k<1 itakie %, ze dla nx %
n
zachodzi | a, <k, tj. a,<h* Poréwnujgc szereg -+ tyi1+...

giem geometrycznym A*+hk+14
o zbieznoel pierwszego.

Z szere-
wnosimy ze zbieznodci drugiego

5. Kryleria rozbiesnodei.
datnich czyni zado$é jednej z

Jesli szereg a, + a, +
dwdch nierswnosei

... 0 sktadnikach do-

(18) lim #2101 Jub hm }/an >1,

n=oo Oy n=co
to szereg jest rozbieiny.

Jesli bowiem pierwsza z nierdwnosci (18) ma miejsce, to dla dosta-

! D'Alembert (1717—1783) — stynny matematyk i encyklopedysta francuski.

o sktadnikach dodat-'

icm
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O 41

tecznie duzych n mamy —T2>1, t]. a,,1> ap,
(

wiec ciag {a,} nie

jest zbiezny do 0, a co za tym idzie — szereg a, +a,+... jest roz-

biezny. Jesli druga nieréwnosé (18) zachodzi, to dla dosta.teczme du-
n

zych n mamy Va,>1,
ny do 0.

t]. an>1 i réwniez cigg {a,} nie jest zbiez-

an+l

n
Uwaga. Zdarzyé sie moze, ze hm =1 = lim Ya,. Kryteria na-
= M=o

n=o Qn
sze nie daja wowoczas moznoscl rozstrzygm'gcia, czy szereg dany jest
zbiezny czy rozbieiny. Mamy woéwczas do czynienia z tzw. wypad-
kiem “watpliwym“; méwimy tez Ze szereg nie reaguje na powyzsze
kryteria.

o0 Al ..
V. Zastosowania i przykiady. 1. Szea'eg._,—;—idla ¢>0 jest zbiesny.
‘ o

. Oyl c““ n! Uy 31
e o=l ,skad im 7= = 0. Na mocy kryte-
Istotni . o 1)‘ " +1 8 e y kry

rinm d’Alemberta wnioskujemy, ze szereg dany jest zbiezny.

o pl
2. Szereg Zn—; jest zbiegny.
n=1M

. nl Ay +1 n* 1 Az
. =—. S Lk = . atem
Niech a,=-—. Stad o (nt+1) e+ D1 (L4
1i Ap+1 = — 1 : — ! <1
nmeo G U1+ e

n=oo

e n!
3. lim—=0=lim—.
— ,nn

N=00 =00

Bo ogdlny skadnik a, szeregn zbieznego jest zbieiny do 0.

Przyjmujac jako definicje, ze ciag { 6, } rozbieiny do oo “seybeiej

‘dqzy do oo® mniz ciagg {bys}, gdy hml;——o mozemy wzér 3 wystowié

¢13
w taki sposob: n! szybcxe] dw do co niz ¢,
silnia.

za§ n* szybeclej niz

l—1—...+%—i—;.. nie reaguje na kryte-

3
rium d’Alemberta. To samo dotyczy szeregu (12).

. 1
4. Szereg harmoniceny 1+5+

1 .
13 =1
Bowiem nlil:;: +1 nl—lfo a +_)
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Jak wiemy, pierwszy z wymienionych szeregéw jest rozbieiny,
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a drugl zbieiny.

5. Szereg > Lﬂm—————l)»—ﬁ('"f—” nt 1) on jest zbieiny dla O0<c<1.
n=1 :

An+1 !x—”l !§~1; . Oyl

Bo 2 B e Stad lim =c.

Ay, 7+ 1 14+ 5 n=co [«

Ze zbieznofci powyzszego szeregu wnosimy, Ze

8, lim " 1=0 dla |e|<1.
n=co n!
LnP ., . . P L4
7. Szereg 2 o jest zbiesny dla ¢>1 (p catkowite). Stad 11111;7:0.
n=1 0t TEL"]
. . +1\7 2 1
Bowiem lim nr2 -~—¢~—l--=~<1
P N entl ¢

8. 7 rozbieinotci szeregu harmonicznego i z kryterium Cauchy’ego

n
wynika z tatwoscia, ze lim}m=1.

n=00

n
Cigg Y7 jest bowiem dla dostatecznie duzych n malejacy i zdozony

n n
z wyrazow > 1. Istnieje wiec lim Y = 1. Gdyby przypuscié, ze lim Yn>1,
Nn=c0 Nn=o0
7

to limyY1/m <1 i na mocy kryterium Cauchy’ego wynikaloby, ze

n=co

< .
szereg 3 — jest zbiezny.
n=1 T )
Uwaga? XKryterium Cauchy'ego jest mocniejsze niz kryterium
. e LG

@’ Alemberta. Jesli bowiem istnieje granica lim ~"*!

, to istnieje réw-
n=co Un

n
niez granica lim Ya, (i te granice sg sobie réwne, ob. § 2, XI, 4). Mo-

n=co

ze jednak istnie¢ ta ostatnia granica, mimo ze pierwsza nie istnieje.

V'*. Inne kryteria zbieznodei. Twierdezeniec Kummeral. Na lo, éeby
seereg Gy +ay+ ... 0 skladnikach dodatnich byl zbiesny, potrzeba i wy-
starcea, aby istniat taki ciag liczh dodatnich by, bs,..., se

; . ay
(18" Hm (b -~ = bye) >0,

n=co O +1
! Kummer — matematyk niemiecki XIX wieku,

wybitny badacz w dziedzinie
Teorii liczb.

icm
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Aby dowie$é, ze warunek sformutowany w twierdzeniu jest ko-
: . , . S . §—Sy'
nieczny, zaldzmy, Ze szereg nasz jest zbieimy 1 poldézmy b,,=——&—’,
n
gdzie s oznacza sume szeregu, za$ S, jego m-ta sume czesciowa. WOS
wezas

LI
n+1"
Ap+1 An+1

A zatem warunek (18") jest spelniony,

S"Sn_"s—sn—x‘-l_ Ay +1 _

b - 1.

Ap+1 Ay +1
Udowodnimy obecnie, ze warunek ten jest dostateczny. Zalézmy
w tym celu, ze mieréwnosé (18°) zachodzi. Istnieje wiec takie >0 1 ta-
ki wskaznik k, ze dla n=k spelniona jest nieréwnosé
Gy ]
by« —"——=bpi1>1.

. Uy +1
Mamy wiec

‘ hetgs1<bpap—Drer@rs

herio<bpir @psr—biro tree

l Bty <bpy0y1—byay.

Dodajac stronami, otrzymujemy
by a
h(s,,— i) <br @ — bty <Dy tr, skad s, <sk +—1c—,—l—£.

Ostatnia nieréwnosé dowodzi, ze szereg a;+ @, +... jest ograniczony.
Szereg ten jest wigc zbiezny jako szereg ogramiczony o0 skadnikach
dodatnich.

Jako wniosek z tw. Kummera, otrzymujemy nastepujgce kryferium
Raabego: szereg a,+as+... o sktadnikach dodatnich, czynigeych zadosé
warunkowi

(18" B

lim # (

n=cow

Ap+1 b>1
Jest zbiesny,

Istotnie, potézmy b,=mn. Nalezy dowiesc, ze warunek (18”) pociaga
za sobg (187). Otdz
G _p ) =lim (@
v+1 n==00 n+1

ay

lim (D, -

ne=on O+

. [/
—n-1)=lim n (—-1) -1>0.
n==00 On+1

VI. Szeregi bezwzglednie zbiezne. Szereg a,+d,+... nazywamy
bezwzglednie zbieznym, jezeli szereg |a; [+ [a|+... jest zbiezny. Sze-
reg zbieiny, ale nie bezwzglednie zbiezny, nazywamy warunkowo
zbieznym. ‘

EKuratowski, Rach. réin. i catk. 4*
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ROZDZIAX 1. Ciagi i szevegi

1. Jesli szereg a,+ g+ ... jest biesny bezwzglednie, to- jest teé ehies-
ny w zwyklym tego stowa znaczeniu. Ponadto

50

(19) |2 an| £ 2|t
n=1 n=1

Zgodnie z tw. Cauchy’ego (II,1) nalezy oszacowaé wyrazenie
ar+ Oper+ ...+, Oz

(=]
lak+ak+1+...+an|§[ak|+|ak+1|+...+|a,,,\é_Z;Mi[.
i=lk

Ostatnia za$ suma jako reszta 7. szeregu zbieinego dazy do 0,
gdy % dazy do oo (por. N° I). A zatem dla ¢>0 istnieje takie k, ze
re1<¢, skad |ax+ Qg1+ ... +a,|<e dla kazdego n>k.

Zbieznosé szeregu a, +a,+... jest wiec udowodniona. Zarazem kta-
dac sp=a;+ a3+ ... +a, oraz fy=|a, | +|ay |+ ...+ | a,|, mamy |s,|St,,
skad, przechodzac do granicy, otrzymujemy |lim s,|=lim|s,|<lim %,,
). wzor (19).

Przyktady. Szereg geometryczny a+ag+agq®+..., gdze |q|<1,
Jest zbiezny bezwzglednie, bowiem szereg |a|+|aq|+|ag?|+... jest
zbiezny (ob. N° I.

®© pn | . .
Szereg ZW Jest zbieiny bezwzglednie dla kazdego z (por. V, I;

n=0
Jak okazemy pozniej, jego suma = e?).
Szereg anharmoniczny (7) jest zbieiny warunkowo, bowiem szereg
bezwzglednych wartosei jego sktadnikéw jest rozhiezny (jest to szereg
harmoniczny, ob. No II).

Zajmiemy sig obecnie zagadnieniem przemiennoses szeregdw mnieskon-
czonych. Jak wiadomo, suma skonczonej ilosci sktadnikéw jest prze-
mienna, tj. nie zalezy od porzadku sktadnikow. Okazemy, ze wlasnosé
ta przenosi sig réwniez na szeregi bezwzglednie zbiezne; natomiast
nie przeposi sig¢ na szeregi warunkowo zbiezme. Wymaga to jednak
uprzedniego sprecyzowania, co nalezy rozumieé przez zmiang porzad-
ku sk¥adnikéw, gdy ilos¢ tych sktadnikéw jest nieskonczona (biorge
pod uwage, ze niektére sktadniki moga sie powtarzacé dowolng ilogé
razy).

Przez permutacje ciagu liczb naturalnych rozumiemy taki cigg liczb
naturalnych m,, ms,..., w ktérym kazda liczba naturalna wystepuje
dokladqie Jeden raz. Jesli my, m,,... jest permutacjs ciggu liczb natu-
ralnych, to mdwimy, Ze szereg Wy + g+ ... + A, + ... POWStAL 2 sze-
TgU Gy + Gy +... 4+ a5 + ... przez zmiang porzadku jego sk¥adnikiw.

icm
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2. Kagdy szerey bezwzglednie zbiesny jest przemienny.
Inacze] mowige, jesli szereg Za, jest bezwzglednie sbiciny 1 jesk

n=1
my, My,... jest permutaciq ciagu liczh naturalnych, to

o]
2 Gy,
n=1

(20) =
7

=2 a,.

1=1

Niech ¢>0. Wobec zbieznosci szeregu |a,|+|ay|+..., istnieje takie
k, ze
@1) 3|a;|<e.
i=k+1

Ponjewaz ciagg {m,} zawiera wszystkie liczby naturalne, wiec istnie-
je takie r, ze wsrdd liezb m,, ..., m, wystgpuja liezby 1, 2, 8,...
az do k. Ponlewaz za$ kazda liczba naturalna tylko raz wystepuje
w ciggu {my}, przeto dla kazdego s>r mamy my>Fk. Jesli wiec przy
denym n>r z ukladu my, m,,...,My,..., m, skreslimy liczby 1,2,...,%,
to pozostang w nim wylgeznie liczby >% (przy tym réine miedzy
soba). A zatem, kladac s,=a;+ay+...+a, 1 In=Qm, + Oyt ...+ O,
1 znoszac w roznicy t,—s, skradniki o réwnych wskaznikach, otrzy-
mamy jako skiadniki pozostake jedynie takie sk¥adniki, ktérych wskaz-
niki sg>%. Wynika stad (i ze wzoru na bezwzgledna wartosé sumy), ze

(s o]
|t,l—s,,z|§%'llai], skad |2, - $,|<e na mocy (21).
1=k+

Poniewaz ta ostatnia nierdwnosé zachodzi dla kazdego n>7; przeto

lim ¢,=1im s, Jest to réwnoznaczne ze wzorem (20).
n==co Nn=oo

Uwaga. Twierdzenie poprzednie nie daje sie rozciggngé na dowol-

.o 1 1 1
ne szeregi zbiezne. Np. w szeregu 1- 573 ——Z+...przestawmy sktad-

niki w nastepujacy sposob:
1 (1 1 -1

29 T ol Sk LR e
(22 1-35+ 3+5+"'+27ﬁ1—1) it

13

| 1
il Hgi 3 '”+2k2*1)_§+“",

'1('1 1 1

gdzie liczby %k, %,,... sg tak dobrane, aby

L S B I S S |
575 el T '_),kl—l 3eens 2kn+1 2]5”+3 CA. ’276%_,_1—1‘ ghes

Wowezas, jak widaé natychmiast, szereg (22) jest rozbieiny do co.
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Kradac c=1v—%+%— ...(jak wiadomo, ¢=log2), mozna fatwo do-
wiesé, e ' 111

1 11 1 1,1 1
C=C+'2-C=l+§—-é'+‘5+'7——4:+9+11 6+...

Widzimy wiee, %e przez zmiane porzadku skladnikéw mozemy
7 szeregu anharmonicznego uzyskaé szereg rozbiezny lub tez szereg
zbiesny do innej granicy. Zachodzi ogélne twierdzenie (Riemanna?),
ktérego tu dowodzié nie bedziemy, ze majac dany szereg zbiezny wa-
runkowo, mozna przez zmiang porzadku jego sktadnikéw uzyskaé sze-
reg rozbiezny lub zbiezny do z goéry danej granicy (skohczonej lub
nieskoniczonej).

noj W

VII. Mnozenie szeregbw. Twierdzenie (Couchy’ego). Przy zatoseniu,

oo w0
se szeregi X oy 1 2, sg bezwzglednie zbiesne, mamy
n=1 n=l

f=e] [5a] [ae]
(28) Za, - Zby=2 ¢y,
s n=1 a=1 n=1
gdzie ‘
¢y =yl
€y = a;by + teb,

(24)

.............................................

(t. suma wskaznikow kazdego sktadnika w wierszu n jest n+1).
Polozmy sp=a,+... 4 ap, by=0y+...+by, Up=0, + ...+ Cp, t.
Uy, = Oyly + Ooly—1 + Oglp—2+ ...+ Qyty.
Naiéiy oszacowad réznice
(25) " Spln — Uy = Qb + Goly + ... + Gply — Uy =
= 0y(tn — tn—1) + Ag(En — Ty2) + ... + an(ty — £))-

o] ool
Poniewaz szeregi 2'b, i 3|a,| s zbiezne, a wiec ograniczone,
5 n=1 n=1

istnieje taka liczba M, ze dla kazdego j:
(26) |%i| <M oraz |a |+ |ay|+ ... +]|a;| <M.

Zarazem dla danego >0 istnieje takie k, ze warunek n>m>k po-
cigga za soba (por. § 2, VII, uw. 2):

! Riemann (1826-—1866) — skynny z prac z daiedziny geometrii, teorii funkeji
analitycznych i teorii liczb.

[N° VI MnoZenie szeregow

(27) |t ~tn|<e oraz | &gt |+]ak+2|+...+lanl<e.

Niech w dalszym ciggn n>2k. Na mocy (25) mamy wiec
I Spbn — Uy, I = ( I g H by~ ty1 | +---+I ak” bp— tn—-k+1J)+ .
+ ( I alc-x—lJ‘ l tn - tu—-k l +...+ | Oy ” tn“t1 l )

Stosu_]adc' do pierwszego nawiasu wzor (27), a do drugiego wzér (26),
otrzymujemy (biorac pod uwage, ze n—k+1>%1 [tn—8| <] £a] +] 8] < 2M):
| Sntn—tn | S [ty |+ ... +|az|le+[| @psr |+ ... +lan|]1-2M <Me+¢- 2M,
przy czym ostatnia nieréwnoéé jest konsekwencjg drugich czesei wzo-

réw (26) i (27).

Udowodnilismy wiec, ze nieréwnogé {Suty— 1y |<8Me zachodzi dla
%zazdego n> Zk Oznacza to, zelim (s,t, — un) = 0. Poniewaz zas ciagi { s, }
1.{ tn} sa zbieine, przeto lim s,f,=lim s, -lim In, skad otrzymujemy
lim s, lim £, =lim 5,2, = lim u,, t). wzor (28).

Preyktad. Udowodnimy, ze 2.5 y_3 (a;+y)“.
n=0 #l popn! .5 ml
Poniewaz oba szeregi sa bezwzglednie zbiezne, mozemy

stosowaé
wzér (28). Otrzymujemy

oo oo -1 !
FEEL_F(L, 2 v @ oyt e )
n=0 "la—on! 20 n! 1l (m-1)1" 21 (n—=2)1 " " Tyl

® 1 n nn—1) S y+a)n
22,__171 — oyl N T g2 z=yL_
.,L=0n!(~’ BT A TR +'"+"”') Ny

na mocy dwumianu Newtona.

Dodajmy, ze wzér, ktéry udowodniliémy, wynika tez z néwnoéci
ert¥ =¢%.e¥ (por. N° VI).

Uwaga. Twierdzenie jest prawdziwe przy zakozeniu stabszym, mia-
nowicie, ze Oba szeregi sg zbiezne i ze jeden z nich (ale niekoniecz-
nie oba) jest zbiezny bezwzglednie. Istotnie w dowodzie naszym jedy-

nie bezwzgledna zbieznosé szeregu z a,, interweniowala.

Jezeli matomiast oba szeregi sz=lwarunkowo zbiezne, toy szereg
%‘o ¢, moze byé rozbiezny. Swiadezy o tym przyktad nastepujacy :
n=1 e

Ve

(== oo . . . -
szeregi Xa, 1 2 b, sa zbieine, natomiast, jak Yatwo sie przekonaé, sze-
n=1 .

O,

= bn;

n=1

PP« ]
reg 2 ¢, jest rozbieimy,
n=1
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Dodajmy (bez dowodu)?, Ze jesli oba szeregi sq warunkowo zbiezne,
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to iloczyn ich otrzymuje sie, sumujgc szeregng1 ¢, metods “pierwszych
srednich®; &cisle] mowige, zachodzl nastepujace twierdzenie ‘ (Cesiro):
jezeli szeregl @y +0g+... 1 b 4+by+... sg zbiezne, to kiadac s,=
= ¢y 4 Cy+ ... 1+ Cp, INAMY

o S Bt PR ST

n=oc n n=1 m=l

VIIL* Tloczyny nieskonczone. Obok teorii szeregéw_nieskoﬂczozflyleu,
stanowigcych uogdlnienie dodawania na nieskoﬁczona{ ilogé sklad.mkovtr,
rozwaza si¢ jako drugie dzialanie nieskoﬁczone.—.—. }1(?czyny megk.on‘-
czone. Ograniczymy si¢ tu do podania ich definicji 1 kilku waznie]-
szych wkasnoscl.

Niech dany bedzie ciag nieskomczony liczb rzeczywistych réznych
0d 0: @y, @s,..., Gy,... Utworzmy ciag iloczynéw:

{28) Py=0qy Po=Qyllayeey Pp=0yly oo Qpy.on

Jezeli ciag (28) jest zbiezny, to granicg jego oznaczamy symbolem

IIa, =lim p,

n=1 N==00

i nazywamy ja iloczynem nieskonczonym. Jezeli ta granica jest réz-
na od 0 (i skonczona), to méwimy, ze rozwazany iloczyn nieskonczony
jest zbiedny. '

Czynnikami iloczynu nieskoriczonego a,a,:... nazywamy liczby a,, a,,...
Tloczynami czeSciowymi nazywamy wyrazy ciggu (28).

Przyltady. 1) Iloczyn nieskonczony

1 1 1 1
A+ (-g) Qg AP

jest zbiezny do 1. Istotnie

21 4 3 2 211—1_1 B '_2n+2 __2_@_:&“2
= Onoi o T Pet=Pamc g = ony

A zatem lim p,=1.
N==00

& 1
2 I1+>)=00,
@ n=1 "
tzn. rozwazany iloczyn nieskonczony jest rozbiezny do oo. Bowiem

1 Ob. Sierpiiski Analiza § 84.

icm

[N° VI Iloczyny nieskohczone 55
2 38 n+1 .
gy T — s e s - —_— =
P 1'% n n+1, Skf‘ldnhzﬁﬁn—‘oo-
® 1
3 II(1--)=0,
n=2 7

tzn. iloczyn nieskodczony jest rozbiesmy do 0. Bowiem p,,:i.
n
4) Iloczyn nieskonczony (~1)-(-1)- ... jest rozbiezny, przy tym nie
Jest rozbiezny ani do 0, ani do nieskornczonogci. W tym wypadku ciag
iloczynéw . czgsciowych oscyluje, przybierajac na przemian wartosei
—-11i+1. '

1. Warunek Cauchy’ego. Na to, seby tloczyn nieskoficzony a,-a, - ...
(9dzie ay = 0) byl zbieiny, potrseba i wystarcza, aby dla kaidego £>0
istniata taka liczba &, se dla kasdego n>%k zachodzi nierdumodé

(29) | Qs .. ay—1 <.

Aby udowodnié, ze warunek Cauchy’ego jest konieczny, zatézmy,
ze rozwazany iloczyn nieskonczony jest zbiezny, tj. ze

(30) lim pp=p == 0.
m=oo

Niech ¢'= %|p| Istnieje wige takie j, ze dla m>j jest |pm|>ec.

Niech dana bedzie liczba ¢>0. Na mocy (30) istnieje takie %, ze
dla n>k mamy |p,—pg-1|<ce. Mozna przy tym zaozyé, e k—1>,
a zatem, ze |[p;—1|>c. Otrzymujemy wiec '

--1|<

ce

|_Pn e,
| Pr—]

[ i

t], nieréwnodé (29).

Udowodnilismy w ten sposéb, ze warunek Cauchy’ego jest koniecaz-
nym warunkiem zbieznosci rozwazanego iloczynu nieskonczonego.
Udowodnimy obecnie, ze jest on réwniez dostateczny.

ZaXozmy wige, ze warunek ten jest spelniony. Udowodnimy przede
wszystkim, ze ciag {p,} jest ograniczony. .

Podstawiajac w warunku Cauchy’ego =1, wnosimy, ze istnieje. ta-
ka liczba 7, ze dla #n>7 mamy ' ‘
In _

r

| @rs1-@rig- ... ap—1]|<1, tj. <1,

a wiee | pn—pr|<|p,|, skad ,ﬁn|“lpr|§|ﬁaz—ﬁr'|<[pe-|: a zatem
| 92| <2 |py|. Stad wnosimy, ze cigg (28) jest ograniczony.
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Niech wiec M oznacza liczbe speiniajacq warunek M>|p,| dla
kazde] liczby naturalnej n. Na mocy (29) do dane] liczby ¢>0 istnie-
je takie %, ze dla n>k
P
Pr—1
skad |pn—pu—1|<e|pr—1|<eM. Ciag {pa} jest wiec zbiezny. Pozo-
staje do udowodnienia, ze granica jego jest = 0.

(31) ——1]<s,

Otéz przypuszezajge, Ze lim p,=0, otrzymalibyémy ze wzoru (31)
’ n=00
(przy statym k) nieréwnoi¢ 1=e, whrew zatozeniu, Ze & jest dowoln,

liczba dodatnig.

2. Jesli iloceyn nieskohiczony a,ay- ... jest zbiesmy, to

lim a,=1.
3 . n==00 . .
Zaltézmy bowiem, ze lim p,=p == 0. Mamy wiec im p,, ,=p i dzie-
N==00 . NE=O0
lac przez siebie obie réwnosci otrzymujemy

P lim p,
lim @, =lim =% =2=2
n=cc n=co Pn—1

lim DPn—1 -
n=oo

Zauwazmy, ze réwnosé lim @, =1, ktéra, jak dowiedlidmy, jest wa-
n—=oo .

runkiem koniecznym zbieznosci iloczynu ﬁ ap, mie jest jednak wa-
n=1
runkiem dostatecznym. Swiadczg o tym przyklady 2 i 8.

Ze wzgledu na tw. 2 jest rzeczg celowy zapisywaé czynniki iloczy-
-nu npieskofczonego w postaci ay=1+0b,. Pozwala to na proste sfor-

mutowanie zaleinosci miedzy zbieimoscig iloczynu ﬁ (1+b,) a zbiez-
n==1

nocig szeregu 3 by. Zachodzi mianowicie twierdzenie nastepujgce:
n=1
8. Przy zatoéeniu, fe b,>0 dla kasdego n, iloceyn ﬁ {1+ by) Jest
n=1

gbiesny wiedy 1 tylko‘wtedy, kiedy zbieény jest szereg 20'0 bu.  To samo

n=1

dotyeey tloczynu I{ (1 ~by) (przy zaloseniu, ze b,<1).
n=

Prosty dowdd tego twierdzenia otrzymuje sig, opierajgc sie na wha-
snoéciach funkeji wykladnicze], w szezeg6lnogci na nieréwnosei 2= 1+,
ktérg udowodnimy w § 8 (wzér (18')). Nieréwnodé ta daje natychmiast

pngeb”, gdzie jon#(1+bi)-...-(l+b,1), Sn=by+ ... +by.
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Poniewaz z drugiej strony, jak wida¢ natychmiast, 1 +5,=p,, wno-
simy, ze ciagi {p,} 1 {s,} sa badz oba ograniczone, badz oba nie-
ograniczone. Poniewaz za$ sg to ciagi rosngce, przeto badz oba sa
zbiezne, badz oba rozbiezne, Wreszcie cigg {p,} nie moze byé
zbiezny do 0, bo p,>1.

Pierwsza czedé naszego twierdzenia jest wiec udowodniona.

Nim przejdziemy do dowodu drugie] czesci, zauwaimy, ze jesh

iloczyn 1¥ (1 +|un|) jest zbieiny, to zbiezny jest réwniez iloczyn
n=

IT (1 4+ uy).

n=1

Niech bowiem dane bedzie ¢>0'1 niech k& bedzie — zgodnie z tw.
1—tak dobrane, aby (1 +|ug|) (1 +|tp+1)): ... - (L+|up|) — 1<z dlan>Ek.
Poniewaz, jak Yatwo sprawdzié,

[ tum) oo (A u) =1 | SA+|ug]) oo (L] up) - 1,

o
wnosimy na mocy tw. 1, ze iloczyn IT(14u,) jest zbieiny.
n=1
Zalozmy teraz, ze szereg X b, jest zbiezny. Na mocy pierwsze]
n=1
czesei naszego twierdzenia zbiezny jest tez iloczyn IT(1+b,), a zatem
1

n=
na mocy przed chwila udowodnionej uwagi, zbiezny jest réwnies ilo-

czyn ﬁ (1 —by).
1

n=

Pozostaje do udowodnienia, ze zbiemos$é ileczynu Hl(l—bn) pocig-
n=
ga za sobg zbieznosé szeregu ' b,. Niech gn=(1-~ b)-...-(1-by) oraz
n=1

. - . 1 . } .
lim ¢, =¢>0. Poniewaz ¢=¢,=¢€ n 4. e'n é(—l', przeto ciag {8, }jest
n=—oo

ograniczony, a wiec zbiezny.
Iloczyn nieskonczony postaci I (1+u,) mnazywamy bezwzglednie
n=1

zbiesnym, gdy zbieiny jest iloczyn II(1+|un|). Jak przed chwila do-
n=1

wiedliémy, zbieznosé bezwzgledna pocigga za sobg zble/most W Zwy-
ktym sensie. Dowodzi sig tez, ze—podobnie jak dla szeregéw — war-
t0éé iloczynu bezweglednie Zhiesnego nie zalesy od porzadku ceynwikdw.
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Zadania do § 3

1. Udowodnié prawo faeznoscl dla szeregéw nieskonczonyeh zbiez-
nych. Poda¢ przyklad szeregu rozbieimego a,+ay+ay+... takiego, ze
szereg (0, + @) + (a5 + ag) +... jest zbiezny.
on pl ® 3n gl

[==) 0
2. Udowodnié, ze szereg & o jest zbiezny, za$ szereg 21 o
n=1 h=

jest rozbiezny.

8. Podaé przyktad szeregu mnaprzemiennego rozbieznego o sktad-
niku ogélnym dazgcym do 0.

4. Podaé¢ przykdad szeregu a, +ay+... zbieznego o sktadnikach do-

datnich, dla ktérego nie istnieje lim —2%!,
n=mo n
5. Dowiegdt, ze jesli szereg @, + ay+... 0 sktadnikach dodatnich ma-
lejacych jest zbiezny, to lim na,=0.

Nn=oo
. % 1. . . -~
6. Udowodnié, ze szereg > v Jest zbiezny dla s>1, zag rozbieimy
n=1
dla s=1.
(Zastosowa¢ kryterium Raabego).

7. Dowiest, ze jesli szereg o wyrazach dodatnich a, +ay+... jest
zblezny, to zbiezne sg réwniez szeregi:
- k
E Van «©

) oraz 2;]/%“-ﬂmz'---'an-m-
n= n=

8. Dowiesé, ze jesli szereg a, +ay+... o wyrazach dodatnich ma-

B (o]
lejacych jest zbieiny, to réwnies szereg X 2" a,n jest zbiezmy (tw.
. n=1 b
o zageszczaniu Cauchy’ego).
9. Przyjmujac wzory
sin z=2 x3+m5 | 1 o
=11 g‘r —5“!"‘...01"342 COS X = —2—!4-?!-—...,

sprawdzié wzir sin (z +y)=sinz cosy+ siny cosz, stosujac twierdzenie
0 mnozeniu szeregiw.

10. Obliczy¢ iloczyny nieskoticzone

w / 1 o0 1 '
Iy -—_ -
n:L\ (71'1"1)2)’ n£11- (1 +n(n+2))'

11. Zbada¢ zbieznosé iloczynu I7(1 + z*%).

n=0
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FUNKCJE

§ 4. Funkecje i ich granice

I Definicje. Jezeli kazde] liczbie rzeczywistej = przyporzadkowa-
na Jest jaka$ liczba y=f (z), to méwimy, ze okreslona jest funkeja f
na zbiorze liczb rzeczywistych.

Np. przyporzadkowujac liczbie z jej kwadrat y=z2, okreglilismy
funkeje: f(2)=2" Podobnie réwnosé y=sinz definiuje pewns funkeje
na zbiorze liczb rzeczywistych.

Nie kazda funkcja okreslona jest na cakym zbiorze liczb rZeczywi-
stych. Np. réwnosé y =1/z okresla funkcje na catym zbiorze liczb rze-
czywistych z wyjatkiem liczby 0; liczbie 0 bowiem réwnosé ta zadne]
liczby rzeczywiste] nie przyporzadkowuje. Podobnie funkeja J = okre-
slona jest tylko dla z=0; funkcja tg2 okreglona jest dla wszystkich
liczb rzeczywistych réznych od nieparzystych wielokrotnogei =/2.

Ogdlnie: jesli kazdemu z nalezacemu do pewnego zbioru przypo-
rzgdkowana jest liczba y=f(x), to mamy do czynienia z funkcjg okre-
¢long na tym zbiorze. Zbiér ten nazywamy zbiorem argumentéw fun-
keji f. Liczby y postaci y =f(x) nazywamy wartosciami funkeji f. Np.
dla funkcji 'z zbiorem argumentéw jest zbior liczb Z0; zbiorem war-
tosel te] funkeji jest rowniez zbiér wszystkich liczb 20 (dodajmy przy
tej okazji, Ze symbol £}z nie okresla jako symbol wieloznaczny
zadne] funkeji; funkeja jest w mysl przyjete] przez nas definicji za-
wsze jednoznaczna).

Czgsto mowié bedziemy o funkejach |okreslonych na przedziale
o kohcach o i 0. Rozréiniaé przy tym bedziemy przedzial domkniety,
t]. przedzial wraz z kodcami, czyli zbiér 2-6w, czynigeych zadosé
warunkowl a =z =0, od przedzialu ofwartego, tj. przedzialu bez kon-
cow, czyli zbiorn z-6w takich, ze @<z <d.
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